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Introduction

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle et E une extension quadra-
tique de F. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur £ muni d’une forme hermitienne
symétrique non dégénérée h. Un tel couple sera appelé espace hermitien. Supposons donnée une
décomposition orthogonale V=W & D& Z ou D est une droite et Z est une somme de plans hy-
perboliques i.e. admet une base (v;)i=+1,.. +r telle que h(v;,v;) = 6; —; pour i,j = £1,...,£r.
Notons G et H les groupes unitaires de V et W respectivement. Considérons le sous-groupe
parabolique P de G des éléments qui conservent le drapeau de sous-espaces totalement isotropes

Fv, CEv, @ FEv,_1C...CEv,®...0 FEun

Soit M la composante de Levi de P des éléments qui conservent les droites Fv; pour ¢ =
+1,...,%r. On a un isomorphisme naturel M ~ (Rg/pGL1)" X G ot Gy est le groupe unitaire
de Vo = D ® W et Rp/p désigne la restriction des scalaires a la Weil. Notons U le radical
unipotent de P. Soit £ un caractére de U(F') invariant par conjugaison par H(F') et qui est
générique pour cette propriété (la définition exacte de & est donnée dans la section 4). Pour
(m, Ex) et (0, Ey) des représentations admissibles irréductibles de G(F') et H(F') respectivement
on définit Homp ¢(m,0) comme l'espace des applications linéaires [ : Ex — E, qui vérifient

I(m(hu)e) = {(u)o(h)l(e)

pour tous e € Er, h € H(F), u € U(F). On définit la multiplicité m(7, o) comme la dimension
de cet espace, elle ne dépend que des représentations w et o et pas des divers choix effectués.
D’aprés [AGRS], on a m(m,0) < 1. La conjecture de Gross-Prasad telle qu’énoncée dans [GGP|
décrit exactement quand la multiplicité m(mw, o) vaut 1 en terme des paramétres de Langlands
de 7 et 0. On démontre ici sous certaines hypothéses concernant les L-paquets des groupes
unitaires une version affaiblie de la conjecture pour les représentations tempérées. Plus précisé-
ment, supposons G et H quasi-déployés et affectons d’un indice i tout les objets définis jusque
1a: G;, H;, Vi, W; .... Il existe a isomorphisme prés un unique espace hermitien V,, de méme di-
mension que V; mais qui ne lui est pas isomorphe. On définit de méme ’espace hermitien W,. On
a encore une décomposition orthogonale V, = Z & D & W,. Admettons I'existence de L-paquets
pour les groupes G;(F), H;(F),G,(F) et H,(F') ainsi que certaines propriétés de ces L-paquets
(les hypothéses faites sont énoncées précisément en 18.1). Les paramétres de Langlands pour les
groupes G; et G, sont les mémes. Soit ¢ un tel paramétre que 'on suppose tempéré et II; resp.
I1, le L-paquet de représentations de G;(F') resp. de G, (F’) correspondant (on a éventuellement
I1, = 0). Soit de méme v un paramétre de Langlands tempérés pour les groupes H; et H, et
Y; resp. X, le L-paquet de représentations de H;(F') resp. de H,(F') correspondant. Sous les
hypothéses admises sur les L-paquets on montre le théoréme suivant



Théoréme 1 [ existe un unique couple (mw,0) € (I; x ;) | |(IIg x 2,) tel que m(w,0) =1

Le théoréme 1 découle d'une formule intégrale pour la multiplicité m(m, o). L’idée de 1'exis-
tence d’une telle formule intégrale ainsi que sa preuve s’inspirent directement des articles [W1]
et [W2] de Waldspurger ou est traité le cas des groupes spéciaux orthogonaux. Décrivons cette
formule. On définit un ensemble 7T~ de tores (en général non maximaux) de H. Ce sont les tores
T obtenus de la fagon suivante : on a une décomposition orthogonale W = W’ & W” telle que
les groupes unitaires de W” et W” & D @ Z soient quasi-déployés et T est un tore maximal
anisotrope du groupe unitaire de W’. Soit 7 un ensemble de représentants de 7~ pour l’action
par conjugaison de H(F). Soit T € 7. On définit sur T(F) trois fonctions déterminant A, DH
et DH7 qui importent peu et pour lesquels on renvoie au corps de Particle pour des définitions
précises. Plus important, si 7 et o sont des représentations admissibles irréductibles de G(F')
et H(F') respectivement on définit deux fonctions ¢, et ¢, sur T(F'). Ces deux fonctions sont
définies & partir des caractéres 6, et 6, de 7 et 0. Soit ¢t € T(F') et soit Gy le centralisateur
connexe de t dans G. D’aprés Harish-Chandra, au voisinage de t le caractére 6, est combinaison
linéaire des transformées de Fourier des intégrales orbitales nilpotentes de g¢(F') (ou g; désigne
l'algebre de Lie de Gy). Plus précisément il existe des nombres complexes ¢ o(t) indexés par
les orbites nilpotentes dans g;(F") et un voisinage w de 0 dans g¢(F") de sorte que pour toute
fonction ¢ € C2°(w) on ait

/ Or (teap(X)G(X)dX = 3 eno(t)Jo ()
0 (F) o

ol ¢ désigne la transformée de Fourier de ¢ et Jo est 'intégrale orbitale sur O. La somme porte
sur I’ensemble des orbites nilpotentes de g;(F"). Bien str les mesures et la transformée de Fourier
doivent étre définies précisément, on renvoie pour cela au corps de 'article. Soit Nilyeq(ge(F))
I’ensemble des orbites nilpotentes réguliéres. On pose alors

cx(t) = 20N lyeq(ar(F)) -0 (1)
' [ Nilyeg(a¢(F))|

On définit de méme la fonction c¢,. Posons

Mgeom (m,0) = > [W(H, T)| " limq_0 / cov (H)ex () DT (£) A () DHr (£)5dt
TeT T(F)

ot W(H,T) = Normpp)(T)/Centypy(T) et 0 est la représentation duale de 0. L’expression
ci-dessus est bien définie (les intégrales sont convergentes pour Re(s) > 0 et admettent une
limite lorsque s tend vers 0). La formule intégrale calculant la multiplicité est alors

Théoréme 2 Siw et o sont tempérées, on a
m(m,0) = Mgeom (T, 0)

Décrivons briévement comment ’on déduit le théoréme 1 du théoréme 2, I'idée étant issue de
Particle [W1]. Sommons les multiplicités m(m, o) pour (, o) parcourant (IT; x ;)| |(II, x X,). Le
théoréme 2 permet d’exprimer la somme sur les (7, 0) € II; X 3; comme une somme d’intégrales
sur un ensemble de tores 7;. De méme le théoréme 2 exprime la somme sur les (7, 0) € II, x ¥,
comme une somme d’intégrales sur un ensemble de tores 7,. On peut regrouper ces tores suivant
leurs classes de conjugaison stable. On a une notion naturel de transfert entre les tores de 7, et
les tores de 7;. Plus précisément on peut transférer une classe de conjugaison stable de 7, en une



classe de conjugaison stable de 7;. Le transfert est injectif et presque surjectif : toutes les classes
sont atteintes sauf celle du tore {1} € 7;. On peut aussi transférer les différentes fonctions qui
apparaissent dans les intégrales et ce transfert fait apparaitre un signe. Il se trouve que ce signe
vaut —1. Ainsi dans la somme totale que 1’on considére toutes les intégrales disparaissent sauf
une : celle correspondant au tore {1}. Un resultat de Rodier (|[Ro]) permet alors de montrer que
ce terme vaut 1. La démonstration du théoréme 2 est plus longue et occupe la majeure partie
de l'article (sections 5 & 17). Encore une fois la démonstration suit de trés prés celles de [W1] et
[W2]. Une fonction f € C°(G(F)) est dite trés cuspidale si pour tout sous-groupe parabolique
propre P = MU de G on a

Vm e M(F), (mu)du =0
U(F)
On définit une suite croissante exhaustive (Qxy)ny>1 de compacts-ouverts de H(F)U(F)\G(F)
et on note, pour N > 1, ky la fonction caractéristique de Q. Posons

It )= |

kN (9) / 05 () / f (g7 hug)é(u)dudhdg
H(F)U(F)\G(F) H(F) UF)

C’est I'analogue de l'expression In(6,v, f) de [W1] et [W2]. Cette expression admet une li-
mite lorsque N tend vers 'infini et comme dans la formule des traces locale d’Arthur, il y a deux
fagons de calculer cette limite : 'une qualifiée de géométrique, 'autre de spectrale. Le dévelop-
pement géométrique de la limite fait I'objet des sections 5 & 10, le développement spectral fait
I’objet de la section 16. C’est de 1’égalité entre ces deux expressions que ’on déduira le théoréme
2. Décrivons & présent briévement le contenu des différentes parties.

La premiére partie rassemble un certain nombre de définitions, notations et résultats qui
seront utilisés par la suite. On fixe notamment les choix de mesures qui apparaissent les plus
naturels pour le développement géométrique et pour le développement spectral. On rappelle
aussi quelques propriétés des fonctions cuspidales et trés cuspidales démontrées dans [W1] et

[W2).

La deuxiéme partie comprend des majorations sur le radical unipotent d’un sous-groupe pa-
rabolique dont on aura besoin dans la section 13.

La troisiéme partie décrit briévement certains objets associés aux groupes unitaires : sous-
groupes paraboliques, sous-groupes compacts spéciaux, R-groupes et orbites nilpotentes régu-
liéres.

La quatriéme partie consiste principalement & définir 'expression Jy (6, f).

Dans la cinquiéme partie, se trouvent les définitions nécessaires & ’énoncé du développement
géométrique (théoréme 5.4.1).

La démonstration du théoréme 5.4.1 fait 'objet des sections 6 & 10. Le schéma de la preuve
est le méme que dans [W1]. Dans la section 6, on descend le probléme & 1’algébre de Lie, dans la
section 7 on transforme l’expression obtenue grace a une transformée de Fourier. Une fois effec-
tuée cette transformation, tout se passe beaucoup mieux et on montre dans la huitiéme partie
que Jy (0, f) admet une limite et on calcule cette limite. Le résultat principal de la section 9
permet de se ramener au cas ou f n’a pas d’éléments unipotents dans son support. Cela permet



dans la section 10 une preuve par récurrence du théoréme 5.4.1.

Dans les sections 11 a 13, on montre les majorations qui seront nécessaires lors du dévelop-
pement spectral (section 16). Ce sont les analogues des majorations 4.3(2) a 4.3(8) de [W2]. Les
démonstrations sont pourtant de nature différente. Dans la section 11 on montre une "‘décom-
position de Cartan relative"’ dans le cas » = 0 (inspirée des résultats de [BO]|, [DS] et [Sa]).
Alliée aux majorations de la section 2, on obtient une démonstration plus directe des résultats.

Dans la section 14, on montre que les éléments de Homp¢(m,0), pour 7 et o tempérées,
peuvent étre calculés explicitement. Ce résultat est nécessaire pour faire apparaitre la multipli-
cité m(m, o) dans le développement spectral. On en donne une démonstration différente de celle
de [W2| basée sur I'existence d’une décomposition de Cartan relative ainsi que sur des éléments
directement inspirés de la proposition 6.4.1 de [SV].

Dans la quinziéme partie, on montre qu’en un certain sens la multiplicité m(m, o) est com-
patible & I'induction parabolique pour les représentations tempérées.

C’est dans la seiziéme partie que l'on énonce et démontre le développement spectral. La
démonstration suit de trés prés celle de [W2], a tel point que I'on s’est contenté en général d’in-
diquer les quelques modifications & apporter.

On donne dans la section 17 la preuve du théoréme 2. Comme on ’a dit, cela découle de ’éga-
lité entre les développements géométrique et spectral. Néanmoins, il est nécessaire d’affaiblir la
condition sur f et de supposer qu’il s’agit seulement d’une fonction cuspidale. Suivant un procédé
d’Arthur, on transforme 'égalité précédente en une égalité entre distributions invariantes. Le
lemme 1.8.1 (qui n’est que le rappel du lemme 2.7 de [W2|) permet alors cet affaiblissement sur f.

La dix-huitiéme et derniére partie est celle ot 'on démontre le théoréme 1. C’est dans cette
partie que l'on fait des hypothéses sur les L-paquets (paragraphe 18.1).

Remerciements : Cet article est une partie de ma thése sous la direction de Jean-Loup
Waldspurger. Qu’il soit chaleureusement remercié pour m’avoir proposé ce sujet si riche, pour
ses indications toujours justes et clairvoyantes et pour ses relectures attentives des différentes
versions préliminaires du présent article.

1 Groupes, mesures, notations

1.1 Groupes

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle. On note O son anneau
d’entiers, pr I'idéal maximal de Op, qr le cardinal du corps résiduel et on fixe une uniformi-
sante 7p. On désigne par valp la valuation normalisée par valp(rp) = 1 et |.|p = ¢ "%F la
valeur absolue. On fixe 1 un caractére additif de F' trivial sur O et non trivial sur p;l. Si X
est un espace topologique totalement discontinu, nous noterons C2°(X) 'espace des fonctions
localement constantes & support compact de X dans C.

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F, g son algébre de Lie. On note Ag le plus
grand tore déployé central de G et X(G) le groupe des caractéres algébriques de G définis sur



F. On note G! le sous-groupe des éléments g € G(F) vérifiant |x(g)|r = 1 pour tout x € X(G).
On pose Ag = Hom(X(G),R) et A, = X(G) ®R. On définit une application Hg : G(F) = Ag
par < Hg(g),x >= log(|x(g9)|r) pour tout x € X(G). On note Agr et Agr les images
par Hg de G(F) et Ag(F) respectivement. Ce sont des réseaux dans Ag. On définit A,

(resp. AéF) comme l'ensemble des A € Ag vérifiant \(¢) € 27Z pour tout ¢ € A o (resp.

pour tout ¢ € fléF) On pose iAG p = iA’&/iAé,F. Soit T un tore maximal de G, on pose
)(G) = dim(G) — dim(T), cela ne dépend pas du choix de 7'

Pour g € G(F), on notera X +— gXg~! I'action adjointe de g sur g. On définit Gy, et gss
comme les ensembles des éléments semi-simples dans G et g respectivement. On note Greg, greg
les ensembles des éléments réguliers semi-simples dans G et g respectivement. Pour S une partie
de G, on notera Zg(S) le centralisateur de S dans G et Gg la composante connexe de I’élément
neutre dans Zg(S). Si f est une fonction sur G(F) et g € G(F'), on définit la fonction 9 f par
If(z) = f(g ' xzg) et on définit de méme 9f si f est une fonction sur g. Pour x € G(F) et
X € g(F), on pose

DC(2) = |det(ad(2)g/q. )|

DY(X) = |det(ad(X)g/qx )|F

On appelle Levi de G tout sous-groupe de GG qui est une composante de Levi d'un sous-
groupe parabolique de G tout deux définis sur F. Si M est un Levi de G on note F(M), P(M)
et L(M) I'ensemble des sous-groupes paraboliques qui contiennent M resp. de composante de
Levi M resp. des Levi qui contiennent M. Si P est un sous-groupe parabolique de G on notera
P le parabolique opposé et dp la module usuel. Fixons Poin = MminUmin Un sous-groupe
parabolique minimal et K un sous-groupe compact spécial en bonne position par rapport a M, .
On appellera sous-groupe parabolique standard (resp. antistandard) un sous-groupe parabolique
qui contient Py, (resp. qui contient P,;,) et sous-groupe parabolique semi-standard un sous-
groupe parabolique qui contient M,;,. Soit P est un sous-groupe parabolique semi-standard,
alors P posséde une unique composante de Levi qui contient M,,;,. Lorsque 'on notera P =
MU on sous-entendra que M est ce Levi et que U est le radical unipotent de P. On a alors
G(F)=M(F)U(F)K et pour g € G(F) on notera g = mp(g)up(g)kp(g) une décomposition de
g pour laquelle mp(g) € M(F),up(g) € U(F) et kp(g) € K. L’application G(F) — A, g —
Hyr(mp(g)) est bien définie, on la note Hp. Pour P = MU un sous-groupe parabolique semi-
standard on notera WM = Norm () (Mmin) /Mmin(F) le groupe de Weyl de M et W (M) =
NormG(F)(M)/M(F)

On désignera par T (G) un ensemble de représentants de ’ensemble des tores maximaux de
G pour l'action par conjugaison de G(F).

On notera =% la fonction de Harish-Chandra sur G(F). Elle dépend du choix d’un sous-
groupe parabolique minimal de G et d’un sous-groupe compact spécial en bonne position. Chan-
ger de choix remplace =& par une fonction équivalente. Puisque =€ ne sera utilisée que pour
des questions de majorations, les choix n’importent pas. Soit p : G — GL(V') une représentation
algébrique fidéle de G. Fixons une norme [|.|| sur V. On en déduit une norme aussi notée ||.|
sur les endomorphismes de V. Pour g € G(F) on pose o(g) = sup(1,log(||g||),log(|[g~]])). On
a alors 0(gg') < o(g) + o(¢') < 20(g)o(g’) pour tous g,¢9" € G(F). Soit b > 0 un réel, on note
1.4 et 1<y les fonctions cractéristiques de I'ensemble des g € G(F) vérifiant o(g) > b, o(g) < b
respectivement.

Soit S(G(F')) l'espace des fonctions de Schwartz-Harish-Chandra sur G(F'). C’est Iespace
des fonctions f : G(F') — C qui sont biinvariantes par un sous-groupe compact-ouvert de G(F')



et qui vérifient pour tout D € R la majoration
= -D
flg) <<E(g)oly)
pour tout g € G(F'). Soit 7 une représentation admissible de G(F'). On notera alors E; un
espace vectoriel sur lequel 7 se réalise. Si 7 est unitaire, on note (,) une forme hermitienne
définie positive G(F')-invariante. Nous dirons que 7 est tempérée si elle est unitaire, de longueur
finie et qu’il existe un réel D tel que pour tous e, e’ € E, on ait

(¢, m(g)e)] << E(g)a(g)”

pour tout g € G(F). Si 7 est tempérée et G(F') est muni d’une mesure de Haar, I’action de
CX(G(F)) sur E; s’étend en une action de S(G(F)). Pour tout f € S(G(F)) et tous e, e’ € Ey
on a alors

(ﬂﬂwﬁzémfwwwa&@

1.2 Mesures

La formule géométrique (théoréme 5.4.1) ne dépend que du choix de mesures sur certains
tores anisotropes et la formule spectrale (théoréme 16.1.1) que du choix de mesures sur A} 5
ou L est un sous-groupe de Lévi de G. Néanmoins, les preuves font intervenir des mesures sur
d’autres groupes et les choix naturels varient.

Pour le développement géométrique (sections 5 & 10) on normalisera les mesures comme suit.
Fixons une forme bilinéaire symétrique non dégénérée G(F')-invariante < .,. > sur g(F). Ceci
permet de définir sur g(F') une transformée de Fourier. Pour f € C2°(g(F')), on pose

ﬂMZ/ﬂﬂw<KXNM’
g

ot dY est la mesure de Haar autoduale sur g(F) c’est-a-dire telle que f(X) = f(—X). De la
méme fagon un sous-espace de g(F') pour lequel la restriction de < .,. > est non dégénérée est
naturellement muni d’une mesure autoduale. On munit les sous-espaces de g(F') pour lesquels la
restriction de < .,. > est dégénérée d’une mesure de Haar quelconque. Si H est un sous-groupe
algébrique de G on munit H(F') d’'une mesure en relevant celle fixée sur h(F') par 'exponentielle.
Enfin on munira les sous-groupes compacts de G(F') qui ne sont pas de fagon évidente le groupe
des F-points d’un sous-groupe algébrique de G de la mesure de Haar de masse totale 1. Soit
T C G un tore, alors on a un deuxiéme choix de mesure d.t sur T(F) : si T est déployé c’est la
mesure qui donne au sous-groupe compact maximal de T'(F') la mesure 1, dans le cas général d .t
est compatible avec la mesure que 1’on vient de définir sur Ap(F') et T(F)/Ap(F') est de mesure
1 pour d.t. On note v(T) le facteur tel que d.t = v(T')dt.

On note Nil(g) l'ensemble des orbites nilpotentes de g(F'). Soit O une telle orbite. Pour
X € O, la forme bilinéaire (Y, Z) —< X, [Y, Z] > sur g(F') se descend en une forme symplectique
sur g(F)/gx(F), c’est-a-dire sur l'espace tangent & O au point X. Ainsi O est muni d’'une
structure de variété F' analytique symplectique et on en déduit une mesure "‘autoduale"’ sur O.
Cette mesure est invariante par conjugaison par G(F).

La normalisation des mesures lors du développement spectral (section 16) sera la suivante.
Rappelons que l'on a fixé Py = MininUmin un sous-groupe parabolique minimal de G et K un



sous-groupe compact spécial en bonne position par rapport & Ay . . On choisit sur K la mesure

min

de Haar de masse totale 1 et sur G(F') une mesure de Haar quelconque. Pour tout sous-groupe
parabolique semi-standard P = MU de G, on choisit sur U (F') 'unique mesure de Haar vérifiant

[ optmptu)du=1
U(F)

Il existe alors une unique mesure de Haar dm sur M (F') qui vérifie

/ g)dg —/ / / f(muk)dkdudm
M(F) JU(F)

pour tout f € CZ°(G(F)). Et la mesure dm ne dépend pas du choix de P € P(M). Les réseaux
iAY, et i A},  sont munis des mesures qui donnent un volume unité en chaque point. On

. - A% . <oA% Vi A%
munit A}, de la mesure de Haar qui donne & iA},/iAy, - la mesure 1 et iA}, - de la mesure
quotient.

1.3 Bons voisinages

Soit x € G(F') un élément semi-simple. On reprend la définition de [W1| de la notion de
bon voisinage de 0 dans g, (F'). C’est un voisinage de 0 dans g, (F') qui est Zg(z)(F)-invariant,
compact modulo conjugaison sur lequel 'exponentielle est définie et qui vérifie les conditions 1-7
de la section 3.1 de [W1]. Soit f une fonction sur G et w un bon voisinage de 0 dans g,(F"). On
note f ., la fonction sur g,(F") définie par

| flzexp(X)) siX cw
fm’w(X) - { 0 sinon.
1.4 Intégrales orbitales, quasi-caractéres

Pour X € g,¢4(F'), on définit I'intégrale orbitale

Ja(X, f) = DO(X)V/2 /G I s L

pour tout f € C°(g(F)). Il existe une unique fonction j sur g(F) x g(F), localement inté-
grable, localement constante sur greq(F') X greg(F), telle que, pour toute f € C°(g(F)) et tout
X € greg(F), on ait Iégaliteé :

Ja(X. ) = / L SO
g

Soient M un Levi de G et X € m(F) N greg(F). Pour Y € gpeq(F), fixons un ensemble de
représentants (Y;)j=1,., des classes de conjugaison par M(F) de 'ensemble des éléments de

m(F') qui sont conjugués & Y par un élément de G(F'). On a alors 1'égalité (cf la formule 2.6(5)
de [W1])

(1) j9X,Y)DY(Y)"? = ZJ (X, Y) DM (v;)"/?
=1
Pour O € Nil(g), on définit l'intégrale orbitale nilpotente

- [ sovex

7



pour tout f € C°(g(F')). On définit la transformée de Fourier de la distribution précédente par

Jo(f) = Jo(f)

pour tout f € C°(g(F)). D’aprés Harish-Chandra, Jo est représentable par une fonction Y —
J(0,Y) localement intégrable et localement constante sur g,eq(F). Pour A € F'*, définissons f A
par fA(X) = f(AX). Pour tout A € X, on a

Jo(f) = N7 1o (f)

On en déduit que pour tout A € F* on a j(O,\Y) = \)\\;dim(o)/Qj()\(’),Y). Pour O € Nil(g),
on note I'p le germe de Shalika associé a O. Pour tout f € C2°(g(F')) il existe donc un voisinage
w de 0 tel qu’on ait pour tout X € w N greq(F)

Je(X,f)= Y To(X)Jo(f)

OeN:il(g)

Et de plus, I'» vérifie la condition habituelle d’homogénéité.

Un quasi-caractére sur G(F') est une fonction définie presque partout 6 : G(F') — C invariante
par conjugaison et tel que pour tout = € G¢s(F) il existe un bon voisinage w de 0 dans g, (F') et
des coefficients co g(x) pour O € Nil(g,) vérifiant

O(zexp(X)) = Z co.0(2)7(0, X) pour presque tout X € w
OeNil(gz)

1.5 Représentations, induites paraboliques, opérateurs d’entrelacements, ca-
ractéres pondérés

Toutes les représentations sont supposées lisses. On adopte les notations suivantes : Irr(G),
Temp(G), a(G) et I (G) désignent respectivement ’ensemble des classes d’isomorphismes de
représentations irréductibles, irréductibles tempérées, irréductibles de la série discréte et irréduc-
tibles elliptiques de G(F'). Si P = MU est un sous-groupe parabolique de G et 7 est une repré-

sentation de M (F) on notera i%(7) 'induite normalisée de 7 & G. Elle se réalise sur I'espace ES

des fonctions ¢ : G(F) — E, localement constantes qui vérifient ¢(mug) = dp(m)Y?r(m)f(g)
pour tous m € M(F),u € U(F) et g € G(F'), 'action de G(F') se faisant par translation a
droite. Pour g € G(F) et f € C>°(G(F)), on note i%(t, g) et i%(r, f) les opérateurs de g et f
agissant sur EgT.

Pour 7 une représentation de G(F) et A € Af, ®& C/i Al p, on note my la représentation

suivante de G(F) : son espace est le méme que celui de 7 et my(g) = e<Hc9)A>7(g) pour tout
g € G(F). Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et 7 une représentation
de M(F). On note IC](_%T l'espace des fonctions ¢ : K — E. qui vérifient p(muk) = 7(m)p(k)
pour tous m € M(F)NK,u € U(F)NK et k € K. Les représentations i%(7,) pour A € A}, ®C
se réalisent toutes sur l'espace ICIC;YJ via I'isomorphisme qui & une fonction ¢ € Egﬂ associe sa

restriction & K. Si 7 est unitaire, on munit ng » d’un produit hermitien par

(e.¢) = /K (e(k). ¢ (k) dk



C’est un produit scalaire invariant pour la représentation ig(n\) pour tout A € i A},

Pour P, P’ € P(M) et XA € A}, ®& C, on peut définir des opérateurs d’entrelacements
JP’|P(T)\) : Egﬂ')\ — Eg/ﬂ_)\

Quand la partie réelle de A est dans un certain cone, on a

(Upp(r)ee) = | c(ul )l
(U(F)NU(F)\U'(F)

La fonction A — Jp p(7A) & valeurs dans les opérateurs IC — K¢ Prr admet un prolon-
gement méromorphe & tout A3}, ®g C. Si 7 est irréductible, pour tout P € P(M) lopérateur
Jp‘p(TA)Jplp(T)\) est scalaire. On note j(7y) ce scalaire, il ne dépend pas du choix de P. On peut
normaliser les opérateurs d’entrelacements : il existe des facteurs rp/| p(7)) tels que les opérateurs
Rpp(ma) = 7pp(Ta) "1 p(7a) vérifient les conditions du théoréme 2.1 de [A4]. Notamment

— Pour tous P, P, P" € P(M), Rpn p/(Ta)Rprp(TA) = Rprp(T))

— Si 7 est tempérée, les fonctions A — Rp/| p(72) sont holomorphes en tout point de iA},

et pour A € 1A}, p, 'adjoint de Rpip(T) est Rpjpr(7x)

La définition des opérateurs d’entrelacements normalisés s’étend au cas ol 7 est semi-simple.
Soit 7 une représentation tempérée et M un Lévi semistandard de G. Fixons P € P(M) et posons
pour tout P’ € P(M) et tout X € i.A}, &

Rp(1,A) = Rp|p/(T)Rpr|p(TA)

C’est un endomorphisme de K% . la famille (Rp/(r, ))prepr est une (G, M)-famille & valeur
opérateurs ([A1] paragraphe 7). On peut donc suivant Arthur lui associer un opérateur que 1'on
note Rz (7).

Le caractére pondéré de la représentation 7 est la distribution f — J]\G/[(T, f) quia f €
C>(G(F)) associe la trace de Popérateur i%(r, f)R(7) agissant sur K& . Cette distribution
ne dépend en fait pas du sous-groupe parabolique P que l'on a fixé. Dans le cas ot M = G on
notera simplement 0, (f) = JG (7, f), c’est le caractére usuel de 7.

1.6 R-groupes

On utilisera la théorie des R-groupes telle qu’elle est exposée dans la section 1.5 de [W2|. On
reprend aussi les notations de cette référence ( Normgry (1), W(r), W'(7), R(1), Rp(w,T)).
Il est fait dans [W2| un certain nombres d’hypothéses qui permettent de simplifier la théorie.
Nous verrons dans la section suivante que ces hypothéses sont vérifiées dans le cas des groupes
unitaires. Les hypothéses sont les suivantes : soit M un Lévi semistandard de G et 7 € IIa(M),
alors

— 7 se prolonge en une représentation 7V de N ormer)(T)-

— L’homomorphisme naturel K N Normgp)(7) — W(7) admet une section qui est un ho-

momorphisme.

— Le R-groupe R(T) est abélien.

1.7 Formule de Plancherel-Harish-Chandra

Pour tout M € L(M,in), on fixe un élément P € P(L). Soit M € L(Mn), notons {Ia (M)}
I'ensemble des orbites de IIa(A) pour 'action évidente de iA3}, . Pour chaque orbite O, fixons
un élément 7 de cette orbite. Notons i.AY le stabilisateur de 7 dans iA%,. Pour tout A € 1A},
on pose



m(ry) = j(m)~td(7)
ou d(7) est le degré formel. Pour tout f € S(G(F)), on a alors I'égalité

o= > IWMIWet Y [iAS Ay g

MEL(Mpmin) Oe{Ila (M)}
/ m(r)Tr (i€ g~ 1)iS(ra, £)) dA
i'AXI,F

pour tout g € G(F'). C’est la formule de Plancherel-Harish-Chandra et c’est le théoréme VIII.1.1
de [W3]. Seules interviennent de fagon non nulle les orbites O pour lesquelles une représentation
i%(7x) admet des vecteurs non nuls invariants par un sous-groupe compact-ouvert de G(F) tel

que f soit biinvariante par ce sous-groupe. Ces orbites sont en nombre fini.

Fixons P = MU € F(Mpn) et une représentation 7 de M (F') irréductible et de la série
discréte. Soit ¢ une fonction C™ sur iA}, et e, €’ € ngT. Posons

furw@ = [ emEm)Er,0)¢' )
ZAX{,F

pour tout g € G(F). Cette fonction appartient a S(G(F)). Identifions tout élément de W (M) a

un représentant dans K N Normgpy(M). Notons £(7) I'ensemble des couples (w, u) € W (M) x

iA%, i tels que w™iT ~ 7,. Pour (w, u) € £(7), fixons un automorphisme unitaire 7(w, 1) de E;

tel que
7(w, p)7u(m) = (w™'7)(m)7(w, p)
pour tout m € M(F). Définissons ’homomorphisme A(w,p) : KS_,p — — IC%T par

(A(w, p)e)(g) = T(w, p)e(w™g).

Pour \ € Z'AM > définissons ’endomorphisme R(w, p, A) de IC%T par
R(w,p,A) = A(w7:U')Rw*1Pw|P(TA+,u)'
Il vérifie la relation d’entrelacement
R(w, 1, NIndB (i, ) = IndS(Tux, 9)R(w, 1, ).

Posons simplement R(w, 1) = R(w, p,0). Soient e, e € Kgﬁ. Alors on a I'égalité

1 0. e',IndGT, ep)dg = R(w, p)e', e)(ep, R(w, p)e).
1) /G(F)f,,¢<g><o S(r, g)eo)dg (wgg‘gmau)(( e, e0) (el R(w, p)e)

Cf proposition VII.2 de [W3].
On en déduit le point suivant
(2) supposons le support de ¢ vérifie la condition suivante

pour tout (w,u) € (1), p € Supp(p) entraine p = 0.
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alors on a ’égalité (avec les notations du paragraphe précédent)

)fe,ew(g)(e{)af”dg(ﬂg)eo)d!} = [W'(n)p(0) > (Re(w,7)e,eo)(eh, Rp(w,T)e).

G(F weR(T)

cf [W2]1.6(1). On aura aussi besoin de la formule suivante

(3) Supposons que le support de ¢ vérifie (w™!Supp(¢) + p) N Supp(p) = () pour tout
(w, ) € E(1) —{(Id,0)}, alors on a 'égalité

/ feo,e6,<p(g)fel,e’l,<p(g)dg = / m(T)\)’(P()‘)‘Q(dhe/l)(elveo)d)‘
G(F) Ay F

/ / G
pour tous e, €, €1, €] € ICPJ.

Aprés une permutation d’intégrales, 1’égalité (3) découle de I'égalité (1) et de I’hypothése
faite sur Supp(p).

1.8 Fonctions cuspidales et trés cuspidales, quasi-caractéres associés

Une fonction f € C°(G(F)) est dite trés cuspidale si elle vérifie

/ f(mu)du =0
U(F)

pour tout sous-groupe parabolique propre P = MU de G et pour tout m € M(F'). On définit
de facon analogue la notion de fonction trés cuspidale sur 'algébre de Lie.

Une fonction f € C°(G(F')) est dite cuspidale si pour tout sous-groupe de Levi propre M
de G et pour tout z € M(F) N Grey(F) on a

71xg)dg =0

/GI(F)\G(F)

Cette condition est équivalente a ce que 6,(f) = 0 pour toute représentation = de G(F') qui

est tempérée et proprement induite. Toute fonction trés cuspidale est cuspidale. On a le résultat
suivant

Lemme 1.8.1 Soit f € C°(G(F)) une fonction cuspidale, il existe une fonction trés cuspidale
1€ CX(G(F)) telle que la propriété suivante soit vérifiée

Pour toute distribution D sur C°(G(F)) invariante par conjugaison on a D(f") = 0 si et
seulement si D(f) = 0.

Preuve : C’est le lemme 2.7 de [W2] B

Il est possible d’associer a une fonction trés cuspidale f un quasicaractere 6y défini a partir
des intégrales orbitales pondérées de f : la définition de 6 est donnée dans le paragraphe 5.3
de [W1] et la preuve qu'il s’agit d'un quasicaractére dans les paragraphes suivants.

Soit f € C°(G(F)). Waldspurger définit dans [W2] paragraphe 2.4 une fonction I6; sur
Greg(F) qui est localement constante et invariante par conjugaison. Cette fonction est définie
a partir des intégrales orbitales pondérées invariantes de Arthur. Pour tout z € Gyeq(F) la
distribution f + Iff(x) est invariante. D’aprés le lemme 2.5 de [W2], si f est cuspidale, 16 est
un quasi-caractére. On dispose donc si f est trés cuspidale de deux quasi-caractéres construits
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a partir de f : 0y et I0¢. Le lemme 2.6 de [W2| compare ces deux quasi-caractéres. Avant de
I’énoncer, il faut rappeler un résultat d’Arthur. Pour Z € Ag r, notons 1p,—z la fonction
caractéristique de 'ensemble des x € G(F') qui vérifie Hg(x) = Z. Soit Hq(G(F)) Vespace des
fonctions f: G(F) — C qui vérifient

— f est biinvariante par un sous-groupe compact-ouvert de G(F)

— pour tout Z € Ag,r, la fonction flp,—z est & support compact

Soient L € L(Mpmin) et f € CX(G(F)). Arthur montre qu'il existe une fonction ¢r(f) €
Hac(L(F')) telle que, pour toute représentation m € Temp(L) et tout Z € Ay, on ait 1'égalité

(1) /A Jo(my, flexp(=ANZ))dX\ = mes(iA] )0 (oL (f)1m,=2).

"
L,F

On dira qu'une fonction f € Hq(G(F)) est cuspidale si pour tout Z € Ag r la fonction
flug=z est cuspidale. Pour f € Hoc(G(F)), on définit la fonction 16y par

I6¢(z) = Ielec=HG(w)(x) pour tout x € Gyeq(F)

Si f est cuspidale, la fonction 16 est toujours un quasi-caractére. Pour L un sous-groupe de
Levi de G et 6 un quasi-caractére de L(F'), on sait définir un quasi-caractére induit [ nd%(@) :
c’est 'induction de L & G de la distribution invariante sur L(F') définie par 6 (cf le paragraphe
2.3 de [W2]). Le lemme 2.6 de [W2] est alors le suivant

Lemme 1.8.2 Soit f € C°(G(F)) une fonction trés cuspidale. Alors
(i) pour tout L € L(Mpmin), la fonction ¢r(f) est cuspidale ;
(ii) on a l’égalité

0p= > [WHWETH (=) IndF (16] 5))-
LGL(Mmm)

2 Majorations unipotentes

2.1 Une premiére majoration

Proposition 2.1.1 Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Pour tout entier d, il existe
un entier d' tel que

2(mu)?o (mu)?du << M (m)%o(m)?

U(F)

o(m
pour tout m € M(F')

Preuve : On ne nuit pas a la généralité en supposant que P est antistandard. On va d’abord
montrer que pour tout d € N il existe un entier d’ € N de sorte que

(1) / =€ (mu)?o (mu)ddu << J(m)d/EM(m)%ﬁ(m) , pour tout m € M (F)
U(F)

Soit M%J le sous-ensemble de M,,;,(F') des éléments en position positive pour P, N M.
D’aprés Bruhat-Tits, il existe un sous-groupe compact-ouvert Ky, C M(F) tel que M(F) =
K MMF K 1 suffit done d’établir (1) pour m € MM+

man man

D’aprés [W3] lemme I1.4.4, il existe un entier D € N tel que
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pour tout m € Myn(F). Comme de plus o(mu) << o(m)o(u), on en déduit la majoration
U(F) U(F)

pour tout m € Mpyin(F). Grace au lemme I11.4.1 de [W3|, on vérifie aisément que l'inté-

grale / 5p, . (mp,. (u))o(u)Pdu est convergente. D’aprés le lemme I1.1.1 de [W3] on a
U(F)

0(m)d+D5P

min

(m) << a(m)PEM(m)265(m) pour m € MM+ Cela suffit pour établir (1).

min

Pour tout g € G(F), on a E¢(g7') = 2%(g) et o(9~!) = o(g). On a donc aussi le majoration
(aprés le changement de variable u +— u™!)

/ EG(umfl)za(umfl)ddu << U(m)d,EM(m)%ﬁ(m)
U(F)

1

pour tout m € M (F'). On applique alors le changement de variable u — m™'um et en changeant

m en m~! on obtient la majoration de I’énoncé. W

2.2 Intégrales a paramétres

Dans la suite on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.1 Soit (X, A, p) un espace mesuré, U C C un ouvert et f : X xU — C une fonction
vérifiant

1. Pour tout z € U la fonction t — f(t,z) est mesurable.
2. Pour tout t € X la fonction z — f(t,z) est holomorphe sur U.

3. 1l existe un sous-ensemble discret E de U tel que pour tout compact K C U — E il existe
gk € LY(X) de sorte que pour tout (t,z) € X x K on ait

[f(t,2)] < gk (t)

Alors la fonction U — C, z — / f(t,z)dt est partout définie par une intégrale absolument
X

convergente et est holomorphe.

Preuve : Par un théoréme classique d’intégrale a paramétre la fonction z +— / f(t, z)dt est

définie par une intégrale absolument convergente et est holomorphe sur U — F. S)g)it zo € E et
r > 0 de sorte que B(zp,r) C U et B(zp,7) N E = {z}. On applique 3) & K = S(z,7) =
{2;]z — 20| = r}, ce qui fournit une fonction g € L'(X). Par le principe du maximum, on a
alors pour tout (¢,z) € X x B(zo,7)

|f(t,2)] < sup.ek|f(t, 2)| < gk (t)

Toujours par un théoréme d’intégrale & paramétre, on en déduit que z +— / f(t,z)dt est ab-
X

solument convergente et holomorphe sur U'intérieur de B(zp, 7). Le raisonnement étant valable
pour tout zy € F, le résultat s’en suit. B
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2.3 Fonctionnelles de Jacquet

Soit G un groupe réductif sur F'. On conserve les notations déja fixées. En particulier, P =
MinUnmin est un sous-groupe parabolique minimal et K est un sous-groupe compact spécial
en bonne position par rapport & M,,;,. On notera A,,;, la composante déployée du centre de
M,in, ¥ 'ensemble des racines de A,,;, dans G, ¥ I'ensemble des racines dans P,,;, et A la
base correspondante. Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard, on notera alors X (P)
I’ensemble des racines de A,in dans U et A(P) = A N 3(P). L'application P +— A(P) est une
bijection entre les sous-groupes paraboliques standards et les sous-ensembles de A. On désignera
par A;\F/I la chambre positive correspondant a P c¢’est-a-dire I'ensemble des éléments a de A/ (F)
vérifiant |a(a)|r < 1 pour tout a € A(P). Pour € > 0, on pose

Ap(©)F = {a € Ay (F); laa)|p < € Ya € A(P)}

Soit w; € W& ’élément de plus grande longueur i.e. celui tel que wy Prinw;” L= Prnin 00 Poin
est le sous-groupe parabolique opposé & Pp,i,. On désignera par U, le radical unipotent de
Popin. Soit D(Upnin) le sous-groupe dérivé de Upyp. On a un isomorphisme de groupes algébriques
Unin/D(Unmin) =~ @aea Va, ot pour tout o € A, V, est le sous-espace propre correspondant
a « pour l'action par conjugaison de A,,;,. De plus, on a 'égalité Unin(F)/D(Upmin)(F) =
(Unmin/D(Unmin))(F) ~ @ ca Va(F). Fixons des formes linéaires non nulles [, sur chacun des
espaces vectoriels V,,(F'). On définit un caractére de Upin (F')/D(Upin)(F') via I'isomorphisme
précédent par la formule

(@a)aca = (O la(za))
A

On notera aussi 1) ce caractére et on lidentifiera & un caractére de Uy, (F). On fait agir
FA sur Upin(F) /D (Upin)(F) par y.(z4) = (YaTa) 00 ¥ = (Ya)aca est un élément de F2. Soit
ICgmm I’espace des fonctions ¢ : K — C qui sont localement constantes et invariantes a gauche
par K N Ppn(F), c’est un espace vectoriel sur lequel se réalisent toutes les représentations
z'gmm(éfgmm) ou s € C via l'isomorphisme donné par la restriction des fonctions a K. Soit (,) la
forme bilinéaire non dégénérée sur ngmm définie par

(e1, 09) = /K ex (K)ea () dk

Soit e € ,CIGDmm la fonction constante égale a 1 et pour tout s, soit es la fonction sur G(F)
déduite via I'isomorphisme précédent entre igmm(éfjmm) et Kgmm. Pour y € FA, g € G(F) et
s € C, on pose

Vue)= [ csimg)pty

L’intégrale est convergente pour Re(s) > 0. Pour ¢ > 0 un réel, notons Ui (F). le sous-
groupe de Up,in(F) constitué des éléments u tels que valp(lo(u)) = —c pour tout o € A. Par
transformée de Fourier inverse, on a

Loowsar=[ e quman

¥ Umin(F)o
Pour a € A" on note y(a) le A-uplet (a(a))aca d’éléments de (Op\{0})?. L’application

min
a — y(a) est un isomorphisme de At /(Za(F) N Apmin(F)) sur un sous-monoide ouvert M

de (OF\{0})?. 1l existe un nombre fini d’éléments y; tels que (Ox\{0})2 = | ], y:M. On a par
conséquent
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/OA ys(L)dy =) / L, Brs(Udy

F i YU

Le changement de variable A /(A (F) N Zg(F)) = y;M, a — y;y(a) donne

min

®,..(Vdy =il [ s TT @) rda
/ M At J(Za(F)O Apin(F)) Puata) H

min

! (a)*~2®,,  (a). On en

Par le changement de variable u — aua™
déduit

on a (I)yiy(a),s( ) = 0p,

min

(1) /Umm(F)o es(wiu)du = Zi:’yi’F/ 5p. ()20, ,(a )H!Oé(a)\Fda

AL in/ Amin (F)NZG(F)) N

Lemme 2.3.1 Soient e1,es € ICG » P = MU un sous-groupe parabolique standard de G.
1l existe € > 0 et un sous- ensemble discret E C C tels que, pour tout v € Amm, il existe des
fonctions holomorphes 3, : C—E — C indexées par w € WG/WM telles que, pour tout s € C— F
et tout apr € Apr(e)t, on ait

(7T3 (aM'Y)el, 62) = Z 5szn (a’M)l/z(Sszn ('LUG/M)SSD;YU(S)
weW& /wM

Preuve : Soit X' le tore complexe des caractéres non ramifiés de M, (F') et

B = C[Myin(F)/M}, ] la C-algebre des fonctions réguliéres sur X. Soit xp, : Mypin(F) — B*
le caractére non ramifié générique qui a mg associe la fonction réguliére x — x(mg). On pose
(B, VB) = iIG::mm (Xnr), C’est une (G, B)-représentation lisse et admissible au sens de [BDKV]. Son
dual lisse est la représentation induite (7}, Vy) = igmm (xa2). Pour tout sous-groupe parabolique
@ de G, on notera (7pg, (VB)g) le module de Jacquet de cette représentation relativement a
Q et jo : VB — (VB)g la projection naturelle. Un théoréme de Casselman affirme l'existence
d’une dualité¢ (Vg)p x (V§)p — B qui est B-bilinéaire et G-équivariante vérifiant la condition
suivante :

Pour f € Vg et f¥ € Vy, il existe € > 0 tel que pour tout a € A . vérifiant |a(a)|r < € pour
tout a € A(P) on ait

<mp(a)f, f¥ >=dp(a)/? < nppla)ip(f),jp(f") >

La représentation mp p admet une filtration indexée par w € W& /WM pour laquelle les
quotients successifs admettent pour caractére central les wilxnr. Puisque ces caractéres sont tous
différents, la filtration se scinde en une somme directe aprés extension des scalaires & Frac(B).
On a donc une décomposition jp(f) = Z Jp(f)w o jp(f)w € Frac(B) ®p (Vg)p pour

weWw & /WM
tout w et Ay (F) agit par w™ Ly, sur jp(f)w. On obtient pour a = apy avec ayy € Apr(e)™ et
v e A

min’

<mpla)f, f¥ >=6plany)® D Xer(wan) < 7ap()ip(fw ip(f") >
weW& /WM

15



Par restriction des fonctions a K, les espaces Vg et V sont tout deux isomorphes a 'espace
ICgmm ® B des fonctions ¢ : K — B localement constantes et invariantes a gauche par Py, (F)N
K. Les éléments e et es peuvent étre vus comme des éléments de cet espace (puisque C C B).
On notera encore par e (resp. ez) l'image réciproque de e; dans Vg (resp. V). En appliquant
ce qui précéde & f = ej et fY = ey on obtient le résultat par spécialisation de Y, a op . 1N

Il existe des entiers naturels strictement positifs ko pour a € A tels que 0p,,,, (a) = H la(a) ’}“
N acA

min

pour tout a € Apin(F). Soit k = sup(ky), on a alors pour tout a € A

I[ le(@)lr <ép,,., (@)'*

aEA

: G
Soient e1,e2 € K5 et s un nombre complexe, on pose

P = [ (m@en e, @ ] laa)rda

min/Ac(F) a€EA

Lemme 2.3.2 Pour Re(s) > —i Uintégrale définissant Fy, ,(s) est absolument convergente et
la fonction s +— F, ¢,(s) est holomorphe sur le demiplan Re(s) > —ﬁ.

Preuve : Soit K un sous-groupe ouvert de A}m” qui laisse stable e;. Pour 1 > € > 0, il existe

des sous-ensembles finis I'y, C A;m pour P parcourant les sous-groupes paraboliques standards
tels que

A = | | || Am(e)" K,

Prnin CP=MU ~€T%,

I1 suffit donc de montrer que pour P = MU un sous-groupe parabolique standard et v € I',,
I'intégrale a un parameétre

(ms(anry)er, €2)dp,,,, (an)* ™2 T leans)|pdan
aEA

/141v1(6)+/AG(F)

est convergente pour Re(s) > —ﬁ et qu’elle définit une fonction holomorphe sur ce demi-plan.
Choisissons € de sorte que la conclusion du lemme 2.3.1 soit vérifiée pour tout les sous-groupes
paraboliques standards. Le lemme 2.3.1 fournit des fonctions holomorphes ¢y, telles que pour s
en dehors d’'un ensemble discret et tout aps € Apr(e)™,

(ms(any)er, €2)0p,,,, (an) = > 6p,,. (anr(w.anr)) 67, (s)
weW& /WM

On va appliquer le lemme 2.2.1 & notre intégrale & paramétre. Les points 1 et 2 sont aisément

vérifiés. Soit C' un sous-ensemble compact de { Re(s) > —ﬁ} sur lequel les fonctions holomorphes

w sont bien définies. Soit r_ = infsccRe(s) > —i et 1y = supsecRe(s) > —i. Pour tous

we WG /WM ay € Af, et pour tout s € C on a

(2) 6P, (ans(w.anr))®| < 0p,,,, (anr(w.an))™ +0p,,, (an(w.an))"~

Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout w € W& / wM

supsec|y(s)| < c

En utilisant la majoration (2), on obtient que la fonction
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s = (ms(anr)er, €2)0p,,,, (an)” 2 T ledans)|r
aEA

est majorée sur C par

¢ > (b, (as(w.an)™ + 6p,,, (an(w.an)) )k, (ar)'/*
weWw& /WM
Pour tous w € W% et a € Af. on a dp,,, (a)* < 6p,,, (a(w.a)) < 1. Puisque la fonction
apr — Op, . (an)” est intégrable sur Apy(e )+/Ag(F) pour r réel strictement positif, la fonction
précédente est bien intégrable sur Aps(€)t/Ag(F). On peut donc appliquer le lemme 2.2.1 B

Lemme 2.3.3 Soit y € F2, la fonction

s 5p,m (a) Y20, H la(a)|pda
Al 126 (F)NAmin (F) aeA
bien définie et holomorphe pour Re(s) > 0 admet un prolongement holomorphe a Re(s) > —ﬁ.
Preuve : Pour Re(s) > 0, la forme linéaire () P (0p )= Cpm e(wu)(y.u)du

est une fonctionnelle de Whittaker pour le caractére générique € : u — ¢(y.u=1). On a @, (a) =
Qs(ms(a)es). 11 existe un sous-groupe compact-ouvert K; de G(F) tel que pour tout a € Af .
ona Ki C Ker(¢§)aKa™!. Soit B un base de (Kgmm)Kl et B* = {¢’*;¢ € B} la base duale pour
(,). On a alors
Qs(ms(a)es) = Z(WS(G)@ "))
e'eB

Il est bien connu que Qg(e’) qui est la fonctionnelle de Jacquet admet un prolongement holo-
morphe au plan complexe (cf par exemple [CS]). Le résultat du lemme est alors une conséquence
du lemme 2.3.2

2.4 Majorations de mesures
Pour ¢ > 0 un réel, on pose Upin(F)e = wlU,ﬁ,Lm(F)cwl_1
Soient Ay, = {U € Uppin(F)o;0p,,, (mp,,. (@) = ¢ "} et a, = mes(Ay).

min

Lemme 2.4.1 ] existe € > 0 tel que
a, << qn(1/2—5)

Preuve : Pour Re(s) > 0, on a

es(wu)du = (an — an_1)g />

n=0

D’apres le lemme 2.3.3 et 2.3(1), cette fonction admet un prolongement holomorphe & Re(s) >

—ﬁ. Par conséquent le rayon de convergence de la série entiere E (ap, —an—1)z" est strictement
n

plus grand que ¢~ /2 d’ou le résultat W

Soit @ = MU un sous-groupe parabolique antistandard. Pour ¢ > 0 on pose U(F), =
U(F) NUpin(F)c. On définit Ay o(U) = {@ € U(F)e; 0p,,,, (P, (7)) = ¢ "} pour tout n € N
et pour tout réel ¢ > 0.
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Proposition 2.4.1 Il existe deux réels € > 0 et o > 0 tels que

mes(An,c(U)) << q"(1/2—e)+ac

pour tout n € N et pour tout c > 0.

Preuve : On a les faits suivants

(1) Il existe un réel a; > 0 tel que pour tout ¢ > 0, il existe a. € Ap(F) qui vérifie
(i) o(ac) < ai(c+1)

(i) U(F) C a.U(F)pa,t

(

(

(

2) 11 existe un réel ag > 0 tel que

i) Pour tout g € G(F), ép,,.. (mp,. (9)) < exp(azo(g));
ii) Pour tout a € Ay (F ) ig(a) < exp(azo(a)).

Soient ¢ > 0 et a. € Ap(F') qui vérifie (1)(i) et (ii). On a alors

mp,

min

(acuagl) - aCumzn( ) Prin (kpmzn( ) 71)
pour tout u € U(F )o- On peut toujours supposer que la fonction o est invariante & gauche par
K. On a alors

0Poin (0P (acuaz ') < 0p,,,, (Mp,,,, (u))exp(2a1az(c + 1))
pour tout u € U(F)g. Soit k. = E (2a1aa(c + 1)/log(q)) ot E(.) désigne la partie entiére. On
déduit de ce qui précéde que

An,c(U) - acAnJrkc,O(U)a;l

pour tout n € N. D’ot

(3) mes(An(U)) < dg(ac)mes (Antr.0(U)) < explaras(l + ¢))mes (Antk.0(0))

pour tout n € N et pour tout ¢ > 0.

Soit Kz =K U pin(F), on a alors A, o(U)K T,
que

e A, pour tout n € N. On en déduit

mi

mes(Ano(U))mes(U(F) N Ky N\Kg, . ) <an

pour tout n € N. Puisque (U(F) N Ky, )\Kg, . est compact donc de mesure finie, le lemme
2.4.1 et l'inégalité (3) permettent d’obtenir le résultat de la proposition B

Corollaire 2.4.1 Il existe deux réels € > 0 et o > 0 tels que

mes{u € U(F)e; ¢ < EM(mq(u))dg(mq(u)'/? < 7"} << "%
pour tout n € N et pour tout ¢ = 0.

Preuve : D’apreés le lemme 11.3.2 de [W3)], il existe un réel D tel que

=M (mo(u)dq(mo(u)'/? << bp,,;, (mp,,, () Po(u)”
pour tout u € U(F). D’aprés le lemme 11.3.4 de [W3] on a aussi

o(u) <<1 =109 (0P, (MP,,;, (1))

pour tout u € U(F). Le résultat est alors une conséquence facile de la proposition précédente B
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3 Les groupes unitaires

Dorénavant on fixe une extension quadratique F de F. Les notations O, kg, qg, valg...
seront les analogues de celles définies pour F'. On désignera par N et T'r respectivement la norme
et la trace de l'extension E/F. On définit un caractére additif ¢ g de E par Y g(x) = ¢ (Tr(x)).
On notera x +— T le F-automorphisme non trivial de FE et xg le caractére quadratique de F'*
donné par

xg: F* — F*/N(E*) = {+1}

Si G est un groupe algébrique définie sur E, on notera Rg,pG le groupe algébrique défini
sur F' obtenu par restriction des scalaires & la Weil de E a F.

Un espace hermitien sera pour nous un couple (V,h) constitué d’un espace vectoriel de
dimension finie V' sur E et d’une forme hermitienne h : V x V. — E non dégénérée (avec
la convention que h est linéaire en la premiére variable). Quand la forme hermitienne sur V'
est évidente on dira juste que V est un espace hermitien (c’est le cas par exemple pour un
sous-espace d’'un espace hermitien sur lequel la restriction de la forme hermitienne est non
dégénérée). Soit (V,h) un espace hermitien et soit G son groupe unitaire. On appelle systéme
hyperbolique de V' toute famille (v;)j=+1, . 4+, d’éléments de V qui vérifient h(v;,v;) = J; —; pour
tous i,j € {£1,...,£n}. Si V admet un systéme hyperbolique qui est aussi une base, on dira
que V' est hyperbolique. Soit V},, un sous-espace hermitien hyperbolique maximal de V' et Vg,
son orthogonal. Alors la forme hermitienne sur V, est anisotrope. Posons dg, (V) = dim(Vyy,).
On a toujours d(V) = dgn (V) [2] et dan(V) < 2. Le groupe G est quasi-déployé si et seulement
si dgn (V) < 1.

Pour v;v"” € V, on note ¢(v’,v") 'endomorphisme de V' défini par

c(v',v")(v) = h(v,v" " — h(v,v" )

pour tout v € V. C’est un élément de g(F') et les ¢(v/,v”) pour v/,v"” € V engendrent g(F).

3.1 Sous-groupes compacts spéciaux, paraboliques, Levi et R-groupes

Soit (v;)i=+1,..,+r un systéme hyperbolique maximal de V. Soient ky,...,ks > 1 des entiers
vérifiant k1 + ... + ks < r. Notons alors Z; (resp. Z_;), pour i = 1,...,s, le sous-espace de V
engendré par les v; (resp. par les v_j;) pour j = (k1 + ...+ ki—1+1),..., (k1 +... + k;). Soit P
le stabilisateur dans G du drapeau

IWCLH DLy C...CL1D...DZs

C’est un sous-groupe parabolique de G. Le sous-groupe M de P des éléments qui préservent
Zii, 1 ==1,..., %5 est une composante de Levi de P.

Tous les couples (P, M) formés d’un sous-groupe parabolique et d’une composante de Levi
de P arrivent de cette facon, c’est-a-dire qu’on peut trouver un systéme hyperbolique maximal
et des entiers ki, ..., ks tels que P et M soient déterminés comme ci-dessus.

Supposons & nouveau fixés notre systéme hyperbolique maximal et nos entiers ki, ..., ks cela
détermine un sous-groupe parabolique P et un Levi M. Soit V 'orthogonal de Z1 & Z_1&...d

Zs® Z_4 et notons G son groupe unitaire. On a alors un isomorphisme naturel

M ~ Rp pGLy, X ... x Rp/pGLy, x G
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Le groupe de Weyl W (M) s’identifie alors naturellement & un sous-groupe de S, x (Z/27)* ou
S, agit sur (Z/27)° par permutation sur les entrées. Soit 7 une représentation irréductible de la
série discréte de M (F). Alors R(7) est un sous-groupe de (Z/27)° et R(T)req 7 0 si et seulement
si R(7) contient I’élément ¢t = (—1,...,—1). Dans ce cas, R(7) = (Z/2Z)*, T se prolonge en une
représentation de Normgp)(7), on a R(7)peg = {t} et |det(t — 1) 4,,)| = 29M.

Soit 7 une représentation irréductible et elliptique de G(F'). On peut trouver M, 7 comme
ci-dessus, et ¢ € R(1)V de sorte que m = Ind$%(7, (), oit P est un élément de P(M). Puisque la
classe de conjugaison du couple (M, T) est bien déterminée, on peut poser t(m) = 2°M.

Plus généralement, soit M comme précédemment et soit L un sous-groupe de Levi de M.
Alors L admet une décomposition

L:le...stxi

Oupouri=1,...,s L; est un sous-groupe de Levi de Rg/pG Ly, et L est un sous-groupe de Levi
de G. Soit 7 € Il3(L), on a alors une décomposition en produit tensoriel 7~ 7 ® ... @7, ® T
ou 7; € ly(L;) pour i = 1,...,s et 7 € IIa(L). La théorie du R-groupe est triviale pour les
Rg/pGLy, donc RM(1) s’identifie & Ré(?). Il sensuit que RM(7),¢, est vide sauf si L; =
Rp/pGLy, pour i =1,...,s et Ré(%) # (). Dans ce cas 1a RM(T)reg est réduit & un élément ¢
et on a |det(t — 1)4,,/4,] = |RM (7)| = 20m—ar

Il existe un ensemble de Opg-réseaux de V qualifiés de spéciaux tel que pour tout réseau
spécial R de V le stabilisateur de R dans G(F') soit un sous-groupe compact spécial. Reprenons

les constructions précédentes dans le cas ou k; = ... = k, = 1. Alors P est un sous-groupe
parabolique minimal. On peut choisir de prendre P, = P et M, = M. 1l existe des vecteurs
v} non nuls proportionnels a v; pour i = =+1,...,+r vérifiant h(v},v";) = h(v),v" ) pour
tout 4,4/ = 1,...,r et un réseau spécial R C V tel que le réseau R = Ry @ R, on Ry =

Opv] @ Opv'; @ ... ® Ogv,. ® Ogv’_ ., soit spécial. Le stabilisateur K de R dans G(F) qui
est un sous-groupe compact spécial est alors en bonne position par rapport & M,,;,. Il est
utile de remarquer (c’est une des hypothéses du paragraphe 1.6) qu’alors le morphisme naturel
Normg( F)(Mmm)ﬂK — W& admet une section. Notons W le sous-groupe des éléments k € K
qui agissent par permutation sur les (v;)i=+1,. 4, €t qui agissent comme l'identité sur V. Alors
la restriction du morphisme précédent & WX est un isomorphisme, ce qui montre I'existence
d’une section.

3.2 Orbites nilpotentes réguliéres

Supposons G quasidéployé et soit (v4i)i—1,. » un systéme hyperbolique maximal. On a alors
dim(V') = 2r ou 2r+1. Si dim(V') = 2r+1 alors g(F’) ne contient qu'une seule orbite nilpotente
réguliére. Supposons que dim(V') = 2r. Considérons P et M le sous-groupe parabolique et le
Levi associé aux entiers k; = ... = k, = 1. Alors P est un sous-groupe parabolique minimal.
Notons U son radical unipotent et u son algébre de Lie. Soit n € Ker(Tr) — {0} un élément de
E de trace nulle qui est non nul. Soit N, I'élément de u(F') définit par

Nyvp =0, Nyv; =vggp pour e =r —1,...,1,=2,...,—r et Nyv_1 =nv;

Alors N,, est un élément régulier qui engendre une orbite nilpotente O, qui ne dépend que
de I'image de n dans (Ker(Tr) — {0})/N(E*). L’application 1 — O, est une bijection de
(Ker(Tr) — {0})/N(E*) sur Nil(g)(F)req, en particulier cet ensemble est de cardinal 2 et la
multiplication par n’importe quel élément A\ € F* — N(E*) permute ces deux orbites.
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4 Position du probléme

Soit (V,h) un espace hermitien et G le groupe unitaire associé. On se donne une décom-
position orthogonale de V de la forme V = Z & D & W ot D est une droite non dégénérée,
dont on fixera un générateur vy, et Z posséde une base hyperbolique(v;)j=+1,. 4, : on a donc
h(vi,vj) = &;,—; pour tous 4,5 € {£1,...,£r}. On notera Z, resp. Z_ les sous-espaces de V
engendrés par les v;, ¢ = 1,...,rresp. leswv_;, ¢ = 1,...,r et Vi = D ® W. Soient G, Gy et
H les groupes unitaires respectifs de V', Vy et W, H (resp. Gy) étant vu comme le sous-groupe
de G des éléments qui agissent comme l'identité sur Z @ D (resp. Z). Soit P le sous-groupe
parabolique de G qui conserve le drapeau de sous-espaces isotropes

Ev,. C Ev,+ FEv,_1C...C EFv.+...4+ Evy

Soit A le tore des éléments de G qui conservent chaque droite Fv;, i = +1,...,+r et qui
agissent comme l'identité sur D @ W, U le radical unipotent de P. Posons M = AGj, c’est une
composante de Lévi de P. Pour a € A(F') on note a; la valeur propre de a agissant sur v;. Soient
€0y -+ ,&—1 des éléments de F*| la formule suivante défini alors un caractére de U(F') invariant
par conjugaison par H(F")

r—1

() = ¢p(d_ &Ghluvi, v 1))
=0

Pour m € Irr(G) et o € Irr(H) on définit Hompy¢(m,0) comme 'espace des homomor-
phismes [ : E, — E, qui vérifient

l(m(hu)e) = &(u)o(h)l(e)

pour tous h € H(F),u € U(F) et e € E;. On note m(m, o) la dimension de cet espace. D’aprés
[AGRS], cet espace est de dimension au plus 1.
Soit R un Og-réseau spécial de V' en bonne position par rapport & un parabolique minimal inclus
dans P qui se décompose sous la forme R = Ry ® Ry ou Ry et Ry sont des Opg-réseaux de Vj et
Z respectivement. On a alors G(F) = A(F)Go(F)U(F)K. Pour N > 1, on définit une fonction
kn sur G(F) ainsi : ¢’est la fonction caractéristique de I'ensemble des g € G(F') vérifiant

g N o) Nwg"R A0

— g o1 + Bv) Nwp?NR# D
~ g Yvo+ Evy + ...+ Ev.) N WE(T—H)NR £ 0

g w1+ W+ Evy+ Evy + ...+ Ev,.) N wE(TH)NR #0

g v+ B+ B+ WHEv+...+ Ev)N wg(”“)NR £ ().

La fonction kx est invariante a gauche par H(F)U(F') et a droite par K. Elle est de plus a
support compact dans H (F)U (F)\G(F'). Soient # un quasi-caractére de H(F) et f € C°(G(F))
une fonction trés cuspidale. Pour g € G(F), on définit alors la fonction 9f¢ sur H(F') de la fagon
suivante :

97 (h) = /U  J e

Cette fonction est localement constante & support compact, on peut donc définir
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J@ﬁmzémww¢WM

qui est une fonction localement constante en g. Pour N > 1, on pose alors :

h@ﬂ:/’ 70, f,9)kn(9)dg
H(F)U(F)\G(F)

La raison de I'expression précédente est qu’elle apparait naturellement lorsque l'on essaye
de calculer une multiplicité m(w, o) pour m € Irr(G) et o € Irr(H) cuspidales (prendre pour
f un coefficient de m et § = 6,v, cf [W1] proposition 13.1 pour le cas des groupes spéciaux
orthogonaux). Le but de cet article est de démontrer que Jy (6, f) admet une limite lorsque N
tend vers l'infini et de donner deux expressions pour cette limite. L'un qualifiée de géométrique
est énoncée dans la section 5 et démontrée dans les sections 6 & 10. L’autre spectrale est énoncée
et démontrée dans la section 16. De 1’égalité entre ces deux développements, 'on déduira dans
la section 17 la formule intégrale pour la multiplicité m(w, o) (7 € Temp(G), o € Temp(H))
annoncée dans l'introduction.

5 Le développement géométrique : définitions et énoncé

5.1 Fonction déterminant et ensemble de tores

On notera A la fonction sur Hgs(F') définie par :

A(t) = [N (det(1 —t)w wr@)lF
ou W”(t) désigne le noyau de 1 —t dans W.

On définit 7 comme '’ensemble des sous-tores T' de H pour lesquels il existe une décomposi-
tion orthogonale W = W' & W telle que, en notant H', H” et G” les groupes unitaires de W,
W" et V" = Z ® D @ W" respectivement, les conditions suivantes soient vérifiées :

— T est un tore maximal totalement anisotrope de H’.

— G" et H"” sont quasidéployés sur F'.

On fixe 7 un ensemble de représentants des classes de conjugaison par H(F') dans 7.

Soit T' € T et W/, W comme précédemment. On note T}, 'ouvert de Zariski des éléments dont
la restriction & W’ n’a pas 1 pour valeur propre et a toutes ses valeurs propres de multiplicité 1.
Soient 0 et ' deux quasicaractéres sur H(F') et G(F') respectivement. On définit deux fonctions
cg et cg sur T;(F) de la facon suivante : pour t € Tj(F), on a Gy(F) = G"(F)xT(F) et Hy(F) =
H"(F) x T(F). Par conséquent on a les égalités Nil(g"(F)) = Nil(g:(F)) et Nil(h"(F)) =
Nil(h4(F)). On pose alors

Cy/ (’)(t)
CG/(t) - Z TR——
OENilyeq (3" (F)) [Nilyeg(g” ()]

et

co,0(t)
co(t) = > e
OENilreq(h"(F)) [Nilreq(b"(F))]

Si f € C2°(G(F)) est une fonction trés cuspidale, on posera cy = ¢y, .
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5.2 Un critére de convergence

Soit T' € 7. On note W/, et W7 les espaces notés W' et W/ précédemment. On note HY,
le groupe unitaire de Wp.. Pour ¢ € T'(F), on définit E”(t) = Ker(t — 1)y, et E'(t) son sup-
plémentaire orthogonal dans W7.. On notera respectivement J'(¢) et J”(t) les groupes unitaires
de E'(t) et de E"(t) et 3 désignera le centre de I'algébre de Lie j'(¢);. Remarquons que l'on a
toujours 34 C t.

Lemme 5.2.1 Soitt € T(F). Il existe un bon voisinage w C t(F) qui vérifie les deuz conditions
suivantes

— Pour tous X € w et A € F'* tels que AX € W 0N @ Jyeap(X) = dteap(AX)

— Pour tout X € w\3; on a 3t S 3reap(x)

Preuve : Il existe un bon voisinage w C t(F') tel que pour tout X € w on ait E” (texp(X)) =

Ker(X|gny) et J' (texp(X))ieapx) = J' (texp(X))s,x . Soit w un tel voisinage. Pour tous X € w
et A € I tels que AX € won a alors J'(texp(X))seap(x) = J (texp(AX))teap(rx) d'0U dreap(x) =
dtexp(AX)-
Soit X € w et G le groupe unitaire de 'orthogonal de E'(t) dans E'(texp(X)). On a alors
J'(teap(X))e = G x J'(t); et J'(texp(X))teap(x) = Gx x J'(t)¢.x. De plus, Z(J'(t):)° € J'(t)s.x
d’olt 3t C 3peap(x). Puisque X appartient au centre de l'algébre de Lie j'(texp(X))sx, on a
X € dtexp(X) donc 3 7é dtexp(X) si X ¢ 3l

Pour X un F-espace vectoriel et i € Z, on note C;(X) 'espace des fonctions mesurables
¢ : X — C vérifiant p(Az) = |A%Lp(z) pour tout * € X et tout A € F*2. On note Cs;(X)
I'espace des fonctions a valeurs complexes sur X engendré par les C;(X) pour j > i. Soit
X : F* — {£1} un caractére quadratique, pour i € Z on notera C;, (X ) I'espace des fonctions
mesurables ¢ : X — C telle que p(Ax) = x(\)|A\|%p(z) pour tout z € X et tout A € F*. En-
fin, Cs; , (X) désignera I’espace de fonctions sur X engendré par C; , (X) et les C;(X) pour j > i.

Soit § : T'(F') — Z une fonction, on définit alors C>5(T) (resp. Cx5, (1)) comme l'espace des
fonctions f définies presque partout sur T'(F) et telle que pour tout ¢t € T'(F), il existe un bon
voisinage w C t(F) de 0 et une fonction ¢ € Cs 54 (t(F)/3:(F)) (resp. ¢ € Coi54),, (HF)/3:(F)))
vérifiant

VX cw, frw(X) = o(X) p.p.

ott X désigne la projection de X sur t(F)/3:(F).

Lemme 5.2.2 Posons 6(t) = inf(dim(3;) — dim(t),—1). Soit f € Css54,(T), alors pour tout

s € C tel que R(s) > 0 l'intégrale / FO)(DHr () A(t))3dt converge absolument et de plus la
T(F)
limite

timeo [ SO AW
T(F)
existe

Preuve : Il suffit de montrer que pour tout ¢ € T(F), il existe un voisinage €2 de ¢ tel que

/ f(@) (D" (2) A(x))*dx converge absolument pour R(s) > 0 et lims_ / f(@) (D (2)A(x))*dt
Q )
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existe. (*)

Pour t € T'(F') et pour X dans un bon voisinage assez petit de 0 dans t(F'), on a
D7 (texp(X)) = DHr (t)DH/TJ (X) et A(texp(X)) = A(t)|N(det(X|gr()))|F presque partout.
Les fonctions X — DH/T’t(X) et X = |N(det(X|pr(y))|r sont invariantes par 3:(F) C by (F)
et presque partout homogenes de degré §(Hr ), 2dim(E"(t)) respectivement. On notera Ay la
fonction X +» D1 (X)|N(det(X g 1)) |F sur t(F).

On pose T(F),, = {t € T(F) : dim(t) — dim(3;) < n} et on va montrer par récurrence sur
n que (*) est vraie pour t € T'(F),. Pour t € T'(F)y, la fonction f est localement constante au
voisinage de t (car 3; = t), donc le résultat est vérifié. Supposons le résultat vérifié pour n — 1 et
soit t € T'(F'),. On peut supposer que t n’est pas dans T'(F')y. Choisissons un bon voisinage w
de 0 dans t(F) et ¢ € C(4) 5, (HF)/3¢(F)) tels que f(texp(X)) = ¢(X) p.p. pour X € w. On
peut décomposer ¢ sous la forme

o= o
i>5(t)

ott 511 € Csr)xw (M) /3:(F)) et i € Ci(H(F)/3:(F)) pour i > (). Quitte & restreindre w on
peut supposer que w vérifie les conditions du lemme 5.2.1, que 'exponentielle sur w préserve les
mesures et que w admet une décomposition w = wj X w' o w; C 3¢ est un voisinage de 0 et w' est
un réseau d’un supplémentaire de 3;(F') dans t(F'). Pour i > 6(¢) soit f; : T(F') — C la fonction
définie par f;(texp(X)) = pi(X) pour X € w et f;(t') =0si t' ¢ texp(w). On a alors

(1) fi € Co5(T)

Pour tout A € 032, la fonction gy définie par gy (texrp(X)) = f(texp(AX)) pour X € w et
gA(t') = 0si t' ¢ texp(w), est dans Css,(T) car pour tout X € w on & jrepp(x) = dteap(AX)-
Comme f; est combinaison linéaire des fonctions gy on a (1).

Pour X € w\3:(F') on a 3; S 3eap(x) donc texp(X) € T(F),—1. On en déduit par récurrence
que les f; vérifient (*) pour ¢’ = texp(X). Puisque exponentielle préserve les mesures sur w,
pour tout compact w” C w\3¢(F) et pour R(s) > 0 l'intégrale

[ leicoiaixax

converge et admet une limite lorsque s tend vers 0. Choisissons une base du réseau w’ et
soit €)' I'ensemble des éléments de ce réseau dont la décomposition dans cette base s’écrit
avec des coefficients dont la valuation minimum est 0 ou 1. Pour montrer la convergence de

/ FEYNDHr (") A(H))*dt’ pour R(s) > 0, il suffit de montrer pour tout i > 8(t) la conver-
texp(w)

gence de :

[ leoladxyax =y / i) A (X)PdX
w k>0 wy X (2 QY)
Zk H—s 6 +2dzm E"(®)))+dim(t)—dim
~ vol(wy) Z‘”F‘ (H (B" (£)))+dim(t)=dim(s:)) / s ()| A (X)X

k>0
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Cette derniére série converge car i + dim(t) — dim(3:) > 6(t) + dim(t) — dim(3:) > 0 et
O(Hrp ;) + 2dim(E"(t)) > 0 (En effet, si 6(H7,) = dim(E"(t)) = 0 alors J'(t); = T donc 3 = t
c’est-a-dire t € T'(F')p). Pour ¢ > 6(¢) le calcul précédent nous montre méme que l'intégrale

[ woaiorax

admet une limite lorsque s — 0. Pour montrer I'existence de la limite en 0, il reste & montrer
que pour ¢ = 0(t) 'intégrale

[ e

admet une limite lorsque s tend vers 0. Si E//F est ramifiée alors on peut trouver A € O tel
que xXg(A) = —1 et le changement de variable X — AX montre que cette intégrale est toujours
nulle. Reste le cas ot E/F est non ramifiée. Définissons 2" comme le sous-ensemble des éléments
de €' dont les coefficients dans la base déja fixée ont une valuation minimale nulle. On a alors :

[etonmrax =3 [ amoaiotx
w’ k>0 Tk QY

ks(S(HL, )+2dim(E" (t
= SO O PR E O / oi(X)A(X)*dX
k>0

1

B Pi ‘C)A (‘()s
s(6(HL )+2dim(E" // ( t
1 | | ( ( T,t) ( (t))) (9]

et cette expression admet une limite lorsque s — 0. B

5.3 Définition de Jyeom (6, f)

Soient 6 et 0" des quasicaracteres sur H(F') et G(F') respectivement.

Lemme 5.3.1 Soit T € T alors la fonction t — co(t)co(t) DE(£)A(t)" est dans Csgy, (T).

Soit f € C°(G(F)) une fonction trés cuspidale. On peut donc d’apreés le lemme 5.2.2 définir
la quantité suivante :

Jgeom (0, f) = Z W (H,T)| " v(T)lims 0 / co(t)ep () DI () A(t) 5 (D (1)) dt
TeT T(F)

Preuve : On reprend les notations du paragraphe 5.1. A T sont associés des sous-espaces W'
et W” de W et des groupes unitaires H', H” et G”. Pour ¢t € T(F'), on note E”(t) le noyau de
t — 1 dans W' et E’(t) le supplémentaire orthogonal de E”(t) dans W’. On désignera par J'(t)
et J”(t) les groupes unitaires de E'(t) et E"(t) respectivement et par G(t) le groupe unitaire de
Z®DaW"®E"(t). On aalors Gy = G(t)J'(t); et gs = a(t) ® ' (t);.

On définit les fonctions suivantes sur T'(F') :
50,(5@,(5}{ : T(F) -7
do(t) = 0(Hy) — 6(H") + 2rdim(E" (t))
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S() — L(6(G") — 6(Gy) +2) sidim(E"(t)) =2 et dim(W" & E"(t)) = 0[2]
a(t) = { %(5((1”) —0(Gy)) sinon.

S (f) = L(6(H") = 6(Hy) +2) sidim(E"(t)) =2 et dim(W" & E"(t)) = 1[2]
() = { %(5(H”) —6(Hy)) sinon.

On va montrer dans un premier temps que cgr € Css,(T), cg € Css,(T) et DHAT €
C>s0,x0(T) ol X0 est le caractére trivial de F'*.

Soit t € T(F) alors pour X dans un bon voisinage assez petit de 0 dans t(F'), on a
D (texp(X)) = DH(t)D"(X) et A(texp(X)) = A(t)|N(det(Xg//(t)/Ker(Xﬁ)))|p ou X" est
la restriction de X a E”(t). La fonction X \N(det(Xg,,(t)/KeT(X,,)))\F est homogene de degré
2dim(E"(t)) en dehors d'un fermé de mesure nulle et elle est clairement invariante par 3:(F).
Pour X en dehors d’un ensemble de mesure nulle on a H; x = TH”. Sur cet ensemble DHt est
homogene de degré dim(H;) — dim(Hy x) = 0(Hy) — 6(H") et est invariante par 3;(F) car 3; est
central dans b;. On en déduit que DA™ € Csg) 4, (T).

Soit t € T(F), pour X dans un bon voisinage w assez petit de 0 dans t(F'), on a un dévelop-
pement ¢’ (texp(X)) = Z 09/7@(25)5@ (O, X). Par linéarité on se rameéne a 0’ (texp(X)) =
OeNil(ge(F))
794(0, X), cette fonction est invariante par translation par les éléments du centre de g;(F) donc
aussi par 3:(F). Soit X € w tel que texp(X) € T,(F). Pour Y dans un voisinage de 0 dans
g+ x(F') on a un développement

90X +Y)= Y cpolterp(X))i9(0Y)
O'ENil(g" (F))
La fonction X +— cg(texp(X)) est une combinaison linéaire des coefficients ¢y o (texp(X))
pour O’ € Nilyq(g”(F)). Des propriétés d’homogénéité de j(O,.) et j(O',.) on déduit que la
fonction X € w — ¢ (texp(X)) est dans C_ sr)—aim(o) (HF)/3:(F)). On a dim(O) < §(Gy). Cela

conclut si dim(E"(t)) < 1 ou dim(W”" & E”(t))Qest impaire. Si dim(E"(t)) > 2 et dim(W" @
E"(t)) est paire il suffit de montrer que pour Opeq € Nilyeg(g:(F)) et X € w en position
générale la fonction Y + 5(Oyeg, X +Y) est nulle dans un voisinage de 0 dans g”(F). Dans le
cas considéré §(t)(F) admet une unique orbite nilpotente réguliére O et on a une factorisation
3(Oreg, ) = j(O,.)7(.) relativement & la décomposition g;(F) = §(t)(F) @ i'(t):(F), ot 7 est
un quasi-caractére de j'(t);(F). Or, O est induite a partir de I'orbite {0} d’une sous-algébre de
Borel et donc est & support dans I’ensemble des éléments qui appartiennent a une sous-algébre
de Borel. Soit X € w N t,(F) que I'on décompose en X = X" + X' avec X' € j'(t)4(F) et
X" ei"(t)(F)Nt(F) C g(t)(F). Le groupe J”(t) N T est un tore anisotrope de dimension plus
grande que 2. Donc pour X dans un ouvert de Zariski, X" posséde un voisinage qui ne contient
aucun élément dans une sous-algébre de Borel de §(t)(F). Par conséquent j(O,.) s’annule au
voisinage de X”. On en déduit le résultat pour cg. On procéde de méme pour cgy.

Un calcul indolore nous donne pour ¢t € T'(F),

Sc(t) + 6 (1) + do(t) = { :Z%g;g;g 1 :incf:f(E”(t)) > 2

Puisque dim(3;) est inférieur a la dimension d’un tore maximal de J'(t); et que la dimension
d'un tel tore est dim(t) — dim(E"(t)) on a dim(3:) < dim(t) — dim(E"(t)). On en déduit
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que 3 (t) + 0m(t) + do(t) = 0(t) et que 'on ne peut avoir égalité que si J'(t); est un tore et
dim(E"(t)) = 1. Pour obtenir le lemme il nous reste a établir le fait suivant : pour ¢t € T'(F) tel
que J'(t); est un tore et dim(E"(t)) = 1 alors il existe un bon voisinage w de 0 dans t(F') tel
que :

- Si dim(W") est paire alors la fonction X > cg/(texp(X)) est dans Css, (1), (L) /3¢ (F)) et
la fonction X + cy(tewp(X)) est dans Cgy (), (HE) /3¢ (F ))

- Si dim(W") est impaire alors la fonction X > co/(texp(X)) est dans Css, ), (HEF)/3t(F))
et la fonction X + cy(texp(X)) est dans Css,, (), (HF) /36 (F)).

On démontre ceci pour ¢y la preuve étant la méme pour cg. Puisque J'(t); est un tore on
a une identification Nil(g.(F')) = Nil(g(t)(F)). D’aprés ce qui précéde il n’y a rien a dire si
Nilyeg(3(t)(F)) = 0 on suppose donc que Nilyeq(g(t)(F)) # 0.

Dans le cas dim(W") impaire, §(t)(F) posséde une unique orbite nilpotente réguliere O
et g’(F) posséde deux orbites nilpotentes réguliéres OF et O~. Soit w un bon voisinage de
0 dans t(F') assez petit. Par linéarité, on peut supposer que Gtw = 7(0,.) sur w. On a pour
X € w en position générique un développement au voisinage de 0 dans g”(F) de la forme
JO, X +Y) = Z cj.(@,_)p(X)j(O,Y). Par définition

Oc Nil(g" (F))
e - 1505000

~ o~ (
Pour A€ F*, X cwetY € g’(F),onaj(O, XX +AY) = || 2 ((’) X+Y)et j(OFNY) =
8@
Al 2 J(AO%,Y) et la multiplication par A conserve {OT, 0~} : on en déduit le résultat.
Dans le cas dim(W") paire, §(t)(F) posséde deux orbites nilpotentes régulieres Ot et O~
alors que g”(F') ne posséde qu’'une orbite nilpotente réguliéres O0”. Comme auparavant, on peut
fixer un bon voisinage w de 0 dans t(F') assez petit et supposer que 8}, = j(O%,.) sur w. On a
pour X € w en position générique un développement au voisinage de 0 dans g”(F') de la forme

5(6+,X +Y) = Z 03(@+,_)70(X)3(0,Y)
O€ Nil(g"(F))

Par définition on a

co (texp(X)) = cj(@+’_)70,,(X)

La fonction j(OF,.) + j(O~,.) est a support dans I'ensemble des éléments de §(t)(F) qui
appartiennent a une sous-algébre de Borel. Pour X € w en position générale, la projection X"
de X sur g(¢)(F) suivant j’(¢)¢(F') est non nulle et appartient & un tore anisotrope de dimension
1, donc n’appartient & aucune sous-algébre de Borel de g(¢)(F'). Par conséquent pour presque
tout X € w la fonction j(OF,.) + 7(O~,.) s’annule au voisinage de X. Pour A € F*, X € w en
position générale et Y € g”(F) assez petit on a donc

5(Gy) 3(Gy)

A~ o) ~ _ &) ~A o~
JOTAX +AY) =Ap 7 JAOT, X +Y) =[N * xe(N)j(O", X +7)

. _sa"
d’apreés ce qui précede et j(O",AY) = X[ ? 7(O”,Y). On en déduit alors ce que I'on voulait
|
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5.4 Enoncé du théoréme

Le but de cette premiére partie est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.1 Soient 0 un quasicaractére de H(F) et f € CX(G(F)) une fonction tres
cuspidale on a alors :

limN—)ooJN(97 f) = Jgeom(ey f)

5.5 Enoncé du théoréme pour les algébres de Lie

Le caractére £ de U(F') se descend a l'algébre de Lie via Iexponentielle, on en déduit un
caractére encore noté & de u(F'). Pour 6 un quasicaractére de h(F') et f € C°(g(F')) une fonction
trés cuspidale on définit alors les fonctions et quantités suivantes :

— Pour g € G(F) et X € h(F) on pose 9f¢(X) = / flg7HX + N)g)E(N)AN .
u(F)
— Pour g € G(F') on pose J(0, f,g) = / O(X)IfS(X)dX.
b(F)

— Pour N > 1 on pose Jy(0, f) = / kN (9)J (0, f,9)dg.
H(F)U(F)\G(F)

Pour X € h(F) on pose A(X) = |N(det(Xw wr(x)))|r ot W”(X) est le noyau de X.

Pour T € T et X € t(F); on définit

) co;,0(X) c9,0(X)
cr(X) = L et cp(X) = —— .
Oty (ry) |V irea 8" () oenitieyty (ry) IV itres (0" (F))]

De fagon similaire & ce que 'on a fait sur le groupe on peut définir :

(1) om0, 5) = 3~ (WCH ) (T timan | calX)er(X)DM (XA D (X)X
TeT H(F)

L’analogue du théoréme 5.4.1 pour les algébres de Lie est alors :

Théoréme 5.5.1 Soient 6 un quasicaractére de h(F') et f € C°(g(F')) une fonction trés cus-
pidale on a

limN—)ooJN(97 f) = Jgeom(ey f)

Les théorémes 5.4.1 et 5.5.1 seront démontrés dans la section 10.

6 Descente a ’algébre de Lie

Fixons « € Hgs(F'). Par la suite, on notera respectivement W”, Vi’ et V" le noyau de
x — 1 dans respectivement W, Vj et V, on notera W’ lorthogonal de W” dans W (on a alors
W =W" @ W’) et on notera G' = H', G”, H" et G{j les groupes unitaires de respectivement
W' V" W" et V§ (on a alors G, = Gi,G" et Hy = H H"). Soit ' C ¢,(F) et " C ¢"(F)
deux bons voisinages de 0 on pose alors w = w’ X w” C g,(F) c’est un bon voisinage de 0. Soit
Q = (zexp(w))®. On supposera jusqu’a la section 8 que I'on a Supp(f) C Q.
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6.1 Localisation de Jy(0, f)

On définit pour g € G(F') la fonction suivante sur b (F)
PEX) = [ (X NEN)IN
uz (F)

On définit aussi

Jx,w(ea fa g) = /h (F) Hx,w(X)gf:E,w(X)dX

om0, f) = / k3(9) T8, £.9)dg
H (F)Uz (F)\G(F)

Posons C(x) = A(z)"DH (z).
Lemme 6.1.1 On a [’égalité
JN(G, f) = C(w)Jl‘,w,N(07 f)

Preuve : 11 suffit de reprendre la preuve du lemme 8.2 de [W1|. Rappelons pour la commodité
du lecteur comment 1’on procéde.

Par la formule d’intégration de Weyl, on a :

10,590 = > WD [

0(t)D™ (t) / haf€ (t)dhdt
TET(H) T(F) T(F)\H(F)

Pour T et T" deux tores maximaux de H on note W (T,T") = {w € H(F) : wTw™ ! = T'}/T(F).
On a alors :

1)Soient T' € T (H) et t € T(F) N Hyeg(F) tel que / hag€(t)dh # 0 alors
T(F)\H(F)
te U U w(zexp(t (F) Nw))w™*

TieT (Hy) weW (T1,T)

En effet, il existe alors u € U(F) tel que tu € (rexp(w))®. La partie semisimple de tu
étant conjuguée a t on a aussi t € (zexp(w))®. Soient donc X € w et y € G(F) tels que
yty~t = wexp(X). On a alors y(Z ® D) C Ker(zvexp(X) — 1) C Ker(zx — 1) = V" et il existe
d’aprés le théoreme de Witt un élément y' € G"(F) C G(F') tel que y'y(Z & D) = Z & D.
Quitte & remplacer y par y'y et X par ¥’ Xy'~!, on peut donc supposer que y(Z ® D) = Z ® D.
Alors yty~! agit trivialement sur Z @ D donc zexp(X) aussi et X € b, (F). Quitte & conjuguer
encore X par un élément de H,(F') on peut certainement supposer qu'il existe 17 € T (H,) tel
que X € t;(F)Nw. Soit h la restriction de y~* & W on a alors ¢t = hxexp(X)h~!. La conjugaison
par h envoie donc Zy (zexp(X))? sur Zy(t)°. Puisque t est régulier dans H on a Zy(t)? = T et
Ziy(weap(X))° = Ty.

2) Pour T € T(H), Th,T> € T(H,) et wy € W(T1,T), wo € W(T5,T) les deux ensembles
w1 (zexp(ty (F) Nw))wy ! et wo(zexp(te(F) Nw))wy ! sont disjoints ou égaux et 8'ils sont égaux
onaly; =1Ty.

Soient y1,y2 € H(F') qui relévent w; et wy on pose y = y, Ly1. Si les deux ensembles en
question ne sont pas disjoints, on a y(zexp(w))y~! Nzerp(w) # 0 donc y € Zy (x)(F) = H,(F)
et la conjugaison par y envoie T3 sur 15 et w sur w.
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3)Soient T' € T(H), T € T(Hy) et wy € W(T1,T). Le nombre d’éléments wy € W(T1,T)
tels que wo(zexp(ty(F) Nw))wy ' = wi (zexp(ty (F) Nw))wy ! est [W(H,, T1)|.

En effet d’aprés ce qu’on vient de voir I’ensemble de ces éléments est en bijection avec
{y € Hy(F) : yTiy~' = Ty }/T1(F) qui est précisément W (H,,T}).

4)Soit Ty € T(H,), alors il existe un unique tore T' € T(H) tel que W(T1,T) # 0 et on a
alors |W(T1,T)| = |W(H,T)]|.

L’existence et 'unicité de T sont évidentes puisque 7 (H) est précisément un ensemble de
représentants des classes de conjugaison de tores maximaux de H. Soit donc 7' 'unique élément
de T(H) tel que W (T, T) # () et fixons wy € W (T1,T). On a alors une bijection entre W (71, T)
et W(H,T) donnée par w +— ww; '

On déduit des points 1) & 4) ci-dessus que l'on a

JO.f9)= > > > WEHTD)|TW(H,, Ty

TVET (Hy) TET (H) w1 €W (T1,T)

/t(F)ﬂ DH (wy (zexp(X))wi )20 (wy (zexp(X))wy ) Ju (wi (zexp(X ) )wit, 9f$)dX

= > IW(Hx,T1)|1/ D (zexp(X))/*0(zexp(X))Jy (wexp(X), fS)dX
TVET(Hy) i (F)w

Pour X € wNt1(F) Nbreg(F) on a DH (zexp(X)) = DH (2)DH=(X) et

JH(xexp(X),gfg) = DH(x)l/Q/ Ju, (mexp(X),hgfg)dh
Ha (F)\H(F)

D’aprés la formule de Weyl sur H,, on a donc :

IN(O, f) = DH(a:)/

ki (9) / o(X)dXdg
Hy (F)U(F)\G(F) ba (F)

ou

Oz (X)) (zexp(X)) si X €w
0

sinon.

Pg(X) :{

Soit u®(F) = Im(ad(z) — 1)), on a alors u(F) = u,(F) @ u®(F). On a fixé une mesure
sur u(F') et on suppose que cette mesure est produit d’une mesure sur u,(F') et d’une mesure

sur u”(F). Soit U*(F') = exp(u”(F')) qu’on munit de la mesure image par ’exponentielle. Pour
X €wNbgreq(F) et g€ G(F), on a

9f (rexp(X)) :/ / - If (zexp(X)uv)€(uv)dudv

U (F)\U(F) JU.

Pour u € U,(F) 'application v — (zexp(X)u) v~ lzexp(X)uv est un isomorphisme de U*(F)
sur U, (F)\U(F') (la barre désignant la classe d’'un élément dans U, (F)\U(F')). Son jacobien est
|det(1 — ad(xexp(X)u)=(r))|F = |det(1 — ad(zvexp(X)) e (r))|F et on a

|det(1 — ad(zexp(X))u=(r))|lF = |det(1 — ad(x) )y (r))|F d’aprés la propriété 3.1(7) de [W1] sur
les bons voisinages. On a un isomorphisme de F-espace vectoriel

W' @p (Fvy & ...® Fv,) = u”(F)

30



w' @z = c(z,w)
On en déduit que le jacobien de notre application est A(x)". L’application
Uz (F) — Ux(F)

N — exp(—X)exp(X + N)

est une bijection qui préserve les mesures. Puisque &(exp(—X)exp(X + N)) =§(N), on a
I (wexp(X / / “Lrerp(X)uv)é(u)dudv
CE)T/ / Yf(rexp(X + N))E(N)dNdv = A(m)r/ ”gfiw(X)dv
“(F) Juz (F) “(F)
La fléche naturelle U* (F') — U, (F)\U(F) est une bijection qui préserve les mesures on en déduit

In(0,f) = kv (9) /h o P OO0y

(x /
Uz (F)Hz (F)\G(F)

6.2 Localisation de Jy.., (0, f)

Pour T' € T on notera maintenant W/, et W7 les sous-espaces que l'on avait noté W' et
W' dans le paragraphe 5.1. Remarquons que ’ensemble des tores 7 ne dépend que des espaces
hermitiens W et D. Quand on voudra préciser par rapport & quels espaces I'ensemble T est
défini on le notera plutot T (W, D). Soit T, I'ensemble des tores T' € T qui vérifient T C H,
et W/ C Wk c’est équivalent a dire que T' = T"T" ot T” est un tore maximal anisotrope de
H! et T" € T(W”,D). On notera T, un ensemble de représentants des classes de conjugaison
par H,(F) dans T,. Pour T' € T, on définit les fonctions cg y ., et cfq 0 sur t;(F) de la fagon
suivante

co(rexp(X)) siX €w
sinon.

et

| cp(zexp(X)) siX ew
¢aw(X) = { 0 sinon.

On note A” la fonction définie sur b, (F) par

A”(X) = ’N(det(X|W///W//(X))) ’F
ou W”(X) est le noyau de X dans W”. On pose alors

(1) Jgeom,x,w(aa f) =

> W (Hy, T)|[ v (T)lims—o / €0.2.0(X)Cf20(X) D (X)A" (X ) DHTw (X)*dX
TET, t(F)
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Lemme 6.2.1 On a [’égalité

Jgeom(aa f) = C(w)t]geom,a:,w(ey f)

Preuve : Il suffit encore une fois de reprendre la preuve du lemme 8.3 de [W1]. On a les
propriétés suivantes

1) Pour T € T et t € Ty(F), si cs(t) #0on a

te | U wileeapts(F) nw))w;!

TheTs w1€W(T1 ,T)

En effet on a alors t € Supp(fy) C . Par conséquent il existe X € w et y € G(F) tel
que yty~! = zexp(X). Encore une fois quitte & multiplier y par un élément de G”(F) on peut
supposer que y € H(F). Alors yTy~' € T et on a W' C Ker(zexp(X) — 1)+ = Ker(yty™' —
1t = W;Ty,l et yTy~ ' C Zy(zexp(X))? € H, donc yT'y~! € T,. Quitte & multiplier y par
un élément de H,(F) on a donc yTy ! € 7.

2) Soient 11,1y € T, T € T et wy € W(T1,T), we € W(T,T), alors les ensembles
wi (zexp(ty (F) Nw))wy ! et wy(zexp(ta(F) Nw))w, ' sont disjoints ou confondus et si ils sont
confondus on a 77 = T5.

3) Soient T'€ T, Ty € T, et wy € W(T1,T) alors le nombre d’éléments wy € W(T1,T) tels
que wi (zexp(t (F) Nw))wy ' = wa(zexp(ty (F) Nw))wy * est W(H,, T}).

4) Soit T € T alors il existe un unique T € T tel que W(T1,T) # 0. On a alors |[W (11, T)| =
\W(H,T)| et v(T) = v(Ty).

Les points 2), 3) et 4) se démontrent exactement de la méme maniére que les points corres-
pondants dans la démonstration du lemme 6.1.1. On déduit des trois points précédents que

> IW(H, T)IIV(T)/ cr(t)ea(t) DH (1) A(t)H* DHr (t)dt
TET t(F)

=D > 2. IWEHDITW(H, T v(T)

T ETz TET’UHEW(ThT)
/( | cf(wizexp(X)w)cg(wizexp(X)wy ) DY (wizerp(X)w ™)
t1 (F)Nw

A(wyzexp(X)wy ")+ DT (wyzeap(X )wi ) dX
Les fonctions cy, cq, D™ et A sont invariantes par conjugaison par H(F). La conjugaison

. / H/ L.
par wy envoie DT sur D71, On peut donc écrire

S° W (H, )|~ u(T) / eo(t)ey () DH (1) A (1) DI (1)t

TeT t(F)
= 3 WHAT) (@) [ eplaean(X))eoeerp(X))

DH(mexp(X))A(mexp(X))HsDH/Tl (rexp(X))*dX

On a D (zexp(X)) = DH(x)DH=(X), A(zexp(X)) = A(z)A"(X) et Dn (zexp(X)) =

pfn (:U)DH/TI = (X)), par conséquent
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co(t)e(t)D? () A1) DHr (¢)°dt

W(H,T)| " 'v(T
7; (H.T)|"'w(T) /m
Clx) Y W (Hy, T w(Ty)(A(z) D11 (2))*

T ETz
/ (F) ¢ 00(X) 0,000 (X) D= (X) A" (X)) 5 D1 (X)PdX
t1 Nw

Lorsque s tend vers 0, on obtient le résultat voulu. B

7 Utilisation de la transformée de Fourier
Posons U” = U NG". Soient ¢ € C°(g"(F)) et " un quasi-caractére de h”(F). On pose
K" (9)J (0", ¢, 9)dg

JH,,(H”’ 90) = /
U (F)H" (F)\G" (F)
0" (X) / 95(X + N)E(N)ANdX,
//(F) u//(F)

w0 |
(F) de noyau nul dans W” tel que I'on

"
reg

On suppose de plus qu’il existe un élément S € h
Soit = l'unique

ait 0”(X) = 71" (S, X) pour tout X € b”(F) N Supp(x)”.

On va exprimer J,# (0", ) en fonction de la transformée de Fourier de ¢.
Fixons un élément 7 € E non nul de trace nulle. Posons vy = h(vg, vp).
élément de w”(F) tel que pour tout N € u’(F) on ait §(N) = ¢(< Z,N >). On a alors
EW") =0,
Evit1 = &u; pour i € {0,...,r—1}, Evg = —1p&ov—_1 et Zv_; = —=&u_;—1 pouri € {1,...,r—1}
Soit ¥ l'orthogonal de u”(F') @ h”(F) dans g”(F'). On a
Y=a(F)au'(F)a A

ot Ag = Fe(vo, nvo) @ {c(vo, w)lw € W"}.

Lemme 7.0.2 Pour tout ¢ € C°(g"(F)) et tout Y € §(F), on a l’égalité
(V) = / S(E+Y + X)dX.
5

Preuve : C’est exactement la méme que celle du lemme 9.2 de [W1| B

7.1 Etude des classes de conjugaison dans =+ S + X
On définit A = Ag @ Ay ot Ay est le sous-F-espace vectoriel de u”(F') engendré par les

c(vi, vip1) pour @ € {0,...,r — 1} et les ¢(v;, nu;) pour i € {1,...,r}. On a alors le :

Lemme 7.1.1 2+ S+ X est stable par conjugaison par U" et la conjugaison par U définit un

isomorphisme de variétés algébriques
U'x(E4+S+A) —>=24+85S+X
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Preuve : Soient X € ¥, u € U”, U € v’ et H € b”. Puisque X est orthogonal a v’ & b”, S
est orthogonal a u” et = est orthogonal a h”, on a les égalités

<uE+S+X)u LU+ H>=<Z4+5+X,u YU+ H)u>
=<Z v Uu>+<Zu'Hu—H>+<5H>

r—1

Pour tout N e u”’, on a <Z, N >= ijh(ij,v_j_l). On en déduit facilement que
Jj=0

<EuWUu>=<Z,U > et < ZE,u""Hu — H >= 0. On a montré que

<uE+S+X)u ' —-E-S,U+H>=0

pour tout H € b” et tout U € u”. Par conséquent, u(Z + S + X)u~! — = — S est un élément de
Porthogonal de u” @ h” c’est-a-dire de X. C’est la premiére partie du lemme.

On définit les sous-groupes suivants de U”
U =U"

- Uy = {u S Ul;u‘Z+ = Id}

— Us = {u € Us;u(vg) = vp}

- Uy = {u S Ug;u‘wu = Id}

- Us ={1}
On notera u; 'algébre de Lie de U; pour ¢ = 1,...,5. On définit aussi les sous-espaces suivants
de X

- X=X

~ Yo=AoBus ® {c(v_q,v);v e Z}

- Y3=AoBu

~ X4 =Ao B us ® {c(vg,v);v € Z4}

- Y5 =A

(1) ¥1,%5 et X3 sont stables par conjugaison par U;. L’ensemble ¥4 est stable par conjugaison
par Us et X5 est stable par conjugaison par Uy

Pour ¥y c’est direct. Pour X3, soit P le sous-groupe parabolique de G” des éléments qui
stabilisent Z.Alors us est 'algébre de Lie du radical unipotent de P. Puisque P’ C Py, uy est
stable par conjugaison par P” donc a fortiori par U. De plus pour u € Uy et Xp, € Ag on a
uXp,u ! — Xp, €up et (uXp,u! — Xao)jz, = 0. On en déduit que uXp,u~! € X3 puis que X3
est stable par conjugaison par U;. Pour X», soit P; le sous-groupe parabolique de G des éléments
qui stabilisent Ev, @ ... ® Evy et uy 'algebre de Lie du radical unipotent de P;. On remarque
que uz @ {c(v_1,v);v € Zy} = wy @ Ec(v_1,v1) C py. Puisque P” C P4, la conjugaison par U;
envoie Ec(v_1,v1) dans Ec(v_1,v1) ®uy et laisse stable uy. On a déja vu que la conjugaison par
U7 envoie Ag dans 3. D’oul le résultat pour Xs.

Pour ¥4 et Y5, on remarque que Uy est le centre de Us et on utilise la formule

ge(v,v') g™t = e(gv, gv’) pour tous g € G”, v,v' € V"

On a les caractérisations suivantes de ¥, dans X; pour i = 1,...,3
— Yo est 'ensemble des X € ¥; tels que Xv; =0 pouri=2,...,r

— Y3 est 'ensemble des X € Y5 tels que Xv; =0

— Y4 est 'ensemble des X € X3 tels que Xw = 0 pour tout w € W”
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(2) Pouri=1,...,40na ui(E—{—S)u;l — (E+95) € &, pour tout u; € U;

En effet, pour i = 1 c¢’est la premiére partie du lemme. Pour ¢ = 2, 3,4, il suffit d’utiliser les
caractérisations précédentes de X; dans ;1.
D’apres (1) et (2) E4+.S5+X; est stable par conjugaison par U; pouri = 1,...,5. Pouri =1,...,4,
on peut considérer le quotient U; Xy, , (E+ 8 + Xiy1) de U; x (E+4 S + X;41) pour la relation
d’équivalence définie par (u;v, X) ~ (u;, vXv™!) pour tous u; € U;, v € Uiy1, X € E4+S+Xi41.
Le lemme découlera alors directement de

(3) Pour i = 1,...,4, la conjugaison de U; sur £+ S + ¥, 11 se descend en un isomorphisme
entre Uj; XUig1 (E + S+ Ei+1) et 2+ 5+ %;

Pour ¢ = 4, Uy centralise X5 et on a un isomorphisme
ug — Uy
Y—=I+Y
Il suffit donc de montrer que I'application
Uy X X5 —> 2y
Y, X)—»I+Y)E4+S)I-Y)—(E4S)+ X =Y=E-EY 4+ X

est un isomorphisme. Il s’agit d’une application linéaire entre deux espaces vectoriels dont on
vérifie facilement qu’ils ont méme dimension. Il suffit donc de vérifier que c’est une application
injective. Soit Y € uy tel que YE — ZY € X5 et montrons par récurrence descendante que
Yv_; =0pouri=1,...,r, ce qui établira I'injectivité de ’application.

Puisque YE—-ZY € Y5 on a —EYv_, = (YE - EY)v_, € Fnuv, + Fv,_1. Or on a
hEYv_p,v_p) = =h(Yv_p,Zv_,) =0

et
hEYv_p,v_pi1) = =h(Yv_p,Zv_ry1) = &1h(Yv_p,v_,) € F

D’ou EYv_, =0 et puisque Y (Z_) C Z et que E est injective sur Z; on a Yv_, = 0.

Soit 1 < ¢ <7 — 1. Supposons que Yv_; =0 pour j =i+ 1,...,7.
On a alors (YE —EY)v_; = &Yv_;o1 — EYv_; = —EYwv_;. Comme d’autre part on a aussi
YE - ZY € X5, EYv_; appartient & Fv_;1 + Fv_;_1 + Fnu_;. Pour avoir Yv_; = 0, il suffit
donc de vérifier que h(EYv_;,v_;) = h(EYv_;,v_;—1) = h(EYv_;,v_;41) = 0. On a

h(EY’U,i,U,Z') = h(’[),i, YE’U,Z‘) = —gih(U,i,YU,ifl) =0

h(EY’U,i, 2}71;1) = h(U,Z’, YEU,ifl) =0

car Zv_;—1 € Fv_;_o et
h(ZEYv_j,v_;41) = —h(Yv_;,Ev_;41) € Fn

puisque Ev_;+1 € Fv_;.
On en déduit h(EY v_;,v_;) = h(EYv_j,v_i—1) = h(EY v_;,v_j+1) = 0.
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Pour ¢ = 3, Us normalise ¥4 d’aprés (1) et on a un isomorphisme
HOTTLE(W,/,Z+) X U4 — Ug

(Yyug) = exp(Y — Y™ )uy

Ot pour [ un endomorphisme linéaire de V" on a noté I* € Endp(V") 'application duale (on a
identifié V" a son propre dual via h). Il suffit donc de montrer que le morphisme suivant est un
isomorphisme

HomE(W", Z+) — 23/24

Yi=serp(Y —=Y*)(E+ S)eaxp(Y* -Y)—(E+9)

Soit = 'endomorphisme de Z, qui vaut Z sur ve, ..., v, et qui envoie vy sur 0. X3/%4 est aussi
isomorphe & Homg(W", Z,) par X = pz,_o Xy~ ol pz, est la projection sur Z, parallélement
aZ_&D@W”". Via cet isomorphisme, Iapplication précédente devient

Homp(W",Zy) = Homg(W", Z)

Y—ZY-YS

Les endomorphismes linéaires de Hompg(W",Z,), Y — Y S et Y — EY commutent, le premier
est semi-simple inversible et le second est nilpotent. On en déduit que 'application précédente
est un isomorphisme.

Pour ¢ = 2, Us normalise >3 et on a un isomorphisme
HomE(D, Z+) X Ug — Us

(Y,us) = exp(Y — Y )ug

Comme pour i = 3, il suffit donc de montrer que Homg(D,Zy) — Yo/%3, Y — exp(Y —
Y*)(E 4+ S)exp(Y* —Y) est un isomorphisme. L’application Ag/A3 — Z,, X — Xv; est un
isomorphisme. Via cet isomorphisme 'application précédente devient

HO’I’I’LE(D, Z+) — Z+
Y I—)fQYUQ

qui est clairement un isomorphisme.

Pour ¢ = 1, soit My la composante de Lévi de P» des éléments qui stabilisent Z, et Z_ et
posons Up = Uy N My. Ce groupe s’identifie au radical unipotent du sous-groupe de Borel B de
GLE(Z4) qui conserve le drapeau

Ev.C...CEv&...0 Ev
L’application produit de Up x Us sur U; est un isomorphisme. Il suffit donc de montrer que
Upx (E4S+3)—>=2+5+3%

(u, X) = uXu™?

est un isomorphisme. Soit = € Endg(Z4) lélément qui envoie v; sur Zv; pour i = 2,...,7 et vy
sur 0. Notons t I'espace vectoriel engendré par les ¢(v_1,v) pour v € Z;. On a alors Yo = t® X3
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et X1 = b ® X3. Puisque X3 est invariant par conjugaison par Up et S commute & Up, on est
ramené & prouver que l’application suivante est un isomorphisme

Upx(E+t) = E+b
(u, X) = uXu™?

Tout se passe maintenant dans GLg(Z, ) et 'assertion est bien connue B

Donnons nous un élément X € A, on peut ’écrire sous la forme

(1) X =clwo.w)+ Y Ne(pvis) + Y pic(visnv;)

1=0,...,r—1 1=0,...,r

ol w est un vecteur de W” et les \;, p; sont des éléments de F. Soit D I’endomorphisme E-
linéaire de E[T] qui envoie T sur T% et 1 sur 0. Notons Rg(7T') le polynéme caractéristique de
S agissant sur W”. On a alors :

Lemme 7.1.2 Le polynéme caractéristique de 2+ S + X agissant sur V" est :

dyyir—1
Peigix(T)=T% Y woh(S'w,w)DV (Rg(T)) +
=0
r—1 A A i—1 r A A i—1
RS(T) T27’+1 + Z(_1)2+12V0T2r_1_22>\i£i H 5]2 + Z(_l)Z—FlTQT—QZVOnMi H 5]2
i=0 §=0 i=0 J=0

Preuve : Fastidieuse mais directe, elle est laissée au lecteur W

Lemme 7.1.3 Les polynomes T?" D (Rg(T)), i = 1,...,dwn, Rs(T)T7, j = 0,...,2r + 1
forment un base de l’espace des polynomes sur E de degré < 2r + dyn + 1

Preuve : Notons r(P) le reste de la division euclidienne de P par 72". 11 suffit de montrer
que les familles

(T* ' Rs(T), T Rs(T), T* D(Rs(T)),..., T D" (Rs(T)))
et

(r(Rs(T)),...,r(T* ' Rs(T)))

sont des familles libres. Dans la premiére famille les degrés sont strictement décroissant et
dans la deuxiéme 'indice du premier coefficient non nul est strictement croissant. D’ot le résultat

|
Soit A I’ensemble des éléments X tels que Z+ S+ X € Oreg(F), i # 0, p1; # 0 et la famille
(w, Sw, ..., S%w”~lyw) engendre W”. On déduit des deux lemmes précédents que 'application

A = {P e E[T)|(-1)¥P(-T) = P(T)} qui a X associe le polynome caractéristique de
Z+ S + X est partout submersive. On notera =+ S + X° I’ensemble des éléments de 2+ 5 + %
qui sont conjugués par U” a un élément de =+ S + A°. On a alors :

Lemme 7.1.4 Le groupe HLU" agit librement par conjugaison sur E+ S+ %5 et deur éléments

de ce dernier sont conjugués par un élément de G" si et seulement si ils le sont par un élément
"nrri
de HGU".
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Preuve : La conjugaison par Hg laisse stable Z, S et A% donc d’aprés le lemme 7.1.1 il
suffit de montrer que I’action de H¢ sur A® est libre pour obtenir la premiére assertion du

lemme. Pour X = ¢(vy, )—l— Z Aic(vi, vig1) + Z wic(vi,mu;) € AS et h € HZ on a

7 s 1 = O,...7
hXh=! = c(vg, h(w)) + Z Aic(vi, vig1) + Z pic(vi,nv;). Par conséquent hXh~! = X
1= 0, = 1 i= 07 o7
si et seulement si hw = w mais les conditions h € H¢ et (w, Sw, ... ,SdW”*lw) engendre W

montre que cette condition est équivalente & h = 1.

Soient X, X' € £+ S + £° deux éléments conjugués par G” et montrons qu'ils le sont par
HLU". D’aprés le lemme 7.1.1, on peut supposer que X et X’ sont dans =+ S + A° et montrer
qu’ils sont conjugués par un élément de H¢. On peut alors écrire

X:E+S—|—c(vo,w)+ Z Aic(vi, vig1) + Z wic(vi, nug)

7 B3Y 1 1= 0,...77’
et
X'=Z+ 8+ c(vo, w') + Z Noe(vi, vip1) + Z pic(vi, mog)

7 RT) A 1 2107...,7"

Puisque X et X’ sont conjugués sous G” ils ont méme polyndme caractéristique. D’apres
le lemme 7.1.2, on a donc \; = N et p; = g pour tout i et h(STw,w) = h(S%w’,w’) pour
0<j<dwr—1.0n a alors

h(S7w, S*w) = (=1)'h(S7 " 'w, w) = (—=1)*h(S7 "', w') = h(S7w', S'w’)
pour 0 < i < j < dy» — 1. Par conséquent il existe un unique élément h € H” qui envoie la base

(w, Sw, ..., S lw) sur la base (w',Sw’, ..., S%w"”~lw') et on vérifie facilement que h € HY
et h Xh 1=X"1

7.2 Un calcul de Jacobien

Pour T € T(G"), on notera t(F)% le sous-ensemble de t(F) des éléments conjugués par
G"(F) a un élément de Z + S + X c’est un sous-ensemble ouvert. On a alors une application
analytique bijective

E+ S+ S5 /HYFU"(F)— || «F)°/W(G",T)
TeT(G")

Puisque 'application qui & un élément de = 4 S + £ associe son polynéme caractéristique est
partout submersive, I’application précédente est elle aussi partout submersive. On en déduit une
mesure sur 'espace d’arrivée en transférant celle fixée sur 'espace de départ, si on note dgY
cette nouvelle mesure, on a alors :

Lemme 7.2.1 dgY = DH"(8)"2 D¢ (Y)2dY

Preuve : Placons nous sur F. Soit T € T(G") et notons t° 'ensemble des éléments de t qui
sont conjugués & un éléments de = + S + 2. Clest un ouvert algébrique de t°. On considére
aussi ¥ comme un ouvert algébrique dans ¥. Soit W(G",T) le groupe de Weyl de T sur F
alors l'application
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(1) 2+ S+ X5/HLIU" — 3 /W (G",T)

est bien définie et est un isomorphisme de variétés algébriques. De plus, I'application sur les
F-points

(2) t(F)T/W(G",T) — 5 /W(G", T)(F)

est un isomorphisme local de variétés analytiques. La forme bilinéaire non dégénérée < .,. >
sur g permet d’obtenir sur chaque sous-espace non dégénéré de g” une forme différentielle de
degré maximale invariante bien définie au signe prés. Sur les autres sous-espaces de g”, on choi-
sit une forme différentielle de degré maximale invariante quelconque. Cela permet de fixer une
telle forme différentielle sur u” mais ce choix n’importe pas. On reléve les formes différentielles
invariantes sur les algébres de Lie aux groupes. Alors I'application (2) préserve localement les
mesures. On peut donc se contenter de calculer le jacobien algébrique de (1). Comme on vient
de D’expliquer, ce jacobien n’est bien défini qu’au signe prés, mais cela ne change pas sa valeur
absolue.

Soit X € g” un élément régulier semisimple. Fixons une sous-algébre de Borel by qui contient
X et notons ux son radical nilpotent. Alors det(ad(X),, ) ne dépend du choix de bx qu’au signe
prés. Comme les calculs qui suivent sont tous au signe prés, on prend la liberté de noter d&” (X)

ce déterminant sans référence au choix d’une sous-algébre de Borel. On définit de méme d90 et
d"” . Remarquons que l'on a |[d" (X)|p = D" (X)1/2.

Supposons d’abord r = 0. On a alors U” = {1} et = = 0. Sur F, G{j s’identifie au groupe

linéaire de V' @ F. Posons d = dy» et soit wi, ..., wy une base de W” @ F constituée de
vecteurs propres pour .S. Dans la base vy, wy, ..., wy, 2 est 'ensemble des matrices de la forme
A A .. A

Un simple calcul montre qu’avec ces notations la forme différentielle autoduale sur 3 est au
signe pres
dAg NdAy ... NdA\gANdpy ... ANdpg

Y9 est I'ensemble des éléments de ¥ pour lesquels les \; et i sont tous non nuls et Hg est le

tore des éléments qui fixent les droites Fw; pour i = 1,...,d. Pour h € H ¢ on note h; la valeur
propre de h agissant sur w;. La mesure autoduale sur H¢ est alors au signe preés w
L’action par conjugaison de H¢ sur ¥ est donnée par la formule o
X Ao A DY PRD VIR D
, Ml O 0 . hl_ul 0 0
b 0.0 hapa O .0

ES/Hg s'identifie donc a F x B¢ par ’application
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A A ... N

1 0 ... 0
(AOa"')Ad)'_) . . :
1 0 ... 0
La forme différentielle autoduale sur ¥°/H ¢ étant alors d\g A ... A d\g (toujours au signe
prés). Pour i = 1,...,d soit a; la valeur propre de S agissant sur w;. Le polynéme caractéristique
de
A AL . N
1 0 ... 0
S+ :
1 0 0

est d’apreés le lemme 7.1.2

(T — Xo)Rs(T Z DNl A + ... + alAg) DR (T))

On munit I'espace des polyndémes unitaires de degré d + 1 de la forme différentielle § =
deg Adey A ... Adeg_1 ou ¢; est le coefficient de degré i du polynome. Alors le jacobien de
I'application qui & un élément de S + X% /H ¢ associe son polynome caractéristique est au signe
prés le déterminant de la matrice suivante

1 1
(651 (6%
d—1 d—1
of ay
Cest d?”(S) . Soient ey,...,eqp1 une base commune de diagonalisation des éléments de

t. Pour Y € t on note Y; la valeur propre de X agissant sur e;. Alors la forme différentielle
autoduale sur t est au signe prés 6 = d¥] A ... A dYg41. On calcule aisément le jacobien de
Papplication qui & Y € t associe son polynome caractéristique (c’est essentiellement le méme
calcul de déterminant que précédemment). Ce jacobien vaut de” (Y). Le jacobien de 'application

S+ %5 /HY — t/W(G",T) est donc d&" (Y)d"" (S)~1.
Traitons maintenant le cas général. L’application

U'x(S+(Ao®a) 2 ZE+S+X
(u, X) = w(E+ X)u!

est un isomorphisme local sur 'ouvert dense des (u, X) ou X est régulier dans G”. On peut
facilement calculer son jacobien. L’application étant équivariante pour I’action de U” évidente sur
chacun des deux espaces et les formes différentielles étant invariantes par action de U”, on peut
se contenter de calculer le jacobien de l'application en (1, X). La différentielle de 1’application
n (1, X) est

u"@Ao@a%E
(NaXA0+A)'_>[N7E]+[N7X]+XAO+A
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Dans une base de u” bien choisie application N +— [N, X] est diagonale et 'application
qui & N associe la projection sur u” de [N, E| est triangulaire supérieure stricte. Le jacobien est
donc le déterminant de I'application N +— [N, X]. Au signe prés c’est d%" (X)d%0 (X)~'. Sur un
ouvert dense ’application

(3) ax (S + Ao/HL) — (E+ S + %) JHLU"

est donc un isomorphisme local de jacobien dG”(ng )~1. On peut toujours supposer quitte
a conjuguer que t est de la forme a x ty ou ty est un tore maximal de gfj. Puisque pour X €
S+ (Ap @ a) régulier X + = est conjugué a X, la composée de 'application (3) et de I'application

(E+S+ %) /HU" — /W (G",T)

est alors le produit de 'application identité sur a et de ’application

S—{—AQ/Hg — fo/W( lol,To)

On a déja calculé le jacobien de cette application : au signe prés c’est dff N(S (ng)*l. On en
déduit que le jacobien de (1) est au signe prés (d%")~1d%d"" (S)(d% )~ = d”"(S)(d%")~' W

7.3 Choix de sections localement analytiques

Soit T € T(G"). Puisque Papplication (2 + S+ A°) — |_| t(F)% /W (G",T) est partout
TeT(G")
submersive, on peut trouver une section localement analytique t(F)% /W (G",T) — Z+4 S + AS.
En composant avec la projection naturelle t(F)% — t(F)% /W (G”,T) on obtient une application
localement analytique t(F)° — Z4+S+A°, X — X . Montrons que I’on peut choisir I’application
X = X, de sorte que pour tout compact wy C t(F) elle envoie wrNt(F)* dans un sous-ensemble
compact de 2+ 5 + A.

Preuve : Soient \;, p; et w € W” les coordonnées de Xp comme introduites en 7.1(1).
Puisque les A; et les u; sont des fonctions linéaires en les coefficients du polyndéme caractéristique
ces coordonnées seront bornées pour X € wrp. Il suffit donc de montrer qu’on peut choisir
I'application X +— X, de sorte que la coordonnée w reste bornée pour X € wyp. Soit WS
I'ensemble des éléments w € W tels que (w,Sw,...,Sw”~lw) engendre W”. D’aprés les
lemmes 7.1.2 et 7.1.4 il suffit de montrer que I'application

W”S — EdW”
w = (h(w,w), ..., h(w, SW" ~lw))

admet une section localement analytique sur son image qui est bornée sur tout sous-ensemble
compact de E%Ww  D’aprés [W4]1.3, on peut décomposer W’ en somme directe de sous-espaces
non dégénérés stables par S qui sont isomorphes & des espaces hermitiens de la forme F; =
Fl.ﬁ ®r E o Fl-ﬁ est une extension finie de F, la forme hermitienne étant donnée par (z,y) —
Try,/p(ciyte(z)) ot Ti est 'automorphisme de F; définit par Te(r @ y) =2 ®7, ¢; € Fl-ﬁ et tel
que l'action de S sur chacun de ces sous-espaces soit la multiplication par un élément a; € F;
vérifiant 7p(a;) = —a; et E[a;] = F;. On se raméne alors facilement au cas ou le couple (W”,S)
est de cette sorte pour une certaine extension L! de F et des éléments a,¢c € L = L! @ E.
L’application WS — Ew” est alors  — (Tr(cakxTE(x)))k:07___7dw,,_1. C’est I'application qui
donne les coordonnées de z75(x) dans la base duale de (c, ca, . . ., ca®™”~1). On est donc ramené
a prouver que ’application Ny L L* — (Lﬁ)X admet une section analytique sur son image
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qui est bornée sur tout compact. Si 'extension L/LF est une extension de corps c’est vrai pour
toute section continue. Si L = Lf x L il suffit de prendre la section  + (x,1). B

Pour tout 7' € T(G”) on peut trouver une application localement analytique t(F)% — G”(F),
X ~ 7x telle que pour X € t(F), X = yx X7y € E+S-+A5. Soit wr C t(F) un sous-ensemble
ouvert et compact. On suppose que les fonctions analytiques X — X et X +— ~x vérifient les
deux conditions suivantes

1. La fonction X + X, pour X € t(F)® Nwr prend ses valeurs dans un sous-ensemble
compact de =+ 5 + A.

2. 11 existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout X € t(F)® Nwr on ait o(yx) < (1 +
[log D" (X))).

Le premier point est loisible d’aprés ce que 'on vient de voir et le deuxiéme découle du
premier d’aprés le lemme 4.2 de [A3] que voici

Lemme 7.3.1 (4.2 de [A3]) Soit T' C G"(F) un sous-ensemble compact. Il existe ¢ > 0 de
sorte que pour tout x € wr et pour tout g € G"(F) tels que gxg_1 el on ait

inf{o(gt); t € T(F)} < c(1+[log DY (x)])
On a alors le lemme suivant qui nous servira par la suite :

Lemme 7.3.2 — Pour tout X € t5(F) la famille (UT,XAUT,...,XX”_l?}r) est une base de
V". On note Rx, 4, le Op-réseau engendré par cette base.
— Soit R" un Og-réseau de V". Il existe une fonction polynomiale non nulle Qg sur t(F)

telle que
VX € f(F)S Nwr, Qs(X)RI/ C RXX,UT

Preuve : Soit X € t(F)° Nwr que I'on peut écrire sous la forme

Xp = c(vo,w) + Z Aic(vi, vig1) + Z pic(vi, nv;)

1=0,...,r—1 1=0,...,r

D’aprés le lemme 7.1.2 les fonctions X + \;, X = u; et X — h(S*w, S7w) sont polynomiales.
De plus, I’hypothése faite sur la fonction X — X, montre que la fonction X +— w prend ses
valeurs dans un sous-ensemble compact de W”. Soit Rx, , le sous-Og-module de V" engendré

par v, Xpvp, ... ,XXII*IUT et soit @ la fonction polynomiale sur t(F') définie par
X det (h(S"w, STw))o<i<dyym —1,0<j<dyn—1)

(Remarquons que cette fonction & priori seulement définie sur t(F)° est en fait définie sur
t(F') d’aprés le lemme 7.1.2 et qu’elle est polynomiale toujours d’aprés le méme lemme). On va
montrer le fait suivant dont découlent les deux points du lemme :

(1) Soit Ry» = Ope1 @ ... Ogeg,,, un Op-réseau de W . 1l existe une constante o € F'* telle
que

VX € ’t(F)S Nwp, Vi=0,...,r, OzQ(X)UiZ‘ S RXA,W et aQ(X)RWN C RXAva

Pour cela, on montre d’abord
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(2) Tl existe 8 € F* telle que pour tout X € ¢(F)° Nwr avec
XA = ¢(vg,w) + Z Aic(vi, vip1) + Z wic(vi, nu;), on ait

1=0,...,r—1 1=0,...,r

Bv; € Rx, y,pour ¢ =0,...,r
ﬁ(SFlw +(=1)¢ H;j) §jv—i) € Rx, popouri=1,....r
BS'w € Rx, v, pour t =0,...,dyr —1

r—1
On a déja en effet v, & 10,1 = Xpvp, ..., Hgivo = X)v, € Rx, 4, donc il existe une
i=0

constante 1 € F* telle que pour tout X € t(F)° Nwy on ait
Bivi € Rx, v, pour i =0,...,7

Puisque X varie dans un sous-ensemble compact de =+ .5+ A, on peut certainement trouver
v € F* tel que vPx, soit un polynome a coefficients entiers pour tout X € t(F )% Nwr. Le réseau
Rx, «, est alors stable par v — yXpv.

On montre maintenant par récurrence que pour tout i = 1,. 7“ il existe une constante

o; € F* telle que pour tout X € t(F)° Nwr, a;(S* w + ( Hfj ) € Rx, v,- En effet

pour i =1, on a

VXA (Bvo) = vBro(w + Aovi + 2ponvo — &ov—1) € Rxy 0,

et o, A restent dans des compacts d’ou le résultat pour ¢ = 1. Si on a le résultat pour i <r—1
alors on a

ozﬁXA(SZ L + ( Hfj

aiy | S'w+ ( Hfg —&v_(141) + 20pivi + Avi1) — b(w, S w)vg | € Rxy o,

Comme p;, \; et h(w, S~ tw) restent dans un certain compact on en déduit le résultat pour
1+ 1.
On montre de la méme fagon que pour i = r,...,r+dwy» — 1, il existe une constante «; telle

que o;S'w € Rx, «, pour tout X € t(F)S Nwr. De plus, il existe une constante ag € F* (ne
dépendant que de S) telle que

as(Opw + OpSw + ...+ OpSW'lyw) C OpS™w + OpS™ w4 ...+ OpsTHiwr ~1y
pour tout w € W” (car S agit sans noyau sur W”). Cela prouve (2). Pour prouver (1) il suffit
donc de montrer I'existence d’une constante o € F* telle que pour tout X € t(F)° Nwr on

ait aQ(X)Rw» C Opw + OgSw + ... + OpSiw—ly. Les coordonnées de e; dans la base
w, Sw, ..., S%” =Ly sont données par le vecteur colonne
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h(w, e;)
h(Swa ei)
M(X)™! :
h(SdW//*lw’ ei)

on M(X) = (h(Siw,Sjw))ogigdw,,_1,0<j<dw,,_1. On en déduit le résultat puisque pour X €
t(F)%Nwr, les coefficients de la matrice det(M (X)) M (X) ™! et les h(S*w, e;) pour k = 0, ..., dy»—
1 sont bornés. B

7.4 Calcul de J.» (0", )

Les résultats de la section précédente nous permettent maintenant d’évaluer J,» (0", ¢) en

fonction de la transformée de Fourier de ¢. On a d’aprés I'hypothése faite sur 6” et le lemme
7.0.2:

10" 09) = D' ()1 [ it (hLSh)dh
HY(F)\H"(F)

_ DH”(S)1/2/ / I5(E+ h~'Sh + X)dXdh
//( )\H//( ) >

La conjugaison par H”(F') laisse stable Z et ¥ et ne change pas la mesure sur ce dernier
donc :

10" pr9) = DM () [

!/@% + S+ X)dXdh
HY(F)\H" (F)

On en déduit que :

Jan (0", ) = D" (9)1/? / K"(9) / B2+ S + X)dXdg
HI(FYU" (F)\G" (F) X

Le lemme 7.2.1, nous permet alors d’écrire :

Jﬁ”(eﬂa@)
-y e / #'(g) / / wusp(y)DE" ()24 dy
TeT(G") Hg(F)U" (F)\G"(F) HG(F)U"(F) JWF)S
- ¥ sanwe [ f 5oy (g)dg D (V) 2y
TGT(G”) F)S AT(F \G”(F

ot on a posé pour T € T(G") et Y € t(F) et g € G"(F)

K (g) = v(Ar) /A O a0
T
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8 Calcul de la limite de J,, (0, f)

8.1 Premiére transformation de J, , n(6, f)

On garde les notations du § 6. En reprenant le raisonnement de [W1| section 10.1, on montre
qu’il existe un ensemble fini S d’éléments de f),,eg( ) et une famille (jg)ses de quasicaractéres
de h/(F) indexée par S tels que pour tout S € S, le noyau de S agissant sur W” soit nul et

VX = X'+ X" € hyreg(F) =Y js(X")7 (S, X")
SeS

Pour g € G(F), on note X = X'+ X" 9 f% (X' + X") la transformée de Fourier partielle
de 9f, ., par rapport & la deuxiéme variable. C’est-a-dire que 1'on a

gfﬁ,w(X’ —i—X”) :/ ( )gfx,w(X, +Y”)¢(< Y”,X” >)dY”
1 F

Les mémes manipulations calculatoires que dans la section 10.1 de [W1] permettent d’obtenir
I’expression suivante de Jg ,, N

(1) JCwN (¢ f Z Z (AT”)_l‘W(GJ»‘?T)‘_l

SeEST=T'T"€eT(Gz)
<. Js(X\ D% (XD (x")V?
v (F)xt"S(F)

X / gfgg’w(X/ + X”)KN,X” (g)dng/dX”
T'(F)Apn (F)\G(F)

ol on a posé

kN x(g) = v(Arn) / kn (Yxwag)da
Ao (F)
Pour Se€ Set T =T'T" € T(G]) x T(G") soit Qg1 'ensemble des trois fonctions polyno-
miales suivantes sur t(F') :
~ La fonction X = X'+ X" e t =t © " > det(ad(X") g jv)-
— La fonction X = X'+ X" € t =t @t > det(ad(X") g1 ).
— La fonction polynomiale Qg sur t’ fournie par le lemme 6 de la section 3.

On note t(F)[> ¢ (resp. t(F)[< €]) Pouvert des éléments X € t(F') qui vérifient les in-

égalités |Q(X)[r > € (resp. [Q(X)|r < €) pour Q € Qgr. Notons J, , n - ny-(0, f) (resp.
Jyw N <n-v(0, f)) Vexpression définie par la méme formule que (1) ou au lieu d’intégrer sur
t'(F) x t"(F)% on intégre sur ' (F) x /(F) Nt(F)[> N7 (resp. t'(F) x ¢/(F)* Nt(F)[< N7Y)).
On justifie les manipulations ayant permis d’arriver a I'expression ci-dessus par la convergence
absolue des intégrales qui y apparaissent. Notons [J|; o n(0, f) et |J], , n.<ny-+(6, f) les mémes
expressions que précédemment ot on a remplacé les fonctions intégrées par leurs valeurs absolues.
On a alors comme dans [W1] les majorations suivantes :
— Il existe k € N et ¢ > 0 tels que pour tout N > 1, |J|; . n (8, f) < cNk

— Il existe un entier b € N et une constante ¢ > 0 tels que pour tout N >
|J|:va,<N b(9 f) eN~L
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La démonstration est identique a celle présentée dans [W1], une fois la majoration suivante
établie :

Lemme 8.1.1 Soit T = T'T" € T(G3) et wpr un sous-ensemble compact de t'(F). Soit Qg
la fonction polynomiale sur ¥'(F) obtenue a partir du lemme 6 de la section 3 pour le réseau

R'"=RNV".
Alors il existe k € N et ¢ > 0 tels que

rnxn(9) < eNFo(g)*(1+ [loglQs (X")[r])* (1 + [logDY" (X" )*
pour tout g € G(F), pour tout X" € t"(F)° Nwpn et pour tout N > 1

Preuve : On adopte la notation suivante : si x est un réel quelconque on pose 7% = W§($). 1l
existe une constante C' > 0 telle que pour tout g € G(F'), on ait :

75O R c g(R) c 7y WR

D’aprés le paragraphe 7.3, I'application X” € /(F)® Nwyr — X} € 2+ S + A a son image
incluse dans un sous-ensemble compact de = + S + A. Par conséquent, on peut trouver une
constante C’ > 0 telle que pour tout X” € ¢/(F)% Nwyw on ait

//k -’
RcCcrmp R

pour k=0,...,dy» — 1.

Par définition ky x~(g) est le volume de I'ensemble des éléments a € Apn(F') vérifiant
kN (Ynag) = 1. On a les implications :

-1

NOvxrag) =1= g ta yxn(v,) €TV R

= ’)/)_(/1/@71'7)("(@7") S 'Yxl/g(R)
1 — —N—-Co Co "

= "YX/I/G 1'YX”(U7") e T (9)—Co(vx )R

(

-1 —N-C C c’
= ’yX,l,a I’YX// RX// Ur) C Tp o(g)=Colyxn)=

R (Car yyna ‘yx» commute avec X})
= Qg (X//) Co(yxr) —1(R//) Cry —N-Co(g)— CU('yXu)fC’,yXN(R)
a— (R//) C QS(XII)— 7_‘_E]V CO’( ) 300(’YX//)—C/R

Puisque pour a € Apn(F) on a a(R") C W”, on déduit des implications précédentes 1'exis-
tence d’une constante Cp > 0 telle que pour tout X” € t(F)% Nw on ait

_ _ —1 —N—-Coo(g9)—Coo 1)—C
N(vxhag) = 1= a L (R") € Qs(X") \ry N~ 0ol0)=Corlixn)=Co

On a donc 5N7X”(9) < vol(a € Apn(F) : ail(R//) c QS(X//)flﬂEN—Coa(g)—Coa(Vxn)—COR//)_
Il existe une contante une constante C7; > 0 et un entier k£ € N tels que pour tout o« € E* on ait

vol({a € Apn(F) : a Y(R") C aR"}) < Cymax(1, —valp(a))k

En utilisant U'inégalité o(yx») << (14 |log(DE" (X"))|) pour tout X” € t(F)% N wyr, on en
déduit I'inégalité voulue. B

On fixe dorénavant un tore T'=T"T" € T(G,) et on note Mj le centralisateur de Ap» dans
G. C’est un Lévi de G.
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Lemme 8.1.2 On a Ay, = Apr.

Preuve : L’inclusion Apr C AMh est évidente. Puisque T"H' C My, AMb est inclus dans le
centre déployé de T”H' qui est Ap» car Ay = {1}. B

8.2 Changement de la fonction de troncature
Pour g € G(F') on pose or(g) =inf{o(tg);t € T(F)}.

Lemme 8.2.1 [l existe un réel C; > 0 et un sous-ensemble compact wr C t(F') tels que pour
tout g € G(F), pour tout entier N > 2 et pour tout X € ¢ (F) x t'(F)S N t(F)[> N7 la non
nullité de gfg,w(X) # 0 entraine X € wr et or(g) < Cilog(N).

Preuve : On sait qu’il existe un sous-ensemble compact-ouvert I' C G(F') tel que gfgw(X )=20
si g ¢ G(F)I'. De plus, il existe un sous-groupe ouvert-compact Ky C G(F) tel que pour tout
g € G(F) et tout k € Ky, on ait 9f, , = 9f, , et donc gkf;ﬁ,w = 9f;57w. Quitte a agrandir I", on
peut supposer que K;I' = I'. Soit I'y un ensemble de représentants des classes a droite de I
modulo K, c’est un ensemble fini. Posons Q = U Supp(“/fﬁw) et wr = CUQG NH(F)) ot CI

~yel’
désigne I'adhérence. Ce sont des sous-ensembles coﬁnpacts de g.(F) et t(F') respectivement. Il
existe deux réels C, C’ > 0 telles que

~ Vg€ Gu(F), VX € wr, 7' Xg € Q= or(g) < C(1+ |logD% (X)]) (c’est le lemme 7.3.1)

~ VX € V(F) x ¢"(F)S nwp[> N7Y, |[logD% (X)| < C'log(N)

Pour X, g et N comme dans ’énoncé on a X € wr d’aprés ce qui précéde et on peut écrire
g = guy avec g, € Go(F) et v € I'y. On a alors 971X g, € Q et on conclut avec les majorations
ci-dessus W

Soit ¥ = (Yp,) p,ep(ar,) une famille d’éléments de Ay, (G, My)-orthogonale et positive. On
reprend les notations de [W1| qui reprennent celles d’Arthur : pour Q = LUg € F(Mj), on note

a]%h(.,y) resp. 7q la fonction caractéristique dans Ay, de la somme de Af et de 'enveloppe

convexe des (Yp,)p,cq resp. la fonction caractéristique de ‘A%@ + Aé. On a alors

Z Uf?ﬂu(c’y)TQ(C —Yg) = 1 pour tout ¢ € Ay,
QeF(My)

ot pour QQ = LUq € F(My), Yo désigne la projection de Yp, sur Az pour n’importe quel para-
bolique P, € P(M,) vérifiant P, C @ (cela ne dépend pas du choix de P;).

On fixe My, un Lévi minimal de G inclus dans My, un sous-groupe compact spécial K en
bonne position par rapport & M;,;,, et un sous-groupe parabolique minimal P, € P(Mpin).
Soit Yp_ . € .Ajgmm. Pour tout P € P(Myuy) il existe un unique w € W tel que wPp, = P
on pose alors Yp = wYp, . € AJIS. La famille (Yp)pep(ns,,,,) est alors (G, My )-orthogonale
positive. Elle définit donc une (G, My)-famille orthogonale positive (Yp,)p,ep(ar,). Pour tout
g € G(F) on notera Y(g) la (G, My)-famille orthogonale définie par V(g9)q = Yo — Hg(9).
Posons

oVey009) =(Ag) [ ofy (Hus0). (9))da
A (F)

la famille (V(g9)p,)p,epn,) Vérifie Y(g)p, € .AIJSh pour tout B, € P(M;) donc est orthogonale
positive.

Il existe une constante Cy > 0 telle que pour g € G(F) vérifiant 0(g) < Cainfoca,,,, a(Yp,
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Lemme 8.2.2 [] existe deux constantes Cs,Cy > 0 et un entier naturel Ny telle que pour tout
entier N > Ny et pour tout Yp . € Aﬁnm vérifiant

min

C3log(N) < infoet @ (YP,;,) (A)
SupaeAmina(YPmin) g C4N (B)
on ait I’égalité
/ X+ X xo(g)dg = | (X4 X0V, 0)dg
T/ (F) A (F)\G(F) T/ (F)Apn (F)\G(F)

pour tout X = X' + X" € ¢(F) x "(F)> N t(F)[> N7Y].

Preuve : D’aprés le lemme 8.2.1 il n’y a rien & démontrer si X ¢ wp on supposera donc
dans la suite que X € wp. On fixe des constantes C3,Cy > 0, un entier naturel Ny, un élément
Yp,. € .A;Smm vérifiant les inégalités (A) et (B) et un entier N > Ny et on va montrer que
I’égalité de I’énoncé est vérifiée si C3 et Ny sont assez grands et Cy assez petit. On peut déja
supposer C3 > C;. Alors d’apreés le lemme 8.2.1, pour tout entier N > 2, pour tout g € G(F) et
pour tout X € t'(F) x t/(F)S Nt(F)[> N, si le terme sous l'intégrale est non nul, la (G, M)
famille (Y(9)p,) p,ep(ar,) est orthogonale positive. Si tel est le cas, pour tout a € Apv(F) on a

Z JJ\Q/Ih (Hug, (@), Y(9))7q(Har (a) — Y(g9)q) = 1 et on peut donc écrire
QEF(My)

kN, x(g) = Z kN, x (@, 9)

QEF(My)

o ky x7(Q,g) = I/(AT//)/A " O']\Q/Ih (HMh(a),y(g))TQ(HMh(a)—Y(g)Q)nN(*y)_(,l,ag)da. Les fonc-

tions Ky x7(Q,.) sont invariantes a gauche par T"(F) Az~ (F'). On a donc une décomposition

It X+ X Ve xor(g)dg = Y 1(Q,X)

/T’(F)AT// (FI\G(F) QEF (My)

oun I(Q,X) = / gf:g,w(X)nN,Xu(Q,g)dg. On va montrer les deux faits suivants
T'(F)Apn (F)\G(F)
dont découlent la proposition :

1. Si Cy est assez petit et Ny est assez grand, on a

1(G.X) = / 91t (X)5(Vp,,. 9)dg
"(F)Apn (F)\G(F)

pour tout X € t'(F) x t/(F)% Nnwr[> N7).

2. Si C3 et Ny sont assez grand, on a I(Q), X) = 0 pour tout @ € F(M;) différent de G et
pour tout X € ¢(F) x ¢/(F)% Nnwr[> N7Y).

Preuve de (1) : D’aprés le lemme 8.2.1, il suffit d’avoir I'implication

oy, (Ha,(a), Y(9)) = 1= kn(vxnag) =1

pour tout a € Apv(F), pour tout ¢ € G(F) vérifiant o(g) < Cilog(N) et pour tout X €
Y(F) x ¢"(F)S Nwr[> N7Y. Pour a € Apn(F), a]\Gdh(HMh(a),y(g)) = 1 entraine o(a) <<
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(supaen,,,,a(Yp, . )+ o(g)). Il existe une constante C' > 0 telle que o(g) < CN entraine
kn(g) = 1 pour tout g € G(F'). Comme de plus o(yx») << log(N) on en déduit le point (1).

Preuve de (2) : Soit Q = LUg € F(My) différent de G et Q = LUz le parabolique opposé.
On a

1(Q.X) = / 918 (X )k x (Q. g)dg

T (F)Aqpn (F)\G(F)

/ / / kgt (X)wn,xr (Q, ulk)dudkdl
T'(E)Apn (F)\Lq(F) /K JUG(F)

Si on a ky x»(Q,ulk) = kN x(Q,lk) pour u € Ug(F), I € Lo(F) et k € K vérifiant
m’“fg,w(X ) # 0 alors U'intégrale intérieure sera nulle car f est trés cuspidale (c’est le lemme
5.5 de [W1]) et on aura bien I(Q,X) = 0. D’aprés le lemme 8.2.1 il existe C5 > 0 telle que
mkfg,w(X) # 0 entraine o(ulk),o(lk),o(u) < Cslog(N). Puisque 'on a

kN x(Q,9) = V(AT")/

o', (H, (a), Y(9))70(Ha, (a) = Y (9)@)rn (vxhag)da
Aqn (F)

et que les fonctions O'%h (,V(9)) et 7o(. — Y (g)q) sont invariantes par translation a gauche de g
par Ug(F) (car elle ne dépendent que de Hp, (g) pour P, C Q), il suffit donc d’avoir

VX € ¢(F) x ¢"(F)° Nwr[> N7, Va € A (F), Vg € G(F), Vu € Ug(F) tels que
o, (Har, (@), Y(9))7q (Has, () = Y (9)g) = 1 et o(7ig), 0(g), 0(@) < Cslog(N) on a

KN, X" (’Y)_(/l/ aug) = KN x" (’Y)_(/l/ag)

Soit g € G(F) et a € Apu(F) tel que o(g) < Cslog(N) et J]‘Q/Ih(HMh(a),y(g))TQ(HMh(a) —

Y (g9)q) = 1. La fonction O'%h (,V(9))To(.—Y (g)q) est la fonction caractéristique de la somme de

.AE et de I'enveloppe convexe des Y(g)ph pour P, C Q. On a donc pour tout o € 25 I'inégalité
a(Hy(a)) 2 infpcqa(Yp, — Hp, (9)) 1l existe une constante C’ > 0 telle que infpcqoa(Yp, —
Hp, (9)) > Clinfsea,, A(Yr,..) ~ C'o(g). Par conséquent a(Hay, (a)) > C'(Cs — Cs)log(N). Le
lemme suivant nous permet de conclure a 'existence d’une constante C3 et d’'un entier Ny qui
conviennent.

Lemme 8.2.3 Soit C5 > 0 une constante alors il existe Cg > 0 et un entier Ny tels que la
propriété suivante soit vérifiée : pour tous a € Ap»(F), g € G(F), u € Ug(F), X € t'(F) x
' (F)S Nnwr[S;> N7 et pour tout entier N > Ny wérifiant o(g),0(ug),o (@) < Cslog(N) et
a(Hyy (a)) = Cslog(N) pour tout o € 25 on a kN (Yynatig) = kn(Vxnag).

Preuve du Lemme 8.2.3 : Montrons d’abord qu’il existe un entier Nj tel que pour tout entier
N > Nj et pour tous a € Api(F), g € G(F) et X € ¢(F) x '(F)° Nwr[S;> N7 avec
o(g) < Cslog(N) alors ky(vxrag) = 1 si et seulement si g~ 'a™'yxr(v,) € TV R,
La condition est de toute fagon nécessaire. Fixons N, a,g et X vérifiant les conditions précé-
dentes et supposons que g_la_lwxu (vp) € WENR. On va montrer que si N; est assez grand on
a /ﬁN(’y)_(,l,ag) = 1. On considére comme dans la preuve du lemme 8.1.1 une constante C' > 0
telle que pour tout ¢’ € G(F') on ait ﬂ'ga(g/)R Cd(R) C WECJ(Q/)R et une contante C’ > 0 telle
que X/'\’k(R) C WEC/R pour tout k = 0,...,dyn» — 1 et pour tout X € ¢(F) x /(F)* Nwr. Le
méme raisonnement que dans la démonstration du lemme 8.1.1 montre que g 'a lyx/(R) C
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Lr 7N 200(9) =200~ o De plus, on a |log|Qs(X")|| << log(N) et o(yx») <<

1

QS (XI/)
log(N). Donc pour Nj assez grand g~
ce qui permet de conclure.

a tyxn(v) € WENR entraine g la " lyxn(R) C 7y

Soit N > Nj un entier et soit a € Apn(F). On peut supposer qu’il existe g € G(F) et
X € ¢(F) x ¢"(F)* Nwp[S;> N7 tels que o(g) < Cslog(N) et rky(yynag) = 1 sinon il ny
a rien a dire. Notons Ay 'ensemble des a € Apn(F') qui vérifient cette condition d’existence.
En adaptant un tout petit peu le raisonnement précédent on montre qu’il existe une constante
C" >0 tel que a'(R) C WEN_CHZOQ(N)R pour tout a € Ay. On a alors pour tout v € V — {0},
valg(a=™'v) — valgr(v) = —N — C"log(N). On peut fixer la constante C” telle qu’on ait aussi
valp(g~ ) —walg(v) = —C"log(N) et valg(yx»v) —valgr(v) = —C"log(N) pour tout g € G(F)
vérifiant o(g) < Cslog(N), pour tout X € ¢ (F) x t/(F)% Nnwy[S;> N7 et pour tout v €
V' —{0}. Enfin, on peut trouver une constante Cg de sorte que si a(Hyy,(a)) = Cglog(N) pour
tout a € 25 alors pour tout u € Ug(F) tel que o(u) < Cslog(N) on a valp(atia™'v —v) >
3C"log(N) + valg(v) pour tout v € V — {0}. On a alors pour a, g, @, X comme dans I’énoncé

valR(g_lﬂ_la_lwxuvr — g_la_lyxuvr) > valg(u ta” WX”Ur —a” ’)/Xnvr) — C"log(N)

atauta vy, —a” ’)/X”UT) C"log(N)

(u
= valg(
> valR(au a Yyxnv, — yxnv) = N = 2C"log(N)
> valg(yxnvy) — N + C"log(N)
>

|
2

On obtient le résultat voulu d’aprés le premier point. H
On déduit du lemme 8.2.2 la proposition suivante.

Proposition 8.2.1 Il existe un entier naturel Ny telle que pour tout N > Ni et pour tout
P € .A+ . veérifiant

on ait I’égalité

9 (X + X"k xn(g)dg = / X+ X")0(Yrp, 9)dg
’ T/(F)Apn (F)\G(F) “

/T’(F)AT// (F)O\G(F)
pour tout X = X' + X" € ¢(F) x '(F)° N t(F)[> N7Y].

Preuve : En effet, il existe un entier N; tel que pour N > N; les deux ensembles

{ mzn € A+ : Cglog(N) g anaeAmzna(Yszn) et supa’eAmina(Y mzn) C4N}

et

{Yp,., € AL 2 C3log(N +1) < infaen,,, @(Yp,,,) et supaca,,.,,@(Yp,,,) < Ca(N +1)}

soient d’intersection non vide. Alors pour X = X' + X" € ¢ (F) x t/(F)* Nnt(F)[> N7
Y(F) x (F) Nt(F)[> (N +1)7?, on a d’aprés le lemme 8.2.2
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gf:ﬁw(X’ + X"y xn(g)dg = gf;g,w(Xl + X" kny1,x7(9)dg

/’(F)ATH (FNG(F) /T’(F)AT//(F)\G(F)

D’ott par une récurrence immeédiate

/ 92 (X' + X"k xv(9)dg = / 92 (X' + X"k x0(g)dg
"(F)Aqi (F)\G(F) T'(F)Apn (F)\G(F)

pour tout N’ > N. Soit Yp

trouver un entier N’ > N tel que Yp,_ .
Cela permet de conclure l

€ .A;Smm tel que Cslog(N) < infaen,,,,@(Yp,,, ), on alors peut

vérifie les inégalités (A) et (B) du lemme 8.2.2 pour N'.

8.3 Le résultat final

Lemme 8.3.1 Pour N > Ny et X = X'+ X" € ¢(F) x "(F)* Nt(F)[> N7, on a les égalités

9ft J(X)kn,xn(g)dg =0

T,

x/ll’(F)ATN(F)\G(F)
si Apr # {1} et
9f% (X kn xn(9)dg = v(T v (Apn)0h . (X)

f7$7w

/’(F)AT// (F)O\G(F)
St AT’ = {1}

Preuve : C’est exactement la méme que celle de la proposition 10.9 de [W1] B

Si Ag: = {1} on pose

(1) Kew(®,£)=> > v(T)|W(Ge, T)| ™

SEST=T"T"€Teu(G,)xT(G")
/ Js(X)DO(X) D (X2, (X)dX
¢ (F)xt(F)S Y
et si Ag, # {1}, on pose

Ky w0, f)=0

Proposition 8.3.1 L’expression (1) est absolument convergente et on a l’égalité

limN—)ooJN,a:,w(aa f) = K$7w(97 f)

Preuve : C’est exactement la méme que celle de la proposition 10.10 de [W1] B
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9 Cas des supports nilpotents
Dans cette section on se propose de démontrer la proposition suivante :

Proposition 9.0.2 Supposons que pour tout quasicaractére 0 de W(F') et toute fonction tres
cuspidale f € C°(g(F')) qui ne contient pas d’élément nilpotent dans son support on ait
lmn—ocdN (0, f) = Jgeom(0, f). Alors on a limn_00 N (8, f) = Jgeom(0, f) pour tout quasica-
ractére 6 de h(F') et toute fonction trés cuspidale f € C°(g(F)).

On fait donc dans la suite de la section 'hypothése suivante

(Hyp) : pour tout quasicaractére 6 de h(F') et toute fonction trés cuspidale f € C°(g(F')) qui
ne contient pas d’élément nilpotent dans son support on a

lZmN%ooJN(a f) geom(a f)
9.1 Calcul de limy_oJn(8, f)
Soient 6 un quasi-caractére de h(F') et f € C>°(g(F')) une fonction trés cuspidale. Comme

dans [W1] p.1265 on peut fixer un ensemble fini S d’éléments de h,¢q(F') dont tout les éléments
ont un noyau nul dans W et des nombres complexes cg pour S € S tels que

VX € h(F) N Supp(f) chj (S, X)
Ses
On pose alors
(1) =Y Y cw(E ) SDG(X)l/Qéf(X)dX
SESTET(G) ()

oil 'ensemble t(F)° est défini comme dans la section 7. Puisque la fonction éf est a support
compact modulo conjugaison, les intégrales intervenant dans la définition de K (6, f) sont a
support compact, comme de plus 0 ¢ est un quasi-caractere on en déduit d’apreés Harish-Chandra
que les intégrales convergent.

Lemme 9.1.1 On alimy_ooJn(0, f) = K (6, f)

Preuve : Soit w C g(F') un bon voisinage de 0 et supposons que Supp(f) C w. Posons alors
0, = 01,,. Par I'exponentielle, on reléve les fonctions f et 8, en des fonctions sur respectivement
G(F) et H(F') que 'on note f et 6. On a alors I'égalité Jy (0, f) = Jn(O,,,f). En appliquant
la proposition 8.3.1 & f, ©, et x = 1 on obtient alors le résultat voulu.

Dans le cas général on peut toujours trouver A € F*2 tel que Supp(f) C Aw. On pose
alors f/(X) = f(AX), §(N) = &(AN) et 6/(X) = 0(AX). Notons d'un indice £ les expressions
ot on a remplacé & par £'. Par les changements de variables N — AN et X — AX sur u(F)
et h(F) respectivement, on a Jy ¢ (0, f') = ])\];dzm(U)fdzm(H)
d’homogénéité des fonctions 57, on a

Ing(0, f). Grace aux propriétés

0(Y) = esi(5.AY) = 3" N s (A8, Y)
SeS SeS

pour tout Y € Supp(f) N H(F). On peut donc prendre S’ = AS et les constantes cyg =
|)\|;5(H)/205 pour définir K¢ (¢, f'). Pour T' € T(G), on vérifie que 'ensemble t(F)*¥ défini par
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¢ et AS est égal a M(F)S. De plus, 6p(X) = A7 D8 (A"1X) et DE(AX) = |29 DY (X).

Par changement de variable on obtient
im(G)+dim 1) 6(H
Ko (0, f') = N[O am @R g, )

On a —dim(G) 4+ dim(T) + 6(G)/2 = —6(G)/2. On laisse au lecteur le soin de vérifier que
3(G)/2+40(H)/2 = dim(U) + dim(H). On s’est alors ramené au premier cas. ll

9.2 Une premiére approximation

On pose E(0, f) = K(8, f) — Jgeom(0, f) pour 6 un quasi-caractére de h(F) et f € C°(g(F))
une fonction trés cuspidale, le but étant de montrer que EX.,.) est identiquement nul. Le lemme
suivant donne une premiére approximation de ce terme d’erreur.

Lemme 9.2.1 La forme bilinéaire (6, f) — E(0, f) est proportionnelle a la forme bilinéaire

0,1)— Z cg,on (0) Z ca,;,0(0)

OHeNilreg(h(F)) OeNilreg(g(F))

Preuve : Montrons dans un premier temps que E est combinaison linéaire des formes bili-

néaires (0, f) = cg ou(0)cg, 0(0) pour O ¢ Nil(h(F)) et O € Nil(g(F)).

Si cpon(0) = 0 pour tout orbite O ¢ Nil(h(F)) alors il existe un G-domaine w C g(F)
compact modulo conjugaison contenant 0 tel que 6),qpF) = 0. On pose alors fr=f- Jjw
Ona E0,f) = E®,f')+ E(, fi,). Puisque f’ ne contient aucun élément nilpotent dans son
support on a E(6, f') = 0 (c’est 'hypothése (Hyp)). En revenant aux définitions on voit que
Jgeom (0, fl) = 0 et Jn(0, fi,) = 0 pour tout N > 1 donc K(0, f|,) = 0 et par conséquent
E@©,f)=0.

Si ¢g,,0(0) = 0 pour tout O € Nil(g(F')) on peut trouver un G-domaine compact modulo
conjugaison tel que 07(X) = 0 pour tout X € w. On pose alors f' = f — fi,. On a E(0, f) =
E@,f") + E(9, fi,)- On a encore E(0, f') = 0 car le support de f’ ne contient aucun élément
nilpotent. Comme de plus on a Hf\w = 071, = 0 on vérifie immédiatement que K (6, f,) =
Jgeom (0, fi,) = 0. Ainsi on a bien E(0, f) = 0.

Montrons maintenant que E est combinaison linéaire des formes bilinéaires
(0, f) = cpon(0)cy,; 0(0) pour O € Nilyeg(h(F)) et O € Nilyey(g(F)). Pour A € F*? on pose
OMNX) = 0(AX) et fANX) = f(AX). On a alors Opr = 9}‘. Par les propriétés d’homogénéité des
germes de Shalika, on a donc C@>\70H(0)C9f>\7(’)(0) = |)\|;[dzm(OH)+dlm(O)]/2C,9,oH (0)co;,0(0).
Puisque dim(Of) + dim(0O) < §(H) + §(G) avec égalité si et seulement si O et O sont
des orbites nilpotentes reguheres il suffit maintenant de montrer que pour tout A\ € F*? on
a B0, fA) = |)\|;,[5( @2 p E(8, f). On a vérifié lors de la démonstration du lemme 9.1.1
une telle propriété d’homogénéité pour K (6, f) a condition de changer € en &*. Il est clair que

Jgeom (8, f) ne dépend pas du choix de &. De plus, par les propriétés d’homogénéité des fonctions
7(0,.) on vérifie que

Tgeom (0%, f2) = NGO 1 0, f)

L’expression K (6, f) ne dépend de & que par la définition des ensembles t(F)° qui dépendent
du choix de Z mais changer £ en & revient a changer Z en un élément Z' qui lui est conjugué
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par A(F) on vérifie alors que les ensembles t(F)° ne dépendent en fait pas du choix de &. Cela
suffit pour obtenir la propriété d’homogénéité voulue.

Il existe donc des nombres complexes con » tels que pour tout quasi-caractere ¢ de h(F) et
toute fonction trés cuspidale f € C2°(g(F')) on ait

E(©,f)= ) comocgom(0)co;0(0)
0,0H

ot la somme porte sur O € Nil,ey(h(F)) et O € Nilyey(g(F)).

Reste a vérifier que les coefficients cpu ¢ sont tous égaux. Si G ou H n’est pas quasidéployé il
n’y arien & montrer. Si G et H sont quasidéployés alors I'un des deux a une seule orbite nilpotente
réguliére et 'autre en a deux qui sont permutées par n’importe quel élément A € F* —Ng, r(EX).

Pour A € F* quelconque I'égalité E(6*, f) = |)\|;ﬂdim(U)7dim(H)E(9, f) reste valable et on a

—[dim(OH)+dim(0)]/2
0(0) = ’)"F[ (OH)+dim(0)]/

cor o (0)cq co ot (0)co; 20(0)

f)u

En choisissant A € F* — Ng,p(E™) on obtient 'égalité des deux coefficients recherchée. B

9.3 Calcul de germes de Shalika

D’aprés le lemme précédent, la proposition 9.2.1 est établie si G ou H n’est pas quasi-déployé.
On suppose donc dans la suite que G et H sont quasi-déployés.

Lemme 9.3.1 Soit B un sous-groupe de Borel de G et Tyq un tore maximal de B tous définis
sur F. Soit Xqq € t4q(F) N greg(F) et O € Nil(g(F')) on a alors

0 si O n’est pas réguliére
To(X.g) =
0(Xqa) { 1 si O est réguliére

Preuve : Le tore Tyq est un Lévi de G et la distribution f +— Jg(Xya, f) est induite & partir
de la distribution f — f(X4q). Donc I'o(X4q) est non nul si et seulement si O intervient dans
l'orbite induite de I'obite {0} de t,q4(F"). Cette condition équivaut & ce que O soit réguliére. On

en déduit la premiére égalité. Puisque F{Tgi (Xqa) =1 on en déduit aussi la deuxiéme égalité.

9.4 Preuve de la proposition 1

D’apres le lemme 9.2.1 il existe un nombre complexe ¢ tel que pour tout quasi-caractére 6
de h(F') et toute fonction trés cuspidale f € C°(g(F')) on ait

E@,f)=c Z Co,0H Z Co;,0

OHENilyey(h(F)) O€Nilyeg(a(F))

On doit donc montrer que ¢ = 0.

Soit Tyq € T(G) resp. Tﬁ € T(H) un tore maximal d'un sous-groupe de Borel défini sur F'
de G resp. H. Soit Xyq € t4q(F) N greg(F') et Xgl € tgl(F) N Breg(F). D’aprés le résultat 6.3(3)
de [W1] on peut trouver un voisinage wx,, de Xyq dans t,q4(F') aussi petit que 'on veut et qui
ne contient que des éléments réguliers et une fonction trés cuspidale f = f[X,4] € C°(g(F))
vérifiant les propriétés suivantes :
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1. Pour T € T(G) si T # Tyq, la restriction de 0 a t(F) est nulle.

2. Pour toute fonction localement intégrable ¢ sur t,q(F), invariante par W (G, Tyq) on a

yW(G,T)\—l/t - @(X)DG(X)l/Qéf(X)dX:vol(wqu)_l/ o(X)dX

3. Pour Y € g,eq(F),
0;(Y) = vol(wqu)l/ 79(X,Y)dX
wqu

La derniére égalité au voisinage de 0 devient

01, (Y) = j9(Xea, V)
Par conséquent cg, o = F'o(Xqa)-
Soit € un quasi-caractére de h(F') tel que 0(X) = j’H(X(ﬁ,X) pour X € Supp(f)¢ N p(F).
D’aprés le lemme 9.3.1 pour tout O € Nilyeg(g(F)) on a ¢y, 0 = T'o(Xgq) = 1 et pour tout
O € Nilyeg(h(F)) on a cyon = FoH(X;(Ii) = 1. On a donc E(6, f) = 2c.

Pour T'e T, T # {1} et Y € t(F') en position générale il existe selon la parité de dim(G) :
— un voisinage de Y dans h(F') qui ne rencontre aucune sous-algébre de Borel de h(F') si
dim(QG) est impaire.
— un voisinage de Y dans g(F') qui ne rencontre aucune sous-algébre de Borel de g(F') si
dim(Q) est paire.
Dans les deux cas on en déduit que cy(Y)cr(Y) = 0. Donc la contibution du tore 7' dans
Jgeom (0, f) est nulle. La contribution du tore {1} étant

LY wer Y o

OHENilyeg(h(F)) O€Nilreg(g(F))
on a Jgeom (8, f) = 1.

D’aprés la propriété (2) de f on a K(6,f) = vol(wqu)_lvol(wqu N tqd(F)Xgl). Il suffit
donc d’avoir vol(wx,, N tqd(F)Xgi) = vol(wx,,) pour en déduire que ¢ = 0. Puisqu’on peut
choisir wx,, aussi petit que l'on veut, cela revient a montrer qu’on peut trouver X,q et X (fl

comme précédemment tels que X4 € tqd(F)Xq}{i (car tyq(F )Xgi est un ouvert de tyq(F')). Puisque
=+ Xgl + 51X qa est dense dans = + X(fi + X, il suffit encore de montrer que (E + Xgl + E) N

(tga(F) N greg(F))Y # 0. On distingue alors deux cas :

— Sidim(H) est paire, alors il existe A € a(F) et ug € F tels que E—|—X£l—|—,uoc(vo, nug)+A €
(tga(F) 0 greg(F))C.

— Sidim(H) est impaire, alors on peut trouver une base ((w+;)i=1,...p, Wp+1) de W formée de
vecteurs propres pour Xgl vérifiant h(w;, w;) = 0; —j si 1,5 € {£1,...,E£p}, h(wpi1, w;) =
0siie {£l,...,£p}, h(wpy1, wps1) =11 et Xq];é'l,Up+1 = Sp4+1Wpt1. Puisque G est quasi-
déployé Gy est aussi quasi-déployé. On peut donc supposer vy = —rvg. On fixe g € F tel
que Sp4+1 = 2vppon. Pour A € F on vérifie facilement que qufl—l—,uoc(vo +nvo) +c(vo, Awpi1)
admet v + wp41 et vg — wpy1 pour vecteurs propres avec pour valeurs propres respectives
Sp+1 + oA et spr1 — vpA. On en déduit qu’on peut choisir A € F' et A € a(F) tels que
lélément X = X gl + A + poc(vo, nuo) + ¢(vo, A\wpt1) admet pour vecteurs propres v
i=1,...,r,wy; 1 =1,...,p et wyp1 £ vy avec des valeurs propres distinctes. Alors on a
bien =+ X € (tq(F) N greg(F))C.
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10 Preuve des théorémes 5.4.1 et 5.5.1

On démontre les théorémes 5.4.1 et 5.5.1 par récurrence sur la dimension de V. Supposons
les résultats établis pour tout les couples (V/, W') avec dim(V') < dim(V)

Lemme 10.0.1 Soient 0 un quasicaractére de H(F) et f € C(G(F)) une fonction trés cus-
pidale qui ne contient aucun élément unipotent dans son support. On a alors

lWlN—>c>oJN(‘9 f) geom(‘9 f)

Preuve : Pour tout € G4s(F') fixons un bon voisinage w, de 0 dans g,(F'). Etant donné
I'hypothése sur f, on peut supposer que le support de f ne rencontre pas exp(wi). Par un
procédé de partition de 'unité, on peut supposer qu’il existe x € Gg5(F) tel que f soit a
support dans (zexp(w,))®. Si 9f¢ est non nul pour un certain g € G(F), il existe h € H(F)
et u € U(F) tels que hu € (zexp(w,))®. La partie semisimple de hu étant conjuguée a h, on
a aussi h € (zexp(w,))®. Donc il existe X € w, et g € G(F) tels que h = g 'zexp(X)g. On
a alors g(D @ Z) C Ker(zexp(X) — 1) C Ker(z — 1) donc g~txg € H(F). On en déduit que
si ¢ n’est conjugué a aucun élément de H(F') on a Jy(6, f) = 0 pour tout N > 1. On vérifie
aussi aisément que si x n’est conjugué a aucun élément de H(F') alors 0y est nul au voisinage de
H(F) donc Jgeom (0, f) = 0. On peut donc supposer que z est conjugué a un élément de H(F).
Quitte a conjuguer = dés le départ, on peut aussi bien supposer que = € H(F'). Notons w = w, et
reprenons les notations du début de la section 6. Quitte & changer les choix des bons voisinages
wy, on peut supposer que w se décompose en un produit w’ X w” avec ' C gl (F') et w” C g"(F)
des bons voisinages de 0. D’apreés les lemmes 6.1.1 et 6.2.1, on est ramené a prouver ’égalité

lZTnN—)ooJach((9 f) geomxw(a f)

Comme au début de la section 8, on peut trouver une famille S d’éléments de by, (F) et une

famille (js)ses de quasicaractéres de b’ (F) tels que pour tout X = X’ + X" € by eq(F) on ait

Z.]S AH” S X//)

Ses

Notons 6% = 77"(S,.). On peut de la méme facon trouver deux familles finies (0% p)oen et
(07 p)beB de quasicaracteres de g, (F') et g”(F) respectivement telles que pour tout X = X’ +
X" € g,(F)

6f71-w Zefb X”)
beB

D’aprés la proposition 6.4 de [W1], pour tout b € B, on peut trouver une fonction trés cuspidale
fy € C2(g"(F)) telle que 07, = 0. En comparant 5.5(1) et 6.2(1) on a

Tgeomzw(0,F) =D J'(S,6)Jgeom (0%, f7)

beB,SES
ou

B =S WL [ 500,000 D (X

T"e€Ten(Hy)

Dans la section 8, on a montré que J, , n(6, f) admet une limite et on a calculé cette limite :
cest Ky ,(0,f). Si Ag, # {1} alors K, (0, f) = 0 et I'ensemble de tores T, est vide donc
Jgeom,zw(0, f) = 0. Sinon, en comparant les formules 8.3(1) et 9.1(1) on a
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Kx,w(97f) = Z J/(S7 b)K(Qg, é/)

beB,SeS

D’aprés I'hypothése de récurrence appliquée au couple (V”, W") on a K (0%, f!') = Jgeom (05, f7)
d’ou le résultat A

10.1 Preuve de 5.5.1

D’apres la section 9, on peut se restreindre aux fonctions trés cuspidales f € C2°(g(F')) qui
ne contiennent pas d’élément nilpotent dans leur support. Soient f une telle fonction et 6 un
quasicaractére sur h(F). On a vu dans la section 9 que Jy (0, f) et Jgeom (8, f) sont homogeénes
de méme degré pour la transformation A — (%, f}). On peut donc supposer que le support de f
est dans un bon voisinage w de 0 dans g(F'). Par 'exponentielle, on reléve les fonctions f et 61,
en des fonctions sur respectivement G(F') et H(F') que 'on note f et 6. On vérifie alors que
Jgeom,1,0(Ow, T) = Jgeom (0, f) €t IN1,w(Ou,f) = In (0, f). Puisque f ne contient pas d’élément
nilpotent dans son support, f n’a pas d’élément unipotent dans son support et d’aprés le lemme
précédent, on a donc limy_00JN1,w(Ow: ) = Jgeom,1,0(Ow, ).

10.2 Preuve de 5.4.1

Soient € un quasicaractére de H(F') et f € C°(G(F)) une fonction trés cuspidale. Soit w
un bon voisinage de 0 dans g. Alors f — f1.,,.,) ne contient pas d’élément unipotent dans
son support. D’aprés le lemme 10.0.1, il suffit donc d’établir que limNﬁooJN(H,flexp(w)) =
Jgeom (0, fLlegp(w))- D'aprés les lemmes 6.1.1 et 6.2.1, on a les égalités Jn (6, flezpw)) = IN (01,0, f1.0)
et Jgeom (0, flexp(w)) = Jgeom (01w, f1,w). Le résultat sur I'algébre de Lie que 'on vient d’établir
permet alors de conclure.

11 Décomposition de Cartan relative

Dans cette section on se propose de montrer une sorte de "‘décomposition de Cartan rela-
tive" telle que celle qui est montrée dans [BO|, dans [DS| ou dans [Sa| théoréme 2.3.8.

Posons vy = h(vg) et soit wy = vp, wy, ..., w; une famille maximale de vecteurs deux a deux
orthogonaux de Vj vérifiant h(w;) = (—1)%vyg.
Posons rg = E(H'Tl) et r1 = E(%) Introduisons wy; = woj—9 £ wei—1, ¢ = 1...,79 et u/y; =
wai—1 £ we;, i = 1,...,71. Les familles (uy;) et (u/,;) sont des familles hyperboliques maximales
de Vo et W respectivement. Soient Vi, o resp. Wy, l'orthogonal de Fuy @ Fu_1 @ ... ® Fuy, ®
Eu_y, dans Vp resp. de Eu} @ Eu’_ | @ ... ® Eu,. ® Eu’ . dans W. Ce sont des sous-espaces
totalement anisotropes. Définissons Py et Py comme les sous-groupes paraboliques de Gy et H
qui conservent les drapeaux de sous-espaces totalement isotropes

FEui CEuy®Fuy C...C Euy®...® Euyy et Buj C... C Eu} & ... ® Euj. resp.
respectivement.
Lemme 11.0.1 L’application Py x Py — Go, (Py,pH) + Popu est submersive a l’origine.

Preuve : Il s’agit de vérifier I’égalité py + py = go. Démontrons cela par récurrence sur [.
Pour [ = 1 c’est évident car py = go. Soit [ > 1 et supposons le résultat vérifié pour I’ =1 — 1.
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Soit W' T'orthogonal dans Vj du sous-espace engendré par u+i, H' son groupe unitaire et Py
le sous groupe parabolique de H’' qui conserve le drapeau

Eus C...C Bug®...® Euy,

Alors par hypothése de récurrence sur le couple (W, wy), on a pgr+pm = b et par conséquent
b C Ppo + pr. On en déduit que (po + pg)*t C Pot Nt =1 npt.
1l suffit donc de vérifier que %y N ht = 0. On a bt = {c(vy, w),w € W} @ Fe(vg, nug) ot 1 est
un élément non nul de trace nulle dans E. Soit N = ¢(vg, w) + Ac(vo, nvg) € U N h~. On a alors
0= Nu_1 =vyw + h(w,w1)vg + A\vp(n —7)vyg d’ott w =0 puis A =0. &

Soient Ay et Ap les tores déployés maximaux de Gy et H respectivement qui laissent stable
les droites Fu; (i = £1,...,%rg) et Bu} (i = £1,...,4r;) respectivement. On notre AJ et A}
les sous-ensembles de Ay(F') et Ay (F') qui contractent Py(F') et Py (F') respectivement. Posons

Ry=0gu1 ®Opu_1® ... Ogu, ® Ogu_, ® Ran,O
ot Ryno = {v € Van0;valp(h(v)) = valp(vy) — 1}. Pour V un E-espace vectoriel, R un Op-

réseau de V et g € GLg(V) on note valg(g) = inf{valgr(gv),v € R} et ||g||r = |mp|'*r©).

Lemme 11.0.2 [ existe un sous-ensemble compact Cy de Go(F') vérifiant la propriété suivante

Pour tous v,v' € Vy tels que h(v) = h(v') = vy et valp, (v) = valg, (v'), il existe v € Cy tel que
/
Y =v

Preuve : Si | = 0, Go(F') est compact et il suffit de prendre C7 = Go(F'). Supposons doré-
navant [ > 1. Soit Ko = Stabg,r)(Ro), c’est un sous-groupe ouvert-compact de Go(F'). Pour
tout g € Go(F'), on notera ||g|| = ||g||r,- La fonction g — ||g|| est minorée par une constante
strictement positive sur Go(F') et est biinvariante par Kj. Soit v € Vj. Montrons

(1) Il existe k € Ky tel que kv € Euy @ Eu_1 @& Vj gn.

On a une décomposition v = Z Aitl; + Vap OU Vgp € Vp an. Quitte a multiplier v par un
i=+1,... 47

élément du groupe de Weyl de Ay (identifié & un sous-groupe de Kj), on peut supposer que

val()\l) = Z‘nfi:i17___7:|:r?}al()\i).

Soit k1 € Ko I’élément qui envoie up sur uq — &UQ . ir Uy, U_j SUT U_; + (Al)u 1 pour

1 =2,...,r et qui agit trivialement sur Vp 4, + Eu 1+ Euz + ...+ Eu,. On a alors

kiv=Au1 + ppiu—1 + A ou_o+ ...+ A, U_p + Ugpn

Soit ky € Ky I'élément qui envoie uq sur u; — )‘)\—u 9 — .. — )‘)\* U_p, U; SUT U; + (>‘ u_y et

qui agit trivialement sur Vp op + Fu_1 + ... + Eu_,. On a alors kokiv € Buy © Fu_4 EB Vo,an-

(2) Pour tout vgp € Vpan, on a

1
Ran,O - 5 <(Ran,0 N Evan) S¥ (Ran,O N (Uan)l)>

otl (van)™* est Porthogonal de v, dans Vo,an-

En effet, soit v € Rgno et v = v1 + v2 sa décomposition suivant Vg, 0 = Evg, © (van)L. Si
valp(h(vi) + h(v2)) > min (valp(h(v1)), valp(h(v2))) +valp(4) ZEE; € 14 4pp. Puisque
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14+ 4pp C (9;’2, il existerait A € O tel que h(vy + Avg) = 0, contredisant le fait que Vp qn est
anisotrope.

(3) I existe g € Go(F') tel que gv = \up + A_ju_1 + Vqp avec vgn € Vo an,

val(Ar) = inf (val(Ar),val(A_1),valg,, ,(van)) et ||g|| < 25"

D’aprés (1), on peut supposer que v = Adjuj + A_ju_1 + Vg, et quitte a appliquer I’élément qui
échange u1 et u_q et laisse stable I'orthogonal du plan engendré par uq et u_1, on peut aussi
supposer que valg(A1) < valg(A_1). Si valg(A1) < valg,, ((Van), il 0’y a rien & ajouter. Si au
contraire —d = valg,, ,(Van) < valp(A1), on considere I'élément g € Go(F') qui envoie u; sur
2—fd N —d
U1, Vgn SUT Vgpn + ngul, U_1 Sur u_1 — Mvan — Mul et qui agit trivialement
h(van) h(Van
sur lorthogonal de Fuy + Eu_1 + Evg,. Puisque valg(h(ve,)) = —2d + valg(vg) — 1, on a
g(RoN (Buy + Eu_1 + Evgy)) = RoN (Buy + Eu_y + Evgy,). D'aprés (2) on a donc ||g| < [2|5"

(4) Nl existe g € Go(F) tel que gv € Euy + Fu_y et ||g]| < |7e|5" 2|5

D’aprés (3) on peut supposer que v = Ajuj + A_jU_1 + Vgpn avec Vgn € Vo an, val(Ay) =
inf(val(A1),val(A_1),valg,, (Van)) et montrer le résultat avec un facteur 2 de moins. Soit g €
Go(F) lélément qui agit ainsi sur uiq et vgy, :

1 h(van)
U—1 > U_71, UL > U — )\_lvan - mu—l
h(v
Van F Van + Q(Ta:o)ul

et agit trivialement sur 'orthogonal de Euj + Fu_1 4+ Evg,. Alors gv est bien de la forme désirée
et d’aprés (2) on a

valry(g) < inf(0,valr,, ,(Van) — valg(A1), valg(h(ve,)) — valgp(4voN (1)),
valg(h(van)) — valg(2A1v0) — valg,, o (Van)) — valg(2)

Puisque val(h(van)) = 2valg,, o(Van) +valg(vg) — 1, on a valgr,(g9) = —1 — 3valg(2).

(5) Il existe g € Go(F') et A € O — {0} tels que gv = Aug + %Xﬁlu_l et ||gl| < |7el5'2]5°

D’aprés (4), on sait qu'il existe ¢ € Gp(F) de sorte que g'v = Aug + pu_q et ||¢']] <
|7E| 5 |2|5 . Quitte & multiplier ¢’ & gauche par I’élément qui échange u; et u_j et agit tri-
vialement sur l'orthogonal du plan engendré par ces deux derniers, on peut supposer que

val(p) = wval(X). Soit u = N Fonale Og et vy = Tr(Ag) d'ou valg(vy) >

2N(A) A A

valg(A) 4+ valp(p) = 2valp(N) = valg(N(A)). Par conséquent u € 2Op. On vérifie facilement
que Tr(u) = 0. Soit ¢ € Go(F) I'élément qui envoie uy sur uy + uu_; et qui agit trivialement
sur orthogonal de u_;. C’est bien un élément de Go(F') car Tr(u) = 0 et d’aprés ce que l'on

vient de voir ||g"|| < |2|5'. On a alors ¢"¢'v = Mu_y +X71”2—°u1 et [|g"d'|| < |mel5' 215"
On peut maintenant terminer la preuve du lemme. Soient v et v/ comme dans le lemme. Il
existe g1, g2 € Go(F) et A1, A2 € O — {0} vérifiant
—1)5|—5
= gl llg2ll < |melp 125 _
- g1v = \uy + %Ufl et gov' = Aaug + )‘—22u71
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Il existe un entier N tel que pour tout g € Go(F) et pour tout vy € Vp on ait valg,(gvg) <
valp, (vg)—valg,(g)+N. Puisque valg,(g1v) = —valg(A1)—valg(2) et valg,(g2v") = —valg(A2)—
valg(2) et que valg,(v) = valg,(v'), on a

lvalg (A1) —valg(A2)| < 2+ 10valg(2) + N

A
Soit a 1’élément de Go(F') qui envoie uj sur —2u1, u_q sur —1u,1 et qui agit trivialement

A1 A2
sur 'orthogonal de Euj 4+ Eu_;. On a alors agiv = gov'. D’out g5 agiv = v’ et ||gy ‘ag|| est
borné par une constante. ll

Supposons [ > 1. Pour tout A € E*, on note a(\) 'élément de Go(F') qui envoie uj sur Aug,

U_q sur Xﬁlu_l et qui agit trivialement sur I'orthogonal de Euy + Eu_1. Soit Ry iy un Op-résean
de l'orthogonal de Ewy @ ... ® Ew; dans W. On pose alors Ry = Ogw1 @ ... & Opw; ® Ry i et
Ry =0pwy @ ... Opw; & Rti,H'

Lemme 11.0.3 Supposons | > 1. Il existe un sous-ensemble compact Co de Go(F) et une
constante co > 0 vérifiant la propriété suivante

Pour tout h € H(F) et tout A € O — {0}, il existe h' € h(a(A\)Coa(N\)~™' N H(F)) tel que
valg, (h') = valg, (h'w) —valp(\) — co

Preuve :Soit eq,...,e; une base orthogonale du Og-module Rs. Il existe un entier positif «
tel que pour tout entier k > «, la propriété suivante soit vérifiée

Pour tout 2 € (1 + p&r®) N Op, il existe y € 1 + pk, tel que N(y) = 2.
. . . s . . h(ez) —28
Il existe aussi un entier positif S tel que pour i« = 1,...,¢ on ait h(wr) € py . Pour
w1

i=1,...,t et A € Op — {0}, on considére I'élément ~;(A\) € H(F) qui agit trivialement sur
(Bw; + Ee;)t et qui agit de la fagon suivante sur w; et e;

wi — awy + Aﬂ%Jrﬁei

h(€i) v—a+p
€ h(wy) T Wi — ae;
h(e:)
h(wy)
donc reste dans un compact indépendant de i et de A. Vérifions que a(A\)~1v;(A)a(N) reste aussi
dans un compact. Cet élément envoie u_; sur

ot a € 1+ 220 est tel que N(a) = 1—N()\7r%+5)

. Alors 7;()) laisse stable Ogw; @ Ry

Xﬁla()\)*lfyi()\)u_l = Xﬁla()\)*l(wo —vi(Nwy) =u_y + Xﬁla()\)*l(wl —vi(MNwy)
Mais wy — 7;(A)w; est dans A2Opwy & ARy. Ainsi a(A)"'yi(A)a(Nu_1 € $0gu_1 + Ry. On
montre de la méme facon que a(\) " y;(A)a(\)u; reste borné. Enfin, puisque a(A)~1v;(A)a(N)e; =
a(A\) " yi(Ve; et que y;(N)e; € AOgwy + Ra, a(A) "1y (AN)a(N)e; reste aussi borné.

Soit Cy un sous-ensemble compact de Go(F) qui contient tout les a(A\)~17;(\)a(A) pour tout

i=1,...,t et pour tout A\ € O — {0}. Puisque les ~;(\) sont bornés il existe une constante
c1 > 0 telle que pour tout h € H(F'), pour tout ¢ = 1,...,t et pour tout A € O — {0} on ait
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valg, (hyi (X)) = valg, (h) — 1

On a valg, (hy;(Mwi) = inf(valg, (hwi),valg(X) + a+ B+ valg, (he;)). Puisque valg, (h) =
inf(valg, (hw),valg, (hey),...,valg, (he)), on a

infi=1,. t(valg, (hyi(ANwr)) < valg(N)+a+b+valg, (h) < valp(AN)+a+p+ci+infi=i,. wvalg, (hvi(N))

Pour obtenir le lemme, il suffit donc de prendre ¢ = o+ 8+ ¢ et pour h € H(F) et A €
Op — {0} de choisir A’ = hv;(\) o j est tel que infi—1 . (valg, (hyi(Nw1)) = valg, (hy;(A)w)
|

Proposition 11.0.1 I] existe des sous-ensembles compacts Cy C Go(F') et Cy C H(F) tels que
Go(F) = CyALAS Co

Preuve : On démontre le résultat par récurrence sur dim(Gy). C’est vrai si Go(F') est compact.
On peut donc supposer que V| n’est pas totalement anisotrope c’est-a-dire [ > 1. Supposons le
résultat vrai pour tout les couples (Gf), H') avec dim(Gj) < dim(Gp). Le lemme 11.0.2 nous
fournit un compact C; C Go(F). Le lemme 11.0.3 nous fournit un compact Cy C Go(F') qinsi
qu'une constante cy. Posons C' = C5.C1. Soit g € Go(F'). D’aprés le lemme 11.0.2, il existe
k1 € Cy et A€ O — {0} tels que

klg_lvo = a(A)vg

c’est-a-dire g € H(F)a(A)k;. En utilisant le lemme 11.0.3, on voit qu’il existe ky € Cy, A €
Of — {0} et h € H(F) tels que

g = ha(\)kak; et

(1) walg, (h) = valg, (hwy) —valg(X) — ¢

Posons k = koki. Soit H' le groupe unitaire de W’ = (Ewy ® Ew;)*, Py le sous-groupe
parabolique qui conserve le drapeau Fus C ... C Fus @ ...® Fu,, Ag le tore maximal déployé
qui conserve les droites Bu; (i = £2,...,£rg) et A}, le sous-ensemble de Ap/(F) des éléments
positifs pour Pgs. Par hypothése de récurrence, il existe des sous-ensembles compacts Clﬁq C
H(F) et Cﬁ{' C H'(F) tels que H(F) = C'}{AJI_}AE/C%. Suivant cette décomposition, on peut
écrire h = kyagag ks. On a alors g = kyagaga(N)kek. On a bien agra(\) € Ag(F') mais rien
n’assure qu’il soit dans la chambre positive pour Fy. On va utiliser I'inégalité (1) pour vérifier
que agra(A) est bien dans AJ modulo un sous-ensemble fini.

Soit ap o la valeur propre de ay agissant sur us. Il suffit de vérifier que valg(ap 2) —valg(X)
est borné par une constante. Il existe des constantes positives c1, co, c3 et ¢4 telles que

— valp, (k) > —c1 pour tout k € C¥,

— walg, (h™') = valg, (h) — ¢z pour tout h € H(F)
— wvalg, (hz) > valg, (h) — c3 pour tout h € H(F') et x € C4
— wvalg, (hw1) = —valg(am1) — ca si h = kiagh' avec k1 € C1, ag € Ag(F)" et W' € H'(F)
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On a alors

—valg(ag 9) > valg, (ky taws) — ¢1 = valp, (k™ kragws) — 1
= wvalg, (W kiagu; —wy) — ¢
=inf (O,valRl(hflkam)) -
et

valRl (h_lklaHul) = valE(aHJ) =+ valRl (h_lklul)

valg(apm,1) +valg, (h) —ca —c3

valg(am,) + valg, (hw) — valg(X) — cop — ca — ¢3
—valg(A) —cog—ca —c3 — ¢y

On en déduit que _UalE(aH/,Q) > —val(\) —cp — 1 — ¢cg — c3 — ¢4 ce qu'il nous fallait. B
On aura aussi besoin du lemme suivant

Lemme 11.0.4 Soient Cy C Go(F) et Cy C H(F) deuz compacts-ouverts vérifiant

Go(F) = CyAL AL Cy

On a les majorations suivantes

1. =Go (apag) << EGO(aH)EGO (ag) pour tous ag € Aar, ag € AE

2. mes(CrapagCo) << dpy (am) 10p,(ag) ™! pour tous ag € Ad,am € A}

3. o(ag) << o(apan) pour tous ag € Af,an € A},

Preuve : 1)Soient K7 C Po(F) et Ky C Py (F) deux sous-groupes ouverts vérifiant
- K| C aoKlaal pour tout ag € Ag;

- Ky C a;{lKgaH pour tout ay € AE;

— E60 est biinvariant par K; et Ko.

On a alors pour tous ag € ASL,QH € AE et pour tout (ki,ks) € K1 X Ko

=% (agao) = E“°(agkokiao)

D’aprés le lemme 11.0.1, K3 K contient un sous-groupe ouvert K3 de Go(F'). On a alors

EGO(G,HG,Q) = mes(Kg)_l/ EGO(aHkgao)dkg
K3

Or, on a / 290 (gksg')dks << EC(g)2%(¢) pour tous g,g € Go(F). On obtient ainsi la
3
premiére partie du lemme.
2) Soient K7 C Go(F) et Ko C H(F') deux sous-groupes compacts-ouverts tels que
KyKq C G/BICHG,HG/OCOG/SI

pour tous ag € Ag ,apg € A;} (de tels sous-groupes existent d’aprés le lemme 11.0.1). Soient
ap € Ad,ag € Af;, on a alors mes (CpapagCoy) = mes ((CrapgKs)(K1aoCp)). L'ensemble
Chyapg K5 est union de mes(C’HaHKg)mes(Kg)*1 classes a gauche pour Ks et ’ensemble K7aqC
est union de mes(K1agCo)mes(K1)~! classes a droite pour Ki. On en déduit que
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mes ((CragKs)(K1a0C)) < mes(CranKy)mes(K1agCo)mes(K1) tmes(Ky) tmes(KoK))

Puisque mes(CrapgKs) << dpy, (am) ™ et mes(K1aoCo) << dp,(ag) ™! pour tous ayr € A, ap €
A{ on a bien 2)

3) Il existe une constante c; telle que valg,(g) < valgr,(g~vo) + c1 pour tout g € Go(F

).
On a donc valg,(agap) < valg, (aalvo) pour tous ag € AS—,(IH € AE. Pour tout ag € Ay(F),
notons ag; la valeur propre de ag agissant sur u;. On a alors valg, (ay 'vo) = —valg(2a01) e
valg,(ap) = —valg(ag 1) pour tout ag € Af. Le résultat découle alors de ce que

sup (1, —valg,(g)) << o(g) << sup (1, —valg,(g))
pour tout g € G(F')

12 Majorations d’intégrales cas r=0

Lemme 12.0.5 I existe € > 0 tel que 29°(h) << exp(—ea(h))=H (h) pour tout h € H(F).

Preuve : Soient (u4;)i<i<r, €t (U4i)1<i<r, des familles hyperboliques maximales de Vj et W
respectivement. On a 9 > r1. Soit Pg, le sous-groupe parabolique minimal de Gy qui conserve
le drapeau

Euy C...CEu ®...0 Eu,,

Soit Ag,q, le tore des éléments qui stabilisent les droites Fu4; pour i = 1,...,79 et qui agissent
trivialement sur l'orthogonal de l’espace engendré par ces droites. Soit A(J)FGO I’ensemble des

éléments de Ag g, (F) qui contractent Pg,(F). Posons Aj ; = Af a, VH(F). 1 existe un sous-
ensemble compact I' C H(F') tel que H(F) = 1“146F yI'. On peut donc se contenter de montrer
le lemme pour h € Aar g+ Pour un tel i, on note h; la valeur propre de h agissant sur Fu; pour

i==1,...,4r;. D’aprés le lemme I11.1.1 de [W3] il existe un réel d tel que
=20 (h) << dpg, (R)25(h)4 pour tout h € H(F). Un simple calcul montre que I'on a
Opgy (h) = [ha|™ " ho| V72 |y, |12

et
Sy () = [ha| ™~ Ro| T =3 Ry, |20

On a donc dpg (h) = dp, , (h)(|h1]. .. |hy,[). Dol 'on déduit qu'il existe € > 0 tel que
2 (h)'/? << 6p, () Pexp(—ea(h))

pour tout € Al ;. D’apreés le lemme I1.1.1 de [W3] on a aussi (SPO’H(h)l/2 << = (h) pour tout
h € Af ;. On en déduit le résultat W

On reprend les notations de la section 11 : PO,PH,AO,AH,AS',AE. Soient Cy C Go(F) et
Cy C H(F) des sous-ensembles compacts-ouverts tels que

Go(F) = CyALAS Co

(cela existe d’aprés la proposition 11.0.1). Soient Aé et A}{ les sous-groupes compacts maximaux
de Ag(F) et Ay (F) respectivement. On peut toujours supposer que A;Co = Cy et Cy A}, = Cp.
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Posons AJ = Ad /AL et A}, = A}, /AL On identifie AJ et A}, & des sous-ensembles de Ay(F)
et A (F) via des sections. On a alors

Go(F) = CuAhAL Cy

Pour toute fonction f mesurable & valeurs positives sur Go(F') on a

IR OUEEEDS /C L

aHEAE#IOEAaL

Lemme 12.0.6 Soient D un réel, N > 1 un entier et gy € Go(F') alors l'intégrale

(g0, N, D) = / =604 g0) 2% (g)e (9)o(9)Pdg
GO(F)

est convergente. De plus, a D fizé, il existe un réel R tel que

X(g0, N, D) << E9(go)o(go)*N "
pour tous go € Go(F) et N > 1.

Preuve :

On fixe le réel D. Soit § un réel positif que 'on précisera plus tard. On a

X(gO7N7D) :X<5N(907N7D)+X>5N(907N7D)

ol on a posé

x<sn (90, N, D) = /G . Lo<sn (9)Z9° (g7 g0) 2% (9)kn (9)a(g)P dg
0

et

osn (g0, N, D) = /G O )= ) (0)o ) g
0

Pour tout réel D’ on a

x<sn (90, N, D) < (5N)D//G’ (F) E% (g7 90)EN (9)o(9)" " dg
0

Si D’ est assez grand, I'intégrale précédente est convergente. Fixons un tel D’. En introdui-
sant une intégrale intérieure sur un sous-groupe compact-ouvert de Go(F'), on voit qu’elle est
essentiellement majorée par 270 (go) pour tout gy € Go(F). On a donc une majoration

X<sn (g0, N, D) << (N)P'=(gy)

pour tous gg € Go(F'), N > 1. Majorons & présent xssn(go, NV, D). Il existe un réel a > 0 tel
que l'on ait la majoration 29 (g¢’) << exp(ac(g'))E (g) pour tous g,¢" € Go(F). On a par
conséquent

Yosn(90, N, D) << explac(go)) /G Lo @@ Rx g)o0) g
0

Il existe un réel ¢; > 0 telle que pour tous ky € Cg, kg € Cy,ag € A}},ao € Ag on
ait o(kgapgaoky) < ¢1 + o(ag) + o(ag). 1l existe aussi une constante co > 0 telle que pour
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tous kg € Cy, ko € Co,ay € Ag,ao S Aar on ait ky(kpagaoko) = 1 = valg(apy) < coN
ou ag,; désigne la valeur propre de ag agissant sur uj. Puisque o(ag) << valg(ap1) pour tout
ap € Ag, quitte & agrandir la constante ¢z on peut remplacer valg(ag,1) par o(ag) dans I'inégalité
précédente. D’aprés le lemme 11.0.4, on a donc

/| 1 02 R (0)o(0) g << =60 (aq)20p, (a0) L r(a0)” |
0

GOEAg,a(ao)gmN

> Losomenn(@m)E (an)*op, (an) " olan)”

+
aHEAH

I existe des réels D’ et € > 0 tels que l'on ait les majorations 290 (ag)? << dp,(ag)o(ag)”’,
= (ag)? << dp,(am)o(ag)? et ZG0(h) << exp(—ea(h))EH (h) pour tous ag € AT, apg €
AL, h € H(F). Le terme Xxssn(go, N, D) est donc essentiellement majoré par le produit de
exp(ao(g)) et des deux sommes

> o (ag)”+”

aoEAaL,a(ao)<czN

et

Z exp(—ea(aH))a(aH)DJrD,
aHeAE,U(aH)>(6—cg)N

La premiére somme est essentiellement majorée par une puissance de N et la deuxiéme par
exp(—€' (8§ — ¢)) pour un certain € > 0 qui ne dépend que de e. On vérifie qu’il existe un
réel B > 0 tel que exp(—Ba(g)) << E9(g) pour tout g € Go(F). Il suffit alors de prendre

o+
5 p—

6/

+ c9 pour obtenir la majoration du lemme B

Lemme 12.0.7 Pour tout réel D, l’intégrale
/ =8 (n)2% (h)o(h)P dh
H(F)
est convergente.
Preuve : D’aprés le lemme 12.0.5 pour tout d > 0 on a une majoration
=6 (h) << E¥ (h)o(h) ™

Et d’aprés le lemme II.1.5 de [W3], pour d assez grand l'intégrale / 28 (h)%o(h)P~dh
H(F)
converge. i

Lemme 12.0.8 Pour tout réel D, l'intégrale
/ / 2% (n)2 (W h)EC (W)Yo (h)P o (h')P dhdh’
H(F) JH(F)
est convergente
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Preuve : Soit Ky un sous-groupe compact-ouvert de H(F). On a des majorations

/ 28 (Wkh)dk << EH (W)X (h), o(kih) << o(h) et 290 (kh) << EG0(h) pour tous h, h' €
Ky

H(F) et pour tout ki € Kp. Par conséquent, en introduisant une intégrale intérieure sur Ky,
Iintégrale de I’énoncé est majorée par une constante fois le carré de 'intégrale suivante

/H(F)

qui est convergente d’aprés le lemme précédent. W

[1]

Go(n)zH (h)o(h)Pdh

Soient D et b > 0 deux réels et N > 1 un entier. Posons

I'(N. D) = / / = (h)Z% (g)250 (b g) ey (9)o () o (g) P dhdg
Go(F) JH(F)

et

YN, D,b) = / / 155 (R)ET (1)EC0 ()26 (h~1 )k (9)o () P o (g)P dhdg
Go(F) JH(F)

Lemme 12.0.9 Ces deux expressions sont convergentes. A D fixé, il existe des réels R et € > 0
tels que

1. I'(N, D) << N pour tout N > 1
2. I'Y(N,D,b) << NEexp(—eb) pour tout N > 1 et pour tout b > 0

Preuve : Fixons un réel D. D’apreés les lemmes 12.0.5 et 12.0.6, il existe un réel R > 0 et
€1 > 0 tels que

I'(N,D) << NI / =1 (h)%exp(—e1o(h))o(h)Pdh
H(F)

et

IY(N,D,b) << N / 1,55(R)EH (h)%exp(—ero(h))o(h)Pdh
H(F)

pour tout N > 1 et pour tout b > 0. Pour tout ¢’ > 0, I'intégrale / =8 (h)2exp(—e1o(h))o(h)P dh
H(F)

est convergente. On en déduit la premiére majoration de I’énoncé. Pour h € H(F') tel que

o(h) > bon aexp(—eio(h)) < exp(—ei1b/2)exp(—eio(h)/2). On en déduit la deuxiéme majora-

tion de I’énoncé avec € = ¢;/2 A

13 Majorations d’intégrales cas général

Pour N > 1 un entier et D un réel, on pose
I.D) = [ =9(gPrx(g)a(s) dg
G(F)

Proposition 13.0.2 Cette intégrale est convergente et le réel D étant fixé, il existe un réel R
tel que

I(N,D) << N%
pour tout N > 1.
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Preuve : Fixons le réel D. Les fonctions =%,k et ¢ étant invariantes a droite par K et la

fonction Ky étant invariante a gauche par U(F), on a

I(N,D) = /

KN (m)/ 2% (mu)?o (mu)P dudm
M(F) U(F)

D’aprés la proposition 2.1.1, il existe un réel D’ tel que I(N, D) soit essentiellement majorée
par

/ =M (m)%kn (m)o(m)P dm
M(F)
pour tout N > 1. On a M(F') = A(F) x Go(F') et

kv (m) = kn(a)kn(go), o(m) << o(a)a(go), VM (m) = 9 (go) pour tout
m = ago € M(F) = A(F)Go(F)

L’intégrale précédente est donc essentiellement majorée par
| ev@ota)”da | = (g0 o)l do
A(F) Go(F)

pour tout N > 1. D’apreés le lemme 12.0.6, 'intégrale sur Go(F') est essentiellement bornée par
une puissance de N et il n’est pas difficile de vérifier qu’il en va de méme de U'intégrale sur A(F).

[ |

Soit ¢ > 0 un nombre réel. On définit U(F'). comme l'ensemble des éléments u € U(F') qui
vérifient valp(Tr(h(uv;,v_;—1))) = —c pour i = 0,...,r — 1. Pour ¢ > 0 un réel et n € N, on
pose

Ape={u€UF)e; ¢ < EM(mp(u))ds(mp(u)/? < ¢}

Lemme 13.0.10 I existe des réels € > 0 et a > 0 tels que l'on ait la majoration

mes(Ap,) << ¢"i-9tec

pour tout ¢ = 0 et tout n € N

Preuve : Si Vj est anisotrope, c’est le corollaire 2.4.1 appliqué & Q = P, a un certain sous-
groupe parabolique minimal P,,;, de G tel que P soit antistandard et & certaines formes linéaires
lo, @ € A. Si Vy n’est pas anisotrope, les résultats de la section 2.4 ne peuvent pas s’appliquer
directement. On peut alors trouver deux vecteurs isotropes e1,e_1 € V| vérifiant vg = e1 + e_1
et h(er,e_1) = 1y/2. Fixons deux tels éléments ej,e_1. Pour ¢ > 0 on définit U(F). comme
I’ensemble des éléments v € U(F') qui vérifient valp(Tr(h(uv;,v_;_1))) = —cpouri=1,...,r—
1 et valp(Tr(h(uer,v_1))) = —c. Alors les résultats du paragraphe 2.4 s’appliquent a U(F)..
En particulier, il existe des nombres réels €; > 0 et a; > 0 de sorte que l'on ait une majoration

mes{u € U(F)i; "' < EM(mp(u))op(mp(u)'/? < ¢} << gt

pour tout ¢ > 0 et pour tout n € N. Soit 4 > 0 un réel que l'on précisera plus tard. On a pour
tout n € N et tout ¢ > 0

Amc = (An,c n U(F):;n) U (An,C\U(F)ZSn)
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D’aprés ce qui précéde, la mesure de A, ,NU (F)j,, est essentiellement majorée par gn—ataerd)

Soit By, le sous-ensemble de U (F) des éléments u qui vérifient ¢! < EM (m(u))dp(mp(u))/? <
g~ ". On a alors

mes(An \U(F)g,,) :/ 1, (W)lyr)avF)y, (Wdu
U(F)
Pour A\ € OF, soit a(A) Pélément de Go(F) qui envoie e1 sur Aej, e—_1 sur A™te_; et qui agit
trivialement sur I'orthogonal de Ee; & Fe_; dans V{. La conjugaison par a()) pour A € O
laisse stable U(F') et ne change pas la mesure. Par conséquent on a

mes(A, AU = [ [ oy 1 @) vy, (@ ua) i

ol dX est la mesure de Haar sur O qui donne une mesure totale de 1. On ne perd rien a
supposer que les a(\) pour A € O sont dans le sous-groupe compact spécial de G(F) qui
permet de définir les éléments m et qu'ils laissent stable EM par translation a gauche. On a
alors 1, (a(N)ua(X\)™!) = 1p, (u) pour tous u € U(F), X € Ox. On en déduit que

mes(A AT EY) = [ 1, 0) [ Ly, (@()ua)irdu
U(F) s
Soit u € U(F) et posons u; = Tr(h(uer,v_1)) et u_; = Tr(h(ue_1,v_1)). Si l'intégrale
intérieure est non nulle, on a valp(u;) < —on. Supposons que ce soit le cas. On a alors 'égalité

/ . Ly, (a(Mua(X)HdA = / . Lyatp>—e(A ™ 1 + Au_1)dA
OF OF

On vérifie aisément que l'intégrale précédente est essentiellement majorée par ¢**F (u1)+e
pour tous ¢ > 0, u,u—1 € F*. On en déduit que mes(An \U(F)j,,) est essentiellement majorée
par mes(B,,)q %" . D’aprés les lemmes 11.3.4 et 11.4.3 de [W3] alliés au fait que la fonction ZM
est bornée par 1, il existe un entier d tel que 'on ait une majoration mes(B,) << ndg™ pour
tout n € N. Pour ¢ qui vérifie 0 < § < €1/ on obtient le résultat du lemme en sommant les
majorations obtenues pour mes(A, . NU(F)j,) et mes(A, \U(F)5,) B

Lemme 13.0.11 [ existe un réel €1 > 0 tel que pour tous réels €y, ¢, C' vérifiant ¢ = 0,C > 0 et
€y < €1, lintégrale

| tasc= mp()sp(mp(u) Veap(eon(u))du
U(F)e

est convergente. De plus, il existe un réel o > 0 tel que cette intégrale soit essentiellement majorée
par exp(—(e1 — €9)C + ac) pour tout ¢ = 0 pour tout C > 0 et pour tout ey < €.

Preuve : D’aprés le lemme 11.3.4 de [W3] et puisque la fonction ZM est bornée, il existe
deux réels c1,co > 0 tels que =M (mp(u))d5(u)/? < crexp(—czo(u)) pour tout u € U(F). La
convergence et la majoration de I’énoncé sont alors des conséquences faciles du lemme précédent :
il suffit de découper 'intégrale en un somme d’intégrales sur les A,, . pour n > 0, de remarquer
que les termes de la somme pour n < ¢C — log(cp) — 1 sont nuls et de majorer o(u) par
n+1+log(cy)

C2

pouru e A, . N
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Pour D, ¢ > 0 deux réels et m € M(F'). Posons

X(e,D,m) = / =2 (um)o (u)P du
U(F)e

Proposition 13.0.3 L’intégrale précédente est toujours convergente et a D fixé, il existe un réel
R tel que l'on ait la majoration

X(c,D,m) << cF2M(m)sp(m) 20 (m)f
pour tout m € M(F') et pour tout ¢ > 0.

Preuve : Fixons un réel D. Introduisons un parameétre auxiliaire b > 0 que I’on précisera plus
tard. On a X (¢, D,m) = X<p(c, D,m) + X=p(c, D,m) ou

X<p(e,D,m) = / 1y (u)2 (um)o (u)P du
U(F)c

et

Xl Dom) = [ pny()Z (um)ou) du
U(F).

Pour tout réel D’ on a

X<p(e,D,m) < bD// 2% (um)o(u)P~" du
U(F)

D’apreés la proposition 11.4.5 de [W3], si D’ est assez grand, I'intégrale précédente est essen-
tiellement majorée par dp(m)/2ZM (m) pour tout m € M(F). Fixons un tel D’. I existe un
réel B > 0 tel que l'on ait la majoration Z%(gg’) << 2% (g)exp(Bo(g’)) pour tous g,¢" € G(F).
On en déduit la majoration

Xeale, Do) << eaplfotm) [ L= ()
U(F)c
pour tout m € M(F') pour tout ¢ > 0 et pour tout b > 0. D’aprés [W3|, lemmes I1.1.1 et 11.3.2,
il existe un réel D” tel que

2%(g) << EM(mp(9))05(mp(9)) o (g)P"

pour tout g € G(F'). On en déduit que

Xsp(e, Dym) << 69519(50(7”))/(](“ Loy (W)= (mip(w))dp(mp(w) o (u)?+P" du

pour tout m € M(F) pour tout ¢ > 0 et pour tout b > 0. D’aprés le lemme précédent, il
existe deux réels ¢ > 0 et a > 0 tels que l'intégrale précédente soit essentiellement majo-

rée par exp(—eb + ac) pour tous b,c > 0. Il existe un réel v > 0 tel que exp(—yo(m)) <<

(B+7)o(m) + ac pour obtenir
€

=M (m)ép(m)*/? pour tout m € M(F). 1l suffit de prendre b =

la majoration de I’énoncé M

Corollaire 13.0.1 Pour tout réel D, les intégrales
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/ =1 (h)EY (hu)o (hu)P dudh
H(F)U(F).

/ / 29 (hu)Z% (W' h)EC (W' o (hw)P o (W' )P du' dh! dudh
H(F)U(F). J H(F)U(F).

sont convergentes.

Preuve : On peut effectuer dans les deux intégrales le changement de variable u — h~luh.
Puisque la conjugaison par H(F') préserve U(F)., on obtient les mémes intégrales ou hu a été
changé en uwh. Le point 1. est alors une conséquence de la proposition 13.0.3 et du lemme 12.0.7
et le point 2. une conséquence de la proposition 13.0.3 et du lemme 12.0.8 B

Proposition 13.0.4 Soient ¢ > 0 et € > 0 deux réels. 1l existe un réel €1 > 0 tel que pour tout
€g < €1 et pour tout h € H(F), lintégrale

/ exp(eoo(u))2Y (hu)du
U(F)e

soit convergente et que de plus elle soit essentiellement majorée par exp(eo(h))Z9 (h) pour tout
€g < €1 et tout h € H(F).

Preuve : Fixons ¢ > 0 et € > 0 deux réels. Introduisons un paramétre b > 0 que ’on précisera
plus tard. Pour tout réel ¢y on a ’égalité

/ exp(eoo(u))EY (hu)du = / 1o<p(u)exp(ego(u))ZY (hu)du
U(F)e U(F)e

| deswenp(eon(uw)=C (hu)du
U(F).

Notons I<p(€o, h) et Isp(€o, ) la premiére et la deuxiéme intégrale qui apparaissent dans la
somme ci-dessus. Pour tout réel D’ on a une majoration

I<p(eo, h) < bD/e:cp(eob)/ EG(hu)J(u)fD/du
U(F)

D’aprés la proposition I1.4.5 de [W3], pour D" assez grand l'intégrale précécente est essen-
tiellement majorée par Z7°(h) pour tout h € H(F). On fixe un tel D’. Il existe un réel 3 > 0
tel que E%(gg') << exp(Bo(g))=%(¢') pour tous g,¢' € G(F). On en déduit la majoration

Los(eo, h) << exp(Bo(h)) /U 1, es(esp(eon ()=

pour tout €y, pour tout b > 0 et pour tout h € H(F'). D’aprés [W3|, lemmes 11.1.1 et 11.3.2, il
existe un réel D” tel que

2%(g) << EM(mp(9))05(mp(9)) o (g)P"

pour tout g € G(F'). On en déduit la majoration

Isp(€0,h) << exp(ﬁff(h))/U( | Lo (w)EM (mip(u))p (mp(u) P eap(eoo(u))o (u) du
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pour tout €y, pour tout b > 0 et pour tout h € H(F'). D’aprés le lemme 13.0.11, il existe un réel
€] > 0 tel que pour tout réel ¢y < €}, l'intégrale précédente sans le a(u)DN soit convergente et
essentiellement majorée par exp(—(€] —€p)b) pour tout b > 0 et pour tout €y < €}. Soit €] > €3 >
0 un réel, on peut majorer le terme o(u)”” par une constante multipliée par exp(ezo(u)). On en
déduit que l'intégrale précédente est convergente pour €y < €] — €2 et qu'elle est essentiellement
majorée par exp(—(€) — €3 — €0)b) pour tout b > 0 et tout €9 < €j — €. En particulier on a la
majoration suivante

Luy(eo,h) << eap(Bo(h))exp(—(c; — e2)b)?
pour tout b > 0, pour tout h € H(F') et pour tout €y < (€] —€2)/2. Il existe un réel v > 0 tel que
exp(—ya(h)) << Z%(h) pour tout h € H(F). Pour b < co(h)
2(8+7)

6/

, on a la majoration de I’énoncé

pour le terme I<p(€g, k). Pour b > a(h) et eg < (€] — €2)/2 on obtient la majoration de

I’énoncé pour le terme Isp(€g, h). On peut trouver un b tel que les trois inégalités précédentes
soient vérifiées si

co < min ((e) — e2)/2,€(ey — €2)/(2(8 + 7))
Il suffit donc de prendre €1 = min((€] — €2)/2, €(€] — €2)/(2(8 +7))) pour obtenir le résultat

de I’énoncé W

Soient D un réel, ¢ et ¢ deux entiers tels que ¢ > ¢ > 0 et m,m’ € M(F). Posons
X(c,D,m,m') = / / =2 (um)2% (vum’) o (v)P o (u)P dvdu
U(F) JU(F)e

X(c,d,D,m,m) :/

/ ZC (um)ZY (vum/ Yo (v)P o (u) P dvdu
U(F)-U(F)y JUF).

Lemme 13.0.12 Les intégrales ci-dessus sont convergentes et & D fixé, il existe un réel R et un
réel € > 0 tels qu’on ait les majorations

1.
X(c,D,m,m") << o (m)Ba(m")Rsp(m)26p(m/)/22M (m)2M (m)

pour tous m,m’ € M(F) et tout ¢ > 0.

X(c,d,D,m,m') << exp(—ec)o(m)Fo(m')R6p(m)Y26p(m/)V2EM (m)2M (m/)
pour tous m,m’ € M(F) et tout ¢ > ¢ > 0.

Preuve : Pour ¢ € N et x € F on pose val.(z) = min(0,valp(X) +¢). Pour w € U(F)/U(F).
r—1

on définit val.(u) = Zvalc(Tr(h(uvi,v,i,l))). Montrons que :
1=0

(1) 1 existe un réel Dy tel que l'on ait la majoration
/ =€ (vum) o (vum)Pdv << (¢ — valc(u))qu%“lC(“)g(m)Dl 85p(m)22M (m)
U(F)c

pour tout m € M(F), tout ¢ > 1 et tout u € U(F).
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Pour a € A(F)NK on peut remplacer Z¢ (vum) et o(vum) par ¢ (avuma™") et o(avuma™")

et on peut alors intégrer sur K N A(F). Puisque a commute & m et normalise U(F')., on obtient

/ 2% (vum)o (vum)P dv << /
U(F)e

/ =% (vaua~tm)o(vaua " m)Pdvda
A(P)NK JU(F).

L’application
A(F)NK - U(F)/U(F).

a— aua” "

a son image incluse dans U(F)_yq.(u)/U(F)c et son jacobien est borné par qlvmalc(u). On en

déduit que

/ =€ (vum) o (vum)Pdv << q;alc(u) / 2% (vm)o(vm)P dv
U(F)e U(F)

c—vale(u)

La proposition 13.0.3 permet alors d’obtenir la majoration (1).

Dans les expressions définissant X (¢, D,m,m’) et X(¢',¢, D,m,m’) on peut écrire l'inté-
grale sur U(F), respectivement sur U(F) — U(F)., comme une double intégrale sur U(F).
et sur U(F)/U(F)., respectivement comme une double intégrale sur U(F). et sur (U(F) —
U(F)y)/U(F)c. D’apres (1), on a les majorations

X(e,D,m,m’) <<a(m)Bo(m’)Rp(m)"/25p(m’) 2=M (m)=M (m)
/ g3 (c — valo(u))Prdu
U(F)/U(F).
et
X(¢,¢,D,m,m') << o(m)Bo(m’)25p(m)/26p(m" ) /2EM (m)EM (m”)

/ qi_"l}dlc(u) (C — ’l}alc(u))Dl du
U(F)=U(F) e [U(F)e

c

pour tous m,m’ € M(F) et pour tous ¢ > ¢ > 0. Les deux majorations de I’énoncé découlent
alors des majorations suivantes

/ q?alc(x)(c — valc(az))f)dm << P2
F/pg°

et

/ ) q?alc(x)(c —wale(z))Pdr << exp(—ed)
(F=p5")/pp°
qui sont vérifiées pour certains réels Do et € > 0

Soient D,C > 0,c¢ > 0 trois réels et N > 1 un entier. Posons

x(¢,C,N,D) = / / Lo>c (W) EM (m)EC (um) ki (m)dp(m) ™20 (w)P o (m)P dudm
M(F) JU(F).
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Lemme 13.0.13 Cette expression est convergente. Le réel D étant fixé, pour tout réel R il existe
un réel 5> 0 tel que

x(¢,C,N,D) << exp(—cR)NF
pour tout ¢ >0, N > 1 et tout C tel que C = B(log(N) + c).

Preuve : Fixons le réel D. Il existe un réel D’ tel que

/

E%g) =E%9™") << EM(mp(g™))op(mplg ) 2a(g)”
pour tout g € G(F'). En particulier on a

/

=€ (um) << ZM (m ' mp(u™))3p (m)26p(mp(u) 2o (w)” o(m)”

1

pour tous m € M(F),u € U(F). En effectuant le changement de variable u — v~ on en déduit

que x(c,C, N, D) est essentiellement majoré par

| twsctiptmp) ot [ 2 np(w)E n)o(m) Y sy (m)dmdu
U(F)e M(F)

pour tout ¢ > 0, pour tout C' > 0 et pour tout N > 1. Réécrivons l'intégrale sur M (F') en un
intégrale sur Go(F') et A(F). On a la majoration o(agy) << o(a)o(go) pour tous a € A(F),go €
Go(F). L’intégrale sur M (F') est donc essentiellement majorée par le produit des intégrales

/ kn(a)o(a)PHP da
A(F)

et

/G 1 Z 0 a5 lm(0)) o (90) s g0
0

ot pour m € M(F) on définit go(m) comme I'unique élément de Go(F) tel que mgo(m)~! €
A(F). Comme on ’a déja vu, la premiére intégrale est essentiellement majorée par N pour un
certain réel Ry > 0. D’aprés le lemme 12.0.6, il existe un réel Ry tel que la deuxiéme intégrale
soit essentiellement majorée par NT2EY (go(mp(u)))o(go(mp(u)))R2 pour tout u € U(F) et
tout N > 1. On a évidemment 29 (go(mp(u))) = ZM (mp(u)) pour tout u € U(F). On a aussi
une majoration o(go(mp(u))) << o(u) pour tout u € U(F'). On en déduit que x(c,C, N, D) est
essentiellement majorée par

N /Um 1o ()85 () V2EM () ()2 + o

pour tout ¢ > 0, pour tout C > 0 et pour tout N > 1. Il ne reste plus qu’a évoquer le lemme
13.0.11 pour obtenir la majoration de I’énoncé B

Soient D et C' deux réels et ¢,d/, N trois entiers naturels tels que C,c,¢/, N > 1. Pour
m € M(F),h € H(F),u,u € U(F) on pose

o(m, hyu,u’, D, N) = ZH(h)Z (u/'m)ZEC (uhi/m)kn (m)o ()P o ()P o (h)P o (m)Pop(m)~?

On pose aussi

I(¢,N,D) :/ / é(m, hyu,u', D, N)du'dudhdm
M(F) JH(FU(F). JU(F)
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I(c,d,N,D) / / / d(m, h,u, v, D, N)du' dudhdm
M(F) JHFU(F). JUF)-U(F).
I(c,d,N,C, D) / / / 1o>c(hu)p(m, h,u, ', D, N)du' dudhdm
M(F) JH(F U(F),

Proposition 13.0.5 Les expressions ci-dessus sont convergentes et a ¢ et D fizés on a les
magjorations suivantes

1. Il existe un réel R tel que
I(c,N,D) << NI

pour tout N > 1
2. Pour tout réel R, il existe o > 0 tel que

I(c,d ,N,D) << N7E

pour tout N > 2 et tout ¢ = alog(N)
3. Pour tout réel R, il existe o > 0 tel que

I(c,d ,N,C,D) << NI
pour tout N > 1, tout ¢ > 1 et tout C > a(log(N) + )
Preuve : Effectuons dans la premiére intégrale le changement de variables v’ — h~'u'h et
majorons o(h~'u’'h) par o(h)?c(u'). On reconnait 'intégrale intérieure sur U(F). et U(F) :

c'est X (¢, D,m,hm). D’aprés le 1. du lemme 13.0.12, il existe un réel R tel que I(c, N, D) soit
essentiellement majoré par

/ / =1 ()M (hm)ZM (m)o (m)P o (h)PH Rk (m)dmdh
H(F) J M)

pour tout N > 1. L’intégrale intérieure est essentiellement majorée par le produit de

/ rn(a)o(a)P R da
A(F)

et

/ 29 (hgo)Z9 (g0)a(g0) Tk n (g0)dgo
Go(F)

La premiére intégrale est essentiellement majorée par une puissance de N. D’aprés le lemme
12.0.6, il existe un réel R’ telle que la deuxiéme intégrale soit essentiellement majorée par
260 (h)o(h)® N . D’aprés le lemme 12.0.7, Pintégrale

/H(F)

est convergente. On en déduit la premiére majoration de la proposition. En utilisant le 2. du
lemme 13.0.12 pour majorer I'intégrale intérieure sur U(F). et U(F) dans I(c,¢', N, D) et en
effectuant les méme manipulations que précédemment on obtient la méme majoration multipliée
par exp(—ec’) pour un certain € > 0. On en déduit la deuxiéme majoration de 1’énoncé.

On a la majoration I(c,d', N,C, D) < I(maz(c,c),max(c,¢'),N,C, D). Pour établir 3., il
nous suffit de majorer I(c,c, N,C, D) a D fixé. Introduisons un parameétre b > 0 que 1’on précisera

(1]

% (h)=H (h)o (h) P dp,
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plus tard. L’expression I(c,c, N,C, D) est majorée par la somme de deux intégrales similaires
Iy(c,e,N,C, D) et Ip(c,c, N,C, D) ou on a échangé le terme 1,>¢(hu) par les termes 1,54(h)
et 1,04(h)1s>c—p(u) respectivement. D’aprés la proposition 13.0.3, il existe un réel D’ tel que
I.p(c, ¢, N, C, D) soit essentiellement majoré par le produit d’une puissance de c et de

/ / 10>b(h)EH(h)EM(hm)EM(m)mN(m)J(h)D/a(m)D/dmdh
H(F) JM(F)

pour tout N > 1 et pour tous ¢,C,b > 0. On peut comme on 'a fait plusieurs fois décomposer
I'intégrale sur M (F) en un produit d’une intégrale sur A(F') et d’une intégrale sur Go(F'). Comme
on 'a aussi vu plusieurs fois, I'intégrale sur A(F') est essentiellement majorée par une puissance
de N. On reconnait l'intégrale sur Go(F) : c’est I'(N, D’,b). Cette intégrale est majorée par le
lemme 12.0.9. Alliant cette majoration aux précédentes, on en déduit qu'il existe deux réel Ry
et e; > 0 tels que Isy(c, ¢, N, C, D) soit essentiellement majorée par ¢/t N¥iexp(—eib) pour tout
(R + R1)log(N) + Rylog(c)
€1
Isy(c,c, N,C, D) est essentiellement majorée par N . On fait dorénavant ce choix pour b.

N > 1 et pour tous ¢, C, b > 0. En particulier pour b = , 'expression

Il reste & majorer Isy(c,c, N,C, D), on effectue les changements de variable u’ +— hu’'h~! et
u — uw'~'. On majore o(uw/~1) par o(u)o(u') et 1xo_p(uu/™1) par 15 c_p)2(u)+1s(cp) 2 (W),
On obtient que I-y(c, ¢, N,C, D) est essentiellement majoré par I'intégrale sur H(F') du produit
de 1,.5(h)EM (R)o(h)P et de I'intégrale

[ Queal)+ Loy )EC Wm)E0 (ahmby (m)o (PP () o m)
M(F) JU(F)e JU(F)c

Sp(m)~Ldudu'dm

pour tout ¢ > 0, pour tout C > 0 et pour tout N > 1. Cette intégrale est somme de deux
intégrales similaires. Il suffit donc de borner I'une des deux. Considérons 'intégrale ot on a fait
disparaitre le termer 1;(0—1;)/2(“)7 on reconnait 'intégrale sur u : c’est X(c, D, hm). D’apres le
lemme 13.0.12, elle est essentiellement majorée par ¢2ZM (hm)dp(m)'/2a(m)?2 pour un certain
réel Ry. On en déduit que Isy(c, ¢, N, C, D) est essentiellement majorée par l'intégrale sur H (F')
du produit de cf21,.5(h)ZH (h)o(h)P et de I'intégrale

[ ] taenp@= im0 wmpey (m)o (2P0 (n) 5 (m) 2 dudin
M(F) JU(F).

pour tout ¢, pour tout C' > 0 et pour tout N > 1. Il existe un réel Sy tel que ZM (mm’) <<
exp(Bio(m))EM (m') pour tous m, m’ € M(F). L'intégrale précédente est donc essentiellement
majorée par le produit de exp(fBio(h)) et de x(c, (C —b)/2,N,2D). D’aprés le lemme 13.0.13,
pour tout réel R/, il existe un réel oy tel que ce dernier terme soit essentiellement majoré par
exp(—cR YN~ pour tout N > 1 et pour tous ¢ > 0,C > 0 vérifiant C—b > ay (log(N)+c). L'in-
tégrale sur H(F) de 1,.5(R)Z7(h)o(h)Pexp(Bro(h)) est majorée par le produit de b”exp(S1b)
et de

[ vt
H(F)

D’apreés l'inégalité 4.3(1) de [W2|, cette intégrale est essentiellement majorée par exp(Rsb)
pour un certain réel R3. Au final, I(c,c, N, C, D) est essentiellement majoré par
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2 eap(—cR YN bPexp((B1 + R3)b)

pour tout N > 1 et pour tout ¢ > 0,C > 0 vérifiant C' —b > a1 (log(N)+c¢). D’aprés notre choix

de b, le terme b exp((B1 + Rs3)b) est essentiellement majorée par le produit d’une puissance de
R+R

cet de N 21 . La puissance de ¢ multipliée par ¢/ exp(—cR’) est essentiellement majorée par

1. Pour R = R+ R;T?l, on obtient la majoration de I’énoncé B

14 Entrelacements tempérés

Soient 7w € Temp(G), o € Temp(H), e,€ € Er, €,€ € E, et ¢ € N. Posons

Lrocle @ e@e)= / (o(h)é, e) (€, n(hu)e)é(u)dudh
H(F)U(F)e
D’apres la proposition 13.0.3, L (€' ® €/,e @ e) est défini par une intégrale convergente.
Pour tout réel ¢ > 0 notons wa(c’) 'ensemble des a € A(F) qui vérifient valp(a; — 1) > ¢ pour
1=1,...,r.

Lemme 14.0.14 Soit ¢ > 0 un réel, il existe un réel ¢y > 0 tel que pour tout m € Temp(G),
(c) (c)

pour tout o € Temp(H), pour tous e, e’ € Ex*\°’, pour tous €, € Eg*

on ait

et pour tout ¢ = ¢y

ﬁ”v“vc(el ®e,e® e) = L o,co (6, ®e,e® e)
Preuve : La preuve est similaire a celle du lemme 3.5 de [W2| B

Posons

Lro(€ @€, e@e)=limeoclroc(e @ exe)
On a

Lro(o(h)e @m(hu)e',e@m(u')e) = §(u*1u/)£7r,a(e’ ¢, g(hfl)e ® ﬂ(h/ﬂ)e)

Pour tous h,h' € H(F), u,v’ € U(F) ,e,e € E,, €,€ € E,. Il est alors facile de vérifier que
si Ly # 0 alors Homp¢(m,0) # 0. L'objectif de cette section est d’établir la réciproque.

14.1 Un lemme sur les entrelacements

Fixons des données (w;)i=o,... 1, FPo, Pr, Ao, Ag comme dans la section 11 et des compacts-
ouverts Cy C Go(F) et Cyg C H(F) qui vérifient la conclusion de la proposition 11.0.1. On
peut toujours supposer que CyAL = Cp et A(%Co = (), ce que l'on fait. On a alors Go(F') =
CHAEAHCO d'oa M(F) = CHAEAS'A(F)CO. Posons Py ¢ = PyAU et Ay = AAp. Ce sont
respectivement un sous-groupe parabolique minimal et un tore déployé maximal de G. On note
Ad o Vensemble des éléments de Ao (F) qui contractent Py (F). On note encore A}, A} et
A(ILG les sous-groupes compacts maximaux de Ag(F), Ag(F) et Ao (F) respectivement et on
pose Af, = A}} /A}{,AS' = Ag /A(l],Ag = ABLG /A(l],G que l'on identifie & des sous-ensembles de
AE, AS‘ et AS‘ ¢ Via le choix de sections.
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Lemme 14.1.1 Soient I'y et 'y des sous-groupes compacts-ouverts de G(F') et H(F) respec-
tivement. Il existe un sous-ensemble compact-ouvert Cpy C M(F) et des sous-groupes ouverts
K, C K, Ky C Kp tels que pour tous w € Irr(G),o € Irr(H) pour tout | € Homp ¢(m,0) on
art

1. Pour tout e € EL et pour tout m € M(F) — Cy A} Af oCum.

l(m(m)e) =0

I

2. Pour tous e € EX1, ¢ € E et pour tous ag € ASFG,aH € AE, kg € Cy,ky € Cuy,

< e, l(m(kgapacky)e) >=< 0" (er,)o" (ag kit )e, l(n(er, )m(ackar)e) >

3. mes(CrapgacCyK) << 5PH((ZH)_1(SPO’G(ag)_1 pour tous ag € AE,QG € AaL’G

Preuve :

1-Pour m € M(F) et une décomposition m = kgagagaky avec kg € Cp, ko € Co,ag €
Al a0 € Af et a € A(F). On aalors I(m(m)e) = o(kgap)l(m(agako)e). Puisque Cy est compact,
il suffit de montrer qu’il existe un compact Co e C Apc(F) ne dépendant que de I'; tel que
I(m(a)e) = 0 pour tout a € A A(F) — A(J{GCo,G et tout e € EL1. Il existe certainement un
compact Co g C Ao (F) tel que pour tout a € A A(F) — ASF’GCQG on ait al'ya=! N (U(F) —
Ker) # 0 (on utilise ici le fait que vg = (u1 +u_1)/2 avec les notations de la section 11). Pour
un tel a et u € al'ya™t N (U(F) — Keré) on a alors I(m(a)e) = I(m(ua)e) = &(u)l(m(a)e) dou
l(m(a)e) = 0.

2- et 3- Résultent de ce que 'application produit U x Py X ﬁo,g — G est submersive a
Porigine (d’apreés le lemme 11.0.1) W

14.2 Entrelacements dans une famille d’induites

Fixons un sous-groupe de Levi minimal de H défini sur F' ainsi qu’un sous-groupe compact
spécial Ky de H(F') en bonne position par rapport a ce Levi minimal. Soient Q = LUg et
R = SUg des sous-groupes paraboliques semistandards de G et H respectivement et p et 7
des représentations irréductibles de la série discréte de L(F') et S(F') respectivement. Pour tous
A €A} p et p € iAg p on note Ty = ig(p)\) et 0, =i (7,). Les représentations 7 se réalisent
dans un espace commun ICG de fonctions sur K et les représentations o, se réalisent dans un

espace commun ICH de fonctlons sur K. On notera A — m(py) et g — m(7,) les mesures de
Plancherel.

Proposition 14.2.1 On conserve les notations précédentes. Alors

(i) Pour tous e, e’ € ICgip et e, e € ICHJ, la fonction (A, ) = L, o,(€ @€', e®@e) est analytique
sur 1A} p X 1AG p.

(i1) S’il existe Ao € iA] p et po € iAG p tels que L
pE LA p on a Ly, o, #0.

# 0 alors pour tout A € iA] p et tout

g Tk

Preuve : (i) Pour tous A € iA} p, p € iAG pona Ly, 5, (€ @€, e@e) = Ln, 5, (€ @€ e@e)
pour ¢ assez grand. On peut choisir un entier ¢y & partir duquel 1’égalité précédente est vérifiée
qui ne dépend que des stabilisateurs de e et €’ dans A(F) N K. Par conséquent on peut trouver
un entier ¢ tel que 1'égalité soit vérifiée simultanément pour tous (A, 1). On a alors

Em,ou(e’ ®e e®e)= / (ou(h)e e)(€, 7o) (hu)e)é (u)dudh
(FU(F)e
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pour tous (A, u) € A7 X 1AG p.

11 suffit de vérifier que cette intégrale est encore uniformément convergente pour (A, u) dans
un voisinage de A} x iAg C A7 . x A§ .. Soit € > 0 pour (A, p) dans un voisinage assez petit
de i A} x iA% on a des majorations uniformes

(0u(R)€,€)] << exp(ea(h))E (h)
(¢!, mx(hu)e)| << exp(eo(hu))EC (hu)

pour tout h € H(F') et pour tout u € U(F). Il suffit donc de vérifier que pour € assez petit
I'intégrale suivante est absolument convergente

/ exp(e(o(h) 4+ o(hu))E (h)ZC (hu)dhdu
H(F)U(F).

C’est une conséquence de la proposition 13.0.4 et du lemme 12.0.5.

(ii) On s’inspire ici grandement de la démonstration de la proposition 6.4.1 de [SV]. On

suppose que la fonction (A, p) + Ly, 5, n'est pas identiquement nulle et on veut montrer qu’elle
est non nulle en (0,0).
Soient e € B, C ng petec Ey C ICG tels que (e, e) = (€, €) = 1 et tels que l'ordre d’annulation
en (0,0) de (A, p) = Ln, 0, (e®e, e®e) est minimal. Reprenons les notations du paragraphe 1.6.
Il y ait défini des ensembles E(p) et £(7). Soient ¢ et 1 des fonctions C* sur A} p et iA% &
respectivement qui vérifient 7 ’

(1) (w™'Supp(¢) + p) N Supp(¢) = O pour tout (w,u) € E(p) — {(Id,0)} et
(w™tSupp(yp) + ) N Supp(yp) = O pour tout (w,p) € E(r) — {(Id,0)}.

On définit une fonction ® sur G(F') par la formule suivante

B(g) = /,4 SB()(0A)(T3) Ly, (€ Tr(9)er € © €)dNd

e e
i L’sz.AS’F

A g fixé, il existe un c assez grand de sorte que

Loolcomipecae)= [ (el mmEdudn

pour tous A € iA} et p € iA . Pour un tel ¢, on a alors

oo = [ HNB()m(p3)m(m) (7, (R)e, €) (m(g)e, m(hu)e)E (u)dudhdAdy
AL L xiA (F)U(F).

L’intégrale ci-dessus est absolument convergente, car il existe C' > 0 indépendant de \ et
o tel que pour h € H(F) et u € U(F), |(ou(h)e, €)(mr(g)e, ma(hu)e)| < CEH(R)ZEC (hu) et
'intégrale | HPYU(F), = EH(h)EC(hu)dhdu est absolument convergente. On peut donc changer
l'ordre d’intégration et on obtient alors

(2) B(g) = / Fore (0 h1g) foc (WE(@) dudh
H(F)U(F)C

Montrons
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(3) 11 existe un entier ¢q tel que I'égalité (2) soit vérifiée pour tout ¢ > ¢y et tout g € M (F)K.

En effet, Uentier ¢o(g) a partir duquel la formule précédente est vérifiée ne dépend que d’un
sous-groupe compact-ouvert de A(F) N K qui laisse stable e et 7)(g)e. Comme A(F') commute
a M(F) on peut trouver un sous-groupe compact-ouvert de A(F') qui laisse stable ces trois
éléments pour tout g € M(F)K.

(4) La fonction (m, k) — |®(mk)|?6p(m) ! est intégrable sur M (F) x K.

En effet, les fonctions fec 4 et feco sont dans S(G(F)) et S(H(F')) respectivement. Par
conséquent pour tout réel D’ > 0 on a une majoration

|®(mk)| << / =% (uh ™ *m)Z (h)o(uh ™ m) " (k)" dhdu
H(F)U(F)

pour tout m € M(F) et pour tout k € K. D’apres le lemme 11.4.5 de [W3], pour tout D > 0, il
existe D’ > 0 tel que le terme précédent soit essentiellement majoré par

5p(m)t/? / =M m)2H (h)o (" m)"Po(h)~Pdh
H(F)
On a dp(m) = 6p(a), EM(h~'m) = 2% (h~1gy) et o(a)/? << o(h~'m) pour tout h € H(F)

et pour tout m = agyp € M(F) = A(F)Go(F). Il suffit donc de montrer que les deux intégrales
suivantes sont absolument convergentes dés que D est assez grand

/ / =60 (1 go) 27 ()50 (1~ go)=H (W) (h) =P ()P dhd} dgo
Go(F F)xH(F)

/ o(a) Pda
A(F)

la deuxiéme intégrale ne pose pas de probléme et d’aprés le lemme 12.0.6, la premiére est
essentiellement majorée par

/ = (R WER (WEH (W )o(h) P o (h') P dhdh
H(F)xH(F)
qui est une intégrale convergente pour D assez grand.

Dans ’égalité (2) on peut faire tendre le réel ¢ vers I'infini. Comme on I’a vu lors de la preuve
de (4) le terme sous l'intégrale est intégrable sur H(F)U(F'). On en déduit que 'on a aussi

(5) B(g) = / Fore o0 h ) foe (W) E (@) dudh
H(F)U(F)

pour tout g € G(F'). Posons S = fM(F)xK |®(mk)|20p(m)~tdkdm. Explicitons cette intégrale

en remplacant ® par son expression (5) et ® par son expression (2). On obtient

§= / / / feeo(W B TImE) foop(uh=Imk) fe e p (W) feens(h)
F)><K H(F)U(F) JH(F)U(F)c
Sp(m) e (W'u~ ) dudhdu' dh! dkdm

- / / / o) el e ) e )l
G(F) JH(F) JH(F)UF
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pour tout ¢ > cg. D’aprés les majorations déja effectuées, cette triple intégrale est absolument
convergente. L’hypotheése (1) permet d’appliquer 1’égalité 1.6(3), on a donc

/ fees(W719) feep(uh=1g)dg = / m(pa)|d(N)| (e, mx (uh ™ 1 )e)dA
G(F) iA} &

On obtient, aprés le changement de variable h' — hh’/

§= / / / m(pa) |62 (&, a(uh')e) fecp(h') fecp(R)E (w)dAdudhdh’
H(F) JH(F)U(F)c JiA}

L’intégrale ci-dessus est encore absolument convergente. Appliquons & nouveau 1’égalité
1.6(3), on a

[ ettt Feca@ian = [ i) )e, )
H(F) i

On en déduit que

6) 5= m(pa)m(r)[ 6N 1 (1) (0, (R)e, €) (e, mx (uh)e)€ (u) dAdpdudh

H(F)U(F). /@'A;’F xiAg p

— / m(p )M | SO (0) P Ly o (€ ® €, ¢ @ €)dAds
z‘Az’in.Ag’F

Soient I'y C K et I'y C Ky des sous-groupes ouverts stabilisant my(k)e et € pour tout k € K.
Soient Cpy € M(F) un compact et K1 C K, Ko C Ky des sous-groupes ouverts qui vérifient
les conclusions du lemme 14.1.1. On peut toujours supposer que A(l]’GCM = Cjy. Le support
de (m, k) — ®(mk) est donc contenu dans (CygAFALCy) x K. Soient BE! et BX2 des bases
orthonormales de (ICS p)Kl et (ICgT)K2 respectivement.

Toujours d’aprés le lemme 14.1.1, pour m = kgagacky € CHA;}AgCM et ke K,ona

O(mk)= Y Fuolagkuk kmay)

e’ eBEK1 /e BK2

ol on a posé pour € € BE1 et € € BX2

Foolo) = [ o) L 0, (& €€ @ e)(ma(a)e. o, (W) ik

) i
1 FXiAS B

Soit F' = ZG/EBK17E/€BK2 F. . D’apres ce qui précéde et le 3- du lemme 14.1.1, on a une
majoration

S << > dmelae)  opylam)”! / \F(agkyk, kgagm)|>dkdkasdkg
+ + CHXC]MXK
QGEAG,GHEAH

ou la constante implicite ne dépend pas de ¢ et 1. Soit Cz un sous-ensemble compact de G(F)
qui contient Cjs K. On a alors
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/ |F(agknk, kpag)|dkdkyrdky << / |Flagkeg, kpay)|*dkadky
CHXC]MXK CHXCG

<< / \F(kbagkd, kianky)|2dkldkEdkL dkY,
(Cu)?*x(Ca)?

Pour toute fonction f intégrable et mesurable sur G(F') on a

KxK

/KA;GK flgydg = Y mGS(KaGK)/ f(kragks)dkidks

+
agEAS,

D’aprés [W3] L(5), on a dp, ;(ag)™' << mes(KagK) pour tout ag € Af . Les mémes
résultats sont bien sirs valables pour H(F'). On en déduit la majoration

S bpg(aa) oy (am) ! / | (khach, Kyamk?) PdkbdkEdildi,

(Cu)*x(Cq)?
<< / |f (g, h)|dgdh
G(F)xH(F)

pour toute fonction f mesurable et intégrable sur G(F') x H(F'). En particulier, on a

ag GAg ,aH GAJI;

(7) 5 << / |F(g, h)*dgdh
G(F)xH(F)

la constante implicite ne dépendant pas de ¢ et ¥. D’aprés 1.6 (3) appliquée au groupe G x H,
on a l’égalité

[ IFRdga = [ PG Pl min)
G(F)x H(F) iA% :

1,FXIAS p

Y male@d.d @e)? | drdp

e'eBK1 ' eBK2

De Dégalité (6) et l'inégalité (7), 'on déduit lexistence d’une constante C, telle que pour
tous ¢ et ¥ qui vérifient 'hypothése (1) on ait

/ g, OO W Er (€@ 1 i
<cC / VR PmeImE) S oo (c® e, e @ ) 2dAdy
AL pXiAS p e/eBK1 ¢/ cBK2

Pour presque tout A € «.A7 p 1l existe un voisinage wy de A tel que (w™lwy +p)Nwy =0
pour tout (w, ) € E(p) — {(1d, O)} On a le méme résultat sur iA3 . On a donc l'inégalité

Lryo(e®ec@e)<C Y |Lrolced d@e)

e'eBK1 ' eBK2
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pour tout (A, u) € iA} p x 1 AS . Puisque € et e ont été choisis tels que I'ordre d’annulation
en (0,0) de (A, p) = L, 5,(€ ® e, e ® e) soit minimal, on déduit de I'inégalité précédente que
Lryoo(e@ee®e)#=0M

Proposition 14.2.2 i) Soient \ € iAz,F et [y € iAEF tels que ﬁﬂmauo # 0. 1l existe alors un
unique couple (r',0") constitué de sous-représentations irréductibles de my, et oy, respectivement

tel que Ly o # 0.

ii) Soit 0 € Temp(H) et supposons que L, 5 pour X\ € 1A} p ne soit pas identiquement
nulle, alors
a) Pour tout X\ € iA} p, Ly, » est non nul;

b) 1l existe des familles finies (€;)i=1,..n €t (€)i=1,..n d’éléments de E,, des familles finies

(€i)i=1,..n €t (€))i=1,. n d’éléments de ICST et une famille finie (@;)i=1,..n de fonctions holo-

morphes sur un voisinage de iA} p dans ./472,(: /iAﬁF, telles que pour tout A € iA} p on ait
n
Z ©iN) L, (€ Qe 6 @e) =1
=1

Preuve : i) On ne perd rien a supposer que (Ao, po) = (0,0).

(1) Pour tous €,e € ngp et pour tous ¢/,e € K _on a

|£7r0,00 (6/ ® e/a ex® €)|2 = |£7r0,00 (6/ X e, e ® €)||£7T0700 (e ® e/a e® 6/)|

En effet, d’aprés le 1) de la proposition précédente, il suffit de vérifier la méme égalité en
remplagant g et og par my et o, pour (A, u) dans un ouvert dense de i.Az’ r X iA’g’ - On peut
donc supposer 7y et o, irréductibles. Mais alors I'égalité est facile a vérifier étant donné qu’il
existe | € Homp¢(my, 0,) et ¢ € C tels que

Em,gﬂ(e' @e,e®e)=c(l(e),e)(€,l(e))

L’existence d’un couple comme dans ’énoncé est évidente. Supposons donc qu’il existe deux
tels couples (7/,0") et (7”,0”). D’aprés (1), on peut trouver ey € E C Kg p €2 € Epn C Kg 0
€1 € By C ICgT et eg € B n C ICgT tels que

Lroo(e1 @ €1,61 @ €1) # 0
et

Lirgo0(€2 @ €2,e2 @ €2) # 0

D’aprés (1) on a aussi L, o, (€1 @ €2,e2®¢€1) # 0. On a 7’ # 7’ ou 0’ # ¢”. Dans le premier
cas F et E.n sont orthogonaux pour le produit scalaire et dans le deuxiéme cas F, et Eqn
sont orthogonaux pour le produit scalaire. Dans les deux cas on a L, »,(e1 ® €2,e2 ® €1) = 0.
On aboutit donc & une contradiction.

ii) On peut supposer que o est une sous-représentation de o¢. La fonction A — L, , est non

nulle sur un ouvert non vide de iAj . D’apreés le i), cela implique que pour toute autre sous-
représentation o’ de o la fonction \ — Ly, o s’annule sur un ouvert non vide. Comme elle est
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analytique d’aprés la proposition précédente, elle est donc identiquement nulle. Par conséquent
d’aprés le ii) de la proposition précédente la fonction A — Lr, , n’est jamais nulle. Cela prouve a).

On peut donc certainement trouver des familles finies (€;)i=1,. n et (e;)lzln d’éléments
de E,, et des familles finies (e;)i=1,. n et (€))i=1,. , d’éléments de ngT telles que pour tout
A€ Z'AZF la famille

(Em,g(e; ®Rel e ® ei))izl,...,n

contienne un élément non nul. Pour ¢ = 1,...,n les fonctions ¢; : A — Ly, ,(el @ €}, ¢; @ e;)
admettent un prolongement holomorphe dans un voisinage de A} . dans A} ./iAY  que 'on

note aussi ;. Les fonctions A — 1;(\) = ¢;(—A) pour A € A} admettent donc aussi un
prolongement holomorphe dans un voisinage de z'AZ - Pour obtenir le b), il suffit de prendre
pouri=1,...,n

¢i(A) = hi(N). (Z Wi()‘)’2>
[ |

14.3 Tout entrelacement est tempéré

Théoréme 14.3.1 Soient m € Temp(G) et 0 € Temp(H) alors Ly, # 0 si et seulement si
HomH@(?T,O') 7é 0.

Preuve : D’aprés une remarque déja faite, il suffit d’établir que si Homp¢(m,0) # 0 alors
Lo # 0. Soit donc | € Homp ¢(m, o) non nul. Il existe des sous-groupes paraboliques semistan-
dards @ = LUg et R = SUg de G et H respectivement et p et 7 des représentations irréductibles
de la série discréte de L(F') et S(F') tel qu’avec les notations du paragraphe 14.2, 7 et o soient
des sous-représentations de mg et og. Soient ¢ € Coo(z'AZF) et e,e’ € ng’p. On pose f = fe e o

(1) intégrale I(e,eq, f) = / (e,1(m(g)eo)) f(g)dg converge absolument.
G(F)

En effet, on décompose l'intégrale en

/ (e, 1 (um)eo)) || f (umk) [0 (m) ~ dkdmdu
U(F)xM(F)xK

Puisque f est invariante & droite par un sous-groupe compact-ouvert et que le stabilisateur
de e est ouvert, on peut oublier l'intégrale sur K. On a |(e,l(m(ug)ep))| = |(€,1(m(g)eo))| pour
tout u € U(F) et g € G(F). La fonction f appartient & S(G(F)), d’aprés la proposition 11.4.5
de [W3], on a donc pour tout d > 0

/ | f(um)|du << 6p(m)2EM (m)o(m)~?
U(F)

pour tout m € M(F). Il suffit donc de montrer que pour d assez grand l'intégrale suivante
converge

/ (e, 1(m(m)eo))[EM (m)ép(m) /2o (m)~4dm
M(F)
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Appliquons le lemme 14.1.1 & des sous-groupes ouverts I'y C K et I's C Ky qui laissent
stables eg et €. On en déduit 'existence d'un compact Cpy C M(F) et de sous-groupes ou-
verts K1 C K, Ko C Ky qui vérifient les conclusions 1-3 de ce lemme. On peut toujours
supposer que A(I),GCM = (). Alors l'intégrale précédente est & support dans CHAEAgCM.
D’aprés le 2- du lemme 14.1.1 on a une majoration |(e,l(7(m)e))| << E%(ag)ZH (ayr) pour tout
m = kgagacky € CHAJI}AJ(ECM. Pour ag € Ap,g(F'), on note (ag)o 'unique élément de Ag(F')
tel que ag(ag)y’ € A(F). On a alors la majoration o(hag) >> a(ag(ag)y )/ ?o(h(ag)o)'/?
pour tous ag € Ayg.q(F), h € H(F). D’apreés le 3- du lemme 11.0.4, on a donc la majoration

1/2 1/2

o(knamagku) >> o((ac)) o (ac(ac)y")"? >> o(ag)

pour tous ag € AaLG, ag € AE, kg € Cy et kyy € Cyy. D’aprés le lemme 11.0.4 on a aussi

mes(CyagacCh) = mes(Chag(ag)oCuy) << 5pH(aH)_16PO((ag)0)_1

= py (am) 0py ormlag) ™

pour tous ag € AaLG, ap € AE. Par conséquent, on a

[ ledtmm)en)I= (m)ae(m) 0 (m) -
M(F)

<< > dnenmlag) ' opy (an) T EY (a)E (am)EM (anaq)dp(aq) T o (aq) "

aG EAE LA H EA;

D’apres le lemme 11.0.4, on a

=M(agag) = 29 (an(ag)o) << E9(am)E% ((ag)o) = E° (an)=M (ag)
pour tout ay € AE et pour tout ag € Ag. La somme ci-dessus est donc essentiellement majorée
par la produit de

> Opylan) B9 (am)E (an)
aHEAE

et de

> opyenm(ac) 'oplag) 2 (aq)EM (ag)o(aq)
ag€Ag

D’aprés le lemme 12.0.5 et la majoration ¥ (ay) << dp, (ag)'?c(ag)? pour un certain

réel d', la premiére somme converge absolument. D’aprés le lemme I1.1.1 de [W3] il existe des
réels di,dy tels qu’on ait des majorations Z%(ag) << 5p0’G(ag)1/20(ag)d1 et ZM(ag) <<
5p0’GmM(ag)1/20(ag)d2 pour tout ag € Ag. Puisque dp, o = dp, ;nmOp, la deuxieme somme est

essentiellement majorée par

Z O,(aG)d1+d2—d/2

+
ag€eAS

qui est une série absolument convergente pour d assez grand.

On peut calculer I (e, e, f) de deux fagons. La premiére consiste a choisir une suite exhaustive
de sous-ensembles compact-ouverts K-biinvariants (£2,,) de G(F') et de la calculer comme la limite
de l'intégrale restreinte a €, lorsque n tend vers l'infini. On trouve alors que
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(2) I(e, €0, f) = (&, 1(m(f)eo))

On peut aussi écrire

= € L(m(a e ua, a)"'¢(u)da U
I(e, eo, f) —/U(F) /GO(F)/K/A(F)( ,(m(agok)eo)) f (uagok)dp(a)™ & (u)dadkdgod

Puisque f est invariante a gauche par un sous-groupe compact-ouvert de A(F'), il existe un
entier ¢ tel que l'intégrale intérieure soit nulle pour v € U(F') — U(F').. On a alors

I(Eaeo,f) =

[ ] / (e, l(x(hagok)eo)) f (uhagok)3p (a)~ € (u)dudhdgodadk
K Jar) JaenGo(r) JHEUE).

et

/ (e 1(n(hagok)eo)) f (uhago k)€ (w)dudh
H(F)U(F)C

= [ [ omie)m (ahagob)e o), (i (r{agok)eo)6(wirdud
H(F)U(F)c JiA}, g
Comme on l'a déja vérifié dans la preuve précédente, ce genre d’intégrale est absolument
convergente. En permutant les deux intégrales, on voit apparaitre le terme
Ly, o.c(€e®@mr(agok)e’, l(m(agok)ep) ® e). On peut prendre ¢ aussi grand que l'on veut et comme
déja expliqué dans la preuve de la proposition 14.2.1, on peut choisir ¢ tel que pour tous a €
A(F), g0 € Go(F), k € K et pour tout A € iA} r, on ait

Lo, .0c(€ @ malagok)e, [(m(agok)eo) @ €) = Lr, »(€ @ mr(agok)e’, l(m(agok)ey) @ e)

(Car A commute & AGy = M). On en déduit que

(3) I(esco, f) = / / / / BNM(p2) Ly o (€ @ mr(agok)e, L (agok)eo) @ )
K Jar) JuenGor) Jiay .
6p(a)~tdudhdgodadk

Choisissons € € E, et eg € E, tels que (I(ep), €) # 0. On applique les calculs précédents au cas
ol e =€ =eget ¢ asupport dans un voisinage w assez petit de 0 tel que ¢(0) # 0. Alors 7(f)eq
est un multiple non nul de eg. D’aprés (2) I(e, ep, f) n’est pas nulle. Alors (3) implique 'existence
de A tel que Lr, » ne soit pas nul. D’aprés la proposition 14.2.1, L, », n’est pas nul non plus.
Si my et og sont irréductibles alors m = my et 0 = 0g et on a ce que 'on voulait. Sinon d’aprés
la proposition 14.2.2 i), il existe un unique couple (7’,0") de sous-représentations irréductibles
de my et og tel que L/, soit non nul. Soient alors e; € Er C ng’p et €1 € Ey C ICgT tels
que Ly, .00(€1 @ e1,€1 @ e1) # 0. Quitte & restreindre w, on peut supposer que pour tout A € w,
Ly, oo(€1 ®e1,€1 @ e1) est non nul. Soit ¢’ la fonction a support dans w définie par

¢/()‘) = (b()\)ET()\,O'() (6 K e, e 60)£7rA,00(61 Kep, e 61)71

Posons [’ = fe, 0.4/ On a alors I'égalité
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(4) I(e, €0, f) = I(e1,e0, f')
En effet, d’apres (3) il suffit de vérifier que pour tout A € i.AiF et g € G(F), on a l'égalité

L, oo(e®er,e1®eg)Lr, o (€1 @ mr(9)e0, (m(g)en) ® ep)
=L, 00(€1 ®e1,61 ®€1)Lr, oo (e @ mA(9)€0,(T(g)e0) ® €p)

Il suffit méme de vérifier I’égalité précédente en remplacant o par o, pour A et 1 en position
générale. On peut alors supposer 7y et o, irréductibles. Alors il existe | € Homp¢(my,0,) et
c € C* tels que pour tout e, e’ € Er, et e,€ € E,,

Lryou (€ @€ e@e) =c(l(e),€)(¢, (e))

Les deux membres de 1’égalité que ’on cherche a prouver valent alors

(l(er), e1) (e, Leo)) (ex, Ler)) (Umalg)en), Lm(g)eon))

Cela prouve (4). En particulier on a I (€1, eq, f’) # 0. D’aprés (2) cela implique 7(f")eg # 0
donc notamment ¢'(0) # 0. On a par conséquent L 5, (€ ® e1,€1 @ eg) # 0. Mais si 7’ # 7 ou
o' # o, il est facile de vérifier que L, q,(€¢ ® e1,€1 ® ¢9) =0. On a donc 7’ =7 et 0/ =0 et le
résultat est démontré. W

15 Induction et multiplicités

Dans cette section on se propose de montrer qu’en un certain sens la multiplicité m(m, o) est
compatible & I'induction. Pour cela il est commode d’étendre un peu la définition de la multi-
plicité m(m, o). Soient (V,h) et (V',h’) deux espaces hermitiens, on dira qu’ils sont compatibles
s’il existe une injection du plus petit des deux dans le plus gros de sorte que son orthogonal
puisse s’écrire comme somme orthogonale d’une droite et d’un espace hermitien admettant une
base hyperbolique. Supposons que (V. h) et (V' h’) soient compatibles. Notons G resp. G’ les
groupes unitaires de V' rep. V’. Fixons une décomposition V = V' @+ D &+ (Z, @ Z_) (ou
V' =Va&tDaet (Z, ©Z_)) un sous-groupe parabolique P = MU de G (ou G’) et un caractére
¢ de U(F') comme dans la section 4. Si 7 resp. o est une représentation irréductible de G(F)
resp. G'(F), on définit la multiplicité m/(7, o) comme étant m(mw, o) si dim(V') < dim(V) et
m(o, ) sinon, cette multiplicité ne dépend pas des divers choix effectués. Dorénavant on notera
aussi m(m, o) cette multiplicité généralisée.

Lemme 15.0.1 Soient (V,h) et (V' h') deux espaces hermitiens compatibles de groupes uni-
taires G et G' respectivement. Pour w € Irr(G) et ' € Irr(G') on a

m(nY,7") = m(m, 7')

Preuve : On ne perd rien & supposer que V' C V. Soit § un automorphisme F-linéaire de V'
tel que h(du, 0v) = h(v,u) pour tout u,v € V. On peut clairement trouver un tel élément tel que
§(V') = V'. D’aprés [MVW] 7V est isomorphe a 7 ot 70 (x) = 7w(d26~1) et de la méme facon 7’
est isomorphe a 7’ " on ¢ est la restriction de § a V’. Modulo ces isomorphismes on a les égalités
Hompe(rV,7"V) = Hompe(n®,7"%) = Homy¢(m,7') et donc Végalité m(rY,7') = m(m,7')
|
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15.1 Induction de 7 et multiplicité I

Soient (V,h) un espace hermitien et W un sous-espace de V' de sorte que V et W soient
compatibles. Soit Y, un sous-espace totalement isotrope de dimension k£ de V' et notons @) son
stabilisateur dans G. C’est un sous-groupe parabolique de G, on note N son radical unipotent.
Fixons des sous-espaces V et Y_ de sorte que V = (Y. @ Y_) @1 V et notons L la composante
de Levi de Q qui stabilise V et Y_. On a alors un isomorphisme L ~ GL(Yy) x G. Soient
7€ Temp(G), 74 € Temp(GL(Y,)), 0 € Temp(H) et posons 7 = ig(mr ® 7).

Proposition 15.1.1 Supposons r = 0 alors

m(m, o) = m(7,0)

Preuve : La représentation 7 se réalise par translation a droite sur ’espace V. des fonctions
0 :G(F) — Vr, ® V; lisses vérifiant

©(g+9n9) = 60(9+)"* (1 (g4) @ 7(3))(9)

pour tout gy € GL(Zy),§ € G(F),n € N(F),g € G(F).

Pour tout \ € i[R/(lOQgi&)Z), posons Ty = ig((w+|det|>‘) ® 7). On a m(my, o) = m(m, o) pour
tout A d’aprés la proposition 14.2.2 ii) a) et le théoréme 14.3.1. L’espace quotient Q(F)\G(F')
paramétrise les sous-espaces totalement isotropes de dimension k de V. L’action de H(F') sur
Q(F)\G(F) admet deux orbites : I'une ouverte U correspond & ’ensemble des sous-espaces
totalement isotropes Y’ de dimension k tels que dim(Y'NW) = k—1, Pautre fermée ) correspond
a I’ensemble des sous-espaces totalement isotropes Y’ de dimension k inclus dans W. Définissons
Vi, u comme le sous-espace de Vi, des fonctions a support dans U et notons V., y = Vi, /V, u.

On a alors la suite exacte de H (F')-représentations
0—=>Vou—>Ve, > Vi,y—0
Lemme 15.1.1 On a Homy(Vr, y,0") =0 et Ext!(V,, y,0") = 0.

Preuve : On peut toujours supposer que Y. C W. Alors Q N H = Qg = LyNpg est un
sous-groupe parabolique de H et on a un isomorphisme de H (F')-représentations

. 1/2 c—1/2 -
Veyy > il (5Q/ 5QH/ (my |det @ 7) 0y)

D’aprés le second théoréme d’adjonction de Bernstein, on a

Homp (Vay y,0) = Homy,, (5905 (ni|det © 7), (V)5 )
et
Eatly(Ve, y,0") = Bath, (6405, (ny|det* @ 7), (0V)g,)

La représentation (O'V)QH est de longueur finie et puisque oV est tempérée, les caractéres cen-
traux de tous ses sous-quotients ont leur partie réelle dans un certain coéne. La représentation
5;2/ 255;/ 2(7T+|d6t|)‘ ® 7) est irréductible et son caractére central n’est pas dans ce céone. On en
déduit la nullité des deux espaces précédents B

D’apres le lemme on a Hompy(my,0¥) = Hompy(Va, u,0"). Quitte & conjuguer, on peut
toujours supposer que dim(Y; NW) =k — 1 et donc U = Q(F)\Q(F)H(F). La représentation

Vi, est alors une induite compacte de H (F') a partir du sous-groupe H(F) N Q(F). Décrivons
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plus en détail ce sous-groupe. On peut fixer une décomposition orthogonale W = (Y{ @Y’ )@ D'®
V ou Y] =Y, NW et D’ est une droite. Soit G’ le groupe unitaire de D'@V et Q' le sous-groupe
parabolique de H des éléments qui stabilisent Y. On a alors une décomposition Q' = L'N’ ou L’
est le Lévi qui stabilise D’ ®V et Y, ce Lévi s'identifie donc naturellement & GL(YZ) x G’. On a
alors QN H = (GL(Y]) x G)N'. La représentation 522/2(7T+]det\)‘ R T)|Q(F)nH(F) 1est pas triviale
sur N'(F) mais elle est triviale sur Nj(F") ot V] est le sous-groupe des éléments de N’ qui agissent
comme l'identité sur D’. On a Né = NN H et c’est un sous-groupe distingué de Q(F)NH(F), le

quotient (Q(F") N H(F))/N{(F) est naturellement un sous-groupe de L(F') = GL(Y}) x G(F).
On peut fixer une base de Y, de sorte que I'isomorphisme déduit GL(Y) ~ GLg(E) identifie
(QUF) N H(F))/N{(F) avec Py_11(E) x G(F). On a alors un isomorphisme

. H(F) 1/2 A .
Vﬂ'/\,u >~ C— an(Pk,Ll(E)Xé(F))Né(F)((5Q 7T+‘det’ )‘Pkfl,l(E) ® 7T)

D’aprés |BZ] 3.5, la représentation (5&2/ 27r+]det\)‘)‘ Pe_11(E) Dosséde une filtration

1/2
{0} = Tos1x C7oa C ... C 1y = (0 “mildet!)py_, ()
Les quotients de cette filtration vérifiant

. Py _ FE i
Ti A/ Tig1 ) € — mdpz_;’;((E))(A (529/27T+|d€75|/\) ® ;)

L’induction & support compact étant un foncteur exact, on en déduit une filtration

{0} = pg10 C e C .. Cpan= Ve, u

oupouri=1,...,kon a

A . ~ o i H(F) i(51/2 A o
IU‘ZJ\/MZ'FL)\ =c an(Pk,LZ(E)Xé(F))Né(F) (A (6Q 7T+|d€t| ) ® TJZ)Z ® 7T)

Pour ¢ = 1,...,k, soit Qi_; le sous-groupe parabolique de H qui fixe I’espace engendré
par les k — ¢ premiers vecteurs de la base fixée de Y, il admet un Lévi naturellement iso-
morphe a Resg, r(GLg_;) X Gg—; ot Gj_; est un groupe unitaire contenant G. La représentation
Ai(5ég/27r+|det|>‘) ® 1; @ T est triviale sur le radical unipotent de Qx_;. Posons

! _ ékfi ) ~
i == imd " mamning, (Vi)
On a alors
. i 1/2
pin/isiy = indl (Ao |det) @ pif)
Lemme 15.1.2 Pour A générique, on a pouri=1,..., k—1
Hompg (pi/pivip,0") =0
et

Exty (wir/pitir0") =0
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Preuve : On a Ai(55/2W+]det\A) = Ai((%ﬂmr)]det\)‘ et Ai(55/2W+) est de longueur finie. Par
conséquent pour A générique tous les sous-quotients de p; x/pi4+1,, ont des supports cuspidaux
différents de celui de oV W

D’aprés le lemme on a donc pour A générique Hompy (m,0) = Hompy(pxx,0"). Pour i = k
on a Ai(6ég/27r+|det|>‘) = 1 (car m, est tempérée donc générique) et Gr_; = Qp_; = H. Par

conséquent pp = ¢ — ind (Y ® 7). La contragrédiente de l'induite & supports

H
GPo, i (E)N(F)
compacts d’une représentation admissible étant 1'induite ordinaire de la contragrédiente, on a
par réciprocité de Frobenius

Hompg(m,o¥) = HoméPo’k(E)Né(F)(J’ Pl oY)

Remarquons que POJC(E)Né(F ) n’est autre que le radical unipotent d’un sous-groupe parabo-

lique de H de composante de Lévi Resp,p(GL1) ¥ G et que ¢,;1 a alors une définition analogue
a celle de & pour une normalisation convenable. La multiplicité m (7, o) est donc la dimension
de I'espace Homgp, K(B)NY(F) (o, wk_l ®@ 7). D’ou le résultat W

15.2 Induction de ¢ et multiplicité

Soit W = (Yy gdY_, H)@W une décomposition orthogonale ot Y g et Y_ f sont totalement
isotropes. Notons @ le sous-groupe parabolique de H des éléments qui stabilisent Y, 5, Np
son radical unipotent et Ly son sous-groupe de Lévi qui stabilise Y_ g. Notons H le groupe
unitaire de W, on a alors Ly = GL(Y. g) x H. Soient 7 € Temp(G), o4 € Temp(GL(Y1.x)),
& € Temp(H) et posons o = z'gH(a+ ® 7).

Proposition 15.2.1 On a m(w,0) = m(w,5)

Preuve : Soit (D', hp/) un espace hermitien de dimension 1 engendré par un vecteur v, tel
que hp/(v) = —h(vg). Posons V'’ comme étant la somme orthogonale de V' et D’ et notons
G’ son groupe unitaire. Soient Z' = Z, @ E(vg + vp) et Z'. = Z_ & E(vy — vp), on a alors
V' =(Z. ®Z" )&t W et Z', Z' sont des sous-espaces totalement isotropes de V’. Notons P’ le

sous-groupe parabolique de G’ des éléments qui stabilisent Z’, et M’ son sous-groupe de Lévi qui
stabilise Z’ . On a alors M’ = GL(Z! ) x H. Fixons une représentation tempérée arbitraire 7/, de

GL(Z',). Posons ¢’ =i, (r'. @ o). Alors, d’aprés la proposition 15.1.1 m(r, o) = m(r, o). Soit
Q' le sous-groupe parabolique de G’ des éléments qui stabilisent Z/, @Y, g et L' sa composante
de Lévi qui stabilise Z" @ Y_ . Alors L' = GL(Z!. @Y} u) X H et on a un isomorphisme ¢’ ~
z%j((wﬁr X 04) ® ). Appliquant une nouvelle fois la proposition 15.1.1 on a m(w,o’) = m(w, &)

15.3 Induction de 7 et multiplicité II

On reprend ici les notations du paragraphe 15.1 : on a une décomposition V' = (Yy EBY,)EBLV,
7y € Temp(GL(Yy)), © € Temp(G), m = i§(n @ %) et o € Temp(H).

Proposition 15.3.1 On a m(mw,0) = m(7,0).

Preuve : On démontre le résultat par récurrence sur dim(V). Si dim(V) =1 il n’y a rien a
dire. Supposons donc le résultat établi pour tout les couples (V/, W') avec dim (V') < dim(V).
Posons V! = Z @& W, G’ le groupe unitaire de V', P’ le sous-groupe parabolique de G’ qui
préserve Z, et M’ le Lévi de P’ qui préserve Z et W. On a alors un isomorphisme naturel

89



M' ~ GL(Zy)x H. Soit 04 € Temp(GL(Z4)) et posons 7' = i§, (s ®0). D’aprés la proposition
15.2.1 on a m(w,0) = m(w,n’). D’aprés la proposition 15.1.1 on a m(m,n’) = m(n’, 7). Enfin
d’aprés ’hypothése de récurrence, on a m(n’,7) = m(7,0) B

16 Le développement spectral

On reprend les notations de la section 4 :V, W, P, M,U,&,.... Soit o € Temp(H) et f €
C°(G(F)) une fonction trés cuspidale. Le but de cette section est de donner une expression
spectrale de la limite limy_— o0 Jn (05, f).

16.1 La formule

Soit L un Lévi de G et O € I (L) une z'.Az’ p orbite de représentations irréductibles ellip-
tiques de L(F'). On a une décomposition L ~ Rp/pGLy, X ... X Rg/pGLp, X G on G est le
groupe unitaire d’un sous-espace hermitien V de V. Soit € O, on a une décomposition analogue
de 7 en produit tensoriel 7 ~¥ m ® ... ® T, ® ™ ou pour j = 1,...,k, m; est une représentation
irréductible de la série discréte de GLy;(FE) et 7 est une représentation irréductible elliptique
de G(F). Alors 7 ne dépend pas du choix de 7 et on peut poser t(0) = t(#) avec la notation
du paragraphe 3.1. Soit o € Temp(H) une représentation irréductible tempérée de H(F'). Les
espaces hermitiens W et V sont compatibles, on peut donc poser m(0,0) =m(7, o).

Definition 16.1.1 Soient 0 € Temp(H) une représentation tempérée irréductible de H(F') et
f € CX(G(F)) une fonction trés cuspidale. On définit alors la quantité Jepec(o, f) par la formule

Jspec(aa f) = Z ’WLHWG’_l(_l)aL Z

LeL(Mpmin) Oe{Iley (L) };m(0,0)=1

iAY i AY )7 1H(0) ! / 7S (7, £)A

. *
z.AL’F

ot pour chaque orbite O on a fixé un point base w € O.
Le but de cette section est de prouver le résultat suivant

Théoréme 16.1.1 Soient o et f comme précédemment alors on a
limN%ooJN(HUa f) = Jspec(aa f)

16.2 Utilisation de la formule de Plancherel

On peut exprimer f grace a la formule de Plancherel-Harish-Chandra. On a 1’égalité

o= > IWHWE > Jol)

LEL(Mpmin) O€lly (L)

ot pour O € IIx(L) on a posé fo(g) = [1Af : iAXF]l/ m(TA)TT(ig(TA,g*I)ig(TA,f))d)\
iA] P

avec @ € P(L) et 7 € O quelconques. La fonction fo appartient a l’espace de Schwarz-Harish-

Chandra et elle est nulle pour presque tout O. Cela permet d’obtenir 'expression suivante de

gf£
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W) o= S W WwE / folg™ hug)e(u)du

Leﬁ(Mmin) O€ll, (L)
On a interverti I'intégrale et la double somme. Cela est possible car I'intégrale
| folg hugé(un
U(r)

est absolument convergente d’aprés la proposition 11.4.5 de [W3]. Fixons un produit scalaire
invariant sur E, et une base orthonormale B, pour ce produit scalaire. On a alors ’égalité

J(6s. £,9) Z/ (e.0(R)e)? £ (h)dh

e€EBs

Presque tout les termes de cette somme sont nuls. Substituant 1’égalité (1) on obtient

J(6s.1.9) Z/ (ot Y (W

e€By LE»C(Mmin)
> / fo (g~ hug)é (w)dudh
O€llx (L

Pour € € E,, L € L(Mpn), O € Hg( ) et g € G(F), posons
@) Jole o) = [ (eol))foly hug)é(u)dudh
H(F)xU(F)

Alors le lemme 12.0.7 et la proposition 11.4.5 de [W3] montrent que cette expression est
absolument convergente. On a donc I’égalité

B) Tl f0)=>_ >, > WHWE Lol f.9)

€€Bs LEL(Mmin) O€llz (L)

Fixons provisoirement L € L(M,n) et O € IIo(L). On a le fait suivant dont la démonstration
est tout a fait analogue a celle du point 14.2(3) (le point crucial étant la centralité de A(F') dans
M(F))

(4) 1l existe un entier naturel cq tel que pour tout ¢ > ¢y, g € M(F)K et h € H(F), on ait
Iégalité

folg™ hug)é(u)du = / folg™ hug)& (u)du

U(F) U(F)e

Fixons 7 € O un point base et un parabolique @ € P(L). On notera m\ = 28(7')\) pour
PYS z'AZ r et on réalise toutes ces représentations sur I’espace commun ng’T. On munit £, d’un

roduit scalaire invariant, alors K& _ hérite d’un produit scalaire induit. Soit K C K un sous-
p Q,T b f

groupe ouvert tel que f soit biinvariante par K et soit Bgf une base orthonormée de (ICGvT)Kf .
Pour tout g € G(F') on a

fola) = i3 AL 17 3 /A e ma(g~H)ma(f)e)dA
eEB L.F
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Soit ¢p un entier tel que (4) soit vérifié. Pour ¢ > ¢y, g € M(F)K et € € E,, remplagons dans

2) fo par son expression précédente. Aprés les changements de variables h — h™! et u — u™!
( p p p p g :

on obtient
Tno(e. f.9) = 1A% - iAL ;! / (o(h)e,c)
(F)xU(F)

Z / ALF m(9)e, T (hug)m(f)e)€(u)dAdudh
eGB

A g fixé le coefficient (my(g)e, mx(hug)my(f)e) est essentiellement majoré par = (hu) indé-
pendamment de A. On en déduit que I'expression précédente est absolument convergente ce qui
permet de permuter les intégrales et on reconnait alors 'intégrale intérieure : c’est Ly, 5.(€ ®

mA(g)e, e @ mA(g)ma(f)e). Quitte & accroitre ¢y c’est aussi L, o(e @ mr(g)e, e @mr(g)mA(f)e). On
a alors

Tuole J.9) = i3 4L 3 /
eEB ALF

Ly, o(e@mr(g)e, e @ ma(g)ma(f)e)dA

En particulier si m(O,0) = 0 alors Jp 0(e, f,g) = 0 pour tous € € E, et g € M(F)K.
Supposons que m(O, o) = 1 et fixons des familles (69-)]‘:17...@, (€5)j=1,..n (e;)jzl,_wn, (€)i=1,..n;
(¢j)j=1,..n vérifiant le ii)b) de la proposition 14.2.2. Pour A € iA% ., g € M(F)K et e € KG _
considérons la somme ’ 7

Xa(e,9) = Y Ly ole @ ma(g9)e, € @ malg)ma(f)e)

EEBU

Pour j=1,...,n et ¢, € N posons

Xy jec(€g) :/ / (U(h)e;-,Ej)(ﬂ)\(h/u/g)e,w,\(hu)ei)
H(F)U(F). JHF)U(F),

(e, ma(W'v g)ma(f)e)€ (u)du' dh’ dudh,

C’est une intégrale absolument convergente. Alors la méme discussion que dans [W2] p.91
montre que pour c et ¢’ assez grand on a

e,9) =Y 9i(NXnjecleg)
j=1

On pose Jr.0(0s, f,9) Z Jr,0(€ f,g). Ce que 'on vient de dire implique alors 1'égalité

6680‘
sulvante

JL.000, f,9) = 1A 1AL )70 > Z / * m(12) 05 (N X je.er (€, 9)dA

K
eEijl

D’aprés (3) on a aussi

0o fr0)= > > WW Lo, f9)

LeL(Mpmin) O€lla(L)
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IN(0y, f) est lintégrale de J(0,, f,mk)kn(mk)dp(m)~! sur m € H(F)\M(F) et k € K.
Pour L € L(Myn), O € (L) et N,C € N posons

JLoNc(0s, f) = [1AS  iAY p] " Z Z m(7x); ()
eeBKf 7=1 ZA

/ 1, < Clogv) () (0 (B 3) / (ma(g)es ma(hu)e;)
(FYU(F)e G(F)

(€}, ma(g)ma(f)e)rn (9)dgdudhdA

Lemme 16.2.1 (i) Cette expression est absolument convergente.
(i) Il existe C tel qu’on ait la majoration

|IN (0o, ) — Z Z (WEIWE T onc(bq, )] << N7
LeL(Mpin) O€llz(L)

pour tout N > 2
Preuve : C’est exactement la méme que celle du lemme 6.4 de [W2| ou on remplace les

majorations 4.3(6) (7) et (8) de [W2| par les majorations de la proposition 13.0.5 B
On fixe dorénavant un C' qui vérifie le (ii) du lemme précédent.

16.3 Changement de fonction de troncature

On fixe jusqu’'au paragraphe 16.5 des données L € L(Mpin), Q@ € P(L), O € {Ilo(L)}
et 7 € O. Soit Y € A+ . On en déduit une (G, My, )-famille orthogonale positive Y =
(YP) peP(Mypin)- SOIt g — u(g,y) la fonction caractéristique de lensemble des g € G(F') qui
s’écrivent g = kymko avec ki, ko € K et m € My, (F) qui vérifie JJ\G/Imi (Hu,,,,(m),Y) = 1.
Soient €, e € ICGJ et ¢ une fonction holomorphe sur un voisinage de iAj . dans A7 ./ i.Aﬁ P
Pour e € /ng, 9,9 € G(I) et A € iA} f posons

q)(e, 9, gl’ >‘) = (7T>\(g)6, 7'(')\(9,)6,)(6”, 7T)\(g)7T)\(f)€)
On définit alors

- / oOm(n) [ e, Nx(g)dgd
By AL “

- % / o) [ e, (g, V)dgix
eEB AL e “r

Proposition 16.3.1 Les deux expressions ci-dessus sont absolument convergentes. Soit R un
réel, il existe deux réels c1,co > 0 tels que

[Pn(g) — Py(g)l << N7F
pour tout N > 2 et pour tous ¢ € G(F), Y € .AJ]SW," vérifiant o(g') < Clog(N) et ¢1log(N) <
a(Y) < caN pour tout o € Apyn,

Preuve : 11 suffit de reprendre la preuve de la proposition 6.6 de [W2| et d’y apporter trois
modifications :
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— Il faut remplacer la majoration 4.3(2) de [W2| par la majoration de la proposition 13.0.2.

— Pour établir analogue du point (5) de la preuve dans [W2|, on n’a besoin que de la
propriété suivante sur la fonction de troncature xy :

Il existe une constante c3 > 0 tel que pour tout g € G(F) vérifiant o(g) < csN on a
kn(g) =1

— Il y a une erreur dans la preuve de la proposition 6.6 de [W2| qui a été corrigée dans [W5].
L’erreur se trouve dans l'utilisation de l'inégalité (11) pour majorer la fonction f5. Si la
fonction f5 est seulement C'*° cela ne suffit pas, car ses coefficients de Fourier ne seront qu’a
décroissance rapide. Puisque ’on a supposé ici que la fonction ¢ admet un prolongement
holomorphe sur un voisinage de iA} -, la fonction fs de la référence admettra elle aussi
un prolongement holomorphe dans un tel voisinage. Ainsi les coefficients de Fourier de
fa seront & décroissance exponentielle. Il suffit alors de remplacer I'inégalité (11) de la
référérence par la suivante

(11”) Pour tout ¢ > 0 on a la minoration

[C(xm’, ym)| > clog(N)
pour tout z,y € K1, pourvu que c; soit assez grand.
On peut alors majorer fs par une puissance négative de N aussi grande que 'on veut,

pourvu que ¢; soit assez grand. Avec cette correction mineure la preuve de [W2| devient
correcte.

16.4 Utilisation des calculs spectraux d’Arthur

Pour tout € > 0 on note D(¢) 'ensemble des YV € .A;Smm tels que

inf{a(Y);a € A} > esup{a(Y);a € A}
Fixons une norme |.| sur Ay, . . Pour L' € £L(L), on note Ag oy Vensemble des A € iA} tels

que RY ()N WL/(L)reg # (). Cet ensemble est stable par translation par iAﬁF +1iAj},. Pour
un tel L' et un tel X on dispose d'une décomposition

iTno(TA) = @ i1rr0(TAs €)
CERL (15)Y

Fixons §' = L'U" € P(L’) et posons Q(S") = (L’ N Q)U’. On en déduit par induction une
décomposition analogue de ES( §1),7, Aue I’on peut aussi écrire

G _ G
Kosnr= @D K&syre
CERY (1))

. . . G G
On note projy ¢ la projection de ’CQ(S/),T sur ’CQ(S/),T,C par rapport aux autres facteurs. Pour
tout ¢' € G(F) on pose

o) = 3 (- > [RE ()20~ 30

L'eL(L) XEAE 1/ (GAY ptiAr) CERL (Ta)V

/A (projac © Roesniq(Tain)e”s projae © Roisnio(Tas )i (Taiu, 9')€)
AL R
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TG (2000 (Mot )y NN + p)dpa

Proposition 16.4.1 Soite >0 et R>1. On a

@y (g) = (g)] << a(g) = (GNYITF
pour tout ¢’ € G(F) et tout Y € D(e) N An,,,., -

Preuve : C’est la méme que celle des sections 6.7 et 6.8 de [W2]. La proposition 6.7 de [W2]
reprend les calculs spectraux d’Arthur pour la formule des traces locale (dans [A3]| p.69 & 88)
qui donnent une approximation de notre terme ®y (1) dans le cas ot ¢ = 1. Waldspurger montre
qu’on peut alors glisser une fonction ¢ tout le long des calculs d’Arthur et que ceci donne une
approximation du terme ®y (g') méme lorsque ¢’ # 1. Le lemme 6.8 de [W2| démontre que cette
approximation est alors exactement notre terme ®(g’). Ces deux démonstrations sont tout a fait
générales et s’appliquent & des groupes G réductifs connexes généraux sauf le dernier paragraphe
de la preuve du lemme 6.8 ou il est fait usage de propriétés particuliéres des R-groupes dans le
cas des groupes spéciaux orthogonaux. Ces propriétés sont aussi vérifiées dans le cas unitaire cf
section 3.1 W

16.5 Evaluation d’une limite

Lemme 16.5.1 On a [’égalité

limN oo dL,0.N,c(00, f) = [1AY 1 iA] p] 7" Z (=1 Z
L'eL(L) XA ./ GAY, p+iAr,)
|RY (1y)[202 —or > / . T (i71m0 (Tagus ), £)d
YA F

CERE (1)Vm(il; o (Tx.0),0)=1

Preuve : Encore une fois c’est exactement la méme que celle du lemme 6.9 de [W2]. II suffit
d’utiliser la majoration du corollaire 13.0.1(1) a la place de la majoration 4.3(4) de [W2], et de
remarquer que le théoréme 14.3.1 et la proposition 15.3.1 entrainent les analogues des lemmes
5.3(ii) et 5.4 de [W2| B

16.6 Preuve du théoréme

11 suffit de reprendre le paragraphe 6.10 de [W2|. Fixons L' € L(Mp,) et O' € {Il (L)}
D’aprés les lemmes 16.2.1 et 16.5.1, il s’agit essentiellement de compter les quadruplets (L, O, A, ()
ot L € LY (Mypin), O € {ILy(L)}, X € A(LQI’e”/(iAﬁF +iA%,) et ¢ € R¥(1))Y (7 est un point
base de O), tels que

{iijﬂQ(Tka C);u 1% < ’LA*L/} = O/
(Q est n’importe quel élément de P(L)) B
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17 Une formule pour la multiplicité

17.1 Le théoréme

Soient (V, hy ) et (W, hyy) deux espaces hermitiens compatibles de groupes unitaires respectifs
G et H. Soient 0 et 6’ des quasicaractéres sur G(F) et H(F') respectivement. Supposons que
dy > dy. On reprend alors les notations de la section 5. Il y est défini un ensemble 7 de tores
de H. On pose alors

Mo 0.8) = S WHD) iy [ catrea®DT ()AL *D (1)
TeT T(F)

Cette expression a un sens d’apreés les lemmes 5.2.2 et 5.3.1. Si dw > dy on pose Mgeom (6, 6') =
Mgeom (6, 0). Pour m € Temp(G) et 0 € Temp(H) on notera ¢, = ¢y, , ¢y = Cp,, Mgeom(0,0) =
mgeom(ea 90'\/) et mgeom(ﬂ-a U) = mgeom(eﬂa 90'\/)'

Théoréme 17.1.1 Pour tout m € Temp(G) et o € Temp(H) on a l’égalité

m(m, o) = Mgeom (T, 0)

Soit f € C°(G(F')) une fonction cuspidale et o € Temp(H ). Posons

mspec(f, J) = Z t(ﬂ-)ilaﬂ'(f)

m€lley (G)sm(m,o )=1

Le théoréme précédent découlera alors du théoréme suivant

Théoréme 17.1.2 Soient f et o comme ci-dessus. On a

mspec(f, J) = mgeom(Ief, J)
Ces deux théorémes seront démontrés en 16.4 et 16.5.

17.2 Induction pour la multiplicité géométrique

Soit k& > 1 un entier. Pour # un quasicaractére de GLj(E) on pose mgeom(#) = cg,0, (1) ol
Oy, est 'unique orbite nilpotente réguliére de gl (F). Remarquons que ce terme ne dépend que
de la restriction de 6 au sous-ensemble {Hp,, /pGLy, = 0} de GLk(E), car ce sous-ensemble est
un voisinage de 1.

Fixons deux espaces hermitiens compatibles (V, hy) et (W, hy) de groupes unitaires respec-
tifs G et H et soit L un Lévi de G. On a alors une décomposition

L~ Rp/pGLy, X ... X Rg/pGLn, x G

ott G est le groupe unitaire d’un sous-espace hermitien V de V. Pour j = 1,...,k soit ; un
quasicaracteére de Rp pGLyp; et 6 un quasicaractére de G. On note - = 91 ® .® Hk ® 6

le quasicaractére de L(F) donné par 0%(gi,..., g, g) = 01(g1).. O(91)0(9). Enﬁn7 on pose
Mgeom (07, p) = Mgeom (0, P)Mgeom (01) - . . Mgeom 0k ). Soit o € Temp(H).
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Lemme 17.2.1 Supposons que 6 = Ind$ (%) alors on a

mgeom(ay J) = mgeom(aL, J)

Preuve : Posons n = nj 4+ ... 4+ ng. On distingue trois cas

Cas dy > dy > dw : Les ensembles de tores a partir desquels sont définis mgeom (0, 0) et

mgeom(é, o) sont alors les mémes (car V est somme orthogonale de V et de plans hyperboliques) :
c’est 'ensemble noté 7 dans la section 5. On a alors

Maeom(0.) = 3 WULT) imygr [ con0ea®) D" (A0 DM 1)t
TeT T(F)

et

mg€0m(6L7 o) = €01,0n, (1)... €84,,0n,, (1) Z (W (H, T)rl
TeT

lim, o+ / cov (t)ez (1) DR (#) A ()~ DHr (1) dt
T(F)

Soit T € T. On a alors une décomposition orthogonale W = W' @ W” tel que T soit
un tore maximal anisotrope de H’ le groupe unitaire de W’. On note H” et G” les groupes
unitaires des supplémentaires orthogonaux de W’ dans W et V respectivement. Rappelons que
T}, est I'ensemble des ¢t € T' dont toutes les valeurs propres sur W’ sont différentes de 1 et de
multiplicité 1. On a alors Zg(t) = G” x T'. 1l suffit de montrer que pour tout ¢ € T;(F) on a
co(t) = c5(t)co,,0,, (1) .. co,0,, (1)A()™". Rappelons que I'on a

1
colt) = = Z co,0(t)
|N7/l(g (F))reg| OENZl(g”(F))reg
Soit O € Nil(g"(F))reg.- Le lemme 2.3 de [W2| permet d’exprimer cpo(t) a partir de L.
Explicitons la formule dans notre cas particulier. Il y figure une somme sur X'*(¢) un ensemble

de représentants des classes de conjugaison par L(F') des éléments de L(F') conjugués a ¢ par
G(F).

(1) On peut prendre X (t) = {t}

En effet, soit ¢ € G(F) tel que gtg~' € L(F). Alors A commute & gtg~! donc A C
9Zq(t)g~! = g(G" x T)g~'. Le tore T étant anisotrope on en déduit A7 C gG”g~!. L’intersec-
tion des noyaux des a — 1 dans V pour a € Ap(F) est V d’ott gW’ C V. Comme on a aussi
W' C V, d’aprés le théoréme de Witt quitte a multiplier g par un élément de G(F) C L(F) on
peut supposer que gW’ = W’. Alors g stabilise aussi V" et si on note ¢’ la restriction de g & W’
onagtg =gty tetg e H(F)C L(F) dou (1).

La deuxiéme somme du lemme 2.3 de [W2] porte alors sur I'/G¢(F) ot I'y = Zgp)(t) et on
a vu que ce centralisateur est connexe. La deuxiéme somme est donc elle aussi triviale. Enfin la
derniére somme porte sur les orbites O’ € Nil(l;) telles que [O : O'] = 1 c’est-a-dire telles que
O soit dans 'induite de @’. On a
Ly = Rp/pGLy, X ... x Rp/pGLy, x G x T
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et

Nil(l;) = Nil(gl,, (E)) x ... x Nil(gl,, (E)) x Nil(g")

De plus si [O : O] = 1, alors lorbite nilpotente O" est réguliere. Comme Nil(gly, (E))req =
{On,;} pour j = 1,...,k, cette derniére somme porte en fait sur les O" € Nil(g"),eq telles que
O : Op X ... x Oy, x O = 1. On vérifie aisément a partir de la description des orbites
nilpotentes réguliéres d’un groupe unitaire rappelée en 3.2 qu’il existe une unique telle orbite
O’ et que Papplication O — O’ est une bijection entre Nil(g”)req et Nil(§")req- Enfin le terme
[ZL(t)(F) : Ly(F)] apparaissant dans le lemme 2.3 de [W2] est trivial car Zp(t) = Rg/pG Ly, x

. X Rg/pGLy, % G" x T = L. Finalement on obtient

S wolt) = DU TRDHO e 0, (1) o0, (1) S ol

OEN(g" (F))req OENU(g" (F))reg

1l suffit donc de vérifier que D (t)~1/2DL(£)1/2 = A(t)~", ce qui est aisé.

Cas dy > dw > dy : Les ensembles de tores définissant mgeom (6, 0) et mgeom(é, o) sont alors

différents. On les note 7 et 7 respectivement : ce sont des classes de représentants dans des
ensembles de tores T et T pour 'action par conjugaison de H(F') et G(F') respectivement. On
a alors

Mgeom (0, 0) =Y |W(H,T)| " lim,_,o+ / cov (t)cg () DT () A(t) 5D (£)5dt
TET T(F)

et

Mgeom (0, 0) = ¢o,,0, (1) ... co,0, (1) Y [W(G,T)|™
TeT

limg_o+ / cov (t)c () DE () A ()" DHT (t)%dt
T(F)

Notons mr(6,0) le terme correspondant a T' € T dans la premiére somme.
(2) Si T € T n’est conjugué a aucun élément de T par H(F) alors mr(f,0) = 0

Soient W = W} @ W/ la décomposition orthogonale associée a T et t € T'(F) en position
générique. Il suffit de montrer que ¢ n’est conjugué a aucun élément de L(F') par G(F') car alors
t n’est pas dans le support de 6 = Ind¥(9%). Or si g € G(F) est tel que gtg~' € L(F) alors par
le méme raisonnement que pour (1) on a gWj. C VC W D’aprés le théoréme de Witt, il existe
h € H(F) tel que hWr = gWr C V. Mais alors hTh™' € T ce qui contredit I’hypothése.

(3) SiT €T est conjugué par H(F) a un élément T’ € T, alors cet élément est unique et on a
(W(H,T)| = [W(G,T')|.

Soient T, T € T et h € H(F) tel que hT1h™! = Ty. On a des décompositions orthogonales
V=VieV eV =V]dV) associées a T} et Ty respectivement. On a alors hV; = Vj.
D’apres le théoréme de Witt, quitte & multiplier & par un élément de G( ), on peut supposer
que V{ = VJ. Soit h' la restriction de h a V{ on a alors W'Tih'~" = Ty et ' € G(F) ce qui
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prouve le premier point. Soit 77 € T et V = f{’ eV la décomposition orthogonale associée.
On note W le supplémentaire orthogonal de V' dans W et H', G" H" les groupes unitaires
de V', V" et W” respectivement. Pour établir le deuxieme point il suffit de remarquer que
Normpypy(T') = H" x Normyp)(T) etNNormé(F) (T") = G" x Normypy(T) d’ott des iso-
morphismes W(H,T") ~ W (H',T) ~ W(G,T").

D’apreés les points (2) et (3) on peut faire porter la somme définissant mgeom (0, 0) sur T' €
T. Soit T € T un tel tore. Soit V.= V' & V” la décomposition orthogonale associée a T,
V" Dorthogonal de V' dans V et G”, G” les groupes unitaires de V" et V" respectivement.
D’aprés (3), pour établir I'égalité voulue, il suffit de voir que pour ¢t € Ty(F), on a cy(t) =
c5(t)eo,,0,, (1) - o0, (1)DE(t)A(t)"2" D (t)~1. On a toujours

1
) = N (F) 2, ol

regl OENIl(g" (F))reg

Soit O € Nil(g"(F))reg €t exprimons ¢y o(t) & partir du lemme 2.3 de [W2|. Le méme
raisonnement que dans le premier cas montre qu’'on a I'y = Gy (F’) et qu’on peut prendre X L(t) =
{t}. De plus, si V # 0, il existe une unique orbite @’ € Nil(§")req telle que [O : O, x

. X Op, x O] =1 et 'application O — O’ est une bijection de Nil(g”)req sur Nil(g")reg-
Si V = 0, alors Nil(§");e, ne contient quune orbite O’ et pour toute O € Nil(g"),c, on a
[O:0p, x...x Oy, xO]=1. Dans tout les cas, on en déduit que

co(t) = cj(t)co.0,,(1) - - co,.0,, (D ()" 2DE ()2
Il ne reste plus qu’a vérifie que D (t)DL(t)Y/? = Dé(t)DG(t)l/QA(t)"_zr, ce qui est aisé.

Cas dw > dy > dy, : On peut alors trouver une décomposition orthogonale W = (Z, & Z_)®
D @V ou D est une droite et Zy, Z_ sont deux sous-espaces totalement isotropes. Soit D’ une
droite munie d’une forme hermitienne opposée a hp. Considérons l’espace hermitien V'’ somme
orthogonale de W et D’ et notons G’ son groupe unitaire. Alors V' est somme orthogonale de
Z! @ 7' et de V ou Z| et Z' sont totalement isotropes. Posons L' = GL(Z!\) x G, c'est
naturellement un sous-groupe de Lévi de G’. Soit Ogy, I'unique orbite nilpotente régulicre de
gl(Z!) et Ogr, un quasicaractére de GL(Z',) tel que ¢y, 0., (1) = 1 (il en existe). Posons

0 = Indf,/(HGL ® 0). D’aprés le deuxiéme cas on a Mgeom(0,0) = Mgeom (0, 0). Soit L" =
GL(Z!) x L, c’est naturellement un sous-groupe de Lévi de G’. Puisque 6 = Ind¥ (9L), on a
aussi 0 = Indg,l,(HGL RO R...0,® é) Appliquant & nouveau le deuxiéme cas, on obtient
I’égalité voulue B

17.3 Pseudo-coefficients

Soit (V, hy) un espace hermitien de groupe unitaire G. Soit L un Levi de G et 7 une repré-
sentation irréductible de la série discréte de L(F') tel que R(7) N W (L)yeg # 0. On a vu dans
le paragraphe 3.1 qu’alors R(7) N W (L),eq ne contient quun seul élément que l'on avait noté t.
Pour tout ¢ € R(7)", on pose 7(¢) = ig(T, ¢) ot Q € P(L). Les considérations des paragraphes
7.3 et 7.4 de [W2] valent toujours car elles n’utilisaient que le fait que Ag = {1}. En particulier
on a

Lemme 17.3.1 I] existe une fonction cuspidale f € CX(G(F)) vérifiant
LI0p= 3, ((B)x(

CeR(T)V
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Orc)v (f) = C(O)Um(C)") pour tout ¢ € R(r)"
3. 0,v(f) =0 pour tout o € Temp(G) qui n’est pas l'une des représentations w(().

On définit T,;;(G) comme Pensemble des représentations virtuelles tempérées de G(F') de la
forme Z C(t)m(¢), ou T est comme précédemment.
CER(T)Y

17.4 Le cas du groupe linéaire

Soient k£ > 1 un entier et G = Rp/pGLy. Soit f € C2°(G(F')) une fonction cuspidale. Posons

mspec(f) = Z [Z'Aé : Z.Aé,F]_laﬂ'(leGZO)
Oe{lleu(G)}

ou on a fixé un point base m dans chaque orbite.

Lemme 17.4.1 Pour toute fonction cuspidale f € C°(G(F)), on a l’égalité

mgeom(Iaf) = mspec(f)

Preuve : C’est le lemme 7.6 de [W2] B

17.5 Le théoréme 17.1.2 implique le théoréme 17.1.1

Supposons le théoréme 17.1.2 vérifié et montrons que le théoréme 17.1.1 l'est aussi. Le
résultat est établi par récurrence. On veut montrer que mgeom(w7 o) = m(m,0) pour tout
(m,0) € Temp(G) x Temp(H ). Fixons o. On peut étendre la définition des multiplicités m(., o)
et Mgeom (., o) par linéarité a I’ensemble des représentations virtuelles tempérées. Il suffit de mon-
trer I’égalité sur une famille génératrice de cet espace. Une telle famille est formée par I'union de
T.;1(G) et de ensemble des représentations tempérées qui sont des induites propres paraboliques
de représentations tempérées irréductibles.

Traitons d’abord le cas ou 7 est une induite propre. On peut alors trouver un Levi L de
la forme Rp/pGLg x G ou G est le groupe unitaire d’un sous-espace hermitien V' de V, un

parabolique @ € P(L) et une représentation p®@ 7 € Temp(L) = Temp(GLk(E)) x Temp(G) de
sorte que m ~ zg(,u ® 7). D’aprés la proposition 15.3.1 on a alors m(w,0) = m(7,0). D’apreés le
lemme 17.2.1 on a Myeom (T, ) = Mgeom (T, 0)ca,, 0, (1). D’aprés un résultat de Rodier (|[Ro]) le
coefficient g, o, (1) vaut 1 si 4 admet un modele de Whittaker et 0 sinon. Puisque y est tempé-
rée, 1 admet un modéle de Whittaker et ce coefficient vaut 1. D’aprés '’hypothése de récurrence,
on a m(@,0) = Mgeom (T, 0). D’ott 'égalité m(m, o) = Mgeom(m, 7).

Il reste a établir I'égalité pour m € T.;(G). On peut alors trouver L et 7 comme dans le

paragraphe 17.3 tels qu’avec les notations de ce paragraphe on ait m = Z ¢(t)m(¢). Soit
CeR(r)Y
f € C°(G(F)) une fonction cuspidale vérifiant les conclusions du lemme 17.3.1. On a alors
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mspec(fa U) = Z t(ﬂ-/)_leﬂ'(f)

7 €lley (G);m(n! .0V )=1

= > m(rQ)",a")K(H)
CeR(r)Y
= > m(n(¢). o))
CeR(r)Y
=m(m, o)
ol & la troisiéme ligne on a utilisé le lemme 15.0.1. Enfin, d’aprés le premier point du lemme
17.3.1 on a aussi 10y = 0 d’ott Mgeom (10f,0) = Myeom(7,0). Le théoréeme 17.1.2 appliqué a f
et o donne alors 1’égalité voulue.

17.6 Preuve du théoréme 2

La démonstration de ce théoréme procéde aussi par récurrence. Les multiplicités mgeom (165, o)
et Mgpec(f, o) vues comme distributions en f sont invariantes. D’aprés le lemme 1.8.1, on peut
donc supposer f trés cuspidale. Les théorémes 5.4.1 et 16.1.1 calculent de deux fagons la limite
lorsque N tend vers l'infini de Jy(6,v, f). Ces deux expressions sont donc égales, autrement
dit on a Jyeom (05v, f) = Jopec(a¥, f). On a Jgeom (05v, f) = Mgeom (0, 0). D’apres la définition
16.1.1 on a

Japec(o s f) = D WHIWE T (=)™ Jopee,(0V, f)

LEE(Mmm)
ol on a posé
Jopee (0, ) = S A% AL O [ I Py
Oe{Ty (L) };m(0,0V)=1 iA} &

On reconnait Jspee. (0", f) @ c’est mgpec(f, o). Plus généralement, soit L € L(Myn). Re-
prenons les notations et les résultats d’Arthur rappelés dans la section 1.8. On pose fr =
éL(f)1i,—o. C’est une fonction cuspidale de L(F'). Puisqu’on a fixé les mesures de sorte que
z.[l*L7F soit de mesure 1, I’égalité 1.8(1) nous donne

Jspec,L(Uva f) = Z [Z-Aé : iAz,F]ilt(O)ilaﬂ'(fL)
OE{He”(L)};m(O,O'V):l

Le Levi L admet une décomposition L ~ Rp/pGLyp, X ... X Rg/pGLy, X G ou G est le
groupe unitaire d’une sous-espace hermitien V de V. L’espace des fonctions cuspidales sur L(F)
est produit tensoriel des espaces des fonctions cuspidales sur les GL,;(E) et de I'espace de

fonctions cuspidales sur G(F). On définit sur cet espace la forme linéaire mgpec(., o) comme le
produit tensoriel des formes linéaires mgpe. sur les GLnj (E) et de la forme linéaire mgpec(., o)

sur G(F). On vérifie alors aisément 1'égalité

Jspec,L(Uva f) = mspec(fLa U)

Si L # G, on a aussi Mgpec(f1,0) = Mgeom (105, ,0). En effet, il suffit de vérifier 1’égalité sur
les tenseurs purs et c’est alors une conséquence du lemme 17.4.1 et de I’hypothése de récurrence
sur les espaces compatibles V' et W. On a donc ’égalité
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(1) mapec(f,0) = mgeom (0, 0) — Z ‘WL"WG‘_l(_l)angeomuafuU)
LEL(Mumin);L#£G

D’aprés le lemme 1.8.2 on a I’égalité

Mgeom(O,0) = Y [WHIWE T (=1 mgeom(IndE (10,,5)), o)
LEL(Mmin)

D’aprés le lemme 17.2.1, pour tout L € L(My), on a

Mgeom (Ind%([@m (f))’ U) = Mgeom (IG¢L (f)> U)

Le quasicaractere 16y, (s est la somme des quasi caracteéres 19¢>L(f)1HL=Z pour Z € Ar F.
D’aprés une remarque faite au début du paragraphe 17.2, seul le terme pour Z = 0 intervient
de fagon non nul dans mgeom (184, (f),0). On a donc mgeom(Iﬁm(f),a) = Mgeom 10y, ,0). La
plupart des termes de 1’égalité (1) se simplifient et on obtient

mSPeC(f, o) = mgeom(Ief, o)

18 Une application a la conjecture de Gross-Prasad

18.1 Hypothéses sur les L-paquets

On reprend la situation de la section 4. On note d la dimension de V et dy celle de W. On
suppose désormais G et H quasidéployés et on affecte les objets que ’on avait définis d’un indice
i: Gy, H;, Vi, W;. Supposons tout d’abord dy > 1. Il existe & isomorphisme prés un unique
espace hermitien V, non isomorphe & V; et de méme dimension que V; et un unique espace her-
mitien W, non isomorphe a W, et de méme dimension que W;. On a alors une décomposition
Vo=2® D @ W, analogue & celle de la section 4. On affectera d’un indice a les objets définis
a partir du couple (V,, W,). Si dw = 0, on pose W, = W; (donc H, = H;). On n’a pas alors
de décomposition V, = Z & D @ W, et pour m € Temp(G,) et 0 € Temp(H,) on pose alors
m(m, o) =0.

D’aprés des conjectures d’Arthur et Langlands il existe des décompositions de Temp(G;) et
Temp(G,) en sous-ensembles finis disjoints appelés L-paquets vérifiant les conditions suivantes

1. Si II est un L-paquet de Temp(G;) ou Temp(G,) alors O = Z 0 est une distribution

mell
stable.

2. Il existe une application injective des L-paquets de Temp(G,) dans les L-paquets de
Temp(G;) qui vérifie les deux conditions suivantes :
(a) Sile L-paquet II; est Iimage du L-paquet II, alors (—1)%*'6p, est le transfert a
Ga(F ) de (91‘[1..
(b) Si le L-paquet II; n’est 'image d’aucun L-paquet de T'emp(G,) alors le transfert de
la distribution 6y, a G4(F') est nul.
3. Pour tout L-paquet II; de Temp(G;) et toute orbite nilpotente réguliere O de g;(F), il

existe un et un seul élément de IT qui admet un modéle de Whittaker relativement a O.

On suppose que ces conjectures sont vérifiées pour le Couple (Gz, Ga) ainsi que pour le couple
(Hi,Ha) si dW 2 1.
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18.2 Un calcul de fonction

Lemme 18.2.1 Soient B un sous-groupe de Borel de G; défini sur I, Tyq un tore mazimal de B
défini sur F et Xgq € tgqa(F)NGireg(F). Posons W& =W(G;,T). Pour tout O € Nilyeg(9i(F)),
on a

(0. Xqa) = [Nilyeg (i (F)|~H WD (Xa) 2

Preuve : Pour tout A € F*? ona j(0, \X,4) = |)\|(dzm dim(Gi))ﬁj(O, Xya) et DY (AX ) =

Al (@im(T)—~dim(Gi))/2 G i(Xqq). Il suffit donc d’établir le résultat pour X,q dans un voisinage de

0. Pour Xyq € t;a(F') N @i req(F') assez proche de 0, on a

5(qu’qu) = Z F(’)(qu)j(O,qu)
O€Nil(gi(F))

Appliquons l'égalité 1.4(1) a M =Tyq et X =Y = Xy4. On obtient

1(Xqd, Xqa) = WD (Xga) ™2

D’aprés le lemme 9.3.1, on a donc

Z 5(Oand) = |WGi|DGi (qu)_1/2
OENL(gi(F))reg
Si dim(V;) est impaire, alors il n’y a qu’une seule orbite nilpotente réguliére dans g;(F’) et on
a le résultat voulu. Si dim(V;) est paire alors il y a deux orbites nilpotentes réguliéres que 1'on
note O et O_. Soit g un élément non central du groupe des similitudes de V; qui commute a
Tya- Alors la conjugaison par g échange O et O_. On a alors pour tout Xyq € tyq(F) N i reqg(F)

3(0—7 qu) = 3(904-9717 qudgil) = 3(04—7 qu)

18.3 Classes de conjugaison stable de tores

Dans la suite, on notera 7, = T(W,, D) ott b = i ou a. Fixons un E ®p F-isomorphisme
d:W,0p F = W,;®p F tel que hy,(®(w ) ®(w")) = hw, (w,w') pour tous w,w’ € W, @p F.
Pour h € H,, on notera ¢(h) = ® o ho ®~! € H;. Soient T,T" € T, UT,, on dit que T et T"
sont stablement conjugués si et seulement si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

1. T,T" € T, pour un certain indice b et il existe h € H, tel que hTh~! = T" et I'isomorphisme

t — hth™! de T sur T' est défini sur F.

2. Quitte & échanger Tet ', ona T € T, et T’ € T, et il existe h € H; tel que h¢(T)h~™! = T"
et I'isomorphisme ¢ + ho(t)h~! de T sur T" est défini sur F.

Soit b =i ou a. Pour T' € T, on introduit le groupe de cohomologie H'(T) = H(F,T). On
définit alors

1 sinon.

) :
h(T):{ [H(T)|/2 siT # {1}

_ Soit W(H,,T) = Normp,(T)/Zp,(T), c’est un groupe algébrique défini sur F. On note
W g(H,,T) 'ensemble de ses points sur F'.
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Lemme 18.3.1 (i) Soient T, T" € T, UT, tels que T ~gqp T'. Alors W est isomorphe a W7,.

De plus, si on est dans le cas 1) alors on peut trouver h qui vérifie 1) et dont la restriction a
W7 soit un isomorphisme défini sur F' avec WY, , si on est dans le cas 2) alors on peut trouver
h qui vérifie 2) et tel que la restriction & W de ho® soit un isomorphisme défini sur F' avec W7, .

(ii) Soit T € T, ou b =1 ou a. On a alors

> W@, T = W)W r(H, T)| ™
€Ty, T' ~stapT

et les termes h(T) et |W p(H,, T)| ne dépendent que de la classe de conjugaison stable de T.

(iii) Toutes les classes de conjugaison stable dans T, UT; coupent T, et T; sauf la classe du
tore {1} € T; qui ne coupe pas Ty.

Preuve :

(i) Dans les deux cas les espaces hermitiens W et W¥, sont de méme dimension et leurs groupes
unitaires sont quasi-déployés sur F'. Si dim (W) est pair cela suffit & prouver que W et W7,
sont isomorphes sur F. Si dim(W4) est impair, on utilise le fait que Wi @ D et W7, & D ont
aussi des groupes unitaires quasi-déployés sur I’ donc sont isomorphes et d’aprés le théoréme de
Witt, c’est aussi le cas de W7 et W7,.

Si on est dans le cas (1), il suffit de changer la restriction de h a W ®F, qui est un isomorphisme
entre W/ F et W/, ® F', par un isomorphisme entre W/ et W/, défini sur F : le nouvel élément
h vérifie alors (1) et le (i) du lemme.

Si on est dans le cas (2), on remplace la restriction de h & ®(W4 ® F) par h” o @@,,@F ou h”
T

est un isomorphisme défini sur F' de Wy sur W7,.

(i) Soit T' € T, alors d’aprés (i) pour tout 77 € T, qui est stablement conjugué a T, on
peut trouver h € H, qui vérifie & la fois (1) et (i). Pour un tel h, on a alors o(h)"'h € T pour
tout o € I'p. Réciproquement, pour h € H, vérifiant o(h)"'h € T pour tout o € I'g, le tore
hTh~! est défini sur F, appartient & T, et est stablement conjugué a T. Soit Hy = {h € H, :
Vo € Tp,o(h)~th € T}, on a alors une surjection

Z: Hb(F)\HT/T — {TI S 7; T ~stab T}
H,(F)hT + I'unique élément de 7, qui est conjugué & hTh~! par un élément de H,(F).

On vérifie facilement que Papplication H,(F)\Hr/T — HY(F,T) qui & H,(F)hT associe la
classe du 1-cocyle o — o(h)~'h induit une bijection entre H,(F)\Hr/T et Ker(H (F,T) —
H'(F, H,)) dont le cardinal vaut h(T).

D’autre part, le cardinal de H,(F)\Hr/T est aussi la somme des cardinaux des fibres de 'ap-
plication Z. Soit T" € T, vérifiant 7" ~gq T et h € Hp tel que hKTh™' = T’. La fibre de Z au
dessus de T” est alors I'image de ’application

Hp N Normp, (T') — Hy(F)\Hr/T

n +— Hb(F)nhT

qui se quotiente en une bijection de la fibre avec (Normg, (p)(T")T")\Hr' N Normpg, (T"). Puisque
I’on a une bijection naturelle
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(H%'(F)T/)\NOTme(F) (TT' ~ 2, (F) (T/)\NOTme(F) (T") = W(H,, T')

Jle nombre d’éléments dans la fibre est |W (H,,T")|"Y|HY, (F)T'\Hr N Normpy, (T")|. On a une
application naturelle

H”/(F)T/\HT/ N NO?“me (T/) — WF(Hba T/)

On vérifie aisément qu’elle est injective. Montrons qu’elle est aussi surjective. Soit w €
W (H,,T') et n € Normpy, (T") qui reléve w, pour tout o € I'r on a alors o(n)"'n € Zy, (T') =
H,T'. Soit n' la restriction de n & Wi, ® F : c’est un élément de H}, que I'on considére comme
un élément de H, en le laissant agir comme l'identité sur W7, ® F et qui reléve alors encore w.
On a encore o(n')~!n’ € T" pour tout o € I'r donc n’ € Hyv N Normy, (T"). L’application est
donc bijective et on a par conséquent

|H7 (F)T"\H1 0 Normp, (T")| = |W p(H,,T")|

D’ou la formule suivante

ST WH T We(H, T = h(T)
T'€Ty, T ~stapT

Pour obtenir le résultat annoncé, il suffit donc de montrer que |Wg(H,,T)| ne dépend que
de la classe de conjugaison stable de T'. Or si on est dans le cas (1), alors on a une bijection
Wg(H,,T) — Wg(H,, T') donnée par w + hwh~!. On a une bijection analogue dans le cas
(2). Enfin, h(T') ne dépend aussi que de la conjugaison stable de T" car si T ~gqp 1" alors T et
T’ sont isomorphes sur F. Cela établit (ii).

(iii) Soit T' € T, alors puisqu’un des deux groupes G, et H, n’est pas quasi-déployé, on a
W7 # 0 donc la classe de conjugaison stable de {1} € 7; ne coupe pas T,. De plus, il existe
un unique espace hermitien W/ de méme dimension que W7, mais non isomorphe a W7. et W;
est alors isomorphe & W/ @ W7.. On peut alors transférer 7' en un tore maximal 7" du groupe
unitaire de W/ et on a alors T € T; donc la classe de conjugaison stable de T' coupe 7j.

De la méme facon soit T € 7T; tel que Wi # 0. Alors il existe un unique espace hermitien
W, de méme dimension que W/ mais qui ne lui est pas isomorphe et W, est alors isomorphe &
W, & W4. On peut alors transférer 7' en un tore maximal 7" du groupe unitaire de W et on a
alors T" € T, donc la classe de conjugaison stable de T' coupe 7,. B

18.4 Un résultat dans le sens de la conjecture de Gross-Prasad

Théoréme 18.4.1 Soit I1; un L-paquet de Temp(G;) et X; un L-paquet de Temp(H;). Si1I;
est limage d’un L-paquet de Temp(G,) alors on note 11, ce L-paquet, sinon on pose 1, = 0.
On définit de méme %,. Il existe alors un unique couple (o,m) € (II; x ;) U (I, x 3,) tel que
m(m,o) = 1.

Preuve : Le cas dy = 0 découle de notre hypothése 18.1.3 sur les L-paquets de Temp(G;).

On suppose dorénavant que dy > 1. Soit b = ¢ ou a. On pose myy, 5, = Z m(m, o). Pour
wezb,aEb
T € T, on définit les fonctions cry, et cx, sur T,(F) par
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et

oEY,

D’aprés le théoréme 17.1.1, on a

( mi,, s, = Z |W H,,T (T)limsﬁo/ CHb( )Czb( )DH( )A(t)rJrsDHé"(t)sdt
TEeT, T(F)

Soient T' € T, et t € Ty(F). Soit B C G} ;. un sous-groupe de Borel défini sur F', Tp C B un
tore maximal défini sur F' et Xoq € tp(F) N g} 1, (F). On fixe de la méme fagon un élément

qugl € hbTreg(F)' Pour A € F**? assez petit, on a
—dim(0)/2~
O, (terp(\Xga)) = D o 0O 250, Xp0)
(’)GN@'l(gg’T)
D’aprés le lemme 18.2.1, on a

5(GY r)/2

e, () = limyo|WE bT| YA O, (texp(AX4q))

et de la méme fagon

S(H]'7)/2
cx, (t) = limy_o|W bT] 1\)\\ e

Soient T" € 7T, stablement conjugué a T, h € H, qui vérifie 18.3.1(i) et posons ¢’ = hth™!
T(F), Xy = hX,ah™! et X(’Ig = thlhfl. Alors X7, et X(;g vérifient les mémes hypothéses
par rapport & 7" que Xq et X qlfl par rapport & T. On a donc

Os, (temp()\XqIfl))

(G )2

c t, _l Gl/)/T/ —1 g 9 / !
1, (1) = limx_o| W7 |72 A m, (¢ exp()\qu))
et
. H" Ji— J(H” /)/2
e, (') = Limpo W [THA[p T by, (Fexp(AXG )

Puisque 0r, et O, sont des distributions stables que t'exp(AX];) = htexp(Xya)h ™t et
\WGL(T\ = \WGL(T’\ (car GY/ . et G 1, sont isomorphes sur F'), on a cry, (t) = cr, (¢') et de la méme
fagon ¢y, (t) = cx, (). Comme de plus, D (¢') = DH(t), Dr(t') = D" (t), A(t') = A(t) et
que I'isomorphisme T'(F) — T'(F), t — hth™! envoie la mesure v(T)dt sur la mesure v(1")dt’,

les termes indexés par T et T” dans (1) sont les mémes. Soit 7, 445 un ensemble de représentants
des classes de conjugaisons stables dans 7,. D’aprés 18.3.1(ii), la formule (1) peut se réécrire

mis, = 3 WD ime [ en (2o, (9D @A) D (1) ds
Teﬁstab T(F)

Soient 7" € T; et T € T, stablement conjugués et h € H; qui vérifie 18.3.1(i). Soit ¢t € T}(F)
et posons ¢’ = ho(t)h ™1, Xoa = ho(Xga)h™ Let X(;Ij = hgb(X;d)h_l. Puisque le transfert de 6y, a
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G; est (—1)%0y7,, on montre comme précédemment que cry, (t') = (—1)%ep, (t). De la méme fagon,
on acy,(t') = (=1)Wey, (t). On a aussi DI (¥') = DH(t), DHr (t') = DH7(t) et A(t') = A(t).
L’isomorphisme T(F) — T'(F), t ~ hth™! envoie la mesure v(T)dt sur la mesure v(1")dt'.
Puisque (—1)4t9% = —1, on a par conséquent

[ e Oes. D" @A@Y DIy = = [ e e 0D AT D 0
T(F) T'(F)

pour tout PR(s) > 0. D’aprés 18.3.1(ii), on a aussi h(T)|W p(Hy, T)|~! = h(T")|W p(H;, T")| L.
Par conséquent, la contribution de la classe de conjugaison stable de T" dans myy, s, est 'opposé
de la contribution de la classe de conjugaison stable de 7" dans my, x,. Puisque la seule classe
de conjugaison stable qui ne coupe pas 7; et T, est celle de {1}, seule cette classe contribue dans
la somme m1y,; ;, +mi, x,. On a donc

mi,y; + mi, s, = o, (1es; (1)

D’aprés un résultat de Rodier ([Ro]), pour une représentation = € Irr(G) et O € Nilyeq(g(F)),
le coefficient ¢y, (1) vaut 1 si et seulement si m admet un modéle de Whittaker par rapport a
O et vaut 0 sinon. D’aprés les hypothéses qu’on a fait sur les L-paquets, on a donc

mi,s; + Mz, = 1
Il y a par conséquent un seul terme qui vaut 1 dans la somme
mix; + M, 5, = > m(m,0)

(o,m)€(8; XI1; )U(Eq x11a)
[ |
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