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Résumé

( MSC=11D04) Plus d"un siécle apres sa formulation par le mathématicien Belge
Eugene Catalan, Preda Mihailescu a résolu le probléme demeure jusque-la ouvert.
Mais, est-ce tout ? On est en droit de se poser la question parce que la solution de
Mihailescu utilise abondamment le calcul sur machines. Quoique ’on pense sur
I’aide apportée par les machines au travail humain, la question qui se pose reste
celle de l'existence d’une preuve totalement algébrique. En fait, nous proposons
dans ce travail une telle démonstration qui en plus simplifie largement la ques-
tion et la met sur une une autre orbite, celle des théorémes les plus fameux de la
théorie des nombres. Notre preuve est élémentaire et répond a une quéte inscrite
sciemment dans nos travaux de recherche. Car le probleme de Catalan, méme s’il
est résolument moderne, plonge ses racines dans le moyen-age d’il y a mille ans.
C’est a cette époque-la en effet que I'énigme est née avec Levy Ben Gershom. Si le
présent travail s’avére concluant, on pourra en effet dire que 1’énigme aurait pu
étre résolue des le XII eme siecle. Telle est la gageure et le but de ce mémoire : pré-
senter une solution assez élémentaire pour qu’elle eut pu étre trouvée il y a envi-
ron mille ans. Car cette énigme, au-dela de son intérét mathématique intrinseque
est 'une des plus anciennes et des plus captivantes de ’humanité. Cependant,
aussi intéressant que soit ce résultat, il ne suffit pas car nous avons généralisé
I’approche aux équations de Pilai et démontré qu’elles ont un nombre fini de so-
lutions. (Keywords : Equations diophantiennes; équation de Pillai; équation de
Catalan ; Résolution Algébrique)

Abstract

(MSC=11D04) More than one century after its formulation by the Belgian mathe-
matician Eugene Catalan, Preda Mihailescu has solved the open problem. But, is
it all ? Mihailescu’s solution utilizes computation on machines, we propose here
not really a proof as it is entended classically, but a resolution of an equation like
the resolution of the polynomial equations of third and fourth degrees. This solu-
tion is totally algebraic and does not utilize, of course, computers or any kind of
calculation. Then, we generalize the proof to Pillai conjecture.



(Keywords : Diophantine equations ; Catalan equation; Pillai conjecture ; Al-
gebraic resolution)

L’approche

L’équation de Catalan est Y? = X? 4 1 et se formule par y a-t-il deux puissances
pures consécutives ? Posons donc avec p, ¢, X, Y tous des entiers strictement su-
périeurs a 1.

Xr-1 , T7-XP
C = CcC =

ys ' Y5
Et
(c+cd)VE=XP 1 47— XP—6=VE—= 0
c+c
Soit
» 6c Te+c
Xp_CY2+1:c+c’ Y
Donc
quyp71:36—@+dﬁ
(c+c)?
Mais aussi
(c+d)Y2=6>0

Ainsi ¢ + ¢ > 0. Et aussi

Soit ¢ > 0. Or XP > 4, donc

Yi=XP_1>7-XP=/Y%

Etce> ¢
/ /
7_Xp:7_7c—|—c _ 6c
c+c c+c
Si
d>0

Alors X? < 7 et nous aurions X? = 4, nous supposerons donc ¢’ < 0, avec
(c+d)Y2=6>0

(c+NXP=Tc+ >0

avecc+c¢ > 0.Et

(S

Y >3=c+d <2

c+c —



Résultats importants Retenons que
1)d <0

2)0<c+cd <2

30 < Te+

Et nous discuterons deux cas

e <1

INc2 >1

cas ¢> <1 Prenons

72 —2(c+ )% — (Te+)?

2X7 - X% =
(c+c)?
_72—51c% — 3d? — 18¢!
N (c+c)?
_51(1—*) — 3 (c+ ) — 15ec + 21 =0
B (c+¢)?

Numérotons ce résultat
2X7> X% (1)

Mais aussi
2x0_ X 36c2 — 2(c+ )2 — (Te+ ¢)?
B (c+)?
_ (6c—Tc—)(6c+ T+ ) — E(c+ )?
N (c+c)?
_ —(e+ )18+ ) = A(c+ )2 “0
B (c+)?
Soit
X< X (2)
Donc 9
Xl o = <
< X =
Soit

2p<q+1

Nous apportons deux preuves : pour X > 3

X136 — (c+ )?)?P~1 > 322~ x4 > 361

et
saa—) _ (36X 4 — (c+)2X4)9 369X 4
N (c+ )% (c+ )
(36 — (c+¢)?)*» 1 2p—4
< e s — x(2p—4)q



D’oti 2p > ¢ > 2p — 1. Nous avons donc g + 1 = 2p. Deuxiéme preuve : Or ¢ < 1,
dm > 1pourlequelc2 = %etl—@ = % < %soithX > 1let

(Te+)?X _ 36¢2X 36— (c+ )2

X2l — > = X1
(c+)? (c+¢)? (c+c)?
On en déduit
XQp < C2X2p+1
Ou encore
AX >1
Donc
36X — X e+ d)? <36¢2 < (Te+ )2
Soit
X9t < X%
Donc

X7< X2 < xatl
Comme ¢ ne peut étre pair, il s’ensuit ¢ + 1 = 2p Donc
0> (c2—1)YP=X% _2XP — X9=X9T1 _2XP _X9>0

Etc2 =1ou
XP _ XT7P =2
2
xp-1l_ xa—pr-1 _ 2
X
c’est un entier, donc X = 2 et

Pl 14207 o =2 g=2p—-1=3=Y =43

Cas ¢ > 1 Nous devons retenir ici

e? > 1

Ae+d <2

3)d <0

Nous avons, dans le méme esprit que précédemment :

72¢2 — 2c%(c+ )2 — (Te+ )?

2¢° X1 — X =
¢ (c+)?
_72¢2 —49¢% — % — 1ded — 22 (2 4 ¢ 4 2¢)
B (c+ )2
_A23-2(c+ )Y —d(c+ ) —13cd
N (c+c)?
15 2 _ "\ — 13¢c
c—d(c+) 4
(c+ )2

Que nous numérotons comme suit

22 X7 > X% (5)
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Mais aussi
262 X7 > X% > 4XP = 2X1>2XP (5

Et
2X9_ X% — 36c% — *(c+ )2 — (Te+)?
(c+)?
_ (6c—Tc—)(6c+Te+ ) — e+ d)?
B (c+)?
—(c+)(13c+ ) — e+ )?

= <0
(c+c)?

D’ot I'encadrement suivant
1
§X2p <AEXT< X < AXP(6)
Or
X715 2>

Nous avons donc ici
2p>q+1

Nous avons vu 2¢2X?P~1 > 2¢2X7 > X?P, on en déduit 2¢? > X, or
Y+ (c+d)>Y > 36
Donc
Y% > (36 — (c+ )%
Ou
32924 3291X% 329X 24

= 1
36— (ctr)D)® Y (Xi11)2

Nous en déduisons

(36X2 — X2(c+¢)2)? _ 321X

xa(a+2) —
(c+ )2 = (c+ )

(36 — (c+ )%
(c+ )

Ceci pour Y > 36, Restreignons cette valeur, soit Y > 11

— X2rq

Y24+ (c+d)2>Y?>36
Donc
Y3 > (36 — (c+ ¢)2)%
Ou
324 X34 324 X34 324 X34 )
> = >
(36 — (c+ )22~ ydp (X7+1)3

Nous en déduisons

(36X3 — X3(c+ )1 320X34

x4a(a+3) —
(c+ )% = (c+ )




| (86— (c+ )

_y2
(c+ )P =X

Ou
qg+3>2p>q+1

Comme ¢ + 2 n’a pas la méme parité que 2p cela veut dire également g + 1 = 2p.

On peut restreindre ainsi les valeurs de Y. Par exemple : Y > 5 entraine Y2 > 36
et, par le méme calcul
q+5>2p>q+1

Ce qui, étant donné que ¢ n’est pas pair implique ¢ + 1 = 2p ou ¢ + 3 = 2p. En
tout état de cause, sil résulte que : ¢ + 1 = 2p, mais également

AX =X <« X = X > P

Posons
XP > u,c?P

Avec ug = 1 et u,, < 2P, nous avons

2P Uy — 2P

op
XP —2Pc® = Z_XP — 9Pc? 4 (1 — —)XP > X
Un Un, Un
Et
XP — 1, ¢ = XP — 2Pc% (2P — ) c®P > 0
Donc

XP — 2Pc* > (u, — 2P)c?P

En additionnant

XP
9XP — (uy + 2P)c?P > 2XP — 2P > (y,, — 2P)(— + )

Unp,
XP XP op+1
= (up — 2P)(c*? — —) +2(up — 2P) — > (2 — XP
(1 = 2)(€ = 2) + 2(un = 2) " > (2=~ )
On en déduit
2p+1 9
XP > (up + 27)cP
U,
Ou encore ( )
Up (Upy, +
XP > %C% — uanZp
Avec ( ) (2 1 )
_ Un(un + + _op
Un+1 = op+1 S T optd =2

Pour tout n y compris a l'infini, or

lim (u,) =1L

n—oQ
Et L vérifie la relation de récurrence donc

L(L + 27)

L= opt1

= L=27



D’ou

XP > lim (up)c® = 2P
n—-~oo

Dongc, nous avons simultanément
22 > X > 262

Soit X = 2¢% et
X X?2p 0.2 2X%P — 4XP 42
= — = ZC =
X1 X141

2
:>X—X‘1+1+4Xp:2:>1—X‘1+4X”_1:Y

Donc X =2c? =2etc? = 1donc (2P —1)2 =27+ 1ou
W_2=921"P =Pl p—2=2g=2p—-1=3=Y =3
et nous avons les solutions de Catalan. Voici une autre démonstration :
YP=Xi41=X""141>X7

Donc
Y?> X3

Posons
Y2=X34u> X341

Mais si l'on suppose p pair plus grand que 2

YypP — X3p
T YP 2 YPAX3 4+ Y2X6 4 X33

1<u=Y2%2-X3

X2p71 _ XSp
T Y2 YroIXE 4 YEX6 4 XD
Et c’est impossible, cela signifie que p n’est pas plus grand que 2 on en déduit
p=2etq=2p—1=3etdonc X =2etY = £3. Etsi p est un impair plus grand
que 3, posons p = 2k + 1

<0

YQk‘-I—l_XSp — (YZ—X3)(YQk_l—|—Y2k_3X3—|—...+Y3X3p_9+YX3p_6)+X3p—3Y—X3p
— (Y2 o X3)(X3p_3 + Y2X3p—6 .+ Y2k—2X3 + YQ]C) + Y2k‘+1 _ Y2k’+2
1

= 5((}/’2 o X3)(y2k71 + Y2k73X3 o+ Y3X3p79 + YX3p76)+

+%((Y2—X3)(X3p—3_|_Y2X3P—6_|_.“_‘_YQk—QX?)_‘_YZk)_i_YQk—&-l_X3p_y2k+2_|_X3p—3y)
D’ou
0> Y2k+1_X3 — (Y2—X3)(Y2k_1+...—|—YX3p_6+X3p_3+...+Y2k)+YX3p_3—Y2k+2

On en déduit
X3p73 < Y2k+1 — X2p71 +1



Et c’est impossible, donc p n’est pas plus grand que 3etp =3etg=2p—1 =15,
l'équation devient Y? = X5 4 1 qui n’a pas de solution! Et si ¢ + 3 = 2p, nous
avons

YP= X7 41> X7 41

qui implique p = 2 ou p = 3 soit, respectivement ¢ = 1 (impossible) ou g = 3 (éga-
lement impossible!).

Généralisation a I’équation de Pillai

L’équation de Pillai est Y? = X9 + a et se formule par : y a-t-il un nombre fini
de couples de puissances pures séparées par un nombre entier o ? Nous allons
définir les nombres de Pilai : ce sont des nombres que nous notons comme suit b,
qui dépendent de a et qui se comportent tout a fait comme b pour a = 1. Ainsi,
nous écrirons 1, + 7, = 8, et 7, — 1, = 6, : notre but est de suivre pas a pas
I'approche adoptée pour 1’'équation de Catalan pour laquelle a = 1. Nous avons
bien entendu 1, = a; et 0, = 0. L'équation devient donc Y? = X? + 1,. Posons
donc avec p, ¢, X, Y tous des entiers strictement supérieurs a 1,.

XP—1, , Ta—XP
_ o

‘TTyr o vs
Et
(c+d)Y2=XP 1,47, — XP =6,= Y5 = G
c+c
- XP=eyh g1, = 00 g, o et
c+c c+dc
pone i _yr_q,  alo—lafc+c)?
(c+)?
Mais aussi
(c+d)Y2=6,>0

Ainsi ¢+ ¢ > 0. Et aussi
Y5=XP_1,>0

Soit ¢ > 0. Or XP > 4,, donc
Ys=XP - 1,>7,—XP=,Y%

Etc> ¢
Tac+ 1o 64

To—XP =7 =
@ @ c+c c+c

Si
d >0
Alors X?P < 7, et nous aurions un nombre fini de solutions, nous supposerons
donc ¢ < 0, avec
y
(c+)Y2=6,>0
(c+)XP =Tsc+ 1, >0
avecc+ ¢ > 0. Et

[SI4S)

6
>3, =>c+d<2<2,

Y >
c+c



Résultats importants Retenons que

1)d <0

2)0<c+d <2,

3)0 < T+ 1,

Et nous discuterons deux cas

e <1,

INc > 1,

Il est bien évident aussi que nous sommes désormais dans les cas X, — 1, > O et
T, — XP <0.

cas ¢ < 1, Prenons

72alaly — 2414(c+ )% — (Tac+ 1,c)?

2, X9 - X% =
“ (c+)?
201010 — 14(494 4 24)¢* — 10(1a + 24)¢% = 24(7a + 24 )
N (c+c)?
1951514 4 51a1a(1a — ) + 2514(1a — ¢?) = (2a1a + Lala)d (¢ + ¢) — 16414 ~ 0
N (c+c)?

Numérotons ce résultat (que nous avons un peu forcé, car nous avons pris 70 >
49¢?) et de toute facon 2, X7 — X2 > ( que nous retenons

2,X9> X% (7)

Mais aussi
2X9_ X% 36414c? — 1,c2(c+ )2 — (Tac + 14¢)?
(c+c)?
(64 — Tac — 1,¢) (64 + To + 14¢) — 14 (c + )2
N (c+c)?
 —la(e+ ) (1340 + 14d) — 1 (c + )2 <0
a (c+c)?
Soit
X< X7 (8)
Or 5
X1l -~ <
< x>
D’ou
2p<qg+1

Deux preuves : pour X > 2, X%(36,1, — (c + /)2)~% > (32,1,)? 41X >
(3641,)9 and

(36,1, X% — (c+ )X 4T (36,1,)9X 4

q(g—4) _
X (ot Oy (ct )

(36414 — (c+¢)?)* 1

_ y(2p—4
= X 2r—4)q




Donc 2p > q > 2p — 1. Nous avons donc ¢ + 1 = 2p. deuxieéme preuve : ¢ < 1,,
dm > 1, pour lequel 2 = L‘”"T_la soit 1, — ¢ = % < MT_“ dotut?X > let

(Tac + 142X 36414c2X 36,14 — (c+)?

X2p+1 — = Xq
(c+)? (c+)? (c+)?
Donc
X2P4 ~ 24 x9(2p+1)
On en déduit
X% < 2x2rtl
Ouc?X > 1Et
36,1 X 1 — X He+ )2 < 3641ac? < (Tac + 14¢)?
Soit

Xt < x%
Nous avons alors

X7< X2 < xatl

Comme g n’est pas pair, il s’ensuit: ¢ + 1 = 2p Donc
0> (?—1,)YP = X% —2,XP — X9 = X9t _ 9 XP_ X9>0

et ¢ =1, et alors

XP—2,=XTP>2
XP~1 — X97P~1 = 2 est un entier, on en déduit qu’il y a un nombre fini de
solutions.

Cas ¢ > 1, Nous devons retenir ici

e > 1,

2)c+d <2,

3)d <0

Nous avons, dans le méme esprit que précédemment :

72410¢% — 242 (c+ )2 — (Tac + 14¢)?
(c+)?

202 X9 — X% —

— *1a1a0/(14a + 1acl) + 1a02(23a - 2(C + C/)2) >0
- (c+ )2

Que nous numérotons comme suit

2¢2X7 > X% (11)

Mais aussi
2¢2X7 > X% > 4XP = X9 > 2XP  (11))
Et
36a1ac2 - 1aC2(C + CI)2 — (7@0 + 1ac/)2

2 2
X9 _ X2 —
¢ (c+c)?
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- 3601ac? — 50,14¢% — 2,1,¢% —16,15cc + (1514 — 14¢)(c + )2

(c+)?

—20(Tac+ 14¢)(c+ ) + (c+ ) (141g — 14c?)
= <0
(c+c)?

D’ot I'encadrement suivant
1
5X?P <AXT< X <X (12)

Or
X1 2 >1,>1

Nous avons donc ici
2p>q+1

Nous avons vu : 2¢2X?P~1 > 2¢2X7 > X?P on en déduit 2¢2 > X

Y 4 (c+ ) >Y > 3641,

Donc
Y > (36414 — (c+ )?)%P
Ou
321X _32UXM 321X
(36ala — (c +)?)? Y (X4 1,)2

Nous en déduisons

(3641,X2 — X2(c+c)2)7  32018X%

x4(9+2) —
(c+ )2 (c+ )%

(36414 — (c+)?)%P

2
(c+ ) =X

Ou
g+2>2p>q+1

, et ¢+ 1 = 2p. Mais également
AXI=2XP o X = X > 2

Posons
XP > u,c?P

Avec ug = 1 et u,, < 2P, nous avons

op op _op
XP 2P = S XP _oPe® 4 (1 — S )XP > T2 xp
Up, Un Up
Et
XP —upc® = XP — 2P 4+ (2P — )P > 0
Donc

XP — 2P > (u,, — 2P)c?P

11



En additionnant

XP
2XP — (uy, + 2P)c?P > 2XP — 2PHLeP > (y, — 2P)(— + )

Unp,
Xp Xr optl
= (up — 2°) (e — =) + 2(up, — 2P)— > (2 — XP
(1 = 2°)(® = 22) + 2 = 2) o= > (2= =)
On en déduit
op+1 )
XP > (up + 27)c™P
Un
Ou encore ( )
Up (Upy, +
XP > %C% — uanZP
Avec ( ) (20 + 27)
_ Un(un + + _9p
Unp+1 = opt1 < opt1 =2

Pour tout n y compris a l'infini, or

lim (u,) =1L

n—o0
Et L vérifie la relation de récurrence donc

L(L + 2?)

L= op+1

=L=2

D’ou
. P 4
XP > lim (u,)c® = 2Pc?
n—oo
Donc, nous avons simultanément

22 > X > 262

Soit X = 2¢% et

X = 7X2p = 202 = 2X2p — 4‘1Xp + 2,1,
X4 X941,
241
:>1aX_Xq+1+4aXp:2a1a:>1a_Xq+4aXp_1: aXa

Et X < 2,1,. Il y a un nombre fini de solutions. Autre preuve
2p—1 3p
YP=X14+1,=XP""+1,> X2

Donc
y?> x3

Posons
Y2=X34u>X3+1,

Mais si l’'on suppose p pair plus grand que 2, nous avons

yP — X3

_v2_ y3_
lasu=Y"-X"= YP=2 4+ YP=4X3 + L+ Y2X36 4 X33

12



X4, — X%
T YP 2 ypAXS 4y Y2XP 0 XD
Et c’est impossible, cela signifie que p n’est pas plus grand que 2 on en déduit
p=2etqg=2p—1=3etdonc X =2etY = +£3. Etsil’on suppose p impair plus
grand que 3, nous avons en posant p = 2k + 1

<0

Y2k’+1_X3p — (Y2—X3)(sz_l+Y2k_3X3+...+Y3X3p_9+YX3p_6)+X3p—3Y—X3p

— <Y2 . X3)(X3p—3 + Y2X3p—6 4o+ YQk—QXS + YZk) + Y?k‘-i—l o Y2k+2

1
_ 5((1/2 _ X3)(y2k—1 + YQk—3X3 4.4+ Y3X3p—9 + YX3p_6)+

—|—%((YQ—Xg)(Xgp_3+Y2X3p_6+...+Y2k_2X3+Y2k)+Y2k+l—Xgp—y2k+2+X3p_3Y)
D’ou
0> Y2k+1_X3 — (YQ—XS)(YQk_l+...+YX3p_6+X3p_3+...—|—Y2k)+YX3p_3—Y2k+2

On en déduit
X3p—3 < Y2k+1 — X2p—1 +1

Et c’est impossible, donc p n’est pas plus grand que 3etp =3etg=2p—1 =35,
l'équation devient Y3 = X® + 1, qui a un nombre fini de solutions ! Dans tous les
cas, I’équation de Pillai, a I'instar de celle de Catalan qui n’en a qu'une seule, a un
nombre fini de solutions !
Conclusion

L’équation de Catalan est ainsi résolue, et une solution aussi originale que élé-
mentaire est possible! Nous 1'avons d’ailleurs généralisée a 1'équation de Pillai
et prouvé qu’elle a un nombre fini de solutions ! Il semble que de nombreux pro-
blemes de théorie des nombres peuvent d’ailleurs étre ainsi résolus ! Nous espé-
rons avoir montré la voie!
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