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Résumé. Le problème de recherche de plans optimaux pour une structure de corrélation générale a été évoqué
par Kushner (1997). Le présent article donne des conditions d’optimalité universelle pour des plans en blocs
incomplets lorsque les observations sur le même patient sont modélisées par un processus autorégressif AR(m)
d’ordre m arbitraire. Il étend et généralise les résultats existants pour les modèles AR(1) et AR(2) comme par
exemple ceux de Grondona et Cressie (1993) pour les AR(2) et ceux de Gill et Shukla (1985a) et Kunert (1997)
pour les AR(1).

Mots clés : Structures de corrélation, plans en blocs incomplets équilibrés, optimalité universelle, critère d’optimalité,

tableaux semi-équilibrés.

1 Introduction

Nous considérons des situations expérimentales dans lesquelles v ≥ 1 traitements sont administrés à b ≥ 1
patients au cours de k ≥ 1 périodes distinctes, le terme générique de période désigne, par convention, les
temps, ou bien les instants, distincts où les traitements sont administrés. La figure ci-dessous illustre ce plan
expérimental.

i

j

1 · · · · · ·2 k

︷ ︸︸ ︷k périodes de traitement

b patients traitements reçus

par le patient i

traitements administrés à chaque

patient à la période j





Le problème est de construire la meilleure structure expérimentale possible, l’efficacité étant mesurée par
des critères d’optimalité évaluant la précision avec laquelle on estime la valeur moyenne des effets. La précision
est mesurée par la matrice d’information des estimations. Nous notons Ωv,b,k l’ensemble de toutes les structures
possibles de ce type. Plus précisément, nous raisonnerons dans le cadre d’une structure expérimentale en blocs
incomplets où un patient donné reçoit exactement k traitements distincts répartis dans les différentes périodes.
Dans chacune de ces périodes, le patient reçoit un seul traitement parmi les v possibles, ce qui donne lieu à une
mesure expérimentale scalaire unique.

Nous supposons que la corrélation entre des observations effectuées sur des patients distincts est nulle.
Désignons par εi,j le processus d’erreur obtenue à la jième (1 ≤ j ≤ k) période sur le iième (1 ≤ i ≤ b)
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patient. Nous supposons que εi,j est une réalisation partielle d’un processus autorégressife du mième ordre
désigné dans la suite par AR(m) (AR pour “autoregressif ”). Il est classiquement caractérisé par les relations

εi,j −
m∑

`=1

θ`εi,j−` = wi,j ; j = 0,±1,±2, . . . , (1)

où les θ` désignent les paramètres du modèle et les wi,j sont des variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées, d’espérance nulle et de variance σ2. La fonction de covariance γ d’un processus AR(m)
satisfait l’équation de différence ci-dessous (voir par exemple Wei (1990))

γ(s)−
m∑

`=1

θ`γ(s− `) =

{
0 pour s > 0
σ2 pour s = 0.

(2)

où, pour tout i ∈ {1, . . . , b} fixé et pour tout j ∈ {1, . . . , k}

γ(s) = Cov(εi,j , εi,j+s) (3)

Lorsque la structure de covariance est connue de manière exacte, il est naturel de construire les plans d’ex-
périences optimaux en faisant usage de l’estimateur des Moindres Carrés Généralisé (MCG). Parmi d’autres
auteurs, Kunert (1985, 1987), Azzalini et Giovagnoli (1987), Gill et Shukla (1985a,b), Martin et Eccleston
(1991), Grondona et Cressie (1993), Satpati et al. (2007) ont utilisé cette approche, pour les structures de
corrélation AR(1) et AR(2).

Dans le cas des modèles NNm (NN pour “nearest-neighbor”), la structure de covariance offre la possibilité
d’utiliser l’estimateur des Moindres Carrés Ordinaires (MCO) (voir Kiefer et Wynn (1981) pour le modèle
NN1, Morgan et Chakravarti (1988) pour le modèle NN2 et Koné et Valibouze (2011) pour le modèle NNm
pour m arbitraire).

Dans les deux modèles NNm et AR(m), les plans cosidérés sont NNm-équilibrés au sens de la définition
suivante :

Définition 1.1 Pour m (m ≥ 1) fixé, on appellera plan NNm-équilibré (ou plan équilibré pour les voisinages
à distance m) si pour tout entier ` ∈ {1, . . . ,m}, le nombre de fois où deux traitements distincts administrés
au même patient sont voisins à distance ` est indépendant du choix de ces deux traitements ; c’est-à-dire c’est
une valeur qui ne dépend que de ` et du plan.

Exemple 1 Le plan de la table 1 est NN2-équilibré. En effet, ici m = 2 et chaque paire de traitement distincts
apparaît exactement 3 fois à distance ` = 1 et 2 fois à distance ` = 2.

1 2 3 4
3 1 4 2
1 4 3 2
3 1 2 4
1 2 4 3
4 1 3 2

TABLE 1 – Plan NN2-équilibré

Nous donnons des conditions d’optimalité universelle de plans pour le modèle AR(m), m ≥ 1, pour l’es-
timation des contrastes de traitements via l’estimateur MCG. Le paragraphe 2 de cet article est consacré à
l’introduction du modèle décrivant la structure de corrélation. Dans le paragraphe 3, nous présentons un résul-
tat connu relatif aux plans universellement optimaux. Pour terminer, dans le paragraphe 4 nous présentons des
conditions d’optimalité universelle ainsi que la construction des plans satisfaisant ces conditions.
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