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J.-L. Waldspurger
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Introduction

On se propose de généraliser au cas tordu les résultats d’Arthur contenus dans les
articles [Al] et [A7]. Soient F' un corps local, G un groupe réductif connexe défini sur F
et G un espace tordu sur G, au sens de Labesse (cf. 2.1). Nous imposons une condition
a G (2.1(2)) qui revient & dire qu’il existe un groupe algébrique non connexe G+ défini
sur F, de composante neutre G, tel que G soit une composante connexe de G*. Mais la
structure de groupe sur G* ne joue aucun role, seules importent les actions a droite et &
gauche de G sur G. Notons Z le centre de G et Zg(F)? le sous-groupe des z € Zg(F) tels
que zy = vz pour tout v € G. On fixe un caractére unitaire w de G (F') dont la restriction
a4 Zg(F)? est triviale. On s’intéresse aux ”distributions” w-équivariantes sur G(F). Ce
sont des formes linéaires [ : C°(G(F)) — C telles que, pour tout f € C>°(G(F)) et tout
g € G(F), on ait 'égalité I(9f) = w(g) " "(f), ot 9f est la fonction 9f(y) = f(g~'vg).
Il y a deux types basiques de telles distributions. D’abord les intégrales orbitales. On
fixe v € G(F), disons fortement régulier. On note Zg(7) son commutant dans G et on

munit le quotient Zg (v, F')\G(F') d'une mesure invariante a droite. Pour f € C2°(G(F)),
I'intégrale orbitale de f au point 7 est

To(vw, f) = DO(y) / o @S
a\v,

La fonction DY(v) est la variante tordue de la fonction habituelle. Il y a aussi les ca-
racteres de représentations. Soit 7 une représentation admissible et irréductible de G(F).
Pour v € G(F), notons ad., 'automorphisme de G tel que vg = ad.,(g)y pour tout g € G.
La classe d’équivalence de la représentation 7 o ad, ne dépend pas de . Supposons que
7 o ad., soit isomorphe a w ® m. On peut alors prolonger m en une ”w-représentation” 7
de G(F), c’est-a-dire une application 7 de G(F) dans le groupe des automorphismes de
Pespace de 7 qui vérifie la condition 7(gvg) = n(g)7(y)7 (¢ )w(g') pour tous v € G(F)
et g,g € G(F). Pour f € G(F), on définit I'opérateur 7(f) = fé(F) f(y)T(y) dvy (une

mesure de Haar étant fixée sur G(F) et transportée & G(F)), puis le caractere

Ia(7, f) = trace(7(f)).

La formule des traces locale tordue établit une égalité entre deux expressions, 'une
contenant des intégrales orbitales, I’autre des caracteres de w-représentations tempérées.

Précisons un tout petit peu. Soient fi, fo € C°(G(F')). On définit une expression

JgGéom(wvflan) = Z |WM||WG|_1J]\Q47gé0m(w7flan)'
MEP(MQ)



L’ensemble P(Mp) est celui des ”ensembles de Levi” M de G contenant un ensemble de

Levi minimal fixé M. Si M = G, Jg eom(w f1, f2) est une certaine intégrale d’expressions

e (%w fi)l (%w f2)

en des points v € G (F) qui sont fortement réguliers et elliptiques. Si M + G, Vexpression
est plus compliquée : elle fait intervenir des intégrales orbitales pondérées, qui généralisent
les intégrales orbitales définies ci-dessus, mais ne sont plus w-équivariantes. On définit
aussi une expression

spec(w f17f2) Z ‘WMHWG‘ 1 Mspec<w’f1’f2)'

MEP(MQ)

Dans le cas ot M = G et ott Zg(F)? est compact, le terme Jgspec(w,fl,fg) est une
somme de produits 7
La(7, f)lg (T, f2),
ot 7 décrit un certain ensemble de w-représentations de G(F). Méme dans ce cas simple,
la définition de ces caracteres doit étre un peu généralisée, car les représentations sous-
jacentes aux 7 ne sont pas irréductibles mais seulement de longueur finie. Dans le cas ou
Zq(F)? n’est plus compact, il faut intégrer les produits ci-dessus selon des parametres
réminiscents de Pexistence de ce centre. Dans le cas ot M # G, Vexpression fait intervenir
des généralisations des caracteres, a savoir les caracteres pondérés qui, eux non plus, ne
sont pas w-équivariants.
La formule des traces locale tordue (théoréme 5.1) affirme ’égalité

geom(w flva) spec(w f17f2)

La premiere conséquence en est le "théoreme 07 de Kazhdan : pour f € CSO(G(F ), si
f vérifie I5(7, f) = 0 pour toute w-représentation tempérée 7 de G (F), alors I4(v,w, f) =
0 pour tout 7 fortement régulier (théoreme 5.5).

Pour aller plus loin, on doit transformer la formule précédente en une formule inva-
riante, comme dans [A7]. Pour cela, on doit utiliser le théoreme de Paley-Wiener tordu.
Celui-ci a été démontré par Rogawski ([R]) dans le cas ou F' est non-archimédien et
w = 1. Il est démontré toujours dans le cas non-archimédien, mais pour tout w, dans
le travail en cours de Henniart et Lemaire ([HL]). Dans le cas ou F' est archimédien,
il est démontré par Delorme et Mezo pour w = 1 ([DM]). Nous montrons en 6.3 que
leur résultat s’étend aisément au cas w quelconque. A partir de ce point, les fonctions
f1 et fo sont supposées K-finies quand F' est archimédien. En utilisant le théoréeme de
Paley-Wiener tordu, on transforme la formule en 1'égalité suivante (théoreme 6.6) :

geom(w f17 f2) dlsc(w f17 f2>
Le terme de gauche est de la forme
Z |WM||WG| 1 Mgeom(waflafZ)’
MeP(Mp)

Il ne contient que des distributions w-équivariantes (intégrales orbitales pondérées inva-
riantes). Mais le terme principal est le méme que précédemment :

[ggéOm(w’ f17 f2) = Jg:gégm(w, f17 f2)



Du coté spectral, on a simplement

IdG;’sc(w7 Ji, f2) = Jg,spec(w’ I1, f2)

Il ne contient que d’honnétes caracteres de w-représentations tempérées.

Supposons pour simplifier que Zg(F)? soit compact. L’ensemble des w-représentations
qui interviennent ici contient le sous-ensemble des représentations elliptiques au sens
d’Arthur. Notons-le ici F.;(G,w) (cette notation changera de sens dans le corps de I'ar-
ticle). On sait que le caractere d'une w-représentation 7 de longueur finie est localement
intégrable, donc donné par une fonction v — ©(7,~). D’apres le théoreme de Paley-
Wiener, on peut associer a tout élément 7 € Ee”(é’, w) un "pseudo-coefficient” fz. La
formule ci-dessus permet d’exprimer ©(7, ) au moyen des intégrales orbitales pondérées
invariantes de f; (théoreme 7.2). Notons G(F)e; l'ensemble des éléments fortement
réguliers et elliptiques de G (F'). On peut munir I'espace des fonctions w-équivariantes sur
G(F) e d'un produit hermitien raisonnable. Notons Iu,.,(G(F),w) espace des fonctions
sur G(F)qy de la forme vy — I5(7,w, f), olt f est une fonction cuspidale sur G(F) (c’est-
a-dire que I5(7,w, f) = 0 si 7 est fortement régulier et non elliptique). On montre que
la famille des restrictions & G(F)q; des caracteres O(#,v) forme une base orthonormale
de I.ysp(G(F),w) et on calcule la norme de chaque élément de base (théoreme 7.3).

Une bonne partie de l'article n’est qu'un décalque des travaux d’Arthur. On s’est
autorisé a passer rapidement sur les points dont les démonstrations sont similaires a celles
du cas non tordu. Le point qui mérite attention est ’établissement de la partie spectrale
de version non invariante de la formule des traces locale tordue (paragraphe 3). Comme
dans le cas de la formule des traces d’Arthur-Selberg, 1'utilisation dans le cas tordu de
la combinatoire du cas non tordu ne conduit a rien de fructueux. On doit profondément
modifier cette combinatoire. Heureusement pour nous, la bonne combinatoire a été mise
au point par les rédacteurs du Morning Seminar, principalement dans la lecture 15 de
Langlands. Ces notes ont été rédigées récemment (cf. [LW]). On utilise ici exactement la
méme méthode, dont la mise en oeuvre est évidemment beaucoup plus simple que dans
le cas global.

1 Généralités

1.1 Notations

Soit F' un corps local de caractéristique nulle. On note |.|r sa valeur absolue usuelle.
Soit G un groupe réductif connexe défini sur F. On note Zg le centre de G et Ag le
plus grand tore contenu dans Zg et déployé sur F. On pose Ag = X.(Ag) ®z R, ou
X.(Ag) désigne selon I'usage le groupe des sous-groupes a un parametre de Ag. On note
ag la dimension de Ag. Notons X5 (G) le groupe des caracteres algébriques définis sur
F de G. Par restriction a Ag, il s’envoie dans le groupe X*(Ag) des caracteres de Ag,
donc dans le dual Ay, de Ag. De fagon générale, on note < .,. > I'accouplement naturel
entre un espace vectoriel et son dual. On définit 'homomorphisme Hg : G(F) — Ag
par la condition : e<xH¢(@0)> = |y(g)|r pour tout g € G(F) et tout x € X;(G). On note
A p l'image de G(F') par cet homomorphisme et A, r 'image de Ag(F). Si F est
archimédien, Ag r = A, r = Ag. Si F est non archimédien, Ag p et Aa, r sont des
réseaux dans Ag. Plus précisément, ce sont des réseaux dans log(q) X.(Ag) ®z Q, ou ¢



est le nombre d’éléments du corps résiduel de F'. Pour tout sous-groupe fermé £ dans
Ag, on note LY le groupe des A € A, tels que < A\, H >€ 2nZ pour tout H € L. Ainsi,
via Uexponentielle, i A7, /iL" s'identifie au groupe dual de £. On pose Af, . = Ag/ Al p-

Sauf mention expresse du contraire, tous les sous-groupes algébriques de G que 1'on
considérera seront supposés définis sur F'. Un Levi de G est une composante de Levi
d’un sous-groupe parabolique de G. Une paire parabolique est un couple (P, M) ou P
est un sous-groupe parabolique et M est une composante de Levi de P. L’expression
”soit P = MUp un sous-groupe parabolique” signifie que M est une composante de Levi
de P et que Up est le radical unipotent de P. Plus précisément, si une paire parabolique
minimale (Fy, M) est fixée, 'expression "soit P = MUp un sous-groupe parabolique
semi-standard (ou standard)” signifie que P contient My (ou Fy), que M est la compo-
sante de Levi de P qui contient My et que Up est le radical unipotent de P. On utilise
les notations habituelles d’Arthur. Par exemple, pour un Levi M, on note P(M), resp.
F (M), 'ensemble des sous-groupes paraboliques P dont M est une composante de Levi,
resp. qui contiennent M. Pour un sous-groupe parabolique P = MUp, on note dp le
module usuel, qui est une fonction sur P(F).

Fixons une paire parabolique minimale (Fy, Mj) et un sous-groupe compact maximal
K de G(F). On suppose :

- si F' est non-archimédien, K est le fixateur d'un point spécial dans 'appartement
attaché a Ay, de 'immeuble de G;

- si F est archimédien, les algebres de Lie de K et de Ay, sont orthogonales pour la
forme de Killing.

On simplifie les notations en notant par un simple indice 0 les objets relatifs a M
ou Fy. Par exemple Ay = Ay, Ao = Ang, Ho = Hugy, 00 = 0p,. On note Ay ensemble
des racines simples de Ag associé a Fy. On note Ag Iensemble des H € Ay tels que
< a, H >> 0 pour tout a € Ay. On note My(F)= lensemble des m € My(F) tels que
Hy(m) € A7. On a l'égalité G(F) = KMy(F)ZK. Plus précisément, pour g € G(F), si
lon écrit g = kmk/, avec k. k' € K et m € My(F)=, 'élément Hy(m) est uniquement
déterminé par g, on le note hg(g). On note W< le groupe de Weyl de G relatif au tore
Ay, cest-a-dire W& = Norme(r)(Ay)/Mo(F) (de fagon générale, si un groupe H opere
sur un ensemble X et si Y C X, on note Normpg(Y') le sous-groupe des h € H tels que
h(Y) =Y). On fixe une forme quadratique (.,.) sur Ay définie positive et invariante par
W On définit la norme |H| = (H, H)'/? pour tout H € Ay. Par dualité, A} est aussi
muni d’une norme.

Quand on remplace le groupe GG par un autre groupe réductif, par exemple un Levi
M, on ajoute des exposants M dans les notations. Toutefois, si on remplace G par une
composante de Levi M d’un sous-groupe parabolique P fixé, il est parfois plus commode
d’ajouter un exposant P au lieu de M, ou de remplacer un indice M par P. Par exemple,
on pourra noter Ap au lieu de Ay;. Ou encore, si P est standard, on notera A}’ ou AF
I’ensemble des racines simples de Ay dans M associé au parabolique minimal PyN M. Soit
M un Levi de G. Choissons un élément = € G(F) tel que M’ = 2~ Mx contienne Mj.
On munit le sous-espace Ay de A de la restriction de la forme quadratique fixée plus
haut. De la conjugaison ad, se déduit fonctoriellement un isomorphisme noté simplement
H — xH de App sur Ay, grace auquel on transporte a Ay, la forme quadratique sur
A La forme obtenue ne dépend pas du choix de .

Si M’ C M sont deux Levi, I'espace Aj; est un sous-espace de A, dont on note
AM, Torthogonal. Pour H € Ay, on note Hy; et HM ses projections sur chacun de ces
sous-espaces. Remarquons que



(1) lapplication H — H)s envoie surjectivement Ayp g sur Ay p.

Preuve. En conjuguant M’, on peut supposer My C M'. Si H = Hyp(x), pour
x € M'(F), on a Hy = Hy(x). Inversement, si H = Hy(y), pour y € M(F), on fixe
P e PM(M') et on écrit y = zuk, avec x € M'(F), u € Up/(F) et k € KN M(F). Alors

Dualement a (1), on a

(2) I'injection A}, — A}, se quotiente en une injection Ay, p — Al g

Soit P = MUp est un sous-groupe parabolique semi-standard. En utilisant 1’égalité
G(F) = P(F)K, on prolonge la fonction Hy; en une fonction Hp : G(F) — Ay par
Hp(muk) = Hy(m) pour tousm € M(F), u € Up(F), k € K. Side plus P est standard,
on note My(F)=M ou My(F)=* I'ensemble des m € My(F) tels que < a, Hy(m) >> 0
pour tout o € A}

Si X (xq,xg,...) et Y (21, xa, ...) sont deux expressions réelles positives ou nulles dépendant
de variables x1, xs,..., on dit que X (z1, T2, ...) est essentiellement majorée par Y (x1, zs, ...)
et on écrit X (x1, 9, ...) << Y (21, T2, ...) sl existe ¢ > 0 tel que, pour tous 1, xs, ..., on
ait 'inégalité X (x1, xo,...) < cY (21, x2, ...). Cette terminologie est quelque peu imprécise
(la question étant en pratique de savoir quelles données sont ”variables”) mais évite
d’introduire des kyrielles de constantes ¢ superflues.

On note C°(G(F)) l'espace des fonctions f : G(F) — C qui sont lisses et a support
compact. Lisse signifie localement constante si F' est non-archimédien, C* si F' est
archimédien.

1.2 Mesures

On munit G(F') d’'une mesure de Haar. Pour tout Levi M, on munit 'espace Ay,
d’une mesure de Haar. On suppose que, si x € G(F'), 'isomorphisme H — xH de Ay sur
Ar.—1 identifie les mesures sur ces espaces. L’espace i4}, s’identifie via I’exponentielle
au groupe dual de A, et on le munit de la mesure duale. Cela entraine que, si £ est un
réseau de Ay, on a I'égalité

mes( Ay /L)mes(i AL, JiLY) =1,

les mesures étant les quotients des mesures que 'on vient de fixer par les mesures de
comptage sur les réseaux. On pose Ay (F). = Ker(Hyr) N Ay (F). Dans le cas ou F' est
non-archimédien, on note mes(iA}, ) la masse totale de 7.4}, . Le groupe Ay (F'). est
un sous-groupe ouvert compact de Ay, (F'). On munit Ay, (F') de la mesure de Haar pour
laquelle

mes(Ay(F).) = mes(Ap /Ay, r)-

Si I est archimédien, on pose mes(iAj, p) = 1. On a la suite exacte

On munit le groupe compact Ay (F'). de la mesure de Haar de masse totale 1 et le groupe
Ap(F) de la mesure de Haar compatible avec la suite ci-dessus. En tout cas, soit f une
fonction de Schwartz sur A}, , définissons une fonction f sur Ay par

f(H) = mes(z’A}kw’F)*l / f(A)e*<A’H> dA.

; *
z.AM’F



On a la formule d’inversion
)= [ fmet .
Am, P

Remarquons qu’une intégrale sur Ay r est en fait une série si F' est non-archimédien.

Pour deux Levi M’ C M, on munit A%}, de la mesure compatible aux mesures sur A,
et Ay et & lisomorphisme Ay = Ay @AY, On munit iA]\]\f[’,* de la mesure duale comme
ci-dessus. Dans le cas non archimédien, la masse totale de iA%}* / ((iAXﬂ 1A N iA%}*)
est mes(iAyy p)mes(iAy )"

Soit v une racine réduite de Ay dans GG. Comme on le sait, il est attaché a o un Levi
M, qui est minimal parmi les éléments de L(My) —{My} et un sous-groupe parabolique
P, = MyU, de M,. On munit U,(F') d’'une mesure de Haar. On suppose que si « et 3
sont deux telles racines réduites et si k € K vérifie kMyk™" = My, kPk~' = Pg, alors la
conjugaison par k identifie les mesures sur U, (F) et Ug(F'). Considérons un sous-groupe
unipotent U de G qui est produit de tels groupes U,,, pour i = 1,...,n. On munit U(F)
de la mesure pour laquelle le produit

I va(F)—UP)

i=1,...,n

préserve les mesures. Cela ne dépend pas de l'ordre du produit. L’hypothese sur U est
vérifiée si U est le radical unipotent d’un sous-groupe parabolique semi-standard de G,
ou si U est le radical unipotent d'un sous-groupe parabolique semi-standard d'un Levi
semi-standard de G, ou si U est une intersection de tels groupes.

Pour tout Levi M € L(M)), on munit M (F) d'une mesure. On impose les conditions
suivantes, dont on vérifie aisément qu’elles sont loisibles. D’abord, si M et M’ sont deux
éléments de L(M,) et si x € G(F) vérifie tMx~ = M’, on suppose que la conjugaison
par x identifie les mesures sur M(F') et M'(F). Ensuite, si M C L sont deux éléments
de L(My) et si P = MUp € PL(M), on impose que l'on ait 1'égalité

f()dl :/ / / f(amu)dp(m) dudm du
L(F) Up(F) Jra(p) Jup(r)

pour toute f € C®(L(F)), on P = MUp est le parabolique opposé & P.

On munit le groupe K de la mesure de Haar de masse totale 1. Remarquons que, dans
le cas ou F' est non-archimédien, on n’impose pas que la mesure sur G(F') se restreigne
en cette mesure sur K. Plus généralement, pour tout Levi semi-standard M de G, on
pose KM = K N M(F) et on munit ce groupe de la mesure de Haar de masse totale 1.
On vérifie que, pour deux Lévi semi-standard M C L, il existe un réel v(L|M) > 0 tel
que, pour tout P = MUp € PL(M), on ait 1'égalité

F@)dl = ~(L|M) / / F(muk) i du dm
L(F) M(F) Jup(F) JKL
pour toute f € CP(L(F)). On a l'égalité v(G|M) = v(G|L)v(L|M).

On introduit la fonction Dy sur My(F)=, a valeurs réelles positives, telle que I'on ait
'égalité

f(g)dg = / / Do(m) f(kmk') dm dk dk’
G(F) KxK JMy(F)2

6



pour toute f € CP(G(F)). Elle vérifie la majoration

(1) Do(m) << 6o(m)*/? pour tout m € My(F)=.

Cf. [A1] corollaire 1.2.

Remarque. Nos mesures ne sont pas normalisées comme en [A1] : pour M € L(M,),
Arthur prend pour mesure sur M(F) celle que 'on a définie multipliée par v(G|M)?.
Cela entraine que notre fonction Dy est égale & celle d’Arthur multipliée par v(G|M;)?.

1.3 Définitions combinatoires

Les propriétés énoncées dans ce paragraphe sont aujourd’hui bien connues. La plupart
sont dues a Arthur, Langlands et Labesse. On donne pour référence 'article récent [LW]
qui les a rassemblées.

Soit P = MUp un sous-groupe parabolique semi-standard de G. On note Ap 'en-
semble des racines simples de A); associé a P. Il s’agit d’'une base de A]\G/[’*. On note
{@.; a0 € Ap} sa base duale. A toute racine o € Ap, on peut associer une coracine
& € AS,. Dans le cas on P = Py et M = M, Pensemble des racines de Ay est un vrai
systeme de racines et on definit les coracines selon 'usage. Dans le cas général, quitte a
conjuguer P, on peut supposer P standard. Alors Ap est I’ensemble des projections non
nulles sur Ay, d’éléments de A et on définit les coracines comme les projections non
nulles des coracines associées aux éléments de Ag. Cela ne dépend pas de la conjugaison.
On introduit la base {w,;a € Ap} de A]\G/[’* duale de celle des coracines. Une propriété
essentielle est que (a, f) < 0 et (w,, ws) > 0 pour tous o # f € Ap.

Soient P = MUp C Q = LUy deux sous-groupes paraboliques semi-standard. On
note AjQD C Ap l'ensemble des racines simples de A,; dans l'algebre de Lie de L N Up.
On définit les fonctions suivantes sur A, :

71‘3 fonction caractéristique de ’ensemble des H € A, tels que < a, H >> 0 pour
tout o € AY;

7‘? fonction caractéristique de I'ensemble des H € Ay, tels que < wk H >> 0 pour
tout o € AY;

]QD fonction caractéristique de 'ensemble des H € Ay, tels que < wk H >< 0 pour
tout o € Ag ;

55\24 fonction caractéristique du sous-ensemble A; de A,,.

Si P’ = M'Up: est un sous-groupe parabolique semi-standard contenu dans P, ces
fonctions peuvent étre considérées comme des fonctions sur Ay, en les identifiant avec
leurs composées avec la projection orthogonale de A, sur A,;. On supprimera souvent
les indices P quand P = F.

On a
(1) > SR(H)TE(H) = 1.
R;MCRCQ

Cela traduit la décomposition de A,; en chambres positives relatives aux paraboliques
R indiqués. On a ’égalité (qui est un lemme de Langlands) :

@ Y sRH)EH) = 1.
R;PCRCQ
On définit la fonction Fg sur Ay x Ay par

FRH.X)= Y (F)"“erf(H)ig(H - X).

R;PCRCQ



On rappelle que ag, resp. ag, est la dimension de Ag, resp. Ag. Sur le support de cette
fonction, on a une majoration |HE| << |X%|. On a

(3) Y. TRH X)eR(H) = ¢3(H — X).

R;PCRCQ

Preuve. Il résulte de la formule du binome que la définition de gb]QD(H ) peut s’écrire

(4)  pH)= Y (FL)WTerG(H).

S;PCSCQ

On applique cette définition en remplacant () par R ainsi que la définition de Fg(H , X).
Le membre de gauche de (3) devient

S (et s R ()RS (H - X),
S,R,S";PCSCRCS'CQ

Pour S, S’ fixés, la somme

Y (FneenE(H)T (H)

R;SCRCS’

vaut 1 si S = 5" et 0 sinon (cf. [LW] proposition 1.7.2). L’expression précédente se
simplifie en

> (F)Terd(H - X).

S;PCSCQ

En appliquant de nouveau (4), c’est ¢%(H — X). Cela prouve (3). O

On a

5) 3 TRHX)r3(H - X) = 8 (H).
R;PCRCQ
La preuve est similaire a celle de (3).

Soit M un Levi semi-standard. Considérons une famille ) = (Y'[P]) pep(ar) ol1, pour
tout P, Y[P] est un élément de Ay;. On dit qu’elle est (G, M)-orthogonale si elle vérifie
les conditions suivantes. Soient P, P’ € P(M) deux éléments adjacents. Soit o I'unique
racine réduite de Ajy; qui est positive pour P et négative pour P’. Alors Y[P] — Y[P']
appartient a la droite portée par &. On dit que ) est positive si Y [P] — Y[P'] appartient
a la demi-droite portée par &. Si F est non-archimédien, on dit que ) est p-adique
si Y[P] € Ayr ®z Q pour tout P € P(M). Pour une famille (G, M)-orthogonale Y
et pour Q = LUg € F(M), on pose Y[Q] = Y[P],, ou P est un élément de P(M)
tel que P C Q. Cela ne dépend pas du choix de P. Si on fixe L € L(M), la famille
(Y[Q])gep(r) est encore (G, L)-orthogonale et est positive si la famille de départ I'est.
Dans le cas particulier ou M = My, on associe a tout élément T' € A, une famille (G, Mp)-
orthogonale T = (T'[P]) pep(my) de la fagon suivante. Pour P € P(Mj), soit w € W€
tel que w(FPy) = P. On pose T[P] = wT. Cette famille est positive si et seulement si
T € A;.

Pour une famille (G, M)-orthogonale Y = (Y'[P]) pep(n) et pour Q = LUg € F(M),
on définit une fonction T'Y (., V) sur Ay, par

TY(HY)= > Sf(H)TEHY(R]).
REF(M);RCQ
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Sur le support de cette fonction, on a une majoration |H*| << suppepn).pcolY (P)F|.
Dans le cas ou la famille est positive, c¢’est la fonction caractéristique de I’ensemble des
H € Ay tels que HY appartient & 'enveloppe convexe de la famille des points Y[P]*
pour P € P(M), P C . On a 'égalité

(6) Y INHEV)GH-Y[Q) =1.
QeF(M)

Cf. [LW] lemme 1.8.4(3).

Fixons P, € P(M), ce qui définit un ordre sur I'ensemble des racines de Ay, noté
a >p, 0. Pour P € P(M), notons ¢]C5" p, la fonction caractéristique de I'ensemble des
H € Ay tels que

- pour a € Ap tel que a >p, 0, < w,, H ><0;

- pour a € Ap tel que a <p, 0, < w,, H >> 0.

Notons s(P, P;) le nombre de o € Ap tel que a <p, 0. On a 'égalité

(1) TSHY) = Y (=1)P6E (H = Y[P)).
PeP(M)
Cf. [LW] proposition 1.8.7(2).
Pour H € Ay, on note C%(H) I’enveloppe convexe des wH pour w € WY, Supposons
H € Ag. Alors, pour tout H' € Ay, H' appartient & CE(H) si et seulement si on a
¢S(PO)(H’ —wH) = 1 pour tout w € WY Pour H' € A7, H' appartient & C¢(H) si et
seulement si ¢ (H' — H) = 1.

Lemme. Pour tout m € My(F), tout k € K et tout P € P(My), Hp(km) appartient a
CE (Ho(m)).

Preuve. On utilise les deux ingrédients suivants.

(8) Pour tous g € G(F) et tous P, P’ € P(My), on a ¢%(Hp(g) — Hpi(g)) = 1.

Autrement dit, la famille (—Hp(g))pepmy) est (G, Mp)-orthogonale et positive, cf.
[A2] p. 40.

(9) Supposons m € My(F)=; alors, pour tout k € K, ¢% (Hp,(km) — Ho(m)) = 1.

Ceci est un ingrédient de la théorie de la transformée de Satake, cf. [HC] lemme 35
et [BT] corollaire 4.3.17.

Venons-en a la preuve du lemme. Conjuguer m par un élément de Normyg (M)
ne change pas le probléme. On peut donc supposer m € My(F)=Z. Soit w € WY On
doit prouver que gbg(PO)(Hp(km) — wHy(m)) = 1. Ou encore que ¢% (w'Hp(km) —
Hy(m)) = 1. Or w'Hp(km) = H,~1(p)(w™'km), ot w est un représentant de w dans
K. Quitte a remplacer k par wk et P par w(P), on est ramené a prouver ¢% (Hp(km) —
Hy(m)) = 1 pour tous k, P. D’apres (8), on a ¢1G30(Hpo(k‘m) — Hp(km)) = 1. Clest
équivalent a ¢%, (Hp(km) — Hp,(km)) = 1. En utilisant (9) et le fait que ¢% est la
fonction caractéristique d’un cone (qui est stable par addition), on en déduit la relation
¢% (Hp(km) — Ho(m)) = 1 cherchée. O

1.4 (G, M)-familles

Soit M un Levi de G. D’apres Arthur, une (G, M)-famille est une famille (o(A, P)) pepar)
vérifiant les conditions suivantes :



- pour tout P, A — (A, P) est une fonction C* sur A4}, ;
- solent P, P’ € P(M) deux paraboliques adjacents, soit H C A%}, le mur séparant les
chambres positives associées a P et P’; alors (A, P) = ¢(A, P’) pour A € iH.
Pour P € P(M), le réseau engendré par les coracines associées aux éléments de Ap
ne dépend pas de P. On le note Z(Ay). On définit la fonction méromorphe €% sur
v.c = Ay ®r C par

ed(A) = mes(AS/Z[Ay]) J] <A a>"".

OéEAP

Remarque. Arthur note cette fonction 6%(A)~1. On réserve la lettre § pour un autre
usage.
Pour une (G, M)-famille comme ci-dessus, on définit la fonction ¢, sur i.A%, par

PN =D @A P)eE(A).

PEP(M)

Le point essentiel est qu'il s’agit d’une fonction C* (les singularités des fonctions €

disparaissent). Dans le cas ou F est archimédien, on a aussi :

Lemme. Supposons F archimédien. Si les fonctions (A, P) sont de Schwartz, ©$; Pest
aussi. Si les fonctions (A, P) ainsi que leurs dérivées sont a croissance modérée, ¢, et
ses dérivées le sont aussi.

Cela résulte par exemple du lemme 13.2.2 de [LW].

1.5 Variantes des fonctions €%

Soient M un Levi semi-standard et Y € Aj;. Si F' est non-archimédien, on suppose
plus précisément que Y € Ay p ®z Q. Soit X € Ag p. On pose

ASpp(X) ={H € Ay r; Ho = X }.

Si F' est non-archimédien, on munit cet ensemble de la mesure de comptage. Si F' est
archimédien, cet ensemble est égal & X + A§; et on le munit de la mesure déduite de
celle sur A§,.

Pour P € P(M) et A € A}, ¢, considérons I'intégrale

V(X5 A) = / PG(H —Y)e<M>qH.

Afyp(X)

Elle est absolument convergente si < A,& >> 0 pour tout a € Ap. Dans ce domaine,
elle ne dépend que de la projection de A dans A}, ¢/iA}; p. Si F' est archimédien, on
calcule

ep” (X3 A) = M),

Supposons F' non archimédien. On peut fixer X’ € Ay p tel que X, = X (cf. 1.1(1)).
Notons A§; = A§; p(0) = Ar,rNAF. Alors AF) (X)) = X'+ Af 5. Par le changement
de variables H — H + X',

eg’Y(X; A) = e<A’X/>eg’Y_X/(O' A).

I
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Fixons un entier k£ > 1, posons Ly = %log(q)Z[AM] ou ¢q est le nombre d’éléments du
corps résiduel de F. Si k est assez grand, ce réseau contient A , et Y — (X')¢. On
fixe k de sorte qu’il en soit ainsi. Par inversion de Fourier, on a

€1G37Y(X7A) _ [Ek . A%’F]_16<A7X/> Z Z QZS]%’(H +X, . Y)6<A+V,H>

veiAG iy €Lk

[ A ] 1,<AX"> Z Z ¢]G:,’<H>€<A+V,H+YG—(X’)G>.

vEiAT  iLy HELK

Les ensembles A et L) sont des réseaux dans AG L’ensemble des H € L}, tels que
PS(H) =1 est Celu1 des > ca, KNad pour des entiers n, <0, ol Kk = =log(q). La série

> dpH)eM

HeLly,

se calcule. Elle vaut €3, (A), o

On obtient
(1) @A) = (L AG e YT e (A ),

QN
veiAL R /ILY

Cette expression se prolonge méromorphiquement a tout A € Aj, ¢
Fixons P, € P(M). Pour P € P(M) et A € Aj}; ¢, posons

EPPl(X A) = /AG . ¢JGD,P1(H —Y)esMdH.
M,F

Elle est absolument convergente si < A, & >> 0 pour tout o € Ap,. Montrons que

(2) cette fonction se prolonge méromorphiquement a tout A € Aj, ¢ ; on a I'égalité
Sh (X A) = (—1) PG (X ).

On traite le cas ou F' est non-archimédien, le cas archimédien étant plus facile.
Le méme calcul qui a conduit a 1’égalité (1) conduit a une égalité similaire exprimant
EPPl(X A). La fonction €3, (A) y est remplacée par une fonction €, , (A). Supposons
< A, & >> 0 pour tout o € Ap,. Alors cette fonction est définie par

<A,H>
6P Pl, E ¢P P1 .

Hely

L’ensemble des H € Lj, tels que ¢ p, (H) = 1 est celui des Y .1 KNad, Oll K est comme
ci-dessus et les entiers n, vérifient

SNy <0si<A,a>>0;

-ne >0si <A a><0.

Pour un réel ¢ # 0, on a les égalités élémentaires

Yot =—(1—et)sit<0;

Yoot =(0—et) " sit>0.

On calcule alors €3 p, (A) = (—1)S(P’P1)el(§7k(/\). Cette égalité se prolonge a tout A.
Cela entraine (2).
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1.6 Variantes des fonctions goj\c’}

Soient M un Levi semi-standard, X € Ag p, Y = (Y[P])pepur) une famille (G, M)-
orthogonale et (p(A, P))pepry une (G, M)-famille.
Supposons d’abord F' archimédien. Définissons la fonction

(1) @5 XA = D e PRI A).

PeP(M)

Si lon pose p(V; A, P) = (A, P)e<MYIPI%> Ha famille (p(Y; A, P)) pep(ar est une (G, M)-
famille et on a D'égalité oY (X; A) = e<MX>0C (P A). Cette fonction est done C*.
Supposons maintenant F' non-archimédien. On suppose que la famille ) est p-adique,
cf. 1.3. On suppose aussi que la famille (p(A, P))pepr) est p-adique, notion que l'on
définit de la fagon suivante : on suppose que
- pour tout P, la fonction A + ¢(A, P) est invariante par iAy, 5, autrement dit se
descend en une fonction sur i A}, p.

On définit la fonction 5> (X; A) par I'égalité (1).

Lemme. On suppose que F' est non-archimédien, que ) est une famille (G, M )-orthogonale
p-adique et que (p(A, P))pepy est une (G, M)-famille p-adique. Alors la fonction

e (X A) est C sur A%, et invariante par iAY p-

Preuve. L’invariance est évidente puisque toutes nos fonctions le sont. Reprenons le
réseau L de 1.5. On utilise le lemme 10.2 de [A1]. Il affirme l'existence d’'une (G, M)-
famille (ur(A, P))pepar), ot A = ui(A, P) appartient a C(iAj,/1AL), vérifiant les
propriétés suivantes :

- pour tout P et tout A, Zpewg up(A+p, P) = 1;

- pour tout P, la fonction vy (A, P) = ur(A, P)ef  (A)eG(A)~" est lisse sur iA}, /iAf.

On peut glisser la somme

> w(A+v+p,P)

BEILY
dans la formule 1.5(1). En regroupant les deux sommes de la formule obtenue, on obtient

eg’Y(X;A) =[Ly: A]\G/[7F]_16<A7X,> Z 6<A+V,YG_(X,)G>€g’k(A + v)ug(A + v, P)

IIEZ'A%;/I”\;;
_ / G_ NG
= [Ly: A%,F] le<AX"™> E e MY (A + v, P)eG(A + v).
VEZ‘AJC\;/I”\%

Notons que la somme est localement finie d’apres la compacité du support de ug(A, P).
On en déduit

— —_<v NG
() OGN = L Ay ) T Y e
1/62}4%’\}
ST (A, PYe MYy (A 4w, PYEG(A + ).

PeP(M)
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Posons .
(1, Y; A, P) = (A — v, P)e<A’Y[P} “up(A, P).

Montrons que

(3) (¢(v, Vi A, P)) pep(ury est une (G, M)-famille.

La famille (€<A’Y[P]G>)PE7J(M) est une (G, M)-famillle. La famille (viy(A, P))pepr)
aussi : cela résulte aisément du fait que (ux(A, P))pepu) en est une. Il reste a montrer
que (¢(A — v, P))pep(r) en est une. Or ZAJ\G/F = (1A p +1AG) N iASY. 11 suffit de
montrer que (¢(A — v, P))pepr) est une (G, M)-famille pour v € iAy, . + 1.A7. Par
hypothese, nos fonctions sont invariantes par iAX/L - On peut donc se limiter a v € iAF,.
Mais il est clair que les conditions définissant une (G, M)-famille sont invariantes par
translation par iAg,. D’ou (3).

Alors (2) se récrit

PSP (X A) = [L t ASy p] T > YT e 00 (0, YA+ v)

INERY,
veiAy

et ces fonctions sont C* d’apres les propriétés des (G, M)-familles habituelles. [J
Remarque Pour Z € Ay, r, on a I'égalité

oar (X + Z:A) = eM72 0 (X A).

En particulier, si I'on restreint la variable A & Densemble (i.AS" + iAy p) /1AL P, 1a
fonction X +— @57 (X; A). devient invariante par Ay, p.

1.7 Développement en fonction d’un parametre 7'

Si F est archimédien, notons PolExp I'ensemble des fonctions f : Ay — C pour
lesquelles il existe une famille (pa)aciay de polynomes sur Ay de sorte que

- 'ensemble des A tels que py # 0 est fini;

- pour tout 7', on a I'égalité

F(T) = Y eMpa(T).

ACiA

La famille (ps)aeias est uniquement déterminée. Plus précisément, la connaissance
de f dans un ouvert non vide de Ay suffit a déterminer cette famille. En particulier, le
polynéme pg est bien déterminé. On pose co(f) = po(0).

Si = C 1A} est un ensemble fini et N est un entier naturel, on note plus précisément
PolEzp= n I'ensemble des f € PolExp tels que, avec les notations ci-dessus, le degré des
pa soit inférieur ou égal a N et py soit nul si A & =.

Si I est non-archimédien, notons Pol Exp I'ensemble des fonctions f : Ay, p®7Q —
C qui vérifient la condition suivante. Pour tout réseau R C Ay r ®z Q, il existe une
famille (pra)aciaz/irv telle que

- I'ensemble des A tels que pra # 0 est fini;

- pour tout T' € R, on a I'égalité

F(T)= Y e pra(T).

AEiAL iRV
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De nouveau, la famille (pr.a)ae Az /irv est uniquement déterminée. Plus précisément,
la connaissance de f dans 'intersection de Ay, r ®z Q et d'un cone ouvert non vide de
Ap suffit & déterminer cette famille. On pose cgo(f) = pr.o(0).

Soit E = (Eg)r une famille indexée par les réseaux dans Ay, r ®z Q, ot =g est
un sous-ensemble fini de 4% /iRY. Soit N un entier naturel. On note plus précisément
PolEzps n 'ensemble des f € PolExp tels que, avec les notations ci-dessus et pour tout
R, le degré des pg A soit inférieur ou égal a N et que 'on ait pga = 0si A € Zx.

Soient M un Levi semi-standard, Y = (Y'[P]) pep(ar) une famille (G, M)-orthogonale,
(@(A, P))pepary une (G, M)-famille, T € Ay et X € Agp. Dans le cas ou F est non-
archimédien, on suppose que les deux familles sont p-adiques et que T' € Ay r ®7 Q.
On déduit de T une famille (G, M)-orthogonale (T'[P])pepar, cf. 1.3. On définit la fa-
mille Y(T') = (Y[P] 4+ T[P]) pep(m)- Elle est encore (G, M)-orthogonale, p-adique si F
est non-archimédien. On a défini dans le paragraphe précédent un terme gp My(T (X5 A).
D’autre part, pour P € P(M), posons o(V; A, P) = (A, P)e<MYIPI°> | La famille
(@(V; A, P)) pep(ary est une (G, M)-famille. On a défini en 1.4 la fonction ¢ (J; A).

Remarque. On appliquera souvent ces constructions a la famille ) nulle, c¢’est-a-
dire Y[P] = 0 pour tout P. Dans ce cas on a ¢5;(V; A) = ¢§;(A) et on note simplement
it (X5 A) = oy T (G A).

Supposons F non-archimédien. Fixons une base de ’espace des opérateurs différentiels
a coefficients constants sur iA4},, de degré borné par ay; — ag. Appelons norme de la
(G, M)-famille (¢(A, P))pepr le sup des |Dp(A, P)|, quand A parcourt iAj gy P par-
court P(M) et D parcourt la base fixée.

Lemme. (i) Supposons F' archimédien. Pour tout Ay € iA%,, la fonction f : T

goG’y(T) (X; Ao) appartient a Pol Exp. Plus précisément, il existe un entier N et un sous-
ensemble fini = C i Aj ne dépendant que de A tels que f € PolExp= 5. On a

€<A0’X>Q0G (y Ao) Si AO c ZAE,

— M ) )
co(f) = { 0, sinon.

(ii) Supposons F' non-archimédien. Pour tout Ay € iA},, la fonction f : T —
gpf/[’y(T)(X :No) appartient a PolExp. Plus précisément, il existe un entier N et une
famille d’ensembles finis 2 ne dépendant que de Ag tels que f € PolExpg y. Soit
R C Angy r®2zQ un réseau. Si Ay & iAXLF—i—iAa il existe un entier k1 ne dépendant que de
R tel que cip o(f) = 0 pour tout entier k > k;. Supposons maintenant Ay € Ay +iAj}; p,
ot Ay € 1A}, Alors, il existe un réel ¢ > 0 ne dépendant que de R tel que, pour tout
entier k > 1, on ait la majoration

le1ro(f) — mes(iAy, pymes(iAg p)~ e =M 7o (Vi Ay < eNET
ol N est la norme de la (G, M)-famille (o(Y; A, P)) pep(ar)-

Preuve. Rappelons comment on calcule un terme tel que ©§;(Ag). Pour tout P €
P(M), notons Ap(Ag) 'ensemble des o € Ap tels que < Ag, & >= 0. Notons np(Ag) le
nombre d’éléments de cet ensemble. On fixe un élément & € iAJ\Gf en position générale.
Pour t € R, posons

Sp(taAmP) = SO(A0+t€7P) H < A0+t€7d >_1 H < gad >_1

Q’EAP—AP(AO) aEAP(AQ)

14



Cette fonction est C*° en t = 0. Alors

. np(Ao)
1) ¢h0) = mes(AS/2ZBuD) 3 or(ha)) (Sayett Ao )

PeP(M) t=0

Cela résulte simplement de 1’égalité

PeP(M)

Preuve de (i). On a dit en 1.6 que l'on avait 1'égalité f(T) = e<4*>¢§,(V(T); Ao). La
formule (1) montre que ¢§,(V(T); Ag) est combinaison linéaire de termes Do (Y(T'); Ao, P)
ou P parcourt P(M) et D parcourt les opérateurs différentiels sur i.A%,, a coefficients
constants et de degré borné par a,; — ag. Comme fonction de 7', un tel terme est de la
forme 6<A°’T[P]G>p(T), ou p est un polynome de degré inférieur ou égal a ap; — ag. Cette
fonction appartient a PolExp, donc f aussi. Plus précisément, f € PolExps q,,—q, OU
= = {wA§;w € W}, Le coefficient co(f) ne voit que les termes dont la partie exponen-
tielle est triviale. Il n’y en a que si que si A§ = 0. Supposons cette condition vérifiée.
Alors toutes les exponentielles sont triviales et ¢y(f) est simplement f(0). Mais on a
£(0) = =404 (; Ag). Do (i)

Preuve de (ii). Soit R un réseau dans Ay, r @z Q. On a défini en 1.5 des réseaux Ly
pour tout entier k > 1. On peut fixer ko de sorte que T[P]% € Ly, pour tout T € R. On
a alors 1'égalité 1.6(2) que l'on récrit

FT) = [Chy  AGy] e 37 0G0 V() Mo + ),

I/EZ'A?/I”\;;
o, pour tout P € P(M),
o, V(T); A, P) = (A — v, P)e<MYIPITHTIPIO>, (A P,
La somme en v est finie. En appliquant (1), on obtient

(2)  S(T) = mes(AS JZIAM]) Ly, : AG p] et X> 3T emenXe>

NERY
veiAy

> (np(Ao+v))7!

PeP(M)

dnp (Ao +I/)
(dtnp (A0+V) QO(

Vay(T);t7A0+V7P))

t=0

Comme dans le cas archimédien une fonction

an(AO+V)
T— <7dtnP(AO+V) (v, Y(T);t, Ao + v, P))
t=0

est produit de e<ho+wT1P 19> et d’un polynome en 7' de degré inférieur ou égal a ayr — ag.

Une telle fonction appartient a Pol Exp, donc la fonction f appartient aussi a cet espace.
Plus précisément, f € PolExpzay—as, OU 2 = (Eg)r est la famille telle que Zx soit
I’ensemble des projections dans i4%/iRY des w(A§ + v) pour w € WY et v € ZA]\G/[\}
Pour tout P € P(M), notons S(P) 'image de R par l'application T + T[P]¥. C’est un
réseau de A§;. Le coefficient cg o( f) sélectionne les termes de la formule (2) pour lesquels
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les exponentielles sont triviales pour tout 7' € R, c’est- a—dlre les couples (v, P) tels que
A§ + v €iS(P)". Supposons Ay & iAY, p + 1AL = A V@ iAL. Si R est assez grand,

on a S(P)V c A%, pour tout P et aucun v € ’L.AMF ne contribue. Donc cgo(f) = 0
ce qui prouve la premiere assertion du (ii). Supposons maintenant Ay € Ay + A}, ., ol
Ay €A% On a les égalités

e (X3 ho) = @ T (X3 M) = e (T (X3 0),

ot (¢'(A, P))pepmy est la (G, M)-famille déduite de la famille initiale par translation
par A;. Cela nous ramene au cas ou Ay = 0, ce que 'on suppose désormais. Le calcul
précédent conduit a 'égalité

cro(f) = mes(ASHZIAM) Ly, - AT 7 Y
PEP(M)

dnp (l/)

_<u NG —
Z e "> (np () (W<P(Vay?t>’/’f)))

veiS(P)V t=0

Remplacons R par %R Cela remplace S(P)Y par kS(P)Y. On remarque que Ap(kv) =

Ap(v) et np(kv) = np(v). On peut remplacer 'entier ky par kko. On peut choisir
Uk (A, P) = tpo (2, P). Alors vy (A, P) = k® %y, (£, P). Puisqu’on a aussi

[‘Ckko : AJ\Gd,F] = koo [‘Cko : AJ\Gd,F]a

I’égalité ci-dessus devient

(3) C%R,O(f) mes(A /Z[AM])[CkoiAﬂp]_l Z

PcP(M)
, danev

S eSO (1) ( fk<wP>) ,

, dtnev _

veiS(P)Y t=0
ou

t
folt,v, P) = (i€, P g (v e Py [ <kvrtga >
QEAP—AP(V)

] <¢a>

acAp(v)

Notons que puisque vy, (A, P) est a support compact, la somme est limitée & un en-
semble fini indépendant de k. Fixons v et P. Si k est assez grand, on a e~ <k (X)E>
e<kYIPI?> — 1 ot ces termes disparaissent. Dans la définition de fr(t,v, P), le produit

Q(t&, P)e<kHeYIPI?> devient o(;t€, P). Le terme (Ctli;z;(vy)) fult, v, P)) est combinai-
=0

son linéaire de produits

& t & P dc kv +t& o >
(freosen) (Goueien) (& T1 <wreas

t=0 aceAp—Ap(v) =0
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pour des entiers naturels a,b, ¢ tels que a + b + ¢ = np(r). On voit quun tel produit
est borné par CNE™™, oit N est la norme de la (G, M)-famille (¢(Y; A, P))pep), C
ne dépend que de m et vy, et m = b+ c+ |Ap — Ap(v)|. Les termes pour lesquels m
est strictement positif sont négligeables pour la conclusion du lemme. Si v # 0, on a
Ap # Ap(v) et tous les termes sont donc négligeables. Pour v = 0, on ne conserve que
les termes ou les dérivations ne s’appliquent qu’a la fonction ¢();t€, P). Si on élimine
les termes négligeables, le membre de droite de (3) devient

mes( A/ ZIAM)) [Lry © A p) ™! Z Vg, (0, P)n! ™! (%gp(y;tg,P)) H <&a>t

PeP(M) t=0 aeAp

ol n = ay — ag. On va montrer que
(4) on a 'égalité [Ly, : AF; p] vk, (0, P) = mes(iA}, p)mes(iAg )"
En admettant cette relation et en utilisant (1), ’expression ci-dessus n’est autre que
05, (V;0) et on obtient la conclusion de (ii).
€]

Il reste a prouver (4). Pour v € iL) , v # 0, la fonction ¢ epﬁko(l/ + t€) a un
1

pole d’ordre n = ay — ag en t = 0. La fonction t — €% (v + t£)~! a un zéro d’ordre
strictement inférieur. Puisque vy, (v + t&, P) = uy, (v + t&, P)egﬁko(l/ + )G (v + &)}
est réguliere, on a nécessairement uy, (v, P) = 0. Puisque Zuewg ug, (v, P) = 1, on en
0
déduit ug, (0, P) = 1. On calcule alors
<A a>
Uk, (0, P) = mes(AS, /Z[Ay]) 7" lim H a = mes(ASJZ[AN]) e,

A—0 1—e 1 — p—<Aka>
aEAp

ol k= k—lolog(q). Or Ly, = kZ[A ], d’ott
k"mes(AS; /Z[AN]) = mes(AS, /KZIAM]) = mes(AS;/Li,)-
D’apres les relations de compatibilité de nos mesures, on a
mes(Afy [ ASy p) = mes(iAyy p) " mes(iAG ),

d’ott mes(AS;/Li,) = [Lry  A§p gl mes(iA}, p) 'mes(iAg p). En assemblant ces cal-
culs, on obtient (4). O

1.8 (G, M)-familles et inversion de Fourier

Soient M un Levi semi-standard et X un élément de Aq r. Appliquons les construc-
tions du paragraphe 1.6 a la famile Y = (Y'[P]) pep(ar) nulle, c’est-a-dire Y[P] = 0 pour
tout P, et a la famille (¢(A, P))pepa formée des fonctions constantes égales a 1. On
en déduit une fonction que ’on note

(X5 A) = Z eS0(X;A).
PeP(M)
On a I’égalité

e<MX>"&i I est non-archimédien et X € Ay r N Ag,
(1) e]\GjO(X; A) = ou si F' est archimédien et M = G,
0, sinon.
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Preuve. On peut fixer un élément P, € P(M) et supposer < A, & >> 0 pour tout
a € Ap,. En utilisant 1.5(2), on a

i CGA) = Y (F1) PP (X:A)

PeP(M)
= Z (_1)s(P,P1)/ ¢g,P1(H)e<A’H> dH
PeP(M) Afrr(X
— / 6<A’H> Z (_1)S(P,P1)¢g’P1 (H)dH
A p(X) PeP(M)

D’apres 1.3(7), la somme intérieure est égale & ['§,(H,Y), ot Y est la famille nulle. Ce
n’est autre que 0§;(H). Si F' est archimédien et M # G, l'intégrale est nulle. Si F est
non archimédien, elle vaut e<**> ¢'il existe H € Af o(X) avec H = 0 et elle vaut 0
sinon. Cette condition équivaut a X € Ay p N Ag. O

Soit T" un élément de Ay et soit (¢(A, P))pep) une (G, M)-famille. Dans le cas otl
F' est non-archimédien, on suppose que T' € Ay, r ®z Q et que la (G, M)-famille est
p-adique. Dans le cas archimédien, on suppose que les fonctions A — (A, P) sont de
Schwartz. Pour un sous-groupe parabolique ) = LUg € F(M), on définit ¢(A, Q) pour
A € iA}  comme la restriction a iAj . de (A, P) pour n'importe quel P € P(M)
tel que P C . On définit sa transformée de Fourier ¢(H, @), qui est une fonction de
H e Ap p, par

P Q) = mes(idi ) [ p(A, Qe M.
iA] P
C’est une fonction de Schwartz sur Ay, p.
Lemme. [’expression

/ / Oy (HTG(H', H + TIQ)G(H, Q)= dH' dH
Q=LU, e]-'M) Apr J A p(X+Hg)

est convergente et égale a @%T(X ).

Preuve. La condition Tg(H’,H + T[Q]) # 0 implique une majoration |(H')¢| <<

1+ |HC| (T est ici considéré comme une constante). Jointe aux conditions 6% (H') = 1 et

Hl,— Hg = X, celaimplique |H'| << 1+ |H]|. L’intégrale en H' est donc essentiellement

bornée par (1 + |H|)?” pour un entier D convenable. Puisque H — @(H,Q) est de

Schwartz, 'intégrale en H est convergente. Cela prouve la convergence énoncée.
Rappelons que, pour A en position générale,

P XA = Y (A PTG A).

PeP(M)

Fixons P. Par inversion de Fourier

PP = [ ottt Py an
Amr
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On va prouver 1’égalité

(2) G Ae = S / TS(H, H + TIQ) 2 (H'; A) dH'.

Q=LUqg;PcQ Y AL r(X+Hc)

En admettant cela, on obtient

A= 3 [ et P
PEP(M AMF
= / P) / TG(H' H + T(Q)ep’(H'; A) dH' dH.
PeP(M) AMF Q=LUyg; PCQ A p(X+Hg)

Cette expression est absolument Convergente pour A en position générale pour les mémes
raisons que ci-dessus, la fonction H' — ¢2°(H’; A) étant bornée. On sort la somme en Q
des intégrales et on la permute avec celle en P. On obtient

ST = Y /A H(H, P)

Q=LUgeF(M) PEP(M %PCQ

/ TS(H', H + T[Q)eR*(H'; A) dH' dH.
Af r(X+Hg)

On remarque que H n’intervient que par sa projection Hp dans l'intégrale intérieure.
Décomposons la premiere intégrale en une intégrale sur H € Ay r et une intégrale sur

A}y p(H). On obtient

B STxn= Y /A N /A B(H", P)

Q=LUg€EF(M) PEP(M ) PCQ a,p
/ TG(H H+T(QeR(H'; A)dH' dH" dH.
‘AL F(X+HG)

On voit apparaitre 'intégrale

/ G(H", P)dH".
AL o (H)

Par inversion de Fourier, ceci n’est autre que

mes(iA*LF)_l/A (A, P)e”<MH>gA,

Y e
YALF

Puisque le domaine d’intégration est restreint a ¢.A} z, on peut aussi bien remplacer
w(A, P) par (A, Q). L’intégrale ci-dessus devient ¢(H, @)), en particulier est indépendante
de P. Dans la formule (3), la somme en P ne porte plus que sur les termes e2°(H’; A).
Leur somme vaut €5;°(H'; A). Supposons F non archimédien. L’égalité (1) dit que e%°(H'; A)
vaut e<MX> si H' € Ay p, 0 sinon. La formule (3) devient

e (X5A) = / / TG(H' H+T([Q))¢(H, Q)e~"""> dH' dH.
Q= LU cF(M AL F ALF(X+HG)0A1WF
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Mais Af (X + Hg) N\ A r est Uensemble des H' € A§; (X + Hg) tels que S (H') = 1.
La formule ci-dessus est donc équivalente a celle de ’énoncé. Supposons maintenant F'
archimédien. L’égalité (1) transforme directement la formule (3) en celle de I’énoncé, a
ceci pres que 'on ne somme que sur les Q € P(M). Mais si @ ¢ P(M), le support de
la. fonction 69, est de mesure nulle et la contribution de @ & la formule de 'énoncé est
nulle.

Prouvons (2). Puisqu’il s’agit de fonctions méromorphes en A, on peut supposer
Re < A& >> 0 pour tout a € Ap. Alors

et (X A)e=h> = /A GG(H' = T)e~MH 1> qH'

§1,p(X)

= / ¢G(H' — H — T)e=""> dH'.
AG p(X+Hg)
On utilise 1.3(3), d’out

ST(X:A) = / > TGH' H+T)¢R(H)e > dH'.

AfI,F (X+Hg) Q=LUq;PCQ

On sort la somme en ) de l'intégrale et on décompose celle-ci en une intégrale sur
H' € Af o(X + Hg) et une intégrale sur H” € Aj; o(H'). On obtient

TN = > / IG(H',H+T) / G (H"eM"> aH" dH'.
AF o (X+Hg)

Q=LUg;PCQ Al p(H)

La dernitre intégrale n’est autre que €2 (H’; A) et on obtient la formule (2). O

1.9 Représentations

Si 7w est une représentation admissible de G(F') et si F' est non-archimédien, on note
V. un espace dans lequel elle se réalise. Dans le cas ou F' est archimédien, pour étre
correct, il faudrait introduire deux espaces : un espace dans lequel 7 se réalise et le sous-
espace des vecteurs K-finis, qui est celui qui nous intéresse mais qui n’est pas invariant
par l'action de G(F). Pour simplifier, on n’introduit que ce dernier, que I'on note V,
et on convient qu’il est plongé dans un espace implicite plus gros ou 7 se réalise. Si 7
est irréductible et unitaire, on fixe un produit hermitien (.,.) sur V, invariant par m(g)
pour tout g € G(F) (avec la convention ci-dessus dans le cas archimédien). Pour nous,
un tel produit est linéaire en la seconde variable et antilinéaire en la premiere. On note
I4isc(G(F)) Pensemble des classes de représentations irréductibles de la série discrete de
G(F). Pour o € 5.(G(F)), son degré formel d(o) est défini par I’égalité

/ (e1.0(9)e2) (0(9)eh, &) dg = d(0) " (ex, ) (€) e2)
Ag(F)\G(F)

pour tous ey, s, €], €5 € V.
Le groupe AZ - agit sur I'ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
admissibles de G(F') : a une représentation 7 et a A € Af, ¢, on associe la représentation

7y définie par my(g) = eM69>7(g). Cette action se quotiente en une action de
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&.c/1Ag - Pour deux représentations 7, 7', considérons I'ensemble des A € i.Ag, tels que
7o~ 7’ y. Il est stable par i.A}, » agissant par addition et on note [, 7] son quotient par
cette action. Si m = 7', c’est un groupe et il est plus suggestif de le noter Stab(iAg, ., 7).
Ce groupe ne dépend que de P'orbite de m pour l'action de A7, . L’action du groupe
iAG ¢ conserve 'ensemble Ilys(G(F)). On note [giee(G(F))/iAG p I'ensemble des or-
bites.

Soit P = MUp un sous-groupe parabolique semi-standard de G et soit o une représentation
admissible de M(F). Pour A € A}, ¢/iA}, p, introduisons la représentation induite
T = Ind%(0y) de G(F). Elle se réalise naturellement dans un espace V,, de fonctions
e : G(F) — V, se transformant a gauche par P(F) selon la formule usuelle. On définit
I'espace V,, p des fonctions e : K — V, telles que

- e(muk) = o(m)e(k) pour tous m € M(F)N K, uc U(F)NK, ke K;

- si F' est non archimédien, e est localement constante;

- si F' est archimédien, e est lisse et K-finie.

Par I’homomorphisme V., — V,, p de restriction a K, 7 se réalise dans V,, p pour tout
A. Supposons ¢ irréductible et unitaire. Si A € iA}; p, T est unitaire. Plus précisément,
my conserve le produit hermitien sur V, p défini par

(61,62):L(Gl(k),eg(k))dk.

Revenons a o admissible et A € A3y, o/iA}, p. Soit P' = MUp: € P(M). Posons
7 = Ind%, (o). On définit 'opérateur d’entrelacement

JP’\P(0A> Vorp = Vopr.
Modulo les isomorphismes

Vo’P — V7r>\ Vo,P/ — Vﬂi\
e = e e = €,

il existe un réel ¢ tel que, pour Re(< A, & >) > ¢ pour tout o € Ap, cet opérateur soit
donné par la formule

<& (Jpp(on)(e)a(g) >= <€ ex(ug) > du

/<UP(F)nUp/ (F)\Ups (F)

pour tout e € V,p et tout € € V;z, ol ¢ est la contragrédiente de o. Il se prolonge
méromorphiquement a tout A}, /1Ay, . Les opérateurs d’entrelacement vérifient de
multiples propriétés, cf. par exemple [A3] paragraphe 1.

Soit z € G(F). Posons M' = xMz~', P’ = zPx! et supposons M’ semi-standard.
On note xo la représentation m’ +— o(x~'m'z) de M'(F) dans V,. On note A — x)
I"application de A}, ¢ dans A} ¢ déduite par fonctorialité de la conjugaison par z. Posons
'\ = IndS,((x0),). On réalise my et 7/, dans leurs modeles V,, et Vzr . Notons Op(z)
le jacobien de I'application ad, : Up — U,p,—1 (en fait, on peut écrire z = m'k’ = km,
avec m' € M'(F), m € M(F), k, k' € K; on a dp(x) = dp(m) = dp/(m’)). Définissons
I'opérateur

Y(@) 2 Vi, = Var

par (y(x)e)(g) = Op(z)/2e(z'g). 1l vérifie la relation y(x) o m\(g) = i (g) oy(z).
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Supposons o irréductible et unitaire et limitons-nous a A € 1.4}, p. En identifiant V7,
aV,pet VW;,\ a Ve pr, ces espaces sont munis de produits hermitiens définis positifs pour
lesquels les représentations m, et m’, sont unitaires. Alors 'application (z) est unitaire.

On appliquera ces constructions & des éléments du groupe de Weyl W&, Soit w € W&,
On choisit un représentant w de w dans K. Le Levi M' = w(M) est semi-standard. Par
abus de notation, on pose simplement wo = wo et y(w) = ~y(w). Notons que vy(w),
vu comme un opérateur de V, p dans Vi w(p), ne dépend pas de A. On pourra aussi
appliquer cette construction & des quotients tels que W& /WM. On pourra vérifier que
nos formules ne dépendent pas des choix des relevements w.

1.10 Opérateurs normalisés

Soient M un Levi semi-standard et o € Ilgs.(M(F)). Pour P € P(M), Popérateur
Jpip(0x) © Jpp(0x) est une homothétie qui ne dépend pas de P. On définit m%(oy)
comme le produit du degré formel d(o) et de l'inverse du rapport de cette homothétie.
Remarquons qu’en vertu des relations de compatibilité de nos mesures, m®(oy) ne dépend
que des mesures sur G(F) et Ay (F).

On introduit des opérateurs normalisés Rp/| p(oy) et des fonctions de normalisation
rpp(oy), pour P, P € P(M), comme en [A3] paragraphe 2. On a I'égalité Jp/p(0oy) =
rpp(oa)Rpp(oy). Pour A € iA}y, p, Rpyp(0a) est unitaire. On sait que, pour toute
racine réduite o de Ay, on peut définir une fonction r, (o) de sorte que

(1) replon) = [ ralon),

O¢>P0,Q’<PIO

la notation signifiant que a parcourt les racines réduites qui sont positives pour P et
négatives pour P’.

Il est utile de rappeler quelle est la forme des fonctions r,(cy) dans le cas ou F' = R.
Fixons un sous-tore fondamental S de M. Son algebre de Lie s se décompose de fagon
unique en une somme directe a;; @ ™ stable par 1'action galoisienne. On pose by, =
ay(R), b = isM(R), on définit l'algebre de Lie réelle h = by, @ b et sa complexifiée
bec. Remarquons que A, s’identifie a hy,. A la série discrete o est associé un caractere
infinitésimal qui est une orbite dans ¢h* pour 'action du groupe de Weyl absolu de S.
Choisissons y, dans cette orbite. On sait que la projection p de p, sur ih** appartient
4 un réseau fixe de cet espace, plus précisément a un réseau de (X*(S) @z Q) Nih*M*.
Soit « une racine réduite de A,;. D’apres [A3] paragraphe 3, pour un choix convenable
du point p,, la fonction r, (o)) est produit d’une constante uniformément bornée (c’est-
a~dire bornée indépendamment de o et A), d’'un nombre fini de fonctions

1
<o+ A, B>

otl 3 est une coracine de S se restreignant & by, en un multiple positif et non nul de d&,
et, éventuellement, d’une fonction

<po+NB>4+N+1
2

<o+ N3 >+N
2

I( )T )~

oll  est une coracine de S égale & un multiple positif et non nul de @ et N € {0, 1}.
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On utilisera les propriétés suivantes, pour A € i.A}y; p.

(2) La fonction A — m%(\) est réguliere, a croissance modérée et a valeurs positives
ou nulles.

Les premieére et troisieme propriétés sont dues a Harish-Chandra. La deuxiéme (qui ne
concerne que le cas ol F' est archimédien) résulte de la formule explicite [A3] proposition
3.1.

(3) On a l’égahté TP‘P/(O')\) = Tpl|p<0')\).

Cela résulte des relations d’adjonction vérifiées tant par les opérateurs d’entrelace-
ment que par les opérateurs normalisés.

(4) On a Végalité |rpp(on)|* = d(o)m(ox) "

Cela résulte de (3) et de la définition de m©(oy).

(5) Pour P, P" € P(M), la fonction

—1
A= 1pip(0n)Tprpr(02)

est réguliere de valeur absolue 1. Si F' est archimédien, ses dérivées sont a croissance

modérée.

La premiere assertion résulte de (4). Pour la seconde, on peut supposer F' = R car
dans le cas ou F' = C, les fonctions de normalisation sont les mémes que pour le groupe
sur R déduit de G par restriction des scalaires. La décomposition (1) nous ramene a

1 . _ . 1 .
considérer une fonction r,(0)r_o(ox) 7!, ou encore, d’apres (3), ro(ox)ra(oy) . D’apres
ce que 'on a dit ci-dessus, une telle fonction est produit fini de termes

<MM76>_<MM+)‘76>
<pM B>+ <py+ A B>

et éventuellement d’un terme

F( <M]M‘2|')\75> )F( _<N]M‘E)\75>+1 )

1—\( 7<,LLMQ+)\,B> )1"( <,U«M+;,B>+1) ’

C’est un simple exercice de montrer que les dérivées de telles fonctions sont a croissance
modérée en .

(6) La fonction A — rp/p(0y)~" est réguliere et & croissance modérée.

Par la décomposition (1), on peut supposer P’ et P adjacents. Il y a alors un pa-
rabolique @Q = LUg € F(M), qui est minimal parmi les paraboliques contenant stric-
tement M, de sorte que P,P' C Q et PPN L = PN L. Par les propriétés habituelles,
rpip(0x) = rlL)—mL‘ prp(0x). Alors la propriété cherchée résulte de (2) et (4) appliquées au
groupe L.

(7) Pour quatre éléments Py, Py, P3, Py € P(M), la fonction

A mG(a,\)Tpl%(cr)\)rp3|p4(o,\)
est réguliere et a croissance modérée.
On peut I’écrire comme produit de
T By Py (U,\)_17’154\P3(0'A)_1
et de
mG(UA)’f’PQ\PQ(O'A)TP4|P4(UA)-

La premiere fonction vérifie les propriétés requises d’apres (6). La seconde est de valeur
absolue constante d’apres (4).
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1.11 R-groupes

Soient M un Levi semi-standard et ¢ une représentation irréductible de M (F) de la
série discrete. On note N'%(a) 'ensemble des couples (A, n) olt A est un automorphisme
unitaire de V, et n € Normgry(M) (le normalisateur de M dans G(F')) qui vérifient la
condition

Aono(x)=o0(x)o A

pour tout z € M(F'). C’est un groupe pour le produit (A4,n)(A",n’') = (AA ,nn'). 1l
y a un homomorphisme naturel M (F) — N%(0) qui, & z € M(F), associe (a(m), m).
L’image est un sous-groupe distingué de A'“(z). On note W% (o) le quotient. On a une
suite exacte

(1)  1-=U—=W%0)— W) —1,

ou U est le groupe des nombres complexes de module 1 et
W o) ={w e W% w(M) = M,wo ~c}/WH,

Soit P € P(M), posons m = Ind%(c) que l'on réalise dans 1'espace naturel V. Pour
(A,n) € N (o), on définit I'automorphisme 7p(A, n) de V; par 7p(A,n) = Rpjpy-1(0)o
v(n) o A. Expliquons que A désigne ici 'opérateur déduit de A par fonctorialité, c’est-
a~dire celui qui, a une fonction e : G(F') — V,, associe la fonction g — Ae(g). On vérifie
que 7p(A,n) est un entrelacement, c¢’est-a-dire que

TP<A7 n) o 7T<g) = 7T<g> © TP<A7 n)

pour tout g € G(F'). On vérifie que 'application rp ainsi définie est une représentation
unitaire de N'%(o). Si on remplace P par un autre P’ € P(M), les représentations rp et
rp sont équivalentes : on a rp(A,n) o Rpjp/(0) = Rpjpi(0) o rpi(A,n). Le sous-groupe
des (A,n) € N (o) tels que rp(A,n) soit I'identité de V; est donc indépendant de P. 11
contient M (F) (identifié comme ci-dessus a un sous-groupe de N'¢(c)). On note W& (o)
le quotient de ce sous-groupe par M (F). On pose

RE (o) = W (o) /W5 (o).

Par la suite (1), W¢ (o) s’identifie & un sous-groupe distingué de W% (o). On pose
RC(a) = W% (a)/WE (o). Cest le R-groupe de o. On a une suite exacte

1 —U— R%0) — RYo0) — 1.

La représentation 7p se quotiente en une représentation de R (o) telle que 2 € U agisse
par I’homothétie de rapport z.

Dans la suite, toutes les représentations de R“ (o) seront supposées vérifier
cette condition.

On note Irr(R (o)) 'ensemble des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles
de R (o). Le résultat principal de la théorie du R-groupe est qu’il existe une bijection
p — 7w, de Irr(R% (o)) sur l'ensemble des classes de représentations irréductibles de

G(F) qui sont des sous-représentations de m, de sorte que la représentation rp ® 7 de
R%(0) x G(F) dans V, se décompose en

(2) @pEITT(RG(U)) p & Tp-
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Notons que la correspondance p +— 7, ne dépend pas de P : si on remplace P par P,
Popérateur Rp|p/(c) entrelace les représentations de R (o) x G(F') dans V; et dans Vi,
ot 7 = IndS, (o).

Harish-Chandra a décrit les groupes W§ (o) et RE(c). Soit o une racine réduite de
Ay dans G. 11 lui est associé un groupe de Levi M, € L(M) qui est minimal dans
L(M) — {M}. Suposons que la mesure de Plancherel m™= (o) soit nulle. On montre
qualors WMe (M) a deux éléments : I'identité et une symétrie s,. L’ensemble des a
vérifiant les conditions ci-dessus forme un systéme de racines et W (o) est le groupe de
Weyl de ce systeme. En particulier, W (o) est engendré par ces symétries s,. Fixons un
ensemble de racines positives dans ce systéme de racines. On peut identifier R% (o) au
sous-ensemble des w € WY (o) qui conservent 1’ensemble fixé de racines positives. On a
alors la décomposition

WS (o) =W§(o) x R¢(0).

Remarque. Les définitions ci-dessus dépendent de choix d’opérateurs d’entrelace-
ment normalisés. Si on change de choix, on obtient une nouvelle représentation, notons-
la rp. On vérifie qu'il existe un caractere unitaire y de W% (o), que I'on remonte en un
caractere de N'%(a), de sorte que rp(A,n) = x(A,n)rp(A4,n). On peut introduire 1’au-
tomorphisme x de N9 (o) qui & (A, n) associe (x(A,n)A,n). On a alors rp = rpox. A
I’automorphisme x pres, nos définitions sont donc indépendantes des choix d’opérateurs
normalisés. En tout cas, dans la suite, ces choix sont fixés.

Soit A € i Ag, . L’application

N¢(o)
(A,n)

— NG<O')\)

= <A€<)\,Hg(n)>7n)

est un isomorphisme. A cause de la torsion par e<MHe(™> cet isomorphisme est com-
patible avec les plongements de M (F) dans les deux groupes N¢(o) et N¢(oy). Il se

quotiente en un isomorphisme R(c) ~ R(0) compatible avec l'identité R(o) = R(o)).

1.12 Coefficients

Rappelons qu’Harish-Chandra a défini une fonction = sur G(F). Elle vérifie les pro-
priétés :

(1) la fonction = est biinvariante par K.

(2) il existe d € N tel que 'on ait les majorations

So(m) YV << Z(m) << So(m) Y2(1 + |Ho(m))])*

pour tout m € My(F)=.

Soient P = MUp un sous-groupe parabolique semi-standard et o € Tlgs.(M(F)).
Pour A € i A}, , posons my = Indf(oy), que 'on réalise dans I'espace V,, p. Pour u,v €
V,.p, on définit une fonction coefficient sur G(F) qui, a g € G(F), associe le produit
scalaire (u, m)\(g)v). On a

(3) [(u, ma(g)v)| << E(g) pour tout g € G(F) et tout A € iA}, p;

plus précisément

(4) [i |(u(k), (mx(g)v) (k)| dk << E(g) pour tout g € G(F) et tout X € iA}, p.

Cela résulte de la preuve du lemme VI.2.2 de [W].
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Soit Q = LUg un sous-groupe parabolique standard. Notons W (L|P) = {s €
W s(M)C L, PyNL C s(P)NL}/W. Rappelons que pour tout s dans cet ensemble,
on fixe un relevement de s dans K, que 1'on note encore s On pose Qs = (s(P)N L)Ug
et Q = (s(P) N L)Ug. On introduit la représentation mh IndS(P A ((80)s2), que T'on

reahse dans 'espace VZ S(P)NL- Le terme

JQS\S(P)«SU)M) o y(s)u

est une fonction sur K appartenant & I'espace de la représentation Indg ((so)s»). Sa
restriction & K N L(F) appartient a V- s(pynp- On note us(A) cette restriction. De méme,
on note vg(A) la restriction de

JQS|S(P) ((sa)sx) o y(s)v

a KN L(F). Pour | € L(F), posons

Ey(ILN) =7(GIL)™ D (us(N), mh(Dos(N).
sEWG(L|P)

On appelle cette fonction le terme constant faible du coefficient (u, m\(g)v).

Proposition. Soit v > 0 un réel. 1l existe ¢ > 0 et une fonction C sur iA}; -, lisse, a
croissance modérée et a valeurs positives de sorte que l’on ait la majoration

[(u, mA(m)v) — dg(m) ™2 By (m, )| < C(N)dg(m) /2= (m)e o)
pour tout \ € A}, p et tout m € My(F)> vérifiant la condition
< a, Hy(m) >> v|Ho(m)|

pour tout a € Ay — AF.

Cf. [A1] lemme 7.1 et [W] lemme VI.2.3 dans le cas non-archimédien.

1.13 La formule de Plancherel

Cette formule exprime toute fonction K-finie f € C°(G(F')) a 'aide de ses actions
dans les représentations induites unitaires de représentations de la série discrete des Levi
de G (la condition que f est K-finie n’est une restriction que si F' est archimédien). Dans
la formule ci-dessous, pour tout Mgy € L(My), on fixe un parabolique S € P(My;sc)
et, pour tout élément de Tlgise(Maisc(F))/iA}y,,. p, on fixe un point-base o dans cette
orbite. Alors, pour toute fonction K-finie f € C°(G(F)) et tout g € G(F'), on a I'égalité

flgy= D [WMae| e > |Stab(iAs;,  p0)| 7t

Mgisc€L(Mop) o€laise(Maise(F)) /1Ay, g

/ m (o) )trace(Ind$ (oy, g~ )IndS (o, f)) dX.
A

1. *
Mgjsc,F
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1.14 La formule du produit scalaire d’Arthur

Pour exprimer cette formule sous une forme suffisamment générale, on fixe un sous-
tore D C Ag et un caractere unitaire w de G(F') dont la restriction a D(F') est triviale.
On adapte nos notations en notant par exemple A 'orthogonal du sous-espace Ap C Ay
et Hp, HP les projections d’un élément H € Ag sur Ap et AP. On considere un élément
T € Ay que l'on traite comme une variable. Mais on suppose qu’il reste dans un sous-
ensemble fixe de Ay défini par des relations

< a,T >> 0 pour tout a € Ay;

< a,T >> ¢, |T| pour tout a € Ay, ot ¢, > 0 est un réel fixé;

T € Ay r ®z Q si F est non-archimédien.

Remarquons que, dans un tel domaine, les fonctions |T'| et < o, T >, pour a € Ay,
sont équivalentes. On note 7 la fonction caractéristique de I'ensemble des g € G(F') tels
que ¢%(ho(g) — T) = 1, cf. 1.1 pour la définition de hq(g).

Soient P = MUp et P' = M'Up: deux sous-groupes paraboliques semi-standard et
soient o € Igise(M(F)), 0’ € Hyse.(M'(F)). On suppose que :

- les restrictions a D(F') des caracteres centraux de o et ¢’ coincident.

Fixons u,v € V, p et u',v" € Vi pr. Pour X € 1A}, p et X' € 1.4} , p tels que Ap—Ap €
iA} g, posons my = Indg(oy) et @, = Indg,(d),). Pour X € Agp, notons G(F; X)
I'ensemble des g € G(F') tels que Hg(g) = X. On munit cet ensemble d’une mesure de
sorte que l'on ait 1’égalité

/G L s = /,4 /G L T0dgax

pour toute f € C®(G(F)). On note D(F). = Ker(Hg) N D(F). On munit ce groupe
d’une mesure de Haar, et I'ensemble D(F).\G(F; X) de la mesure quotient. Remarquons
que D(F)\G(F;X) = D(F)\D(F)G(F; X), ce dernier quotient est donc muni d'une
mesure.

Posons

wH (XA N) = / (v, mA(g)u)(mh (9)v", w)w(g)x" (g) dg.
D(F\D(F)G(F3X)

Cette expression ne dépend que de la classe X + Ap p.

La formule d’Arthur calcule une valeur approchée de w?(X;\,\). Rappelons ce
résultat.

Soit S = MgUs un sous-groupe parabolique standard. Notons W (Mg|M) = {s €
WY s(M) = Mg}/W™M. On définit de méme WY (Mg|M'). Soient s € W (Mg|M), s' €
WE(Mg|M'), k, k' € K. Définissons les éléments u, (k' \), vs(k, \) € V, et v, (k, N'), v, (K', N) €

V., par les formules suivantes
us(K', A) = (Ja15p) ((50)a) © y(5)u) (K),

vs(k, A) = (Jsisp) ((s0)sr) © y(s)v) (K),
ug (K, N) = (Jsjs e ((8'0")sxr) 0 (")) (K),
Vo (K, X)) = (Jsje0pn) ((5'0") ) 0 v (s)0") (K).
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On rappelle que les termes entre parentheses sont des fonctions sur K ; cela a donc
un sens de les évaluer en k ou k’. Pour des éléments e, € V, et €, € V., et pour
A€ Ay, ¢ tel que Ap € i A, 1, posons

rés o (Xsem € niA) = / (n, so(z)e)(s'o’ (x)n, €)
o D(F)\D(F)M§ (F;X)

gbg(Ho(:p) — T)6<A’H°($)>w(x) dz,

ot M§(F; X) = Ms(F)NG(F; X) et la mesure est définie de facon analogue & celle sur
D(F)\D(F)G(F; X). Cette intégrale est absolument convergente si Re < A, & >> 0 pour
tout o € Ag et se prolonge en une fonction méromorphe définie pour tout A € Aj,. ¢
tel que Ap € iA}, . Posons

rgs,s/(X; MNA) = /K ; w(k'kE™h)
X

'r*g,S’s,(X, us (K, N), vs(ky N), uly (K, N), 0l (K N); A) dk dE

Pour des points A et X' ol les opérateurs d’entrelacement intervenant ci-dessus n’ont pas
de poles, cette expression est holomorphe au point A = sA — s’\. On pose

rT (XN N) = Z Z rg&s,(X; AN s — s\,

S;PyCS seWG (Mg|M),s'cW S (Mg|M')

On obtient ainsi une fonction méromorphe en X et \.

Théoréme (Arthur). Il existe ¢ > 0 et une fonction lisse et a croissance modérée C
C oAk - A% N .. - A% / - A%
sur iAy p X 1Ay, & valeurs positives, de sorte que, pour tous A € 1Ay p, X' € iAyy p

pour tous X, T, u,v,u,v’, on ait la majoration

W (X5 A N) = 1T (X5 A N)] < m (03)™2mE () ™20\ Nl [o] ||

On peut exprimer plus explicitement le terme r§87t(X ;A\, A5 A). Commengons par
calculer r§875,(X; e,n,€,1'; ). Pour simplifier les notations, on fixe €,n,€¢, 7. Pour Y €
A, p, posons

roaw(Y) = / (n, so(x)e) (50" ()], € () d,
D(F)\D(F)Mg(F;Y)

ou Mg(F;Y) ={x € Mg(F); Hyg(x) =Y}, Posons comme en 1.6
A p(X) ={Y € Aygp; Yo = X}

On a les égalités

FawXien doafsn) = | SV~ T)eM g, (V)Y
(A1, r(X)+AD.F)/ AP

_ /,4 . $E(Y — T)esM >rg (V) dY.
Mg,F

28



Notons w, et w,s les caracteres centraux de o et o’. Il est clair que, pour Y € Ay p,
5,55 (Y) = 0 si la restriction de s(w,)s'(wor) 'w & Apg(F). est non triviale. Supposons
cette condition vérifiée. Il existe alors un élément A, ¢ € iA3}, < tel que

<8<w0)8,<w0’>_1W)<a) = e<As,s’7H]WS(a)>

pour tout @ € Ay, (F). Cet élément est uniquement déterminé modulo i.4% uig. €U vérifie
(Ass')p € 1A . La fonction

Y — 67<AS’S/ ’Y>TS,s,s’ (Y)

ne dépend que de la classe Y + Ay, r. L'ensemble Ay (F)Ms(F;Y) est ouvert dans

Mg (F) et donc muni d’une mesure. On vérifie que, pour une fonction f sur le quotient
Apn (F)\\Apg (F)Mg(F;Y), on a la formule d’intégration

flayde =C [ f(z) da,

/D(F)\D(F)MS(F;Y) Ang (F)\\Ang (F)Ms(F;Y)

ol
C =mes(D(F).) 'mes(iAy, p) " [Ang,r Ay Fl-

De ces considérations résulte 1'égalité
€7<AS’SI’Y>7°S,3,5’(Y) —

C/ (0, s0(2)e)(s'0" (@), Yw()e™ <o Hots @ .
A]MS (F)\A]MS (F)Ms(F7Y)

Pour p € Z.AXJ\/IS7F/7:A>/WS7F’ posons
T _ —<A, gHp,Y>, T
rS,s,s/(M) - § : € e TS,s,s’(Y)'
YEAMS,F/AAMS,F

Par inversion de Fourier, on a I'égalité

(1> TS,S,S'<Y> = [-AMs,F : ~AAMS,F]71 Z €<As’s,+“7y>rg,s,s’<ﬂ)'

AV AV
MEZ‘AAMS,F/Z‘AJMS,F

L’égalité s(M) = Mg entraine mes(iAy,, r) = mes(iA}, ). D’autre part, on a

rgs o) = C/ (n, so(x)e)(s'a’ (x)n, e’)e_<As’s’+“7HMs(’C)>w(x) dx.
o Aprg (F)\Ms(F)

Cette derniere expression est le produit scalaire de deux coefficients de représentations de
la série discrete. 11 est nul si la représentation s'o” n’est pas équivalente a la représentation
(wso)_a, ,—u, autrement dit si Ay o + p & [s'0", wso]. Soit v € [s'0’,wso]. Introduisons
un isomorphisme unitaire A, : V, — V. tel que (s'0”)(x)0 A, = w(z)A, o (so)_,(z) pour
tout x € M'(F). Alors

Tg,s,s’(y - AS,S/) = Cd(“)_l(Aﬂ)a 5/)(77,7 AVE)'
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La formule (1) se récrit

rsss(Y) = mes(D(F)C)_1mes(iA}k\4,F)_1d(a)_1 Z e (An, €)(n, Ave).

vels'o! wso)
On a défini €57 (X; A) en 1.6. On obtient finalement

rzq:s,s/(X; e,n, e, nsA) = mes(D(F)C)*lmes(iA}ﬁu,F)71d(0)*1

S (A ) Ae)edT (X A+ ).

vE(s'o! wso]

Pour calculer rgs,s/(X;)\,X; A), on doit remplacer €,n,€¢,n" par us(k', \), vs(k, \),
uly(k, N, v, (K, N), multiplier par w(k’k™") puis intégrer en k, k" € K. Il apparait des
intégrales

/K(v;,(k', N, Ayug (K N)w (k) di

/K (Ayvs (e, )yl (ky X)) (k)L dE:.

Considérons la premiere, la seconde étant analogue. L’opérateur A, définit par fonc-
torialité un opérateur de V, s dans V,,-1,, g, que nous notons encore A,. Notons w
I'opérateur qui, a une fonction f sur K, associe la fonction k — w(k)f(k). Alors wo A,
envoie Vi, g dans V. 5. L’intégrale ci-dessus se récrit

/K<<JS|s’(P/)(<S/UI>S’X) 0 y(s)0)(K), (wo Ay o Jgyp)((50)sn) 0 v(s)u)(K)) dE.
Par définition du produit scalaire dans V. g, ce n’est autre que

(519 (80" )srn) 0 ()0, w 0 A, 0 Jgi5p) ((50)sn) © Y(8)u).
On obtient alors

(2) 7’?7375, (X5 N5A) = mes(D(F)c)’lmes(iAMF)fld(a)’l

Y Usiwen((8'0)en) 01 (s)0', w0 Ay 0 Jgip)((50)sn) 0 Y(s)u)

vels'o! wso]

(00 Ay 0 Jsip)(50)) 0 7(8), spaten((8'0Yse) 0 1 (5 )G T (X A+ ),

2 Espaces tordus

2.1 Notations

Soit G un espace tordu sous G. Rappelons qu’un tel espace est une variété algébrique
sur /' munie d’actions algébriques de GG a droite et a gauche

GxGxG = @&
(9.7.9) = gvg
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pour chacune desquelles G est un espace principal homogene. On impose la condition

(1) G(F) # 0.

Pour v € G, on note ad, 'automorphisme de G tel que vg = ad,(g)y pour tout
g € G. Il arrive que ad,, induise sur certains objets des automorphismes indépendants de
~. On note alors @ ces automorphismes. Par exemple, G détermine un automorphisme 6
de Zg ou de Ag. On impose la condition

(2) Pautomorphisme 0 de Zg est d’ordre fini.

Remarque. Les hypotheses (1) et (2) impliquent qu’il existe un groupe algébrique
non connexe Gt défini sur F, de composante neutre G, tel que G s’identifie & une
composante connexe de G, cf. [L] paragraphe 3.4. Cela nous permet d’utiliser pour
notre espace G les résultats démontrés dans la littérature pour les groupes non connexes.
Il est néanmoins tres probable que ces résultats restent vrais sous une hypothese plus
faible que (2).

On note Ag le sous-tore de Ag tel que X, (Ag) = X.(Ag)?, Vexposant signifiant selon
I'usage I'ensemble des invariants par 6. On pose Ag = X.(Az) ®z R = A%. On note ag
la dimension de Ag. On note Hg @ G(F) — Ag la composée de He et de la projection
orthogonale de Ag sur Ag. On note Ag . 'image de G( ) par I'application H.

Soit (P, M) une paire parabolique de G. Notons P le normalisateur de P dans G,
c’est-a-dire 'ensemble des 7 € G tels que ad., conserve . Notons M le normalisateur
commun de P et M dans G. Si P n’est pas Vlde les ensembles M, P(F) M(F) ne le
sont pas non plus. On dit alors que P est un espace parabolique et M est un espace de
Levi. Dans le cas de la paire minimale (P, M), il est toujours vrai que Py nest pas vide.
Soit vy € MO(F ). Un sous-groupe parabolique standard P donne naissance a un espace
parabolique P si et seulement si ad.,(P) = P. On peut supposer et on suppose que la
forme quadratique fixée sur Ay est invariante par I’automorphisme déduit de ad,, par
fonctorialité.

On adopte pour les espaces de Levi et les espaces paraboliques des notations similaires
a celles introduites pour les groupes. Par exemple, on note P(M) 'ensemble des espaces
paraboliques de composante de Levi M. Ou bien, pour H € A,;, on note H et H M g
projections sur l'espace A7, resp. sur son orthogonal A% dans Aj;. On munit les espaces
Ay, 1A%, et le groupe Ay (F) de mesures de Haar vérifiant des conditions similaires a
celles de 1.2.

Soient L un Levi de G et v € G(F) tel que ad,(L) = L. Notons # 'automorphisme
de A, déduit fonctoriellement de ad.,. Posons A} = {H € Ar;0H = H}. Notons M le
plus grand Levi contenant L tel que A9 C Aj;. Posons M = M~.On a

(3) I'ensemble M est un ensemble de Levi;

(4) on a légalité AY = Ay ;

(5) 'ensemble des espaces paraboliques P tels que L C P et ad,(P) = P est égal a
F(M).

Preuve. Notons 7 le sous-tore de Ay, tel que X, (T) = X,(AL)NAY. Le Levi M est le
commutant de ce tore dans G. Par définition de 1" et 0, ad., fixe tout point de T". Donc M
est le commutant de T dans G (c’est-a~dire ’ensemble des 7' € G tels que ad. fixe tout
point de T"). On sait qu'un tel commutant est un espace de Levi, pourvu qu’il ne soit pas
vide. Cette derniere condition est vérifiée. D’out (1). Evidemment 7" est inclus dans A,
donc A9 C Ay Inversement, un élément H € Ay, appartient a Ay, donc aussi a Ay,
Puisque v € M, on a aussi 0H = H, donc H € A9. Cela prouve (2). Soit P = MpUp
un espace parabolique tel que L C Mp et ad,(P) = P. Puisque ad., conserve L et que
Mp est I'unique composante de Levi de P contenant L, on a aussi ad,(Mp) = Mp. Donc
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M p = Mpy. Alors -AMP est un sous-espace de Aj, sur lequel 0 agit trivialement. D’ou
Ay, € Al = Ay Don M C Mp, ce qui équivaut & P € F(M). La réciproque est
claire. [

On a fixé une paire parabolique minimale (Fy, My) et un groupe compact maximal
K. On a

(6) si F est archimédien, il existe v € My(F) tel que ad,, conserve la composante
neutre de K.

Cf. [DM] lemme 1.

2.2 Deéfinitions combinatoires

Soit P = MU un espace parabolique tel que My C M. Pour a € Ap, on note @ la
restriction de a & A,7. On note Ap 'ensemble de ces @ pour a € Ap. Si on fixe y € M,
I'automorphisme ad., définit par fonctorialité une permutation de Ap indépendante de ~,
que l'on peut noter 0. Alors A s’identifie a I’ensemble des orbites dans Ap pour 'action
du groupe de permutations engendré par 6. Pour a € Ap, on note wg la restriction de
wa a Ay, Cette restriction ne dépend en effet que de la restriction & de a. Les ensembles

p et {ws; & € Ap} sont des bases de Aé’*
Sment P=MUpCQ= LUQ deux espaces paraboliques tels que MO C M On définit

naturellement le sous-ensemble AQ C Ap. On définit les fonctions 7' qbQ 569 sur

Ay et FP sur Ay x A;; en remplagant a par & et w, par ws dans les deﬁnltlons de 1.3.
On définit aussi la notion de famille de points (G, M)-orthogonale. Pour une telle famille

Y, on définit la fonction F]\QZ(., V). Toutes les relations énoncées dans le paragraphe 1.3
restent valables pour ces nouvelles fonctions. Evidemment, toutes ces fonctions peuvent
étre considérées comme des fonctions sur Ay, ou méme sur Ay, par composition avec la
projection orthogonale sur Ay,

Soient maintenant () = LUQ C R deux sous-groupes paraboliques tels que My C L
et soit P = MUp un espace parabolique tel que Q ¢ P C R. Notons 0' la fonction
caractéristique du sous-ensemble des H € A, qui vérifient les conditions sulvantes :

< a,H >> 0 pour tout a € Ag;

< a,H >< 0 pour tout « GAQ—Ag;

< wa, Hy >> 0 pour tout & € Ap.

On démontre que cette fonction ne dépend pas de P vérifiant les conditions ci-dessus,
cf. [LW] lemme 2.10.3. Soulignons que cette fonction n’est définie que s'il existe au moins
un P vérifiant ces conditions. Pour un sous-groupe parabolique Q = LUg et un espace
parabolique P tel que Q C P, on a I'égalité

(1) 75 (H)7s(H) = Y RPCR 6§(H) pour tout H € Ag,

cf. [LW] lemme 2.10.5.

2.3 (G, M)-familles

Les définitions et résultats des paragraphes 1.4 a 1.8 s’adaptent aux espaces tor-
dus. Pour un espace de Levi M, on définit une notion de (G, M)-famille : c’est une
famille (¢ (A,P))PGP(M) ott A — (A, P) est une fonction C* sur 1A%, ; pour deux

espaces paraboliques adjacents P et P’, les fonctions ¢(A, P) et ¢(A, P') se recollent
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sur le mur séparant les chambres positives associées aux deux espaces paraboliques.
Pour une telle famille, on définit la fonction @AGZ(A). Pour X € Ag o et pour une fa-

mille (G, M)-orthogonale ), on définit la fonction @AGZ’y (X; A). Ces fonctions vérifient les
memes propriétés que dans le cas non tordu.

Considérons un Levi L contenu dans M. Soit (p(A, Q))gep(r) une (G, L)-famille. Pour
P € P(M), choisissons Q € P(L) tel que Q@ C P. La restriction de A — (A, Q) a iA
ne dépend pas du choix de Q. On la note @(A, P). Alors la famille (¢(A, p))]sep(]\;[) est
une (G, M)-famille.

2.4 Une construction auxiliaire

Pour un caractere u de G(F) et pour y € G(F), le caractere u o ad, ne dépend pas
de v, on le note p o 6. On note p o (1 — 0) le caractere p(pu o 6)~!. Dans la suite, on
considérera un caractere unitaire w de G(F) dont la restriction & Zg(F)? est triviale.
Certains aspects de la théorie se simplifient quand ce caractere est de la forme po(1—6).
Ce n’est pas toujours le cas mais nous allons voir que 'on peut se ramener a ce cas en
effectuant des extensions.

Soient (G’, G') un couple vérifiant les mémes hypotheses que notre couple (G, G). Soit
p : G — G un homomorphisme de groupes algébriques et p : G’ — G un homomorphisme
de variétés algébriques (tous deux définis sur F'). On dit que (p, p) est un homomorphisme
d’espaces tordus si et seulement si on a I'égalité

S,

p(@'y'y") = p(@")p(y)p(y')
pour tous v € G’ et &',y € G'.

Proposition. Soit w un caractére unitaire de G(F) dont la restriction a Zg(F)? est
triviale. Il existe un espace tordu (G',G") vérifiant les hypothéses (1) et (2) de 2.1, et
un homomorphisme d’espaces tordus (p,p) : (G',G") — (G, G) vérifiant les conditions
suivantes :

(i) ’homomorphisme p s’insére dans une suite exacte

150G 501

ou C' est un sous-tore central de G’ ;
(ii) pour toute extension ' de F', 'homomorphisme p : G'(F') — G(F") est surjectif;
(iii) il existe un caractére unitaire p’ de G'(F') tel que wop = p' o (1 —¢') (en notant
¢’ I'analogue de 6 pour (G',G")).

Preuve. On commence par montrer

(1) il existe (G', G") vérifiant (i) et (ii) et tel que le groupe dérivé de G' soit simplement
connexe.

(est une simple adaptation de la théorie des z-extensions. Fixons v € G (F), posons
0 = ad,. Notons Gg¢ le revetement simplement connexe du groupe dérivé de G. On sait
que l'on a un isomorphisme

(Gsc x Z2))2 ~ G,

oll = est un sous-goupe abélien fini de Ggc x Z%. L’automorphisme 6 se reléve en un
automorphisme de Ggc, donc aussi en un automorphisme de Ggo X Z& qui préserve
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Z. On note tous ces automorphismes . Fixons une cloture algébrique F' de F, posons
I'r = Gal(F/ F) Fixons une extension galoisienne finie " de F telle que I'pr agisse
trivialement sur . Notons E le groupe Hom(Z, F*) des caracteres algébriques de = et
Z[ | le Z-module libre de base Z. Pour plus de clarte si p € Z, on note p I'élément de base

de Z[Z]. Le module Z[=] est muni d’une action de I'p triviale sur T'pr. Notons A 'ensemble
des fonctions f: I'p\I['r — Z[é] On le munit de 'action galoisienne par translations a
droite. On note C' le tore sur F tel que X,(C) = A, muni de cette action galoisienne.
Par ailleurs @ se transporte en une permutation de é, puis en un automorphisme de
Z[Z], puis en un automorphisme de A (par action sur Uespace d’arrivée), enfin en un
automorphisme 0¢ de C. Il est clair que 0¢ est défini sur F'. On définit deux applications

= o Z[E] @ F*

ZIZ] @z F* — C.
LaApremi\ere envoie & EAE sur » ez pb @ p(§). La seconde est déduite de 'application
Z[Z] — A qui & x € Z[=] associe la fonction f définie par f(o) = ox. Notons ¢ : = —
C la composée des deux applications. Elle est injective, équivariante pour les actions
galoisiennes et vérifie 1 o § = 0c o 1. Posons

G' = (Gsc x Zg x C){(&1(€));: € € E}.

On a bien la suite exacte
150G 5aG—>1.

La condition (ii) est vérifiée parce que C' est un tore induit, donc H (', C') = 0 pour
toute extension I’ de F. Enfin, le groupe dérivé de G’ est simplement connexe parce que
I’homomorphisme naturel Ggc — G’ est injectif. Le produit des automorphismes 6 de
Gsc X Z2 et 6 de C se descend en un automorphisme ¢’ de G'. Sa restriction & Zg est
d’ordre fini. On introduit une variété G/ muni d’un isomorphisme défini sur F' de G’ sur
G’. On note g — ¢’ cet isomorphisme. On définit les actions & gauche et & droite de
G’ sur G par (z,90,y) — 296 (y)@'. On définit p: G’ — G par p(g@') = g7. Le couple
(p, p) est un homomorphisme d’espaces tordus. Cela prouve (1).

On montre ensuite

(2) les assertions de la proposition sont vérifiées si le groupe dérivé de G est simple-
ment connexe.

On fixe de nouveau v € G(F) et on en déduit un automorphisme @ de G. On introduit
le tore D = Z2/(Zgge N Z2). On a la suite exacte

1—)G50—)G2)D—>1,

d’olt
1 = Gse(F) = G(F) % D(F).

De 60 se déduit un automorphisme encore noté 6 de D. Tout caractere de Gge(F) étant
trivial, w se factorise en un caractere du quotient Ggo(F)\G(F'), que I'on peut prolonger
en un caractere de D(F'). On note wp ce prolongement. Notons Zg’o et D?0 les compo-
santes neutres des sous-groupes de points fixes par 6 dans Zg et D. L’homomorphisme
780 — DO est surjectif, done d(Z5°(F)) est d’indice fini dans D*°(F). Par hypothese,
w est trivial sur Zg(F)?, a fortiori sur Zg'(F). Donc la restriction de wp & D?O(F) est
d’ordre fini. Notons ny l'ordre de wp, no celui de 'automorphisme 6 de D et posons
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N =nms. SiN=1onaD=D% puisw=1. On prend & = G, &' = G et cest
terminé. Supposons N > 1. Posons

C= {(l'h X E DN H eDSUZ' = 1}

Z 17 7
C’est un tore isomorphe & DV~!. Posons G’ = G x C'. L’extension

120 -G0G350 —=1

vérifie les conditions (i) et (ii). Définissons un automorphisme ¢’ de G’ par

0'(g,21,....,zn) = (0(g9),d(g)xn, 21, ..., tN_2,d 0 O(g aN_1).
On vérifie que
(9/)N(g7x17 7~TN) = (9N<g>,371, ,SUN)

Il en résulte que la restriction de @' & Ze est d’ordre fini. On définit 'espace tordu G’ et
I'application p comme dans la preuve de (1). Définissons un caractere p’ de G'(F') par

Ml<g7.’lj‘1,...7ﬂj‘N) = H H (,UBIOH](SUZ)
i=1,...N—1j=0,...i—1
On calcule

Wo(l=0)g oy, .on) =wp'(may'de)™) [ I wp'e@(wal)

i=2,...,N—13j=0,....i—1

— wpod(qglwn (s :UN< H H w5 091x1>( H H wp Yot (z 1))

2,...,N=1j=0,....i— 1, ,N=25=0,..,

= w(g)wp(zy) ( H wDoﬁi(a:i)> H wht o (TN 1).

i=1,....N—2 §=0,...,N—2
On utilise la relation

TN = H 0 ()
et on obtient
wo(l—60Yg,z1,....on) =w(g) H wp o0 (zn_1).
j=0,..,.N—1

L’application x + [],_, ., ; 0’(x) envoie D dans D%% donc D(F) dans D?O(F). Donc,
pour tout x € D(F), [,y y_; 0’ (2) est la puissance n;-ieme d’un élément de DYO(F).

Il en résulte que
H wpot(z)=1
§=0,..,.N—1

pour tout z € D(F). L’égalité ci-dessus devient

Ml o (1 - 9')(g,x1, "'7xN) = w(g)7
comme on le voulait. Cela prouve (2).

Dans le cas général, on commence par construire un couple vérifiant (1). On affecte
les objets relatifs & ce couple d’un indice 1 : G%, G, p1, pr. On applique (2) & ce couple
et au caractére w o p;. On obtient des objets G/, G, 1/ et des applications ps : G/ — G,

5 G — (N}”l On pose p = p; o pa, p = Py © P2 et on note C 'image réciproque de C
dans G'. 11 est clair que les objets G', G, C, p et p vérifient les conditions de I'énoncé. O
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2.5 Représentations

Soit w un caractére unitaire de G(F). On suppose que sa restriction a Zg(F)?
est triviale. On appelle w-représentation lisse de G(F) un couple (m,7), ol 7 est une
représentation lisse de G(F) dans un espace Vj et 7 est une application de G(F) dans
le groupe des automorphismes de V; telle que 7(gv¢') = 7(g)7(v)m (¢ )w(g’) pour tous
9,9 € G(F) et v € G(F).

Remarque. Dans le cas ou F' est archimédien, il faudrait distinguer, comme on 'a
dit en 1.9, 'espace de la représentation et son sous-espace V. des vecteurs K-finis.

En pratique, on parlera plutot de la w-représentation 7, en occultant la représentation
7 sous-jacente. Pour une w-représentation lisse 7 et pour z € C*, on définit 27 par
(27)(7) = 27 (7).

Variante. On dira que 7 est unitaire s’il existe un produit hermitien défini positif
sur V; tel que 7 () soit un opérateur unitaire pour tout v € G(F). Notons U le groupe
des nombres complexes de module 1. Pour une w-représentation lisse unitaire 7 et pour
z € U, z7 est encore unitaire.

On dit que 7 est admissible si et seulement si 7 'est. On dit que 7 est tempérée si
et seulement si 7 est unitaire et m est tempérée. Nos hypotheses que w unitaire et que
I’automorphisme 6 de Ag est d’ordre fini impliquent que 7 est de longueur finie si et
seulement si 7 l'est. Il y a une notion naturelle d’irréductibilité et une notion plus fine
de G-irréductibilité : 7 est G-irréductible si et seulement si 7 est irréductible. Notons
Irr(G(F);0,w) 'ensemble des classes de représentations lisses irréductibles 7 de G(F)
telles que w®@ ™~ mo 6, ol ™o 0 est la classe de 7 o ad, pour un quelconque v € G'(F)
L’application 7 — m est une surjection de l’ensemble des w-représentations lisses G-
irréductibles de G(F) sur Irr(G(F);#,w). Les fibres sont isomorphes & C*.

La mesure de Haar fixée sur G(F) détermine une mesure sur G(F). Pour f €

C*(G(F)), on définit 'opérateur

A(f) = /G RO

Supposons 7 admissible. Alors la trace de cet opérateur est bien définie. A 7 est associé

son caractere, qui est la distribution sur C2°(G(F)) définie par
Ia(7, f) = trace(7(f)).
Si g € G(F) et si 'on note 9 f la fonction définie par 9f(v) = f(g 'vg), on a
I(7,9f) = wlg) " a(, f).

On note Dype.(G(F);w) l'espace de distributions engendré par les caracteres de w-représentations
admissibles de longueur finie. Il est évidemment engendré par les caracteres de w-représentations
irréductibles. Une w-représentation irréductible a un caractere non nul si et seulement

si elle est G-irréductible, cf. [L] proposition A.4.1. Tout élément = € Irr(G(F);0,w)
détermine une droite D, dans Dyye.(G(F);w), & savoir la droite portée par le caractere

de 7, ou 7 est un prolongement quelconque de 7 en une représentation de G(F ). On a

(]-) Dspec(é(F);w) = @WGIT‘T‘(G(F);G,UJ)DT(;
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cf. [L] proposition A.4.1 dans le cas non archimédien; la preuve est similaire dans le cas
archimédien ;

(2) Pespace Dypec(G(F);w) est formé de distributions localement intégrables sur G/(F)
et lisses sur les éléments fortement réguliers.

Preuve. Notons 1 le caractere trivial de G(F'). Si w = 1, l'assertion est due a Bouaziz
dans le cas archimédien ([B] théoreme 2.1.1) et a Clozel dans le cas non-archimédien
([C]). Supposons qu’il existe un caractére unitaire p de G(F') tel que w = po (1 —6)
(cf. 2.4). Soit 7 une w-représentation de G/(F) de représentation sous-jacente 7. Posons
m = 7@ p. Fixons 7o € G(F) et définissons 7 par 71(g70) = 1(g)7(g0). On vérifie que
71 est une 1-représentation de G (F), de représentation sous-jacente 7. Son caractere est
localement intégrable, donc associé a une fonction localement intégrable v — ©(7, )
sur G(F). Le caractere de 7 est alors associé a la fonction gy — p(g) 'O(71, g70), qui
est elle-aussi localement intégrable. Dans le cas général, on introduit des objets G', &,
C, p, p vérifiant la proposition 2.4. On pose 7’ = mop, @ = Top, w = wop. Le
terme 7 est une w'-représentation de G'(F). L’hypothese du cas précédent est vérifiée :
w’ est de la forme p/ o (1 —6"). Donc le caractere de 7 est localement intégrable, associé
3 une fonction localement intégrable 7/ — ©(#,~') sur G'(F). Le caractére central de
la représentation 7’ est trivial sur C'(F') par construction. Il en résulte que la fonction
ci-dessus est invariante par translations (a droite ou a gauche) par C(F). 1l existe donc
une fonction v — O(7,v) sur G(F) telle que l'on ait I'égalité O(7',") = O(7, (7))
pour tout 7/ € G’ (F'). On vérifie aisément que cette fonction est elle-aussi localement
intégrable et que sa distribution associée est le caractere de 7. [

Soit M un espace de Levi de G tel que My C M et soit & une w-représentation
lisse de M(F). Pour P € P(M), on définit I'induite habituelle Ind$ (o). On définit une

représentation 7 = Ind%(5) de G(F) dans Pespace de cette induite par la formule

(3) @) =wlg)8r()5(+) f(9),

ou :

- on a écrit gy = ~'g/, avec ' € M(F):;

- 6p(7Y') est la valeur absolue du déterminant de 'action de ad, dans I’algebre de Lie
du radical unipotent de P. i

Remarque. Il peut arriver que & soit M-irréductible mais que [ nd%(&) ait un ca-
ractére nul. Cela se produit quand Ind$ (o) n'est pas irréductible et que I'action de G(F)
permute sans point fixe ses composantes irréductibles. Donnons un exemple. Supposons
F' non-archimédien et G = SL,, prenons pour M le tore diagonal et pour P le Bo-
rel supérieur. Soient y un caractere quadratique non trivial de F* et D € F* tel que
x(D) = —1. Supposons G = {x € G Ly;det(x) = D}. Prenons pour o le caractére

( 8 aql ) — x(a)

de M(F) et pour & la représentation

(8 S)HX(G)

de M(F). On vérifie que le caractére de [ ndg(fr) coincide avec la restriction & G(F) du
caractere de la représentation m de G Ly(F') induite du caractere y x 1 du tore diagonal. Or

7w ~ (xodet)m, donc le caractere de 7 est nul sur les éléments de G Ly(F) de déterminant
D.
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2.6 Torsion par un caractere

Notons G/(F)! le noyau de 'homomorphisme Hg. Il est invariant par ad, pour tout
v € G(F). Posons Ag p = G(F)'\G(F) = G(F)/G(F)" et notons Hg : G(F) — Ag p
la projection naturelle. L’ensemble A@ 7 est un espace principal homogene sous 'action
de Ag p (les actions a gauche et & droite coincident). On pose Az = Ag ® Agp ./Ié, I
C’est un espace affine sous Ax. Par abus de notation, on note .Zl’é I’espace des fonctions
affines sur Ag, c’est-a-dire les fonctions

5\ : Aé — R~

H — <MH>
telles qu’il existe A € A*é de sorte que < 5\, H+H>=<\H>+< S\,I:I > pour tout
H e Az et H € Ai. On définit de facon évidente le complexifié 'A*C;(C et son sous-espace
imaginaire zfl’é On note fléF le sous-groupe des \ € flg tels que S‘(AGF) C 27Z. On

pose zflg p= (l.[l’é)/(zflé »)- On a des suites exactes
0—-R— Az = Az — 0,
0=>C—As. = Az =0,
0 — iR/2miZ — i A, ,, — AL . — 0.
Le choix d’un point-base v € G (F) scinde ses suites : on identifie par exemple .[l’é au sous-

espace des fonctions affines qui valent 0 au point ﬁé(v). Pour \ € .»Zl’é (ou A e Z./Zl*é, F),
on note sans plus de commentaire A son image dans A%, (ou iA% ).

Soit 7 une w-représentation lisse de G(F). Pour \ € flg ¢ on définit la représentation

75 par 75 () = eMeM>7(). Sa représentation sous-jacente de G(F') est my. Evidem-
ment, 75 ne dépend que de 'image de A dans A*é c / iAVG - Remarquons que :

(1) si 7 est irréductible, le stabilisateur de 7 dans zflz, » S'identifie au stabilisateur
Stab(iAY, ., m) de m dans A%, .

G, F
Preuve. Il est clair que le premier groupe se projette injectivement dans le second.
Inversement, soit A € Stab(iA%, ., m) et fixons arbitrairement A € iA% - au-dessus de .
Alors 75 est isomorphe a une représentation prolongeant m, donc a 27 pour un certain

z € C*. On en déduit 7,5 ~ 2"7 pour tout n € N. On choisit n tel que nA = 0 dans
’L.AEF Alors n) € iR/2miZ et 7 5 = ¢, donc 2" = €™ et z est de module 1. En
écrivant z = e, avec x € iR/2miZ, 'élément A — z appartient au stabilisateur de 7. [
On devra considérer des fonctions a valeurs complexes ¢ définies sur Ag ., resp.
zflg - La plupart vérifieront la condition
(2) pour tout z € C C A*@C et tout \ € A*é,c’ o(z+X) = e*p(N)
resp. une condition similaire. Modulo le choix d'un point-base permettant de scinder les

suites exactes ci-dessus, une telle fonction s’identifie a une fonction sur A% ., resp. 1A% .

Une fonction ¢ : ZAZ » — C est dite de Paley-Wiener si et seulement s’il existe une
fonction b : flé » — C, lisse et a support compact, de sorte que

o(3) = / b(X)erX> 0.

Aé,F
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Il revient au méme de demander que ¢ vérifie (2) et que la fonction sur iA% . déduite
de ¢ comme ci-dessus soit de Paley-Wiener.

2.7 Caracteres pondérés

Soit M un espace de Levi de G tel que My C M. Soit # une w-représentation ad-
missible et de longueur finie de M (F). Fixons P € P(M), introduisons la représentation
1 ndg(fr), que l'on réalise dans l'espace V; p. Supposons dans un premier temps que 7 est
en position générale, en ce sens que les opérateurs d’entrelacement intervenant ci-dessous
sont bien définis. Pour Q) € P(M), Popérateur Jpio(m)Jg|p(m) est un automorphisme de
Vz p. Notons pgp(m) son inverse. Pour A € i.A%,, posons

M(; A, Q) = pgip(7)  ugp(mase) Joip(7) ™ Jgip(Ta).

On souligne la présence d’un indice A/2 dans cette formule. La famille (M (7; A, Q))er( )
est une (G, M)-famille & valeurs opérateurs. On en déduit un opérateur MAGZ(W; A). On
pose MG, (m) = M% (;0). Si F est archimédien, notons C=(G(F), K) le sous-espace des
éléments de C°(G(F')) qui sont K-finis a droite et a gauche. Pour unifier les notations,

posons C°(G(F), K) = C®(G(F)) dans le cas ot I est non-archimédien. Le caractere
pondéré de 7 est la distribution sur C2°(G(F), K) définie par

Jg(fr, f) = tmce(./\/l%(ﬁ)lndg(%, ).

On a choisi un parabolique P, mais on vérifie que cette trace ne dépend pas de ce choix.
Remarque. On verra en 5.4 que cette définition s’étend a tout C2°(G(F')) au moins
si T est tempérée.

Levons I'hypothese que 7 est en position générale. Pour 7 quelconque et pour ) e
75, est en position générale pour A hors d’un sous-ensemble fermé de mesure nulle.

Ay ~
On peut donc définir opérateur M¢ o (m) et la distribution f Jé (75, f) pour A dans
un ouvert dense. Il est clair que ces termes vérifient la condition (2 ) de 2.6 et s’étendent
en des fonctions méromorphes de A définies pour tout A. Si ces fonctions sont régulieres

en A =0, on définit MY () et JG( , /) comme leurs valeurs en ce point A = 0.

Proposition. Si 7 est unitaire, les fonctions ci-dessus sont régulieres en A\ = 0.

Cf. [A4] proposition 2.3. Arthur traite le cas d'une représentation irréductible d’un
groupe connexe mais sa preuve s’étend a notre situation.

Remarquons que, dans notre construction, on n’a pas imposé a @ d’étre irréductible.
On vérifie que 'opérateur MJ\G?I(W) dépend fonctoriellement de 7, pourvu qu’il soit défini,
et que, si 'on a une suite exacte

1 —m — 79 — 73 — 1,

on a I’égalité ~ ] ~
(1) J]G\]<ﬁ-27f) :J]\Q/[<7?l7f)+‘]]\q/[(ﬁ37f>7

pourvu que tous les termes soient définis.
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On a:

(2) supposons que 7 soit irréductible mais pas M-irréductible; alors Jz\%(fr, fi=0
pourvu que ce terme soit défini.

Preuve. Puisque 75 vérifie les mémes hypotheses que 7, il suffit de considérer le
cas ou 7 est en position générale. La décomposition de 7 en composantes irréductibles
pour M(F) induit une décomposition de Indg(r). L'opérateur M (m) préserve chaque
composante tandis que [ ndg(fr, f) les permute sans point fixe. [J

Plus généralement, i

(3) supposons que le caracteére de 7 soit nul ; alors J]\G7[(7~T, f) = 0 pourvu que ce terme
soit défini.

Preuve. On peut encore supposer 7 en position générale. Grace a (1), on peut sup-
poser que 7 est somme d’irréductibles. On peut supprimer les irréductibles non M-
irréductibles : cela ne modifie pas ’hypothese puisque leur caractere est nul, ni la conclu-
sion d’apres (2). Notons py, ..., pr les différentes représentations irréductibles de M (F)
intervenant dans 7. Pour chaque p;, fixons un prolongement p; de p; & M (F). Alors on
a une égalité

T = Di=1,..k Dj=1,...1; ,jPi5

pour des familles (z; j);=1,.;, de nombres complexes. On a alors
Jo(7, f) = Z ( Z 2i5) 5 (Pis 1.
i=1,...k j=1,...1;

D’apres 2.5(1), I'hypothese implique que ZFl oy
0

; = 0 pour tout ¢. D’ot1 la conclusion.

),

Remarque. Le terme Jg(&, f) dépend de la mesure sur G(F') (nécessaire pour définir

I ndg((f, f)) et de la mesure sur A]\% (nécessaire pour définir le terme M%(U)) I ne
dépend d’aucune autre mesure.

2.8 R-groupes tordus

Soient M un Levi semi-standard de G et o une représentation irréductible et de
la série discrete de M(F). On note N(o) I'ensemble des couples (A,7) ot A est un
automorphisme unitaire de V;, et v € Normg ) (M) (c’est-a-dire v € G(F) et ad, (M) =
M) qui vérifient la condition

o(ad,(z)) o A=w(z)Aoo(z)
pour tout = € M(F). Le groupe N%(o) agit & gauche et a droite sur N(o) par

NC(o) x NC(a) x NC(0)
(A", 1), (A,7), (A",n"))

— NE(o)
= (ATAAw(n"),n/yn").
L’ensemble N C~*V(cr) peut étre vide. Supposons qu’il ne l'est pas. C’est alors un espace
principal homogene sous N'“(o), pour 'une ou l'autre des deux actions.

Soit P € P(M), posons 7 = Ind%(c). On définit une application Vp de N¢(o) dans
le groupe des opérateurs unitaires de V; de la fagon suivante. Soit (A,v) € N/ é(cr). Alors
Vp(A,7) est la composée des opérateurs suivants :
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- lopérateur e — Ao e de V, dans V,,, ot m; = IndG(w (o 0 ad,));

- Popérateur w de Vi, dans Vg,, ot 1y = Ind%(o o ad 4), qui a e € Vg, associe la
fonction g — w(g)e(g);

- l'opérateur e — dp(7)/2e o ad;' de Vz, dans Vi, ou 7’ = Indfdv(P)(O) et Op(7) est
le jacobien de 'application ad, : Up(F) — Uuq,p)(F);

- Popérateur Rpjoay(p)(0) : Vo — V.

On vérifie les relations .

(1) m(ady(g)) o Vr(A,7) = w(9)Ve(A,7) o m(g) pour tout g € G(F);

(2) m(n)rp(A, 0 )V p(A,Y)rp(A", n")r(n")w(n”) = Vp(A'AA"w(n"), n'yn’) pour
tous (A, n'), (A", n") € N9 (o) et (A,7) € NC(0).

Il s’en déduit que si (A',n')(A,v) = (A4,7)(A"”,n"), on a I'égalité

)

(3)  rp(A, 0 )Vp(A,7) = Vp(A,7)rp(A” n").

On vérifie directement que les orbites dans N'(o) pour l'action du sous-groupe
M(F) Cc N€(o) sont les mémes, que 'on considere P'action & gauche ou l'action a
droite. Notons WC(o) Pensemble de ces orbites. Grace a (3), les orbites dans W%(o)
pour l'action de W& (o) sont les mémes, que l'on considere I'action & gauche ou l'ac-
tion & droite. Notons RY(o) ensemble de ces orbites. L'ensemble RE(c) est un espace
principal homogene sous 1'action & droite ou a gauche de RY(o). Posons

W% o) = {y € G(F);ad,(M) = M, 0ad, ~ o ®@w}/M(F),
et R%(0) = WY (0)/WE (o). On a une application surjective

RE (o) — R%(0)

dont les fibres sont isomorphes a U.
Soit A € A% . L’application

NC(o) — /\[Cif(m)
(4,7) = (AeMHe0)> )

est bijective. Il s’en déduit une bijection R%(c) ~ RY(0,) compatible avec 'identité
RY%(0) = R%(0y). Ces bijections sont aussi compatibles avec les isomorphismes N (o) ~
N (o)) et RE(0) ~ RE (o).

Soit g € G(F) tel que M' = gMg~! soit semi-standard. Posons ¢/ = go = 0 o ad;l.
On définit une application

Né(a) — Né(a')
(A7) = (Aw(g),9797").

Elle est bijective et se quotiente en des bijections RE () ~ RC(¢”"), R¢(c) ~ RE(¢"). On
note toutes ces applications ad,. Ce sont ces applications qui servent a définir les notions
de conjugaison par G(F') utilisées dans la suite. Par exemple, pour 7 € Ré(a), on dit
que les triplets (M, o0, 7) et (M’,0’,ad,(7)) sont conjugués.

Appelons représentation de Ré(a) un couple (p, p), ol p est une représentation (di-
sons unitaire et de dimension finie) de R (c) et 5 est un homomorphisme de RE(c) dans
le groupe des automorphismes de V, vérifiant la condition

p(x)p(7)p(x") = p(x'Fr")
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pour tous r', " € R%(0), 7 € R%(0). On dit que p est RE(o)-irréductible si p est
irréductible. Le groupe U agit par multiplication sur ces représentations. Par ailleurs, tout
élément 7 € RY(0) détermine un automorphisme 0z de RY (o) par 'égalité #r = 0z(r)7.
Notons Az sa classe modulo automorphismes intérieurs, qui ne dépend pas du choix de 7.
Alors les orbites de U dans I'ensemble des classes de représentations RY(o)-irréductibles
de RY (o) sont en bijection avec 'ensemble Irr(R%(c); Or) des représentations irréductibles
p de R (o) telles que p o Or ~ p.

Considérons la décomposition 1.11(2) de I'espace V. Soit p € Irr(R%(c)). La relation
(3) implique que, pour (A4,7) € N%(c), Vp(A,~) envoie la composante p-isotypique PR,
sur la composante isotypique (pobfr)®7 00, - La relation (1) entraine alors que 70p,, 06 =
w,. En particulier, 7, 06 ~ wm, si et seulement si p € Irr(RY%(0),0r). Supposons cette
relation vérifiée et choisissons une représentation p de RY(c) prolongeant p. Alors il
existe une unique représentation 7; de G(F) prolongeant 7, de sorte que, pour tout
(A,7) € NG(0), la restriction de Vp(A,7) & p ® 7, soit égale & H(F) @ 75(7), ol T est
I'image de (4,7) dans R%(o).

Ainsi, & un triplet (M, g, p), ou M est un Levi semi-standard, o est une représentation
irréductible de la série discrete de M (F) telle que N¢(o) # 0 et p € Irr(R%(0);0r),
on a associé¢ une représentation G-irréductible et tempérée 7; de G (F'), uniquement
définie a multiplication pres par U. Comme en 1.11, on voit que cette correspondance ne
dépend pas du sous-groupe parabolique P choisi. Sur I'ensemble des triplets (M, o, p), on
définit de fagon évidente la relation de conjugaison par G(F'). La construction ci-dessus se
quotiente en une bijection entre I’ensemble des classes de conjugaison par G(F') de triplets
(M, 0, p) et 'ensemble des orbites de U dans I'ensemble des classes d’isomorphisme de
représentations G-irréductibles et tempérées de G(F).

2.9 L’ensemble E(G,w)

Soient M et o comme dans le paragraphe précédent. On suppose N C~*V(cr) # (). On fixe
P € P(M) et on note m = Ind%(c). Soit (A, 7) € N9(0). Grace & 2.7(1), on peut définir
une w-représentation 7 de G(F') par la formule

#(g7) = 7(9)Vp(4,7)

pour tout g € G(F). Notons que cette représentation n’est pas irréductible en général.
La relation 2.7(2) montre que 7 ne dépend que de I'image 7 de (A,~) dans R%(0). Elle
ne dépend donc que du triplet 7 = (M, o, 7) et on peut la noter 7. On voit aussi que sa
classe ne dépend pas de P. On vérifie que la classe de 7, ne dépend que de la classe de
conjugaison par G(F) du triplet 7 (cf. 2.8 pour cette notion de conjugaison). Il est tout
aussi clair que la correspondance est équivariante pour les actions de U : pour z € U, la
représentation correspondant & (M, o, 27) est 27,. Le groupe R (o) agissant & gauche et
a droite sur RY(0), il agit aussi par conjugaison. Pour 7 € R% (), il peut exister z € U,
z # 1, tel que 27 soit conjugué a 7. Dans ce cas, zm ~ 7 donc le caractere de 7 est nul.
On dit que le triplet (M, o, 7) est essentiel si la classe de conjugaison de 7 par RY(o)
ne coupe U7 qu’en le point #. On note (G, w) Pensemble des triplets (M, o, ) qui sont
essentiels.

Soit 7 = (M, 0, 7) un triplet comme ci-dessus et soit \e Z/I*G »- A laide de ), on a

défini en 2.8 un isomorphisme RY(5) ~ R%(0y). En identifiant ces deux ensembles, le
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triplet 75 = (M, o, 7) vérifie encore les conditions requises. On vérifie que 7 est essentiel
si et seulement si 75 U'est et qu'on a I'égalité 7. = (7, )5.

On note F(G,w) Pensemble des triplets (M, o,7), out (M, o) est comme ci-dessus,
7 € RY0) et il existe 7 € RY(0) relevant 7 de sorte que le triplet (M, o, ) soit essentiel.
Autrement dit, E(é’, w) est le quotient de £ (é, w) par Iaction naturelle de U. On note
E(G,w)/conj Pensemble des classes de conjugaison par G(F) dans I'ensemble F(G,w).
Pour 7 € £(G,w), l'espace porté par le caractére de 7, c’est-a-dire {0} si ce caractére
est nul et une droite sinon, ne dépend que de l'image 7 de 7 dans E(é,w). On le
note D,. Il ne dépend aussi que de la classe de conjugaison de 7. On a défini 1'espace
Dipee(G(F);w) en 2.5. On note Dyepp(G(F);w) le sous-espace engendré par les caractéres
de w-représentations tempérées.

Proposition. (i) Pour tout 7 € £(G,w), le caractere de 7, est non nul.
(ii) On a I’égalité .
Dtemp(G<F>; w) = @TGE(G,W)/COnjDT'

Preuve. Pour tout couple (M, o) comme en 2.8 et pour tout p € Irr(R%(c),0z), on
fixe une extension p de p & RY(o). Pour tout 7 € R%(0), on fixe aussi un relévement
7 € RY%(0). Pour tout triplet 8 = (M, 0, p) comme en 2.8, on pose 7ig = 7; et, pour
tout 7 = (M,o0,7) € E(é,w), on pose T, = 7y, ou T = (M,0,7). On a décrit les w-
représentations tempérées et G-irréductibles en 2.8, a 'aide de triplets § = (M, o, p).
Lespace Dienmp(G(F);w) est somme directe des D;, quand 3 décrit les classes de conju-
gaison de triplets (. Il nous suffit de prouver I'assertion suivante. Fixons un couple
(M, o). Notons (7;)i—1...n les différents éléments de E(G,w) de la forme (M, o, 7;) et no-
tons (53;)j=1,..m les differents triplets comme ci-dessus de la forme (M, o, p;). Notons X
la matrice colonne a n lignes dont les coefficients sont les caracteres trace(7,,) des 7, et
notons Y la matrice colonne a m lignes dont les coefficients sont les caracteres trace(7g, )
des 7g,. Alors

(1) il existe une matrice a coefficients complexes M telle que X = MY et M est
inversible. i

Soit (A;,7;) € N%(0) se projetant sur #;. On a vu en 2.8 que I'opérateur V p(A;, ;)
se restreint a une composante p; ® 7, en 'opérateur p;(¥;) ® 7z, () et qu'il permute
sans point fixe les composantes p @ m, pour p & Irr(R%(0),0z). 1l résulte alors de la
définition de 7,, que 'on a I'égalité

trace(7,,) = Z trace(p; () )trace(7g; ).

jzly---ym

Autrement dit, la matrice M = (trace(p;(¥;)))i=1,..nj=1,..m vérifie X = MY. On va
montrer que M est inversible. Le groupe R% (o) est une extension de R%(o) par U. Le
groupe RY(o) étant fini, 'extension provient d’une extension par un sous-groupe fini
7 C U. Substituons ce groupe Z a U dans toutes les constructions. Fixons 7 € R (o).
On en déduit un automorphisme 0z de R (o). Fixons un entier N > 2 tel que l'ordre de
07 divise N. Introduisons le produit semi-direct H = R%(0) x (Z/NZ) ou k € Z/NZ agit
par (07)F. On identifie RY(0) a la composante R (o) x {1} en envoyant r# sur (r, 1),
pour tout r € RY ). On est ramené & un probleéme concernant les représentations
irréductibles du groupe fini H. Sa solution est bien connue, indiquons simplement le
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résultat. Pour tout 7 € R%(0), notons Stab(R%(0),7) le stabilisateur de 7 dans R%(0)
(agissant par conjugaison dans R%(o)). Introduisons la matrice

= (|Stab(R% (o), )|~ trace(p;(F:)))imt,...nij=1....om

IARRELAS) yey

Alors la transposée de M est I'inverse de M. [J

Le groupe A% . agit naturellement sur E(G,w) : pour \ € 1A% et pour T =
(M,0,7), on pose 7y = (M, 0y, 7). Ainsi, on dispose d’une action de W& x iA% . osur
E(G,w). Pour 7 € E(G,w), on note Stab(W¢ x i A%

G,F’

7) son stabilisateur dans W& x
zA*G - Clest un groupe fini qui contient le stabilisateur Stab(zA*G ) de o dans Z.A*G »

Il contient aussi le groupe W comme sous-groupe distingué et son quotient Stab(W ¢ x

zA*G o T)/WH contient W(o) comme sous-groupe distingué. On pose
Stab(W¢ x iAG py T) = (Stab(W ¢ x iAG T ) /WM WE (o).

G *
e 7\) = Stab(IW XZAGF,

7)| ne dépend que de I'image de 7 dans E(G,w)/conj.

Remarquons que Stab(W¢ x iA*x
|Stab(W¢ x AL T

Remarque. Le groupe Stab(W¢ x A% b

stabilisateurs de 7 dans chacun des groupes W& et ’L'Ag » : On peut avoir une relation

T) pour A\ € ZA*GF et que
T) peut étre plus gros que le produit des

wo >~ oy #o.

2.10 Triplets et induction

Soit L un espace de Levi de G contenant M, soit M un Levi semi-standard de
L et soit o une représentation irréductible et de la série discrete de M (F'). Le groupe
N (o) est contenu dans A% () et Pensemble N'2(o) est contenu dans I'ensemble N'(a).
Fixons Q € P(L) et P € P(M) tel que P C Q. Posons Il = Ind%(o), 7 = Inds, (o).
On sait que ndg(w) ~ II. Dans les modeles naturels, I'isomorphisme envoie une fonction
e du premier espace sur la fonction g — (e(g))(1). Soit (A,n) € NE(s). On dispose de
'entrelacement r5.; (A, n) de 7 et de I'entrelacement rp(A,n) de II. On a

(1) rp(A, n) s'identifie & I'opérateur déduit par fonctorialité de r5.; (A, n).

C’est un simple calcul utilisant le fait que l'opérateur Rpjuq,(p)(c) se déduit par
fonctorialité de RILDIadn( P (0).

Puisque W§ (o) est par définition le noyau de (A4, n) — rp(A, n) dans N%(o)/M(F)
et de méme pour Wk (o) , on déduit de (1) que WE(o) = W (o) N (NE(o)/M(F)).
Alors, d’apres les définitions, les plongements Nt(o) — N (a) et NL(o) — N%(0) se
quotientent en des plongements RE(0) — RY(0) et RE(0) — RY(0). Evidemment, on
a aussi des plongements R*(c) — R%(0) et RY(0) — R%(0). Supposons RE (o) # 0.

Remarque. Cette hypothese entraine que la restriction de w & Z(F)? est triviale.

Soit 7 € RE(0), posons 7 = (M, o, 7). On peut considérer ce triplet relativement
a chacun des espaces ambiants L ou G. Remarquons que la notion de triplet essentiel
dépend de Despace ambiant. Si le triplet est essentiel relativement & G, il ’est relativement
A L, mais la réciproque semble fausse en général (je dis semble car je n’ai pas d’exemple).
Notons qu’associer une w-représentation a un triplet ne nécessite pas que le triplet soit
essentiel (s'il ne l'est pas, le caractere de cette représentation est nul). Ainsi, on associe
A T une représentation 7, de L(F), resp. Il de G(F).
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Lemme. La représentation I1, est isomorphe & I'induite I ndg(frf).

_ Preuve. Fixons (A,7) € V' é(o) se projetant sur 7. On construit les représentations
I1; et 7 a l'aide de ces éléments comme en 2.8. Leurs représentations sous-jacentes de
G(F) sont respectivement IT et 7. Comme on I'a dit ci-dessus, IT ~ Indg(r). L’action de

v sur [ ndg(fr,.) se déduit de VE(A,~) par la formule 2.5(3). 11 suffit de vérifier que, par

Iisomorphisme précédent, cette action coincide avec 1:[.,.(7) =V p(A,7). Comme pour
(1), c’est un simple calcul reposant sur le fait que 'opérateur Rpjqq.(p)(0) se déduit par
fonctorialité de RIL’Iadw( p (o). O

2.11 Les ensembles Edisc(é,w) et Eell(é, w)

Soient M un Levi semi-standard de G et ¢ une représentation irréductible et de la
série discrete de M(F). Un élément w € WY (o) agit naturellement sur Aj;. Notons

AY; le sous-espace des points fixes par cette action. Il contient Ags. On note Wréeg(a)

ensemble des w0 € Wé(a)~tels que AY, = Ag. Rappelons que R%(0) = WE(0)\WE(0),
en particulier R% (o) = W% (o) si W (o) = {1}.

Lemme. Soit 7 € Ré(a). Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) il n’existe pas d’espace de Levi L tel que M C L C G et 7 € R*(0);
(b) W& (o) = {1} et 7 € WE (o).

reg

Preuve. Fixons @ € W% (o) d’image 7. Pour un espace de Levi L tel que M € L C G,
'image de R(o) dans R%(0) est WE(o)\(WE(o)WE(o)). La condition (a) équivaut
donc a i

(1) pour tout w’ € W (), il n’existe pas de L comme ci-dessus tel que w'i € W (o).

D’aprés 2.1(4), la condition w'w € WL(o) équivaut & A; C A%P. Donc (1) est
équivalent a i

(2) pour tout w' € W' (o), w'w € WS ().

Si WE(o) = {1}, (2) est équivalente & (b). Si W& (o) # {1}, (b) n’est pas vérifiée et
on doit prouver que (2) ne l'est pas non plus. Comme on I'a dit en 1.11, WE (o) est le
groupe de Weyl d'un systeme de racines inclus dans 'ensemble des racines de A,; dans
G. 1l résulte des définitions que 'action de w conserve ce systeme de racines. Fixons une
base de ce systéme. On peut alors trouver w’ € W (o) tel que w'w conserve cette base
(en permutant ses éléments). La somme des coracines associées aux éléments de cette
base est alors un élément de AY,® qui n’appartient pas & Ag. Donc w'i ¢ ng(a) et
(2) n’est pas vérifiée. [

Soit 1w € W% (s). Comme on vient de le dire, I'action de 1 conserve l’ensemble de
racines associé & W (o), cf.1.11. En fixant un sous-ensemble positif, on pose €, (1) =
(—1)™®) ott n() est le nombre de racines positives a telles que @(a) soit négative. Ce
signe ne dépend pas de I'ensemble positif choisi. Soit 7 = (M, 0,7) € E(G,w). On choisit
w € WY (o) se projetant sur 7 et on pose

o1) = W' (o)™ > € (w')|det((1 — ') 4o )| -

@' eWE (o) iNWE (o)

reg
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On dit que le triplet 7 € E(G,w) est discret si WE(o)w N WE, (o) # 0. On dit

reg
que 7 est elliptique s'il est discret et de plus W (o) = {1}. On note Egc(G,w), resp.
Eell(é w), Pensemble des triplets (M, o,r) qui sont discrets, resp. elliptiques. On note
Egisc(G,w)/cong, resp. Eey(G,w)/conj, 'ensemble des classes de conjugaison par G(F)
dans Edlsc<G w), resp. Ee”(G w).

2.12 Représentations elliptiques

Posons, avec les notations de 2.9,

Ell(é( ) ) = 697'EE'6”(G~,w)/conjDT'

Pour tout ensemble de Levi L € £(My), posons WY (L) = Normer (L )/L( ).
sons que w soit trivial sur Z,(F)’. Le groupe Normgr) (L) agit sur Diepy(L(F);
n e Normg(p)(f/) et d € Dyemp(L(F);w), on associe la distribution f + w(n)~td(f"), ot
f*(7) = f(nyn™"). Cette action se descend en une action de WE(L) sur Dtemp(f/(F), w).
Cette action conserve le sous-espace Dy (L(F);w). Selon I'usage, on note Dy (L(F); w)W (5
le sous-espace des invariants.

Définissons une action du groupe Normgry(L) sur Uensemble &(L)/conj des classes
de conjugaison par L(F) dans &(L). Soient n € Normg(p)(f/) et = (M,0,7) € E(L).
Posons M' = nMn~", ¢’ = no. Quitte a multiplier n & gauche par un élément de L(F),
on peut supposer M " semi-standard. On définit une bijection ad, : N'E(0) ~ NE(o")
comme en 2.8 : & (A,7), on associe (Aw(n),nyn!). Cette bijection se descend en une
bijection ad,, : R%(c) — RY(0’). La classe de conjugaison par L(F) du triplet 7/ =
(M',0’,ad, (7)) ne dépend pas de la modification de n faite ci-dessus et ne dépend que
de la classe de conjugaison par L(F') de 7. L’action cherchée est celle qui associe a la
classe de 7 celle de 7'. Cette action se quotiente en une action de WE(L).

Notons £(My; w) ensemble des L € L(My) tels que w soit trivial sur Zp(F)?. Soit

L € L(My;w). Pour Q € P(M), Popération d’induction I ndg définit une application de
Diemp(L(F); w) dans Dyepy(G(F);w) qui ne dépend pas du choix de Q. On note

Suppo-
Jw) A

Ind% : Dtemp(f/(F)éw) — Dtemp(é(F);w)

cette application. Posons simplement WS = WE(M,). Ce groupe agit sur £(My) et
conserve L(My,w).

Proposition. (i) Pour tout L € £(My,w), I'application Indg~ est injective sur Doy (L(F);w)WE).
(ii)On a I'égalité

. - N
Diemp(G(F), ) = @ity ) e Indi (Den( L(F); ) 0).

Preuve. D’apres la proposition 2.9, I'espace Dtemp(é’(F); w) a une base paramétrée par
E(G,w)/conj. On note ici (eG(T))TEE(G’,w)/Conj une telle base. Alors (GG(T))TeEe“(G,w)/wnj

est une base de Dell(é(F)iw). Soit L € L(My,w). Le groupe WG(L) agit tant sur
Dey(L(F);w) que sur E(L)/conj. Pour w € WE(L) et 7 € E.(L)/conj, on a une
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égalité w(el (1)) = z(w, 7)el (wr), avec z(w, 7) € C*. Posons eX(r) = D wewE (i) w(ek(r)).
Cet élément peut étre nul : la restriction de application w — z(w, 7) au stabilisateur de
7 est un caractere de ce groupe; Qi’(T) est nul si et seulement si ce caractere est non tri-
vial. Notons E.,;(L) ensemble des 7 € E.(L) dont la classe vérifie e~( ) # 0. L’action
de WE(L) respecte cet ensemble. Identifions 'ensemble quotient (E,;(L)/conj)/WE(L)
a un ensemble de représentants (on fera d’autres identifications similaires dans la suite).
Alors (e” (7)) re(E,,(E) conj)we iy €st une base de Doy(L(F);w)WeE),

Pour ce qui est des triplets (M, o, 7), il y a une correspondance naturelle entre triplets
pour L et triplets pour G : ¢’est 'identité, modulo l'identification de Ri( ) & un sous-
ensemble de RG( ) On a déja dit qu’un triplet pouvalt étre essentiel pour L mais pas
pour G. Notons EG(L) 'ensemble des triplets pour L qu1 sont essentiels dans G. De la
correspondance précédente se déduit une application LG EC(L)/conj — E(G,w)/conj.
Celle-ci est invariante par 1’action de WY(L) sur lespace de départ. D’apres le lemme
2.10, lapphcamon I ndG se décrit ainsi : pour 7 € E(L,w)/conj, elle envoie el (7) sur

0siT¢ EG( )/conj et sur Zf(T)eG(Lg(T)) si 7 € E%(L)/conj, ot zf(T) € C*. Soit
7€ ES(L)/conj (= (EC(L )/conj) (Eeu(L)/conj)). Puisque I'induction est insensible
a laction de WG (L), Ind§ envoie ¢ B(r) sur [WE(L)[28 (7 )eG(Lg( 7)). A fortiori e* (1) # 0,
ce qui démontre Vinclusion ES (L) € E;(L).

On a décrit des bases de chacun de nos espaces et les matrices des applications
d’induction dans ces bases. Le lemme résulte alors des deux assertions suivantes :

(1) pour tout L € £L(My,w), on a I'égalité ESG (L) = E (L)

(2) notons

v L (BS(LD) feonj)/WEL) = B(G,w)/conj

LeL(Mow)/WEC
I’application qui coincide avec L(g sur le sous-ensemble indexé par L de Pensemble de
départ ; alors ¢ est bijective.
Prouvons (2). Soit 7 = (M,0,7) € E(G,w). Parmi les espaces de Levi L tels que
McCLetre Ri(a), considérons un élément minimal L. Quitte & conjuguer 7 par un
élément de G/(F), on peut supposer fﬁ € L(My,w). Notons 7L le méme triplet vu comme

un élément de E(L,w). Onar = oS (Tt ) Le lemme 2.11 et la minimalité de L assurent que

= Ee”(i) (et forcément 7 L ¢ Egl( )). Cela prouve la surjectivité de ¢. Démontrons
Pinjectivité. On identifie £(My,w)/WE & un ensemble de representants dans E(MO, ).
Soient L, L' dans cet ensemble, 7 = (M,0,7) € EG(L), 7' = (M',o',#) € ES(L'),
supposons les triplets (M, o,7) et (M’,o’,7) conjugués par un élément de G(F'). On
doit prouver qualors L = L' et que 7 et 7 sont conjugués par 'action du normalisateur
Normer) (E) Soit g € G(F) qui conjugue le premier triplet en le second. On a gMg~*

M', go = o'. Notons que, puisque 7 est elliptique, 7 est au départ un élément de WrLeg( )

Mais, aprés passage & G, le triplet n’est plus elliptique et 7 devient une classe modulo
Wo (o). De méme pour 7. En continuant & considérer 7 et 7 comme des éléments de

ergg( o) et ergg( 0'), la condition de conjugaison est ad,(W{ (0)7) = WE(a')#. On a dit
que W (o) est le groupe de Weyl d’un sous-systeme de racines ¥ de 'ensemble des racines
de Ay dans G. Puisque W (o) = {1} (condition d’ellipticité), aucune de ces racines
n’intervient dans L. On peut donc trouver un élément H € A; qui n’annule aucune

de ces racines. Fixons un tel élément. Il détermine un sous-ensemble positif ¥, C ¥ :
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I'ensemble des o € ¥ tels que < o, H >> 0. Puisque 7 € W fixe H, l'action de 7
conserve Y, . On a des objets analogues pour 7/, que l'on affecte d'un ’. La conjugaison
par g envoie X sur 3. Quitte & multiplier g & gauche par un élément de W (¢”), on peut
supposer qu’elle envoie ¥ sur ¥',. Ecrivons ad,(F) = w’, avec w € W (o). Puisque 7
conserve X, ady(7) conserve X' . Il en est de méme de 7. Donc aussi de w. Un élément
du groupe de Weyl qui conserve un ensemble positif est I'identité. D’ott w = 1. Puisque
r e WL( ), L est le plus petit espace de Levi contenant a la fois M et 7. De méme
pour L'. Alors ¢ conjugue L en L'. Deux éléments de E(MO) qui sont conjugués par un
élément de G(F') le sont par un élément de WE. Puisque les deux espaces de Levi L
et L' appartiennent a notre ensemble de représentants, on a L=1et g appartient a
N ormg(F)(f/). C’est ce que l'on voulait prouver.

Prouvons (1). Soient L € £(My,w) et 7 € E.y(L) — ES,(L). On veut prouver que 7 ¢
E_,;(L), autrement dit que la fonction w — z(w,7) n’est pas constante sur le stabilisateur
Stab(WE(L),7) de 7 dans WE(L) (en notant encore 7 la classe de conjugaison de 7 par
L(F)). Relevons 7 en un élément 7 = (M, 0,7) € E(L). 11 résulte des définitions que,
pour w € Stab(WSE(L), ), w(r) est égal a (M, o, z(w,7)F), & conjugaison prés par
un élément de L(F). Il s’agit donc de trouver un élément g € N ormg(F)(f/) tel que
ady(T) = (M, 0,27), avec z # 1. Puisque 7 ¢ Ee”( L), il existe en tout cas un élément
g € G(F) qui vérifie cette derniere relation. La preuve de I'injectivité de ¢ montre que,
quitte a modifier g par un élément de WG( ) (ce qui ne change par ad,(7)), on peut
supposer g € Normer)(L L). C’est ce qu’on voulait. [

3 Le calcul spectral

3.1 Position du probleme

On considere un élément T € Ay, qui intervient dans ce qui suit comme un parametre.
On lui impose de vérifier les propriétés suivantes :

oT)="T;

< a,T >> 0 pour tout o € Ag;

< a,T >> ¢, |T|, ou ¢, > 0 est un réel fixé;

si F' est non-archimédien, T € Ay, r @z Q.

On note &7 la fonction caractéristique du sous-ensemble des g € G(F) tels que
#%(ho(g) — T) = 1. Ce sous-ensemble est invariant par Ag(F) et sa projection dans
Ag(F)\G(F) est compact.

On définit le sous-espace C°(G(F); K) de C®°(G(F)) comme en 2.7. Soient fi, fo €
C=(G(F), K). On pose

T (w, fi, f2) = A g vg)w ()R (g) dy dg.

/A@(F)\G<F> G(F)

C’est une intégrale a support compact. En effet, I'intégration en v est a support compact
puisque f; l'est. A cause de la fonction &7, on peut écrire g = ay, o y reste dans un
compact et a € Ag(F). La condition f5(g 'vg) # 0 impose alors que a~'6(a) reste dans
un compact ce qui entraine que I'image de a dans Az (F)\Ag(F') reste dans un compact.
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On se propose dans cette section de montrer que la fonction T+ JT(w, f1, f2) est
asymptote a un élément de PolFExp et de calculer une expression ”spectrale” du terme
constant de cet élément.

3.2 Utilisation de la formule de Plancherel

On fixe un élément v € My(F), vérifiant la condition 2.1(6) quand F est archimédien.
On note simplement 0 = ad.,.
On définit les fonctions ¢y et g sur G(F) par ¢;(x) = fi(z7yo) pour i = 1,2. Alors

T it = [

/ 51 (2)a(g ™ 20(9))o ()K" (g) d dyg.
A&(FI\G(F) JG(F)

On utilise la formule de Plancherel-Harish-Chandra pour exprimer ¢,. C’est-a-dire

pag) = D WM E > |Stab(idyy,  poo)| "

Mgisc€L(Mo) O'EHdisc(Mdisc(F))/iAXIdisc,F

/ mG(a,\)trace([ndg(aA,g’l)lndg(@\, ©2)) dA.
A

*
Mgisc F

Pour tous M, o, 'expression

/ / (@)
As(F\G(F) JG(F)

| m® (o) )trace(Ind$ (ox, (T ag)IndS (o, 02)) dN|&” () dv dg
iAXIdisch
est convergente. En effet, I'intégrale en x est a support compact puisque ¢ 'est. L’intégrale
intérieure définit une fonction de Schwartz-Harish-Chandra en (g)'x~'g. Comme dans
le paragraphe précédent, on peut écrire ¢ = ay ou y reste dans un compact. L’intégrale
restante en a est celle d'une fonction essentiellement bornée par (1+|0(Hy(a))— Ho(a)|)™"
pour tout réel r. Une telle intégrale est convergente. On pose

JJJ\;d'LsmU(w’ fl’ f2) = / / @1 ('r)
As(FNG(F) JG(F)

/ m%(ox)trace(Ind§ (oy, 0(g) o g)IndS (0, p2)) dA\w(g9)R" (g) dx dg
Z"A}‘\/Idisc’F
et on a
(1) I (w, f1, fa) = Z |V Maiee | [~
Maisc€L(Mo)
Z |Stab<Z'A}k\4dlsc,F7 U) |71J]7\}disc,0'<w7 f17 f2>

o€llgise (MdiSC (F))/i‘Adeisc F
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3.3 Apparition d’intégrales de coefficients

Nous fixons maintenant un Levi semi-standard Ms. et 0 € Hyise(Maise(F)). On fixe
aussi S € P(Myis.). On pose my = Indg(oy) que on réalise dans I'espace V, g. On pose
S =07YS), 0/ =006, N =07\ 7 = Ind% (), que l'on réalise dans 'espace
V. On fixe des bases orthonormées B de Vg et B’ de V. g/, réunions de bases des
différents K-types intervenant. On introduit I'opérateur V,T;, — Vi, qui ae € VW;,
associe la fonction g — e(071(g)). Par restriction & K, on obtient un opérateur unitaire
Upoy, : Vorsr = Vog, qui vérifie Uy, 74, (9) = mr(0(9))Ups,. Si K est stable par 6, il
est indépendant de A. Mais on n’a pas posé cette hypothese sur K et I'opérateur peut
dépendre de .

Pour z,g € G(F), on a

trace(Ind§ (o, 0(g) "o g)IndS (ox, ¢2)) = trace(Ue”JlAIndg(a,\, 0(9) " '2 ' g) IndS (ox, 02)Upo, )

= (', Upd ma(0(9) "2 g)ma(02) Up,oy ')

v'eB’
= (ma(@0(9))Upo, ', 7a(9)7r(02) Up,y V).
v'en’
Cette somme est finie : ¢y est K-finie a droite donc 7y (y2)Up,, annule presque tout
v’ € B'. L’expression

|oa@ [ w3 (m@t0) Ut mal0) (o2 ') s
G(F) Z‘.A}‘(Mdisc’F v'eB’
est absolument convergente. En permutant les intégrales, on voit qu’elle vaut
G / /
/ m%(03) Y (mal)ma(0(9))Us.on v, ma(9)ma(02) Up .oy v') dX.
AN o P v'eB’

On a I’égalité
(ma(1)mA(0(9))Up.oy V', TA(9)Tr(02) Ug.oy v') = (ma(01)Up oy 5 (9)V', T (9)TA(02) Up oy V).

On exprime matriciellement tous les opérateurs intervenant. L’expression ci-dessus de-
vient

Y (mlpn)Usoyt, 0)(u, ma(92) Vs, v') (v, ma(9)u) (mh (9)0, ).

u,veEBU B’
Cette somme est en fait finie d’apres les propriétés de K-finitude des fonctions ¢; et o
et de l'opérateur Uy ,,. Posons

Bu,v,u’,v’(A) = (WA((pl)UG,UAula v)(u, WA(()OZ)UG,UA'U,)-

C’est une fonction de Schwartz sur @A}, . On obtient I'égalité

W) T (i fo) = /
! 2 Ag(F\G(F)

u,veBu’ v eB’

/ . Mm% (03) By, v (A) (0, ma(g)u) (mh (g), o) dX dzw(g)&E" (g) dg.

Y ES
Maisc
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3.4 Une premiere approximation d’une intégrale de coefficients

Fixons u,v € B, u',v" € B et une fonction de Schwartz B sur i}, . On pose

T = m%(ay) B\ (v, ma(g)u)(7h (g)v', o)) dAw(g)&" (¢) dg,
j / e / (03) B (0, ma(g)1) (mly (9)0', ') dAw(9)A7(9) dg

A*
Mgjsc F

ol on rappelle que N = 0! ). Cette expression est convergente dans I'ordre indiqué pour
les mémes raisons que précédemment. La formule (1) du paragraphe précédent exprime
]:\F/[disma(w, f1, f2) comme combinaison linéaire de telles expressions j7.

On définit une fonction Q¢ sur My(F') par

Qg(m) = /K K/A* m% (o) B(\) (v, ma(kmk Yu) (75, (kmk" )0’ u') d\w(kmk') dk dk'.

Mgise ¥

Alors

T

Jjo= Qa(m)Do(m)&T (m) dm.

/AC-;(F)\Mo(F)Z

Soit () = LUg un sous-groupe parablique standard de G. Comme en 1.12, notons
WY (L|S) I'ensemble des w € WY /WMaise tels que w(Mgs.) C L, w(S)NL D PyN L.
On identifiera souvent cet ensemble & un sous-ensemble de W formé d’éléments w de
longueur minimale dans leur classe Ww. Pour un élément w de cet ensemble, on note
Qu = (w(S)NL)Uq, Q= (w(S)NL)Ug. Notons m, = Indg (wo) et z,, = Indg (wo),
réalisées dans leurs espaces habituels Vi, 0, €t Visg . Pour v € Vp0, et v EiﬁwmQ ,
on pose - -

(v,0)" = /K PRCCE OIS

Le produit intérieur est le produit hermitien sur V,,,. On pose des définitions analogues
en remplagant S par S’ = 071(S). On prendra garde que les définitions de Q,, et Qw
changent : pour w € W¢(L|S’), on a Q,, = (w(S") N L)Ug.

Soient w € WY (L|S) et w’ € WE(L|S"). On définit une fonction wq . sur G(F) x
K x K x A}, ¢ par

W@ (9, kK A) = (Jgutus) (W )ur) oy (w)omi(k)v, Jo ju(s) (wo)uwr)oy(w)oma(gh')u)*™

(Jo w (s (W'a")urx) 0y (w') o T (g ), Tg (s (w0 Jurxr) 0 y(w') 0 s (K)u') -

Cette fonction est méromorphe en A\. Pour comprendre les questions de régularité et de

croissance en A, il est commode de récrire cette définition en utilisant les opérateurs
normalisés et les facteurs de normalisation. Pour A € 1A}, &, on a I'égalité

(1) wouawr(g kK, A) = Ty (02)

(Raulu(s)(wo)uws) o v(w) o ma(k)v, Ry ju(s)(w0)wa) © ¥(w) o ma(gh u, )"

(Rq, uw(sn (w'a")wx) 0 y(w') 0wy (gh )V, R, jw(s) (w'0")urar) 0 y(w') 0w, (R)u') ™,

ou
! !
Ty (0)) = rQw‘Qw((wo)w)\)rQw, Q. (W'Y wrar)-
Les opérateurs normalisés sont holomorphes et unitaires sur 1.4}, 5. Les produits sca-
laires de I'expression ci-dessus sont donc holomorphes et bornés en A. On a
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(2) le produit m%(oa)ry,w(oa) est holomorphe et & croissance modérée sur A%, .
En effet, par transport de structure, on a aussi

rw,w’(o-)\) =T3S, (O-A)r53|54(0->\)7

ot S1 =w H(Q ), S2 = w 1 (Qu), S5 =0((w') " (Qu)), Sa = 0((w)(Q,,)). Ces quatre
paraboliques appartlennent a P(Mgsc) et il reste a appliquer 1.10(7).
On pose

W (9) :/K K/ wo.ww (g, k, K, NmE (o) BN w (k™ gk') d)\ dk dk'.
X

Pour tout sous-groupe parabolique standard @)’ = L'Ugp D @, on note Wg " I'ensemble
des (w,w') € WE(L|S) x WE(L|S") tels que (W5 w') nWEw # (. On pose simplement
Wo =W3.

Soit R un parabolique standard contenant @Q. Pour w € WY(L|S) et w’ € WE(L|S"),
notons SQ(w w') la somme des (—1)%7~% sur les ensembles paraboliques P tels que
Q CPCRet(ww)e WQ Remarquons que, si cet ensemble d’ensembles paraboliques

n'est pas vide, il existe P_ C P+ de sorte que cet ensemble soit simplement celui des P
tels que P_ ¢ P C P,. Donc SQ(w w') est nul si Pensemble est vide ou si P_ # P, et

est égal & (—1)"P+ "¢ i 'ensemble est non vide et P_ = P,. Posons

Ji= > > sg(w,w')

Q=LUq,R;PoCQCRweWC (L|S),uw' eWC (L|S")
/ 8q(m)Dg (m)a5(Ho(m) — T)¢? (Ho(m) — T)wq wu (m) dm.
&)\ Mo (F)2:@

Proposition. L’expression ci-dessus est absolument convergente. Pour tout réel r, on
a la majoration
=g << T

pour tout T'.

La preuve de cette proposition sera donnée en 3.15.

3.5 Un lemme de majoration

Soit @ = LUg un parabolique standard. Pour H € Ay, on note C*(H) I'enveloppe
convexe des sH pour s € W’. On pose

NEYH) =1+ inf{|0H — H"|;H',H" € C*(H)}.
Soient w € WE(L|S) et w' € WE(L|S"), que I'on releve en des éléments de W. On pose
N w(H)=1+inf{lwobo (w)"H — H"|;H',H" € C*(H)}.

Ce terme ne dépend pas des relevements choisis : changer de relevement multiplie w et
w’ & gauche par des éléments de W1 dont l'action conserve CY(H). Remarquons que,
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dans le cas ot Ww N O(WEw') # 0, on peut pour la méme raison remplacer w’ et w par
des éléments tels que w = 6(w') et on obtient N (H) = N"(H).

Lemme. Soit @ = LUg un sous-groupe parabolique standard.
(i) Soient w € WEY(L|S) et w' € WY (L|S") et soit P = MUp le plus petit espace
parabolique standard tel que Q@ C P et (w,w’) € Wg. Alors on a une magjoration

|(H = T)1| << Ny o (H)

pour tout T' et tout H € Ay tel que ¢°(H — T)7,)(H —T) =1 et < a,H >> 0 pour
tout a € AOQ.

(ii) Soit P = MUp le plus petit espace parabolique standard tel que Q C P. Alors
on a une majoration

(H = T);'| << N"(H)
pour tout T' et tout H € Ay tel que ¢°(H — T)7,)(H —T) =1 et < a,H >> 0 pour
tout o € AOQ.

(iii) Soient w € WE(L|S) et w' € WY (L|S’) et soit P = MUyp le plus petit espace
parabolique standard tel que Q C P et (w,w’) € Wj. Supposons (w,w’) & Wq. Alors
on a une majoration

|+ [(H = T)3'| << Ny (H)
pour tout T' et tout H € Ay tel que ¢°(H —T)7,)(H—T) =1 et < a,H >> 0 pour
tout o € A,

(iv) Soient w € WY (L|S) et w' € WY (L|S") et soit R un sous-groupe parabolique

contenant (). Supposons sg(w, w') # 0. Alors on a une majoration

(H - T)%| << Nt (H)

pour tout T' et tout H € Ag tel que ¢®(H —T)65(H —T) =1 et < a, H >> 0 pour
tout a € AY.

Preuve de (i). Les hypotheses ¢2(H —T) = 1 et < a, H >> 0 pour tout o € AZ
entrainent que H* appartient a CX(T). Donc CY(H) € CF(H+T%). Posons H, = Hy —
Ty,. On obtient CE(H) C CH(T + H,). Soient H', H" € C*(T + H,). Posons s = wl(w') ™.
On veut minorer |H' — s#H"|. On a

(1) |H — s0H"| > | X],

ot X = (H' — s0H")M. On a H'LM = TM + HM parce que H' € CY(T + H,), d’ou
X =TM 4+ HM — (s0H")M. L'hypothese que H” € CL(T + H,) signifie que 1'on peut
écrire H" = H, + > cyyr yuuT, avec des y,, > 0 tels que Yz 4 = 1. Donc

X=TM+HY — (s0H)}) = Y yu(s6ul)}"
ueWwr
Posons Y, = TM — (s0uT)Y et Y = Y wrYuYu. Alors X = HM — (s0H,)} +Y.
Pour tout w € WL, on a ¥, = (T — sOuT)¥ = (T — 'T)¥, ot ' = s6(u), puisque
0T = T. L’hypothese (w,w') € W}, entraine que s € W™ donc aussi v’ € W, Puisque
T est dominant, T" — u'T est combinaison linéaire a coefficients positifs ou nuls de &
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pour a € AF. Donc Y, est combinaison linéaire & coefficients positifs ou nuls de ¢y,
pour a € Al — ASQ. L’élément Y vérifie la méme propriété. Par ailleurs, I’hypothese
75 (H—T) = 1 signifie que H} est combinaison linéaire & coefficients strictement positifs
de @M pour o € AP — A§. Soit U = ZaeA{f—A(‘f oo et V = ZaeA{f—A? Uy, avec
des coefficients u, et v, positifs ou nuls. Montrons que ’on a une majoration

(2) |U| + |V| << |U = (s8U) + V.

1l suffit de prouver que le cone engendré par les M — (s05M); et les @y est un "vrai”
cone, c¢’est-a-dire ne contient pas d’espace vectoriel non nul. Il revient au méme de prouver
que, pour U et V comme ci-dessus, 1'égalité U — (sOU), +V = 0 entraine U = 0, V = 0.
Or le produit scalaire (U, V') est positif ou nul. Par produit scalaire avec U, 'égalité
U — (s0U)L +V = 0 entraine donc (U, U — (s0U)) <0, d’ou (U,U) < (U, (s6U)). Par
Cauchy-Schwartz, cela implique U = (s6U), puis U = s6U. Si U # 0, notons Ag(U)
'ensemble des o € Al tels que < o, U >> 0. Cet ensemble est non vide et inclus dans
A — AOQ. Introduisons le sous-groupe parabolique standard P’ = M'Up tel que A} =
AP — Ag(U).On a Q C P/ C P. L’élément U appartient a la chambre positive relative
au sous-groupe parabolique M N P" de M. L’égalité U = sOU entraine P’ = sO(F').
Puisque P’ et sf(P’) sont standard, cela implique P’ = 0(P') et s € W™'. Mais alors
(w,w") € Wg’, ce qui contredit I’hypothese de minimalité de P. Cette contradiction
prouve que U = 0. L’égalité U — (s6U ) +V = 0 entraine alors que V' = 0, ce qui prouve
(2).

On applique (2) & U = HM et V = Y. En abandonnant le terme |Y|, on obtient la
majoration |[HM| << |X]. Grace a (1), cela entraine la majoration du (i) de I’énoncé.

La preuve du (ii) est similaire, il suffit de supprimer le terme s des calculs.

Preuve de (iii). On reprend la preuve de (i). A la fin de cette preuve, on avait aban-
donné le terme |Y|. Rétablissons-le. Pour obtenir le (iii) de I’énoncé, il suffit de prouver
que, pour tout v € W, on a une majoration

(3) T << |Yal.

Notons ¥ I’ensemble des racines de Ay dans 'algebre de Lie de M, muni de la positivité
définie par Py N M. On sait plus précisément que 7" — «'T est combinaison linéaire des
& pour toutes les racines a € XM telles que a > 0 et (u/) ' < 0. Les coefficients sont
de la forme < 8,7 > pour des 3 € XM, 3 > 0, donc sont essentiellement minorés par
|T|. L’assertion (3) s’en déduit pourvu qu'il y ait au moins une racine « telle que o > 0,
(u)ta < 0 et ép, # 0. S’il n’en est pas ainsi, on a v’ € WL, L’égalité v/ = wo(w')~10(u),
jointe au fait que u € WL, entraine alors que Wtw N @(Wlw') # 0, contrairement &
I'hypothese. Cela prouve (3) et acheve la preuve du (iii) de I’énoncé.

Preuve de (iv). L’hypothese sg(w,w’) # 0 signifie qu’il existe un unique espace
parabolique P = MUp tel que Q C P C R et (w,w') € Wg. On reprend la preuve du
(i). On a encore s € WM. Pour H', H" € CX(T + H,), on a

|H' — s0H"| >> |(H' — s0H")M| + |(H — s0H") 5]
La preuve de (i) s’applique au premier terme : on a une majoration
(1) |(H = sOH")M| >> [HY],
ot Hy = (H —T)r. On a (H' — s0H")y = Hy ar — 0(H, ar) puisque s € W, Ecrivons

H,y = Hi+ Hy ou Hy € Ay, et Hy appartient a l'orthogonal A% de ce sous-espace
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dans Apr. On a H, oy — 0(H, nr) = Hy — 0Hy et 1 — 6 est injective sur A%, d’ou une
majoration

(5) |H2| << |H*7M — ¢9<H*,M)‘
La condition 65(H,) = 1 entraine que

(6) < w@a, H; >> 0 pour tout a € Ay — AY.

Elle entraine aussi que < «, H, >< 0 pour tout a € Ag— Al. On remarque que, pour
tout v € Ag — Af', il existe i > 1 tel que 8'a ¢ Al : sinon I'espace parabolique standard
P’ associé a la réunion de Af" et de {a} vérifierait P C P’ C R, ce qui contredirait
I'hypothese d’'unicité de P. Pour o € Ag — Al et @ > 1 comme ci-dessus, on a

(7) <a,H >=<0a H >=<0oa H, — Hy— HY >< — < 0'a,Hy + HM >
Les conditions (6) et (7) bornent |HE| : on a une majoration
[HY| << |Ho| + [H)|.
Grace a (5), on en déduit
[HE | << |Hynr — 0(Hou)| + [HY).
D’ou, grace a (4),
|HE| << [Honr — 0(Hoar)| + |(H' — s0H") M| << |H' — s0H"|.

Cela prouve 'assertion (iv) de I’énoncé. O

3.6 Majoration de coefficients

Lemme. Soient () = LUg un parabolique standard, w € WC(L|S) et w' € WE(L|S").
Quel que soit le réel r, il existe ¢ > 0 tel que 'on ait la majoration

|wQ,uww (M)] < cd(m) ™" E"(m)2 Ny (Ho(m)) ™"

pour tout m € My(F).

Preuve. Notons p§, = Indg ((wcr)w,\) pw,/\, = Indg (W' )wx), pur = Indw(s AL ((Wo)w),

Pl = Indk, 15y (W) ,\/) que I'on réalise dans leurs espaces habituels Vio,g , Vo'

wo,w w'o’ w

linéaire de termes

%3 (SN VL /sy D'apres 3.4(1) et (2), wguw,w (m, k, K ,A\)m& (o) est combinaison

G Ly /G L
<U07 pw)\<m)u0) (pw’)\’ (m)U67 ué])
pour des éléments ug, vy € VMQ et ug, vy € Viror Q. . Les coefficients sont des fonctions
C™ de A, k et k' et sont a croissance modérée en A On dispose d’applications

Vwme — V

'UJO'U)

S)NL» Vw’a’,gw, — Vwo aw/(S"NL
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qui sont les restrictions a K N L(F'). En notant e, f, €', f’ les images de g, vo, uy, v, par
ces applications, on a les égalités

(vo,p55 (m)uo)* = do(m)~2(£, pur(m)e),

G 1 INL __ —1/2¢ 1 ot
(pw/)\’(m)v07 uO) - 5@ (m) (pw’)\/(m)f € )
Quitte a remplacer la fonction de Schwartz B par son produit avec une fonction a crois-
sance modérée, on est ramené a évaluer

1) som) [ (Fpm)e) G (m)f B i

1A%
Mgise ¥

(f. pur(m)e) = /K IR CRARERIED

ou le produit intérieur est le produit hermitien sur V,,. On a
(Pur(m)e) (k) = =12 Em> (p, (m)e) (k)

ol on a noté p, la représentation p, pour A = 0. En utilisant des formules similaires
pour le terme (p!,,,(m)f’,€'), on obtient que (1) est égal a

dg(m)~" / (f(K), (puw(m)e) (k) ((py, (m) ) (K), €'(K')) B(m, k, k') dk dF,
(KNL(F))x (KNL(F))

ou
B(m, k k) = / B(\)e<uMHa, (bm)>=<wX Hg,, (Km)> gy
iARIdisc’F

On va prouver que, pour tout réel r, il existe ¢ > 0 tel que
(2)  [B(m, kK] < eNy o (Ho(m)) ™"

Admettons cela et finissons la démonstration. De (2) résulte que (1) est essentiellement
majoré par
0q(m) ™ Ny o (Ho(m)) ™"

/ |(f (), (pu(m)e) (k) (o (m) f)(K), €' (K'))| dk d'.
(KNL(F))x(KNL(F))

En utilisant 1.12(4), la double intégrale est essentiellement majorée par ZL(m)? et on
obtient la majoration de 1’énoncé.

Démontrons (2). On commence par prouver

(3) pour tout parabolique standard @)’ = L'Ugy C Q et tout k € K N L(F), Hg (km)
appartient a C*(Hy(m)).

Quitte a conjuguer m par un élément de K N Normpry(My), ce qui ne change pas
notre probléme, on peut supposer < a, Ho(m) >> 0 pour tout a € Ag. D’apres le lemme
1.3, Ho(km) appartient & C*(Hy(m)). L’élément Hg (km) est la projection orthogonale
de Ho(km) sur Az On est ramené a montrer que, pour H € CL(Hy(m)), alors la
projection Hy, de H sur Ay, appartient aussi & CY(Hy(m)). L'espace A%, est réunion
des chambres positives associées aux paraboliques Q" € PL(L'). On fixe un tel Q" tel
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que HL appartienne & la chambre associée & Q" et on fixe s € W tel que s(Q”) soit
standard. Alors Hy = s™'((sH)s1y). Puisque C¥(Hy(m)) est invariant par I’action de s,
on peut aussi bien remplacer H par sH et L' par s(L'). En oubliant cette construction,
on est ramené au cas ou < «, Hyy >> 0 pour tout o € AOQ. Dans ce cas, I'appartenance
a CE(Hy(m)) équivaut a ce que Hy(m) — Hy/ soit une combinaison linéaire & coefficients
positifs ou nuls de & pour a € Agg. On a

H(](m) - HL/ = H(](m) - H()(m)L/ + H()(m)L/ - HL’-

La premiere différence est égale & Hy(m)" qui appartient & la chambre positive fermée de
Al afortiori est combinaison linéaire & coefficients positifs ou nuls de & pour a € AOQ/. La
deuxieme différence est la projection de Hy(m)— H. Puisque H € Ct(Hy(m)), Ho(m)—H
est une combinaison linéaire a coefficients positifs ou nuls de & pour o € Ay. Donc
Ho(m), — Hp est une telle combinaison linéaire de ¢/, pour a € Agg. Il suffit de
voir qu'une telle projection est de la forme voulue. C’est clair si a € Ag}’ puisqu’alors
ap = 0. Soit v € AY — AY'. Alors ¢y = & — &~ Parce que {&;a € A} est une base
obtuse de AL, —&" appartient & la chambre positive fermée de AOL'. A fortiori, —&"" est
combinaison linéaire & coefficients positifs ou nuls de 8 pour 3 € A(?,. Cela prouve (3).

Le terme B(m, k, k') est la transformée de Fourier de B évaluée en O((w')"'H') —
wlH, on H = Hq (km) et H' = Hgq ,(k'm). Il est donc essentiellement majoré par
(1+|0((w")"*H')—w~tH|)™" pour tout réel 7, ou encore par (1+|(wofo(w') ) H'—H|)™".
Puisque k'm et km appartiennent a L(F'), on a les égalités H = Hg, (km) et H' =
Hg,,(K'm). Les paraboliques @, et Q. sont standard. Grace a (3), H et H' appar-
tiennent a C*(Ho(m)). Donc 1+|0((w') ' H') —w™'H| > N, ,,(Ho(m)) et la majoration
(2) s’ensuit. O

Pour tout parabolique standard @) = LUq et pour m € My(F'), posons

Qo(m) = Y wouwuw(m).
(w,w")eEWq

Remarquons que, dans le cas ou ) = GG, on retrouve la fonction g déja définie.

Corollaire. Pour tout parabolique standard () = LU et pour tout réel r, il existe ¢ > 0
tel que I'on ait la majoration

[Qq(m)| < cdg(m) ™ Z"(m)*N* (Ho(m))™"

pour tout m € My(F).

3.7 Un lemme d’équivalence

Soient 27(m) et y*'(m) deux fonctions des variables T' et m € My(F)=. On dit que
ces fonctions sont équivalentes si et seulement si elles vérifient la condition suivante :
pour tout réel v > 0 et pour tout réel r, il existe ¢ > 0 de sorte que 1'on ait 'inégalité

2" (m) —y" (m)| < |T|™"

pour tout T' et tout m € My(F)= tel que |Ho(m)| < v|T.
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Lemme. Soit P = MUp un espace parabolique contenant Py, soit Q = LUg un sous-
groupe parabolique tel que Py C (Q C P et soit € > 0.

(i) Les fonctions ¢°(Ho(m)—€eT') 4 (Ho(m)—€T)Qp(m)dp, (m) et v(M|L)?¢? (Ho(m)—
€)1 (Ho(m) — €T)Qq(m)dp, (m) sont équivalentes.

(ii) Soient w € WY(L|S) et w' € WY(L|S"). Supposons (w,w') € W, — Wq. Alors
la fonction ¢%(Hy(m) — €T')7h (Ho(m) — €T')wq,uw,u (m)dp, (m) est équivalente & 0.

Preuve. On fixe v > 0. Les m a considérer vérifient

-m & My(F)=;

- ¢ (Ho(m) — €T)75(Ho(m) — €T) = 1, ce qui entraine < «, Ho(m) >>< a, el >
pour tout a € AL — AY ;

- |Ho(m)| < vIT).

En conséquence

(1) il existe un réel v’ ne dépendant que de v tel que 'on ait < a, Ho(m) >> v/'|Ho(m)]
pour a € AP — AY.

On peut donc approximer les produits scalaires intervenant dans Qp(m) par leurs
termes constants faibles. Précisément, soient (w,w’) € Wp. Considérons le terme

Xow(m, kK X) = (Rp, jws)(wo)wr) oy (w) oo (k)v, RBw|w(S)((wa)wx)oy(w)ocr)\(mk:’)u)M

qui intervient dans wp., . (m, k, k', A). On a vu dans la preuve précédente que 'on pouvait
aussi 1’écrire

p(m) 2 (0w (K, A), ppaw(m)uw (K, A),
ol Ppuwr = [ndi‘f(s)mM((wa)w,\), uw(k', A) est la restriction & K N M (F) de

R£w|w(5)((wcr)m) oy(w) o UA(k/)U,

et vy, (k, A) est la restriction a K N M(F') de

Rp,jw(s)((wo)wy) o y(w) o ox(k)v.

Notons Yy ,(m, k, k', ) le terme constant faible relatif & () de

(UW(ka )‘)’ pr}\(m)uw(k", )‘))7

multiplié par dg(m)~1/2. Remarquons que les éléments wu,,(k', \) et v, (k, \) restent dans

des espaces de dimension finie et, quand on les écrit dans une base de ces espaces, leurs
coefficients sont des fonctions bornées de k, k' et de A\. D’apres (1), on peut appliquer
la proposition 1.12 ou 'on remplace G par M. Il existe donc ¢ > 0 et une fonction C
sur 44}, p, lisse, & croissance modérée et a valeurs positives, de sorte que I'on ait la
majoration

| Xw(m, kK, N) = You(m, kK N)| < CLN)dg(m)~Y2EE (m)e~cHom)l

pour tous k, k', A et tout m dans le domaine décrit ci-dessus. Notons que la condition
75 (Ho(m) — €T) = 1 entraine une minoration |Ho(m)| >> |T'| (sauf dans le cas ol
P = @, mais alors le lemme est tautologique). Pour m € My(F)Z, on a aussi

=F(m) << (L+ [Ho(m)|)P 08, (m) ™12 << |T|Pro (m) =2
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pour un entier D; convenable. Quitte & réduire ¢, on a donc
(2) | Xuw(m, kK N) = You(m, kK N < CLN)dp, (m) "/ 2edT,
D’apres 1.2(2) et 1.12(3), on a aussi
(3) | Xow(m, k, k' N)| << (14 |Ho(m)])P26p,(m) Y2 << |T["P25p,(m) V2,
pour un autre entier D. Par différence, on en déduit
4)  |Youw(m kK, N)| << Co(N)|T|"P>6p, (m) 2,

pour une autre fonction C.
On traite de la méme facon le terme

Xy (m, ke, K\ \) =

(B o5 (00 Yare) 0 (') 0 T (mB W, R sy (w0 Y ) 0 (') 0 ()™

qui intervient dans wp, . (m, k, k', A). On définit Yy . (m, k, k', X), qui vérifie des majo-
rations analogues a celles ci-dessus.
Rappelons 1’égalité

WP (M) = / / m(03) BNy (02) X (m, K, K N)
KxK iA}‘VId F

Xor(m, kK, Nw (k™ mk') d\ dk di.

Posons

g () = Y(M|L)? / / 1 (03 ) BOVEwar (03) Yo, s K, \)
KxK Ji A% F

Mgise
Yo (m, b, K, Nw (k™ mk’) dA dk di.

En utilisant les majorations précédentes, on obtient

[P, (1) =y (M| L) 20,00 (m) |0, (m) < eI / [CNBA)mE (03)tw,w(0)] dX

1A%
Mgise ¥

pour une certaine fonction C' a croissance modérée. L’intégrale ci-dessus est convergente,
donc les fonctions ¢ (Hy(m)—€eT') 74 (Ho(m) —€T )wp,uw,u (m)dp, (m) et (M |L)"2¢%(Hy(m)—
€T)75 (Ho(m) — €1)we,w,u (M)dp, (m) sont équivalentes.

On calcule Yg ,(m, k, k', \) en utilisant les définitions de 1.12. On doit y remplacer
G par M, P par w(S)N M, Q par Q@ N M et o, par (wo),y. Notons que, pour s €
WM (L|w(S)NM), les opérateurs J(ngM)s|sw(S)mM((5wa)swA) et J%HMUM(S)OM((S?NUG)SW)

qui interviennent en 1.12 définissent par induction les opérateurs Jg_, (s(p,)((SW0)swr) €t
Jq_ 1s(p,)((sw0)swr), avec les mémes définitions quen 3.4. En rétablissant les opérateurs
d’entrelacement non normalisés dans la définition de Xu(m, k, k', \) et en utilisant les
propriétés habituelles de ces opérateurs, on obtient 1’égalité

Youw(m, kK A) = y(MIL) " rp sy (w0 )wr) ™ Tus) py (W0 )wr) ™
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Z (JQuulsw(s)((swo)swr)ov(sw)omy(k)v, Jg  [su(s) ((5w0) swr) 0y (sw)omy(mk')u)*.

SEWM (Ljw(S)NM)

Remarquons que l'appication s — sw est une bijection de W (L|w(S) N M) sur I'en-
semble des s € WE(L|S) tels que s € WMw. On calcule de méme Yg v (m, k, k', ).

Notons W}, ,, ,» I'ensemble des (s,s’) € WE(L|S) x WE(L|S") tels que s € WMw et
s' € WM. Les calculs précédents conduisent a 1'égalité

woww(m) = > wgaw(m).

(s,8")eEWE

Q,w,w!

Le terme Q2p(m) est la somme des wp,y,.(m) sur les (w, w') € Wp. On a Uy wyewp Wo,wuw =
Wg . Posons

Qom) = > wo.w(m).

p
(s5,8")EW,

On obtient que les fonctions ¢%(Ho(m)—€eT') 75 (Ho(m)—€T)Qp(m)dp, (m) et (M |L)2¢%(Hy(m)—
€174 (Ho(m)—€eT)Qg (m)dp, (m) sont équivalentes. Pour obtenir le (i) de I'énoncé, il reste
a prouver que la derniere fonction est équivalente & (M |L)2¢%(Ho(m)—€T') 75 (Ho(m)—
€l)Qg(m)ép,(m). Or il suffit pour cela de prouver le (ii) de I’énoncé.

Soient maintenant w, w’ comme en (ii). En utilisant le lemme 3.6 et la majoration
EE(m)? << (1+[Ho(m)[)P62 (m) ! pour m € My(F)>?, cf. 1.2(2), il suffit pour prouver
(ii) que, pour m dans le domaine qui nous intéresse, on ait une minoration

Nzﬁw,(Ho(m)) >> |T.

Mais soit P/ = M'Ups le plus petit espace parabolique standard tel que Q C P’ et
(w,w') € WS'. On a P’ C P. La condition 75 (Ho(m) — €T') = 1 entraine 75" (Ho(m) —
€T') = 1. On peut appliquer le lemme 3.5(iii) qui nous fournit la minoration

Ny o (Ho(m)) >> e|T| + |(Ho(m) — T)z"|

plus forte que celle dont on a besoin. [

3.8 Un deuxieme lemme d’équivalence

Lemme. Soit P = MUp un espace parabolique contenant Py, soit Q = LUg un sous-
groupe parabolique tel que Py C (Q C P et soit € > 0.

(i) Les fonctions ¢ (Ho(m) —€eT)75 (Ho(m) —€T)Q2p(m)dp(m)D§' (m) et ¢©(Ho(m)—
€T)75 (Ho(m) — €1)Qq(m)dg(m) D (m) sont équivalentes.

(i) Soient w € WY(L|S) et w' € WY(L|S"). Supposons (w,w') € W, — Wq. Alors
Ia fonction ¢%(Hy(m) — €175 (Ho(m) — €T')wquww (m)dq(m)Df (m) est équivalente a 0.

Preuve. On a une majoration dp(m)DJ (m) << dp,(m) pour tout m € My(F)=,
cf. 1.2(1). On peut donc multiplier les deux fonctions du (i) I’énoncé précédent par
la fonction bornée p,(m)~1dp(m) D (m), elles restent équivalentes. On obtient que la
premiere fonction du (i) du présent énoncé est équivalente a la fonction

(1) A(MIL)¢(Ho(m) — €T) 75 (Ho(m) — €T)Qq(m)ép(m) Dy’ (m).
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Comme on I’a vu dans la preuve précédente, une fois fixé un réel v, on a une minoration
< «, Hy(m) >>> v'|Hy(m)| pour les m intervenant. D’apres [Al] lemme 1.1 et en tenant
compte de la remarque 1.2, il existe ¢ > 0 tel que I'on ait une majoration

Iy (M|L)~26p(m) DY (m) — 8o (m) DE (m)| << p,(m)e=cHotml,

De nouveau, on a vu dans la preuve précédente que 1'on avait une minoration |Hy(m)| >>
|T|, sauf si P = @) auquel cas le lemme est tautologique. On peut remplacer la majoration
ci-dessus par

V(ML) "23p(m) Dy (m) — bq(m) Dg (m)| << dp, (m)e"!
pour un autre ¢ > 0. Il résulte du corollaire 3.6 et de 1.2(2) que 'on a une majoration
Qq(m)| << (1+ [Ho(m)])"ép,(m) ™"

pour un entier D convenable. De ces deux dernieres majorations résulte que la fonction
(1) est équivalente a la deuxiéme fonction du (i) de I’énoncé. Cela démontre ce (i).
Le (ii) résulte du (ii) du lemme précédent par multiplication par la fonction bornée

dp,(m)~t5p(m) D} (m). O

3.9 Un troisieme lemme d’équivalence

Lemme. Soient () = LUy un sous-groupe parabolique standard, P = MUp et P' =
M'Up: deux espaces paraboliques standard et soit € > 0. Notons P = M_Up_ le plus
grand espace parabolique standard tel que P_ C ). On suppose Q C P et P. C P' C P.
Alors les fonctions

¢?(Ho(m — €T)75 (Ho(m) — €T)Qp (m)Sp (m) DY (m)
et
¢9(Ho(m — eT)78 (Ho(m) — €T)p_(m)dp_(m) Dy~ (m)

sont équivalentes.

Preuve. Fixons ¢ > 0 que 'on précisera plus tard. On utilise 1’égalité
Z ¢ (Ho(m) — €T)75 (Ho(m) — €T) = 1
Qs PoCQ'CP’

cf. 1.3(2). On peut fixer Q' = L'Ugy et prouver que les produits de nos fonctions avec
o9 (Hy(m) — €T )Tg,l(Ho(m) — €'T) sont équivalentes. D’apres le lemme précédent, les
fonctions

¢ (Ho(m) — €Tl (Ho(m) — €T)2pi(m)ép (m) D" (m)
et

09 (Ho(m) — €T)rgy (Ho(m) — € T)Qq (m)dg (m) Dy’ (m)
sont équivalentes. La premiére fonction de 'énoncé, multipliée par ¢@' (Ho(m)—€'T) 75, (Ho(m)—
€'T), est alors équivalente a

(1) U Ho(m — eT) 74 (Ho(m) — €T)$Y (Ho(m) — €'T)
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75 (Halm) = €70 (m)3r(m) DY (m).

Supposons que @' C P_. Alors I'égalité ¢@ (Hy(m) — e’T)TQ, (Ho(m) — €T) = 1 entraine
9 (Ho(m) — e’T)Tg,_ (Ho(m) —€T) = 1. On peut appliquer le raisonnement ci-dessus en
remplacant P’ par P_. On obtient que la deuxiéme fonction de I’énoncé, multipliée par
¢? (Ho(m) — ¢'T)l (Ho(m) — €'T), est équivalente & (1), d’ou la conclusion cherchée.

Supposons maintenant que " ¢ P_. Il nous suffit de prouver que la fonction (1)
est équivalente & 0 et que la deuxieme fonction de 1’énoncé, multipliée par ¢@ (Hy(m) —
¢ T)Tg/,(Ho(m) — €'T), est elle-aussi équivalente a 0. En utilisant le corollaire 3.6 et les
majorations maintenant familieres portant sur les fonctions Dy et =, on voit qu’il suffit
de prouver que, pour m € My(F)= tel que

¢ (Ho(m — €T) 75 (Ho(m) — €T)¢? (Ho(m) — €T)75 (Ho(m) — €T) = 1,
on a des minorations
(2)  N¥(Ho(m)) >> |T|, N™(Hy(m)) >>|T].

Remarquons que la condition ¢@ (Hy(m) — €T) = 1 entraine < a, Hy(m) >< c1€/|T|
pour un certain ¢; > 0 et pour tout a € AOQ/, tandis que la condition ¢@(Hy(m) —
€74 (Ho(m) — €T') = 1 entraine < o, Hy(m) >> ¢,|T| pour un certain ¢; > 0 et pour
tout o € AV — AOQ. En supposant c;€’ < ¢y, nos fonctions sont nulles sauf si Q' C Q.
On suppose donc @ C Q. L'hypothese Q' ¢ P_ signifie qu’il existe o € AOQI tel que
a & AP* Fixons un tel «, qui appartient a A(? par 'hypothese Q' C @ que I'on vient
de poser. Par définition de P_, AP’ est ’ensemble des éléments de AO dont les images
par les puissances de € appartiennent toutes a AQ Puisque o ¢ AO , on peut fixer un
entier k > 0 tel que = *a ¢ AQ.

Notons P” = M"Upn le plus petit espace parabolique tel que Q' C P”. 1l est inclus
dans P’ et I'hypothese ¢@' (Ho(m) — €Tl (Ho(m) — €T) = 1 entraine ¢@'(Ho(m) —
e/T)Tg/”(HO(m) —éT) = 1. Appliquons le lemme 3.5(i). On obtient

(3)  NY(Ho(m)) >> |(Ho(m) — €T)})"|.
Des hypotheses m € My(F)Z et ¢@ (Hy(m) — €T) = 1 résulte une majoration
|(Ho(m) — €T)1"| = |Ho(m)™"| — cs€|T
pour une constante c3 > 0 convenable. Puisque «a € Agy, onaf*ae Aéy/. Donc
< 07 a, Hy(m)™" >=< 6%, Hy(m) >
Puisque 6 %o € AP — A?, I'hypothese 75 (Ho(m) — €T') = 1 entraine
<0 %a, Hy(m) >>< 0 Fa, el > .

On en déduit une majoration | Ho(m)™"| > c4¢|T| pour une constante c¢; > 0 convenable.
On obtient
|(Ho(m) — €T)3"| = (cae — ca€)|T.

En supposant c3€’ < c4€, on en déduit

[(Ho(m) — €T)3"| >> [T.
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Jointe & (3), cette minoration entraine la premiere relation de (2).
Soient maintenant H', H” € CM-(Hy(m)). Parce que P_ est stable par 6, on a
(OH")p. = 0(H}; ). On a aussi Hy, = H, = Hy_(m). D’ou

OH" — H"| > |(0H )y — Hyy | = |0Hy_(m) — Hy_(m)| 2 |0(Har_(m)™) = Hyy_(m)™].

Parce que ¢9(Ho(m — eT') 74 (Ho(m) — €T') = 1, on peut écrire Hy(m)™ = eT™ + X Y,
avec X = ZﬁeA{}Ag’? zgog’, Y = ZﬁeA? Yz, les coefficients 25 et yg vétant positifs ou
nuls. Donc Hy; (m)™ = €T + X — Yy, avec Yy = ZﬁeAg—A{V yaSn. Remarquons
que T est fixe par @ puisque T I'est. Dot

0Hy_ (m)™ = Hy_ (m)M P = |0X — X + Yo — 0(Yar)|?

= 10X — X2+ 10(Yar ) = Yar P +200X — X, Yy —0(Ya)).

Les éléments X et Yj,_ sont orthogonaux, et les éléments 0.X et 0(Y),_) aussi. L’élément

0X est combinaison linéaire & coefficients positifs ou nuls de g pour 8 € AL — AL~
Donc (0X,Y)y,_) > 0. Pour une raison analogue, (X,60(Yy,_)) > 0. On obtient alors

|0Hy_(m) — Hy_(m)| 2 |0(Yn_) — Yar_|-
Puisque a € AY, on a

<a,Hy(m)>=e<a,T > -2y, — Z ys < @, B >> cse|T| — 2y

BeAS pa

pour un certain ¢; > 0, puisque les < o, 3 > sont négatifs ou nuls. Puisque o € AOQ , On
a aussi < a, Hy(m) >< ¢;¢|T|. D’on

Yo = = (cse — )T,

N | —

En supposant c;€ < cse, on obtient une minoration y, >> |T|. Puisque 0 *a ¢ Agg,
on a < 0 Fw,, Yy >= 0, dott < w,, 08(Yy ) >= 0. Alors < w,, Yy — 0 (V) >=
Yo >> |T|, Aot |V — 05(Yy )| >> |T|]. Légalité 1 — 08 = (1 —0)(1 + 6 + ... + 0F1)
et le fait que 6 soit une isométrie entraine Yy, — 0%(Yy, )| < k|Ya. — 0(Yar )| Don
|Yar. —0(Ya )| >> |T|. En rassemblant nos calculs, on obtient la minoration

0H' — H"| >> |T,

qui démontre la seconde assertion de (2) et le lemme. O

3.10 Une fonction &7
Pour m € My(F'), posons

Efm)= Y  (F)"en = EmCQ, (m) s (Ho(m) — T)dp(m) Dy’ (m).

P:MUP;PQCP
Proposition. Les fonctions ET(m) et Qg (m)¢C(Ho(m) — T)DE (m) sont équivalentes.
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Preuve. Fixons € > 0 que 'on précisera plus tard. Pour m € My(F)=, on a 1'égalité

> ¢%(Hy(m) — eT)7q(Hy(m) — €T) = 1,
Q;PoCQ

cf. 1.3(2). On peut donc fixer @ et montrer que les fonctions 2 (Ho(m) —eT)1q(Ho(m) —
eD)ET(m) et 9 (Ho(m)—eT)1o(Ho(m)—€eT) ¢ (Ho(m)—T)Qq(m)D§ (m) sont équivalentes.
Soit P_ = MjU p_ le plus grand espace parabolique tel que Py C P C . On introduit
la fonction gb%, cf. 2.2. On décompose encore le probleme en deux. On va prouver :

(1) les fonctions ¢g_ (Ho(m)=T)¢?(Ho(m)—€T)1o(Ho(m)—€eT)ET (m) et ¢§_ (Ho(m)—
T)¢?(Hy(m) —€T)7o(Ho(m) — eT)¢% (Ho(m) —T)Qq(m)D§ (m) sont égales sur My(F)=;

(2) les fonctions (1 — ¢S (Ho(m) — T))¢%(Ho(m) — €T)1q(Ho(m) — €T)ET(m) et
(1= ¢S (Ho(m) —T))d%(Ho(m) — €T)7q(Ho(m) — €T)¢%(Ho(m) — T)Qq(m) DE (m) sont
toutes deux équivalentes a 0. i

Traitons (1). On se limite & considérer des m € My(F)= tels que ¢ (Ho(m) —
T)¢?(Ho(m) — eT)7q(Ho(m) — €T') = 1. Pour o € AL~ on a une égalité

We = wi‘f‘ + Z TawWg.
BEA(?—A(I)D‘

Parce que les poids fondamentaux forment une base aigué de A, les coefficients xz sont
positifs ou nuls. On en déduit une formule analogue

W = ngf’ + Z T5Wg.
BeAg;—Af*

Puisque gbg_ (Ho(m) —=T) =1, on a < wg, Hy(m) — T >< 0 pour tous les 3 intervenant,
donc

(3) < wa Ho(m) =T ><< we Hy(m) =T > .
Les hypotheses m € My(F)Z et ¢?(Hy(m)—€T) = 1 entrainent une majoration | Hy(m)r| <
ce|T| pour un certain ¢ > 0, a fortiori |Ho(m)M-| < ce|T|. D’ott | < wy' =, Ho(m) > | <
ca€|T| pour un certain ¢z > 0. On précise € en imposant que pour tout 7', on ait I'inégalité
cae|T| << @i, T > ( pour tout &). Grace & (3), cela entraine

< wd,Ho(m) -T >< 0.

On avait supposg% a € A(I]s ~, mais cette relation est aussi vraie pour a € Ag — A(I]s ~ grace
a I'hypothese ¢% (Ho(m) — T) = 1. Mais alors on a 75(Ho(m) — T) = 0 pour tout P
propre. Dans la somme définissant £7(m), il ne reste que la contribution de P =G, qui
est simplement Q¢ (m)D§ (m). Comme on vient de le voir, on a ¢%(Hy(m) —T) = 1 donc
Qg (m) = ¢%(Ho(m) — T)Qa(m) et la conclusion de (1) s’ensuit.

Traitons (2). On peut supposer P_ # G, sinon 1 — (bg_ (Ho(m) — T) = 0. Pour la
deuxieme fonction, I'assertion est évidente car (1 — gbg (Ho(m) —T))¢% (Ho(m)—T) = 0.

Pour tout @ € AG — A", notons simplement 75 la fonction caractéristique de I'ensemble
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des H € Ay tels que wgs(H) > 0. Le support de 1 — qbg_(Ho(m) — T) est contenu dans

la. réunion des supports des 75 (Ho(m) — T') quand & décrit AS — A=, On peut fixer a
dans cet ensemble et se contenter de prouver que la fonction

7a(Ho(m) — T)¢%(Ho(m) — €T')q(Ho(m) — €T)ET (m)

est équivalente & 0. Dans la somme définissant €7 (m), on regroupe les P en paires (P, P)
de sorte que AY = Al " {a}. I nous suffit de prouver que, pour une telle paire,
(4) la fonction

Fa(Ho(m) — T)¢%(Ho(m) — €T)1o(Ho(m) — €T)

(2 (Ho(m) = T)dp(m) D! (m) — Qpr(m) 75, (Ho(m) — T)ap(m) D" (m))

est équivalente a 0.

On fixe ¢ > 0 que l'on précisera par la suite. En utilisant le découpage déja maintes
fois utilisé, on peut fixer un sous-groupe parabolique standard ) C P et montrer que
la fonction (4) multipliée par ¢@ (Hy(m) — €T)1h (Ho(m) — €T) est équivalente a 0.
Par hypothese, a & Aéj’. Par définition de P_, il existe donc une racine o € Ay — A(?
telle que sa restriction a Ay soit &. Fixons une telle racine. L’hypothese ¢9(Hy(m) —
€I 1g(Hp(m) — €I') = 1 entraine une minoration < «, Hyo(m) >>> €|T|. Si o € AY
I'hypothese ¢ (Hy(m) — €T) = 1 entraine une majoration < a, Hy(m) ><< ¢|T).
On impose que € soit assez petit pour que ces deux inégalités soient contradictoires.
Alors o & AOQ . Notons P’ = M Up: le plus grand espace parabolique standard tel que
P C Q' Alors & € A", Cette relation, jointe aux inclusions P’ C Q' C P et & I'égalité
AP = AP U {a}, entraine que P’ C P’. On peut alors appliquer le lemme 3.9 : les
fonctions

¢% (Ho(m) — €T) 78 (Ho(m) — €T)Qp(m)3p(m) Dy’ (m)
et
9 (Ho(m) — e'T)Tg,(HO(m) — &T)Qp/(m)dp (m) DY (m)

sont toutes deux équivalentes a
/ Ml
9 (Ho(m) — EIT)75/<H0<TH) —T)Qp (m)dp (m)Dy ~(m).
Leur différence est donc équivalente a 0. Par ailleurs, on a 1’égalité

7a(Ho(m) — T)7p(Ho(m) — T) = 7a(Ho(m) — T)7p (Ho(m) — T)

d’apres I'hypothese sur P et P’. Donc la fonction (4), multipliée par ¢@ (Ho(m) —
€T)th(Ho(m) — €T), est égale a la différence des deux fonctions ci-dessus, multipiée
par une fonction bornée. Cela prouve (4) et la proposition. O

3.11 Controle de la partie centrale

On sait que Ay, r est un sous-groupe d’indice fini dans Ag g (ces groupes sont tous
deux égaux a Ag si F' est archimédien). Fixons un ensemble de représentants b du groupe
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quotient. Pour tout sous-ensemble X' C G(F), notons XP I'ensemble des g € X tels que
Hg(g) € b. Notons HE la composée de Hg et de la projection sur 'orthogonal de Ag.

Lemme. Soient (Q un sous-groupe parabolique standard, w € WY (L|S) et w’ € WY (L|S").
Il existe un entier D et, quel que soit le réel r, il existe ¢ > 0 tel que 'on ait la majoration

[0 (am) g (am) D" (am) < e(1+ |Ho(m)|)"(1 + [HE (a)]) "

pour tout m € My(F)="® et tout a € Ag(F)\Ag(F).

Preuve. Il résulte des définitions que, pour tout A € iA}, et tous k, k'€ K, on a
I’égalité
wQ,w,w’<am, k, k/, )\) — €7<)\ 7HG(a)>+<>\,HG(a)>wQ,w7w’<m7 k, kl, )\)
= eSO 00 (s B, B ),

Alors

W ww (am) :/ / W (M, k, k:',)\)mG(cr)\)
KxK L deisc/i(A;é+A>/wdisc’

)
F
B'(\ a)w(k™tamk') d\ dk di’,
ou
B’()\’a) :/ B()\+M)e<)\+ﬂ,Hg(a)79Hg(a)> d,u
z‘AaF

On peut remplacer I’ensemble d’intégration en A par un domaine fondamental X dans
iAyy,,..- Alors B'()a) est de Schwartz en les deux variables. On remarque que les

fonctions |Hg(a) — OHg(a)| et |HS(a)| sont équivalentes. On peut alors trouver une
fonction B” de Schwartz sur X, a valeurs positives, de sorte que I'on ait 'inégalité
|B'(\,a)| < B"(\)(1 + |HE(a)|)™". Alors wg.w.u(am) est majorée par le produit de
(1+ |HS(a)|)™" et d’une fonction qui a essentiellement la méme forme que wg 4, (M),
sauf que I'on a supprimé l'intégration centrale. Cette derniere fonction est essentiel-
lement majorée par dg(m) '=ZF(m)? par le méme argument qu’au lemme 3.6. On en
déduit 1’énoncé. [

3.12 Un lemme de convergence

Soient () = LUg C R deux sous-groupes paraboliques standard et soient w €
WEY(L|S) et w' € WE(L[S'). On suppose s¢(w,w’) # 0. I existe donc un unique es-
pace parabolique P = MUp tel que Q C P C R et (w,w') € WS . Pour m € My(F), on
pose

BB o () = 62(Ho(m) — TV (Ho(m) — T (m) DE (m)eig e (m).
Lemme. Sous ces hypotheses, 'intégrale
/ 25 (1) i

Ag(F)\Mo(F)=9

est convergente.
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Preuve. Le lemme 3.5(iv) nous fournit une majoration
[(Ho(m) = T)E| << N, (Ho(m)

pour tout T et tout m € My(F)>% tel que ¢°(Ho(m) — T)65(Ho(m) —T) = 1. On
a (Ho(m) — T)% = H§(m) — HE(m) — TE. Les hypotheses ¢@(Hy(m) — T) = 1 et
m € My(F)=? entrainent une majoration |Hl(m)| << |T|. D’ou1

[HS (m)| << |T| +|(Ho(m) — T)¢],
puis i
(1) |HE(m)| << |T|+ NE.(Ho(m)).

Remarquons que, si I'on considere T' comme fixé (comme on le peut ici), la majoration
(1) entraine plus simplement

[H§ ()] << Ny o (Ho(m)

dans le domaine considéré. En utilisant cette majoration, le lemme 3.6 et les majorations
familieres concernant les fonctions D§ et =L, on voit que l'intégrale de 1'énoncé est
essentiellement majorée par

/ (1 + |HE (m)])~" dm
AGF)\Mo(F)2 @

pour tout réel r. Cette intégrale est convergente, d’ou le lemme. [

3.13 Comparaison de deux intégrales

On conserve les hypotheses du paragraphe précédent. Soit v un réel strictement
positif. Notons 1,7 la fonction caractéristique de I'ensemble des m € My(F) tels que
|Hg'(m)| < v[T].

Lemme. Sous ces hypothéses, si v est assez grand, la différence entre les deux intégrales

/ Eg,mw,w,(m) dm

Ag(F)\Mo ()=

/ Eg,R,w,w' (m)1,r(m)dm
Ag(F)\Mo(F)=

est essentiellement majorée par |T|™" pour tout réel r.
Preuve. On peut considérer que le domaine d’intégration de la seconde intégrale est
I'ensemble des m € Ag(F)\Mo(F)= tels que 1,7(m) = 1. Ce domaine est contenu

dans le domaine d’intégration As(F)\My(F)=? de la premiere intégrale. Notons DT le
complémentaire du premier domaine dans le second. On va prouver plus précisément :
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(1) pour v assez grand, on a pour tout réel r une majoration

VS el dim << 71
DT

L’ensemble DT est réunion disjointe des deux sous-ensembles

Di = Ag(F)\{m € My(F)>91,7(m) = 0};

Dj = Ag(F)\{m € My(F)>? — My(F)*; 1,7(m) = 1}.

Compte tenu de la définition de Eg,RMw/(m), on peut ajouter la condition ¢@(Hy(m)—
T)6§(Ho(m) —T) = 1. Sur DY, on utilise la relation (1) du paragraphe précédent, que
I’on écrit plus précisément,

[Hg' (m)| < e1(|T] + Ny s (Ho(m)))-
Jointe & la condition 1,7(m) = 0, elle nous dit que

(v = e))IT| < 1Ny (Ho(m))

et .
(1= ) HE ()] < elNE, (Ho(m).

On suppose v > ¢;. On en déduit une majoration
| Hg (m)| + |T| << Ny o (Ho(m)).

En utilisant le lemme 3.6 et les majorations habituelles des fonctions Df et =¥, on voit
que l'intégrale

[ VES gt i
DT
1

est essentiellement majorée par
| (1 + | H (m)]) " dm
Ag(F)\Mo(F)
pour tout réel r. Cette derniere intégrale est convergente, d’ou la majoration

LAngwammdm<<yﬂr.

1

Traitons maintenant I'intégrale sur DI Le lemme 3.5(iv) nous fournit la majoration
|(Ho(m) = T)7| << Ny o (Ho(m))

pour tout T et tout m € My(F)=< tel que ¢ (Ho(m)—T)55(Ho(m)—T) = 1. Supposons
de plus m &€ My(F)=. 1l existe donc a € Ay tel que < a, Hy(m) >< 0. Nécessairement,
a & A (puisque m € My(F)=9). On a

< a,(Ho(m) =T >=< a, Hy(m) = T > + < o, (T — Ho(m))* > .

Le premier terme est inférieur ou égal a — < «,T >. Le second est négatif ou nul :
I'hypothese ¢@(Hy(m) — T) = 1 entraine que (T — Hy(m))" est combinaison linéaire &

coefficients positifs ou nuls de 5 pour 3 € Ag et on a < a, 8 >< 0 pour tout tel 5. Donc

<a,(Hom) =T)¢ >< — <o, T > .
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A fortiori |(Ho(m) — T)S| >> |T), ce qui prouve la majoration
|| << Ny o (Ho(m))

pour tout m € My(F)>9 — My(F)= tel que ¢?(Ho(m) — T)64(Ho(m) —T) = 1. En
utilisant encore le lemme 3.6 et les majorations habituelles des fonctions D} et =¥, on
voit que l'intégrale

[ VS )
DT

2

est essentiellement majorée par
T [ S ) L (m) dm
Ag (F)\Mo(F)

pour un certain entier D et pour tout réel r. La derniere intégrale est convergente et
. , / . . , .
essentiellement bornée par |T'|”" pour un certain entier D’. On en déduit

/ |EZ 1 welm)| dm << |T|
DT

pour tout réel r. Cela prouve (1) et le lemme. [

3.14 Un lemme d’équivalence

Posons

E'(m)= ) > sa(w, W) E g . (m)

Q,R;PoCQCRweWG(L|S),w eWG(L|S)

= ) 3 5B (w, w') ¢ (Ho(m) — T)&E(Ho(m) — T)

Q,R;PoCQCR weWG(L|S),w' eWG(L|S")

0q(m) Dy (m)wq . (m).

Lemme. Les fonctions ET(m) et Qa(m)¢%(Ho(m) — T)D§ (m) sont équivalentes.

Preuve. Dans la somme définissant £7(m), on peut glisser une sous-somme

Z ¢?(Ho(m) — T)Tg(Ho(m) —T)

Q;PoCQCP

puisque celle-ci vaut 1. En utilisant le lemme 3.7 (i) et (ii), on peut alors, a équivalence
prés, remplacer la fonction Qp(m)dp(m) DY (m) par

> Wouwaw(m)do(m)Dg (m).

p
(ww)eWy,

On a aussi I'égalité

74 (Ho(m) = T)#p(Ho(m) = T) =y 64(Ho(m) = T),

R;PCR
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cf. 2.2(1). A ce point, on a montré que £7(m) est équivalente

> > ¢ (Ho(m) — T)a55(Ho(m) - T)

Q,R;PyCQCR weWE(L|S),w eWC(L|S")

5o (m)Dé(m)wQ,mw/(m) Z (_1)dim(a15)*dim(aé)_
IS’;QCPCR,(w,w’)GVVCIQD

La derniére somme est égale par définition a sg(w,w’ ), donc lexpression ci-dessus est
égale & ET(m). Donc E7(m) est équivalente & £7(m). La proposition 3.10 nous dit que
ET(m) est équivalente a la deuxieéme fonction de 1’énoncé. [

3.15 Preuve de la proposition 3.4

Que l'expression définissant jI soit absolument convergente résulte du lemme 3.12.
Fixons un réel v > 0 que 'on précisera plus tard. Introduisons 'expression

it = / ET(m)1,7(m) dm.
Ag(F)\Mo(F)=

Elle aussi est absolument convergente. Le lemme 3.13 nous dit que
limp_eejl — j1 = 0.
Pour m € My(F)=, posons

(m) = Qc(m) D5 (m)i" (m) — E* (m)1,7(m).
Remarquons que toute intégrale sur As(F)\Mo(F)= se décompose en produit d’une
intégrale sur My(F)=" et d'une intégrale sur As(F)\Ag(F), cf. 3.11 pour la définition
de My(F)=P. On décompose j7 — 5T en jI + jI' ou

Js :/ / ] (am) da dm,
Mo(F)=P JacAs(F)\Ag(F)i|HE (a)|>|T]

3 :/ / ) Y(am) da dm.

Mo(F)=P JacAg(F)\Ac(F)i|HE (a)|<|T|
Dans la premiere, on utilise le lemme 3.11. On peut 'appliquer a chaque fonction inter-
venant dans la définition de ET(m), ainsi qu’a la fonction Qg(m)D§ (m) qui en est un
cas particulier. Ce lemme nous fournit une majoration

[th(am)| << (1+ [Ho(m))" (1 + |HE (a)|) "

pour un certain entier D et pour tout réel r. L’intégrale en a est essentiellement majorée
par |T'|~" pour tout réel r. L’intégrale en m porte sur un domaine ou | Hy(m)| << |T| car
une telle inégalité est vérifiée sur I'intersection de My(F)=P et des supports des fonctions
&T(am) ou 1,7(am). L'intégrale en m est donc essentiellement bornée par |T|”" pour un
certain entier D'. Il en résulte que limy_.o.j2 = 0. Considérons j1. Si v est assez grand, les
conditions m € My(F)=P, |HE(a)| < |T| et &7(am) = 1 impliquent |Hy(am)¢| < v|T.

On ne change alors rien en multipliant la fonction Qg (am)D§ (am)&T (am) par 1,7(am).
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Pour m € My(F)=, on a & (m) = ¢“(Hy(m)—T). Le lemme 3.14 nous fournit pour tout
7 une majoration

[Y(am)| << |T|™"
sur le domaine d’intégration de jI', pour un certain entier D et pour tout r. De nouveau,
'intégrale de cette fonction sur le domaine 1,7(am) = 1 est majorée par |T|~" pour tout
r. Donc limr_«ji = 0. Cela acheéve la preuve. [J

3.16 Définition de (G, M)-familles

Posons M., = 071 (Mys.). Soit t € WE(Myise| MY,..), ¢est-a-dire que t € WE JW Maise
et t(M),,.) = Myse. Soit v € [to’,wo]. On fixe un automorphisme unitaire A, de V, tel

que (to’)(x) o A, = w(x)A, o o_,(x) pour tout © € My;s.(F'). Par fonctorialité, il définit
des homomorphismes entre différentes représentations induites. Notons w 'opérateur qui,
a une fonction ¢ sur G(F), associe la fonction g — w(g)e(g). Lui-aussi définit des ho-
momorphismes entre certaines représentations induites. Pour A € i A}, , introduisons
Iopérateur

A(t, v A) i a g,y = Ind§(0)-1(yy,)) = ma = Ind$(o4)
défini par
A(t,v; A) = Rgjysny(oa) 0 y(t) o A lw ™

I1 vérifie la relation d’entrelacement w(g)ma(g) o A(t,v; A) = A(t,v; ) omi_y(y,,(9)-
Pour S” € P(Mygisc), on définit la fonction (A, A) — ¢(t, v; A, A, S”) des deux variables
N A €Ay, popar

o(t, Vs N A, S") = (A(t, vitN — )0, Joms(om—v) " 0 Jams(Omv—via)u)

(JS//|S(0-t>\/—V)_1 e} JS//|S(OtA’—V+A)Ua A(t, V] t)\/ - I/)U,).

Pour A fixé, la famille (¢(t,v; X\, A, S"))srep,,.) de fonctions en A est presque une
(G, Myisc)-famille et méme presque une (G, My, )-famille p-adique dans le cas ou F
est non-archimédien. ”Presque” parce que les fonctions ne sont pas forcément C* : il
peut y avoir des singularités. Etudions cette question de régularité. En convertissant
les opérateurs d’entrelacement en opérateurs normalisés, on peut récrire la définition de

o(t,v; A, A, S") sous la forme
(b(t, V] )\, A, S/I> = Tg”‘S”(O-t)\’71/>717,§”|5”(Jt)\’—y+A)

(A(t, V] t)\/ — V)UI, RS”\S<O—D\/7U>71 o RS‘”|S<O-25)\’71/+A)u)

(RS”|S(0-t)\’—V)_1 e} RS”\S(Ot}\’—V—i-A)v) A(t, V] t)\/ - I/)U,).
Posons

TS”J’eg(o-)\) = Tgn‘su(O')\)T‘S‘S(O')\)_l.
On peut écrire
o(t,v; A A, S") = TS\S(‘%ALI/)717’§\S<Ut>\/fu+/\)¢reg<ta v; A\ A, S"),

ou

(breg(ta v, )\7 A, SH) = TS”,reg<0'tXfu)_1TS”,reg<Ut)\/fu+A)
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(A(t, V] t)\/ — V)U/, Rgnw((ft)\/,y)_l o R§//|S(O't)\/,,,+A)U)
(RS//|S(0-t>\/—V)_1 e} RS”\S(Ot)\’—V—i-A)v) A(t, V] t)\/ - I/)U,).

Grace a 1.10(5), la fonction ¢,e,(t, v; A, A, S”) est réguliere en A et A. La famille
(Greg(t,v; A\, N, S”)) srepinny,,.) est vraiment une (G, M)-famille, p-adique dans le cas ot
F est non-archimédien. Toutes les singularités de la famille de départ se concentrent dans
la fonction r5|5(at,\/,y)_lrg‘s(at,\/,w,\) en facteur.

Soit @ = LUg € F(Mgis.). On déduit de la famille (¢(t, v; A, A, ")) snep(ny,,.) une fa-
mille (¢(t, v; A, A, S//L))S//LEPL(Mdisc)’ qui n’est autre que (¢(t, v; A\, A, ")) srepinny;..),s7co-

Pour X € Ap r et S" € P(Mgys.) tel que S” C @, on a défini en 1.6 la fonction

EgnT[SN <X7 A) = AL (X) (bg” (Y - T[S/I]>€<A7y> dY

Mgise F

(¢%, est la fonction combinatoire de 1.3, qui n’a rien & voir avec les fonctions de la
(G, Myis)-famille). On pose

0% (L, XA N = Y et A A ST XA,

S//GP(Mdisc)ys//CQ

On définit de méme qb,,eg My, Sc(t, v, X; A\, A). Rappelons que I'on a posé N = 7'\, On
pose
e(t,v; A) = rgis(on)rgs (oo —)

Lemme. (i) Pour X\ en position générale, la fonction A Qﬁ%;c (t,v, X5\, A\) est
réguliecre en A = A —t\ + v.
(ii) Les fonctions
A= o5t (6, Xi A —tN +v),
A @t (t,v, X; M\ —tN +v),

A= €e(t,v; )

reg,Mg;sc

sont C* sur iA}, . Si F' est archimédien, toutes leurs dérivées sont a croissance lente.
(iii) On a I’égalité

o5 (L, Xi A —tN +v) =e(t,r; ool (L, XA A —tX + ).

reg,My;sc

(iv) Comme fonction de X, qu\QddT (t,v, X; A\, A — tN 4+ v) ne dépend que de la classe
X + AA@F'

Preuve. Supposons d’abord F' non-archimédien. La discussion ci-dessus montre que
I'on a I’égalité
7T . — — — .
O (115 Xs A A) = 7g15(ain i) g5 (00 —0) ' Sg g, (61 X5 A ).

La derniere fonction est C'™° en A et A d’apres le lemme 1.6. Le facteur r§|s(atX,I,JFA)rg‘S(at,\,,,,)_l
est évidemment régulier en A = A — t\ + v pour A en position générale. Il vaut alors
7515(02)755(0wv—y) " Pour prouver (ii) et (iii), il reste & montrer que ce dernier terme
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est régulier en \. Par 'isomorphisme wo_, ~ to’, on a opv_, ~ w™'t(0y o #). Par trans-
port de structure et parce que les facteurs de normalisation sont insensibles a la torsion
par le caractere w, on a 7g55(0uv—v) = Tg-1(5)0-1(s)(0x). Mais alors, le quotient

TS\S<‘7>\)7’5‘|S<‘715X7V)71 = TS’\S(O-A)TGt—l(S)Wt—l(S)<U>\>71

est régulier d’apres 1.10(5).

Supposons maintenant F' archimédien. Le méme raisonnement prouve les assertions
de régularité. Pour montrer I'assertion de croissance lente, le lemme 1.4 nous ramene a
prouver que que

- les dérivées des fonctions intervenant dans la définitions des termes ¢,.4(t, v; A, A, S”)
sont a croissance lente;

- les dérivées de la fonction r55(0x)rgs(ov—y) " sont a croissance lente.

Les opérateurs d’entrelacement normalisés ont des dérivées a croissance lente. Les
autres fonctions intervenant sont toutes de la forme 75 g, (0,)75,s,(0,) " ot 51,5, €
P(My;se) et p dépend linéairement de \. L’assertion résulte de 1.10(5).

Preuve de (iv). Pour Y € A4 r, I'égalité suivante résulte des définitions

O (s X FY AN =N ) = e VTG (10, XA N =t +v).

Evidemment e<*~*A"Y> = 1. En comparant les restrictions & As(F) des caractéres cen-
traux des représentations wo et to’, I'isomorphisme wo_, ~ to’ et le fait que w soit trivial
sur A (F) entraine que vg € iA} _ p. Donc e<"¥> = 1. Cela prouve (iii). O

3.17 Définition d’une nouvelle intégrale

Pour deux sous-groupes paraboliques ) = LUg, R € F(Ms.) tels que Q C R et
pour t € W (Mgise| M;,,), notons s3(t) la somme des

isc)?
sur les espaces paraboliques P = ]\;[U~p tels que @ C P C R et t071(P) = P. Cette
derniere condition équivaut a vot~! € P(F) (ou on identifie ¢ & un relevement dans K).

La condition sg(t) + 0 équivaut & ce qu'il existe un et un seul P vérifiant ces conditions.
Soient t € WY (Mgyse|MY,,.) et v € [to’,wo]. Posons

By = mes(idi, 0 [ o -T(Q)
-AL,F/-AAG,F

/ BN (8, v, X; A A —tN +v) drdX.
1A

deisch
Lemme. Si sg(t) # 0, 'expression Eg R, €St convergente dans I'ordre indiqué.
Preuve. La convergence absolue de l'intégrale intérieure résulte du (i) du lemme

précédent et du fait que B est de Schwartz. Puisque A4, p est d’indice fini dans Aj p,
on peut fixer X, € Ay r et prouver que I'expression

/ 5’5(X+XO—T[Q])| B()\)gb?/[’z;sc(t, V,X+X0;>\,)\—t>\,+y) d>\|dX
-AAL,F/-AAC—;,F 4

1A}
Mgise ¥
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est convergente. Il résulte des définitions que
OUF (tv, X + Xos WA — tN +v) = e 6BT (1) Xos A X — N +v).

Ainsi I'expression ci-dessus est de la forme

/ Go(X + Xo — |/ e A= )| d X,
Ay, p/Aas F Al i

ou B’ est une fonction de Schwartz. En utilisant ’égalité
< A—tN, X >=< )\, (1 -0t HX >

on voit que l'intégrale intérieure est essentiellement majorée par (1 + |(1 — 6t~ 1) X|)™"
pour tout réel r. Pour démontrer la convergence cherchée, et puisque 7' peut étre ici
considéré comme une constante, il suffit de prouver que ’on a une majoration

(1) |X% << 14|T|+]|(1 -0t HX]|

pour tout T' et tout X € Ay, r tel que 65(X + Xo — T[Q]) = 1. Puisque X, est fixé,
cela résulte par translation par —X, d’une majoration

(X —T[QE] << 1+|(1 -0 Y)X|

pour tout X € Aj tel que 53()( — T[Q]) = 1. Pour mieux comprendre la situation,
introduisons un élément s € W tel que s(Q) soit standard. Posons Q' = s(Q) = L'Ug,
R’ = s(R). La majoration précédente résulte de la majoration

(2) (X —T)%| << 1+ (st 57" — 1) X]| pour tout X € Az tel que 65(X) = 1.

La condition sg(t) # 0 se traduit ainsi : il existe un unique espace parabolique P =
MUp tel que Q' € P C R et O(st)s™' € WM autrement dit sgl/(s, st) # 0. On applique
le lemme 3.5(iv) en y remplacant les termes @, R, S, w,w’, H par Q', R, Py, s, st, X (ces
données vérifient les conditions de ce lemme). Ce lemme implique

(X = D)F| << NEy(X).

sst

Mais, par définition de ce dernier terme, on a

L'
Nsst

(X) << 1+ |(s0t st —1)X|.

Cela prouve (2) et le lemme. [J

3.18 Apparition des (G, M)-familles

Soient () = LUg C R deux sous-groupes paraboliques standard et soient w €
WEY(L|S), w' € WY(L|S") deux éléments tels que si(w,w’) # 0. On note P = MUp
I'unique espace parabolique tel que @ C P C R et (w,w’) € WS. On pose

Eg,R,w,w’ = / Eg,R,w,w/<m) dm
Ag(F)\Mo(F)=9
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_ / sy PBCH ) = ) Hoom) = T)3(om) D (m)iiq )

Le but du paragraphe est de définir une approximation plus explicite de Eg R+ ON

pose
T T
E*;Q,R,w,w’ = Z Z wal(Q),wfl(R),t,u'

teWG(MdzsclM )mwilew, velto! wal

disc

On identifie comme toujours un élément ¢ € WG(Mdl-sc|M lise) & un relevement dans we.

La condition que t appartienne & w'Ww' ne dépend pas du relevement choisi. D’autre
part, on voit que, pour ¢ dans l’ensemble de sommation, on a s _1Eg; (t) = si(w,w’).

Notre hypothese est que ce nombre est non nul. Les termes wal(Q) w-1(R)tp SOI donc
bien définis d’apres le lemme précédent.

Lemme. On a une majoration
1 EG s — Mes(Ag(F)e) " Elg gl << |T|™"

pour tout réel r.

Preuve. Fixons un réel ¢ > 0. Notons ici 1¢7 la fonction caractéristique de ’ensemble
des H € Ay tels que |H| < (|T| (ce n’est pas la méme fonction qu’en 3.13). Notons

Eg%w . la variante de Vexpression Ef, g, otl on glisse la fonction 1<T(Hé( )) dans

Vintégrale. Notons E. Q R 18 variante de El o R Ol on glisse la fonction 1CT(XG)
dans les intégrales définissant chaque Ew_1 (@)1 (R) b I1 résulte de 3.13(1) que, si C est
assez grand, on a la majoration

T, _
‘Eg,R,w,w EQ%ww‘ << |T‘ "

pour tout réel r. De méme, en reprenant la preuve du lemme 3.17, il résulte de 3.17(1)
que, si ¢ est assez grand, on a la majoration

T, -
| *;Q,Rw,w’ _E*;Cg,R7w,w/| << |T| "
pour tout réel r. On fixe ¢ tel qu’il en soit ainsi. Il nous suffit alors de majorer
1T,
|EQwa meS(AG’(F) ) E*QCwaI

Pour m € My(F ) @ on a l'égalité ¢@(Ho(m) — T) = kXT(m), ce dernier terme
étant I'analogue de T (m) quand on remplace G par L, cf. 1.14. On a aussi trivialement
G5(Ho(m) —T) = 65(HL(m ( ) —T). Alors EQﬁimw’ est l'intégrale sur As(F)\My(F)>¢
du produit de D& (m) et d

Ler(HE (m)a 8 (Hp(m) = T)i"T ()3 (m)wq uu(m).

Cette derniere fonction est définie non seulement pour m € My(F), mais en tout point
de L(F). Elle est biinvariante par K N L(F') (cela résulte de la présence d’une intégrale
sur K x K dans la définition de wg uw(g), cf. 3.4). En se rappelant la définition de la
fonction D& (m), cf. 1.2, on voit que

B = [ A (HE)RHLD = TR D)
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L’intégrale sur Ag(F)\L(F') se décompose en une intégrale sur X € Ay, r/ A4 r d'intégrales
portant sur As(F)\Ags(F)L(F; X) (on rappelle que L(F; X) est 'ensemble des | € L(F')
tels que Hp(l) = X). Précisément

= [ 1alXO55X ~ ), (X) dx,
AL rp/Aa -~ F

ou
B )= | S (DM ()t (D) .
As(FNAG(F)L(F;X)
Fixons X. Revenons a la définition de wg (1), cf. 3.4. C’est une intégrale portant
sur K x K xiAj},  p. Ces intégrales commutent entre elles et commutent a I'intégrale

ci-dessus sur Ag ( )\A (F)L(F; X) car celle-ci est a support compact a cause de la
fonction /{L’T(l). On obtient

b (X)) = /,4 BOYmE (035 1y (X, A) dA,

@ RI : F
disc>

ou
wamw,(X, A) :/ / wowuw (L, k, k:’,)\)w(l)éQ(l)/{L’T(l) dlw(k:_lk:’) dk dk'.
KxK \Ag(F)L(F;X)

Fixons A que 'on suppose provisoirement en position générale. Introduisons les représentations
Puwr = [ndi(s)m((wa)w,\) et plv = [ndi,(s,)m((w’a’)ww) de L(F), que l'on réalise
dans les espaces VI w(@)nL € sz'a',w'(s')mL Pour k, k' € K, introduisons des éléments
Uy (K, N), vy (K, N) € VE w(s)nz € ul (kN0 (K N) e VE

o, w’'o’ w'(S")NL

définis par
(K, X) = (Rg_ju(s)((w0)wr) 0 y(w) o mA(K')u) ki (r),

v (k, A) = (Rgujuw(s)(wo)ws) 0 y(w) o mx(k)v) karr),
Uy (k, N') = (Rg,, jw (s (W'a")wx) 0 y(w') o my (k) ) knp ey,
v (K N) = (RQ (51 (W) wrn) 0 y(w') o 7y, (K)V') kL (r).-
Les termes entre parentheses de ces expressions sont des éléments de V,, Q, > Tesp. Vio,Qu s
Vo', Vo ,- Par définition de ces espaces, ce sont des fonctions sur K. L’indice

final K N L(F) s1gn1ﬁe que lon prend leurs restrictions & K N L(F). On obtient des
éléments des espaces indiqués. Avec ces notations, la définition de wQ’mw,(X , A) se récrit

W w0 (X, A) = Ty (02) (Ve (B, A); por (D (K5 X))

KxK /G(F)\AG(F)L(F;X)

(Pl (DL, (KXY, (B, N))w (DT (1) dlw(K'E) di dE.

Notons que le dg(l) disparait dans la transition entre induites pour G(F') et induites
pour L(F'). L’intégrale intérieure est de la forme de celles considérées en 1.14, le groupe
ambiant G de ce paragraphe étant remplacé par L et le tore D étant As. On déduit
des constructions de 1.14 une valeur approchée de wg ,, (X, A), notons-la 4 , ..(X, A).
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On l'étudiera plus loin. Le théoreme 1.14 entraine 'existence d’un réel ¢ > 0 et d’une
fonction lisse et a croissance modérée C sur iA}, ~ p de sorte que I'on ait la majoration

108 a0 (X A) = T .t (X, M| < T (00) 0 (w0 ) o) T2 (w0 )rae) 2O (NI,

Définissons au moins formellement

Taw,w/(X) = /A B()\)mG(cr)\)raww,(X, A)dA,

*
Mgisc ¥

RS = / 1er(XO)GE(X = Tyh . (X) dX.
-AL,F/-AAG,F
On obtient

B8 — Rl < [ 1(XO)GB(X — T)dX
AL, p/AAg,F

/ [ BO)ME (03w, (02)m" (W) ua) 2 mE (w'o")wnr) "2C (V)] d.

1A%
Maisc

Ces calculs sont justifiés par le résultat suivant :

(1) le membre de droite de 'expression ci-dessus est convergent ; il est essentiellement
majoré par |T|~" pour tout réel r.

A cause de la fonction 1,7(X%), l'intégrale en X est convergente et essentiellement
majorée par |T|P pour un certain entier D. Il suffit donc de prouver la convergence de
I'intégrale en A. Puisque B est de Schwartz, celle-ci résulte de :

(2) [m (ox)ruwr(ox)m (wo)un) ~2mt (w'o )y ) V2| = 1.

On rappelle que

I‘w,w/<0'>\) = TQW‘QW ((wU)w)\)TQw, ‘Qw’ ((w/g/>w,)\/).

On a I’égalité
"Gulee (W0)ur) = 15,10 (W0)uwn)rg g (W0 )wn)-

D’apres la définition de Qw et les propriétés usuelles des facteurs de normalisation, on a

_ L
"QulQ, (wo)ur) = T(w(S)ﬂL)\(w(S)mL)«wa)w}\)'

On utilise 1.10(4) dans G et dans L. Parce que d(c) = d(wo) et m%(ay) = m®(wo)wy),
on en déduit
g, 10u (o )un)| = m® (o) #m* (wo)ur) 2.

De méme, on a
a1, (00" urx)| = mC(ox) ™ 2mb (w'o”) ) /2.

L’assertion (2) en résulte, puis (1).
Pour démontrer le lemme, il nous reste a prouver 1’égalité

8 ES = mes(Ag(F))EES .
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Pour cela, il faut revenir a la définition du membre de gauche, et d’abord du terme
raw,w,(X, A). On suppose A en position générale et on dédouble la variable \. Plus
précisément, on conserve inchangés les termes ot intervient la variable ' = 07!\ et,
dans les autres termes, on remplace A par p € 1A}, . En particulier, on effectue cette
substitution dans la définition de r,, (o)), qui devient un terme dépendant de X et ,
notons-le ry, v (N, ). D’apres les définitions ci-dessus, d’apres celles de 1.14 et la formule
(2) de ce paragraphe, 7’£7w’w,(X , A) est la valeur en 1 = A d’une expression composée de :

- une intégrale sur (k, k') € K x K ;

- une somme sur les sous-groupes paraboliques S; = MU, tels que Py C S1 C @ ;

- une somme sur s € W (M;|w(Mys.)), s € WE(M; |w'(M),,.)) ;

- une somme sur v € [s'w'o’, wswo] ;

le terme que I'on somme est

(4) Cruw (N, p)w(k'kil)d(a)*legl’T(X; swp — sw'\N +v)
(T (s s (8100 ) srunx )0y (8 )0 (K, X'), w0 400 T, ) nisynry (500 sup )0y (5) s (K 1)
@OAI/OJ(L&nL)\(sw(S)nL) ((sw0) swp )0y (8)vw (K, 1), J(LsmL)\(sfw/(S/)mL)((S/W/U/)s'w'A')O’V(S/)in(ka M),

ou
C = mes(iAMdisc,F)71m€S(Aé(F)c)il-

On fait disparaitre le terme r, (), ) en rétablissant les opérateurs d’entrelace-
ment non normalisés dans les définitions des éléments w,,(k’, 1), etc... Notons w,, (K, 1)
etc... les éléments définis a 1’aide des opérateurs non normalisés. La propriété usuelle de
compatibilité des opérateurs d’entrelacement a l'induction conduit a ’égalité

J(LS’ML)\(sw(S)mL)((Swa)swu) o y(s)wy (K, p) =

(J511s@,) (500 )swpu) © ¥(8) © g jw(s) (WO )wpu) 0 Y(w) © (K )u) kr(r)-

D’apres les définitions, la distance entre les deux sous-groupes paraboliques S; et sw(9)
est la somme des distances entre S; et s(Q) ) et entre s(Q) ) et sw(S). Par composition

—w —w

des opérateurs d’entrelacement, on obtient

‘](LE'mL)\(sw(S)mL) ((sw0)swp) 0y (s) W (K, p1) = (51 ]sw(s) (($WO ) spu) 07 (5W) omu (kK )u) kL (F),

puis
w0 Ay 0 Tk oo susyny (500 )eun) © V() (' 1) =

(wod,o JS‘ﬂsw(S)((swa)swu) oy(sw) o 7Tu(k:/)u)KﬁL(F)-

Il y a la un abus d’écriture : le premier w porte sur des fonctions sur K N L(F'), le second
sur des fonctions sur K. De méme

J(%HﬂL)\(s’w’(S’)ﬂL)((S,wlal)S’w’A’) © V(SI)V;U'(IC,, N) =

(T3, 15w () (8w 0" ) grurar) 0 y(s'w") o T (K )0") k()

Le premier produit scalaire de 'expression (4) (transformé comme on 'a dit ci-dessus)
s’écrit donc

/ ((J3y st (5) ((8'W'0 ) srurn) 0 y(s'w') o my, (K')0") (h),
KNL(F)
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(wo Ay o Jg sus) (5w swp) © Y(sw) o m, (K )u)(h)) dh.

On peut commuter l'opérateur 7}, (k') aux opérateurs qui le précedent et remplacer le
premier terme par

(S8, 155 (W' )srurnr) 0 v (s"w)0") (RK").
On peut commuter I'opérateur 7,(k") aux opérateurs qui le précedent, mais, d’apres la
définition de w, la commutation a cet opérateur fait sortir un terme w(k’)~'. On peut
donc remplacer le deuxieme terme par

w(k) w0 Ay 0 Jgjqu(s) (5100 ) suwp) © Y(sw)u) (hK).

On se rappelle que dans (4) figure une multiplication par w(k’) et que 1'on doit intégrer
tout cela en k' € K. Apres ces opérations, le premier produit scalaire de (4) devient plus
simplement le produit scalaire

(Jsy 155 (("w'0") ) 0 Y (W), w 0 Ay 0 Jg0(s) (5w0 ) sups) © 7 (sw)w),

ou encore
(A, ow™ 0 Jg, s (8W'0" ) grurn) 0 Y(S"WW, J1 o5y ((5W0) suupa) © Y(sw)0r).

On traite de méme le second produit scalaire. On obtient que 74, (X, ) est la
valeur en = A d’une expression composée de sommes sur les Si, s, s’, v de termes

(5) Cd(o)~ 1621T(X; swp — s'w'\ 4+ v)

(A, o w™ 0 Jg, s (8w 0" ) grurn) 0 V("W T3 sy (5w ) ) © y(sw)0r)

(JS1\sw(S)((5wU)swu) o y(sw)v, A;l © Q_l © JS1|8’w’(S’)((Slw/U,)S’w’A’) © V(SIU/)U,)-

L’ensemble de sommation [s/w/cr’ wswo) est celul des v € A}, p tels que s'w'o’ ~

w(swao)_,. Posons t = w™ s 1s'w’. Cest un élément de W (My;,.|MY,..). L’application

[to';wo] —  [s'w'o’;wswo]

14 — sSwv

est bijective. Plus précisément, remarquons que toutes les représentations o, to’, swo et
s'w'o’ se réalisent naturellement dans le méme espace V,. Soit v € [to’; wo], introduisons
un automorphisme unitaire A, de V, tel que (to’)(z) o A, = w(x)A, o o_,(z) pour
tout x € My;s.(F'). Alors A, vérifie aussi s'w'o’(z) o A, = w(x)A, o (swo) _gu () pour
tout © € M;(F'). On peut donc remplacer 'ensemble de sommation [s'w'c’; wswo| par
[to’;wo], en remplagant v par swr, tout en prenant Ag,, = A,. Rappelons que les
opérateurs intervenant dans (5) sont en fait déduits par fonctorialité de ces opérateurs

A,. On vérifie I'égalité
A7 0™ 005 a5 (500" ) s}y (5'0) = Tt (5100 ) st )0 (80 Jo Ay o™

Comme en 3.16, on introduit I'opérateur
A(t,v; A) = Rgjysn(oa) o y(t) 0o A ow™ : Ind$Gi(07-1(x4,)) — Ind$ (o).
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On calcule
I3 5r(5) (500 sraorx —sun) © Y (s'w") 0 At o w™ = 75 sy (5W0) v sun)

R, s (s (500 ) sty n—swn) © y(s'w’) 0 Atow™
= 78, 5w(5) (SWT) X s ) Ry 500(5) ((SWT) st v —suns) © Y (sW0) 0 A(t, V5N — v)
= 1515w (5) (50O ) grar v — s ) R ()3, (SWO) starx—suws) - 0 Y(sW0) 0 A(t, vt — v)
= T35 |s'w'(87) ((SwU)s'w'A"—swu)Tsw(S)\Sl ((5w0) s X —swr)
Jow()5, (SWO) g —suww) " 0 Y(sw) 0 A(t, v3tN —v).

La deuxieme égalité nécessite que nos relevements vérifient ¢ = w='s~!s'w, ce que 'on

peut supposer. Un calcul analogue vaut si I'on remplace S’ par S’. En utilisant en-
suite les propriétés d’adjonction des opérateurs d’entrelacement, on voit que Tng’w,(X )
est la valeur en y = A d’une expression composée de sommes sur les Sy, s, s’ comme
précédemment et sur v € [to’,wo| de termes

(6) Cegl’T(X; swp — sw' N + swr)r(Sy, s, s’ sw' N — swr)
(A(t,v;tN — ), y(w s o ng‘Sw(s)((swa)s/w/,\/,sw,,)’l 0 J3, sw(s) ((5W0 ) suwp) 0 (sWw)01)

(V(M_ls_l) © JSﬂsw(S)((Swa)s’w’)\’—swu)_l © JS/|sw(S)((5w0)swu) © ’)/(SU))’U, A(t, v, tA — l/)u/),

ou, pour £ € iA}‘wS/’F, on a posé

T(Sla S, SI; g) = d(o-)il"ﬂsﬂs’w's’((Swa)ﬁ)rsw(s)\sl ((Swa)f)T§1|s’w/S/((Swa)f)rsw(5)|§1 ((SU)O’)&).

En utilisant 1.10(3), on obtient

r(S1,5,5€) = d(0) 1,5, ((swo)e)rsy s, (swo)e).

Puisque d(0) = d(swo), ceci n’est autre que m%((swo)¢) ™, lui-méme égal & m%(0,-15-1¢).
Pour § = s'w'X — swv, on a oy-15-1, = opv—y, = w H(to')y = w t((0)) 0 0). La mesure
de Plancherel est invariante par automorphisme et on vérifie facilement qu’elle est aussi
invariante par torsion par un caractére unitaire. On obtient (S, s, s’; W'\ — swv) =
mG(O')\)_l .

On peut remplacer la sommation sur s’ par une sommation sur ¢t = w s~ s'w’. Cet
élément décrit I'ensemble W (Myise| M);..) N w ' WEw', en identifiant pour simplifier
le premier ensemble & un ensemble de représentants dans W&. On peut remplacer la
somme en S; et s par une somme sur S” = w~!s71(S}). Ce parabolique décrit I'ensemble
Pw_l(Q)(Mdisc) des S” € P(Mgyse) tels que S” C w™(Q). On a les égalités

Y(w s o J5'1\sw(S)((‘Swa)s/w/)\’*swv)il 0 Jg, sw(s) (W) ) © Y(sW0) =

J§N|S(Ut)\/_y)_1 O JS”|S(0-M)7
’)/(’IUilSil) e} Jsl‘Sw(S)<<5wa)s’w’)\’fswu)71 o JS1\Sw(S)<<SwU)Swﬂ> © V(Sw) =
Jsns(opv—y) " o Jsns(o,),

egl’T(X, swp — W'\ + swr) = eg;l(Q)’T[S”] (W™ X, p—tN +v).
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En utilisant les définitions de 3.16, I'expression (6) se récrit
CmG(J,\)’lefg;l(Q)’T{SU] (WX, pu—tN +v)ot,v; N, p—tN +v,5").
En sommant sur S”, on obtient

OmE () B O (1, v, w0 (X); Ao — N 4 ),

c

A ce point, le lemme 3.16 nous autorise a égaler ;1 a A\. On obtient finalement

T (X, A) = Cm% (o))" Z

teWG(Mdisc|M¢l1'

18C

YNw—1W Lay!

2 ¢Mdzsc Lty w (XA A— N + ).

vE(to! wo]

En appliquant les définitions, on obtient ensuite

RS war = C > > / Lr(X9)e8(X —1T)

teWE (Mg;se| M), )Nw =W hw! veEfto’ wo] AL F/'AA F

isc)

isc

/ BN DT (v, 0 (X); A A — tN + 1) dAdX.

i A
Mgjsc ¥

Onadh(X-T) = &;‘}’:i((gg(w*lX—T[wfl(Q)]). Par le changement de variables X — wX,
la/d01‘1b/le intégr/ale multipliée par C' devient mes(As(F).) " 'EL_, (@)1 (R).1,», €0 On Obtient
I’égalité cherchée

Bt = mes(Aa(F)e) ™ Bl raur

Cela acheve la preuve. [

3.19 Une nouvelle expression approchant ;”

Pour Q = LUqg € F(Masc) et t € W( Muyisc| M}
So(t; H) sur Ag par

isc), définissons une fonction H —

St H) = ) s§(t)ag(H).
En dévissant la définition de sg(t), on a aussi
SoltiH)= Y (-pEmenames) S 8,
P=MUp;QCPt0—1(P)=P R;PCR

ou encore, en utilisant 2.2(1),

SoltiH)= 3 (SN e ol (Hyp ().

P=MUp;QCPt0—1(P)=P

Pour v € [to’, wo], posons

BY = mes(idy, o0 Y /A L Salt:X ~TIQ)

Q=LUqgeF(Mgisc)
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/ BNos (6, Xi A A —t\ +v)dAdX.
i deiscvlr

Ceci n’est autre que

Z Sg (t)Eg,R,t,u
QyRGJ:(Md'Lsc);QCR

qui est une expression convergente d’apres le lemme 3.18. Posons

E' = ) > EJ,

teEW (Mgisc|M)),;,.) vE[to' wol

disc

Lemme. On a la majoration
5" = mes(Ag(F)e) BT | << |T|™"

pour tout réel r.

Preuve. La proposition 3.4 nous dit que I'on peut aussi bien remplacer j7 par j7,
¢’est-a-dire par

Z Z Sg(wa w/)Eg,R,w,w"

Q=LUq,R;PoCQCR weWC(L|S)w eWE(L|S")

Le lemme 3.18 nous dit que ’on peut aussi bien remplacer Engvw,w, par mes(Aé(F)c)*lEZ:Q7R7w7w,.
L’expression ci-dessus est alors remplacée par

mes(Ag(F).)™" Z Z sg(w,w')

Q=LUq,R;P0CQCR weWC(L|S),w' eWG(L|S")

> Y Bl

teWG(Mdisc‘M, )ﬂw*IWLw’ VE[tO”,oJU]

disc
Comme on I’a remarqué en 3.18, pour (), ..., t intervenant ci-dessus, on a I’égalité sg(w, w') =

szjggg (t). On peut donc récrire 'expression précédente sous la forme

mes(Ag(F))™ Y > EL.

teW (Maisel M}, vElto' wol

disc
ou

w1 (R)
Ez:t,u = Z Z Sw*IEQ) (t)Eg_l(Q),w_l(R),t,u'

Q=LUqg,R;PyCQCRweWG(L|S),w'eWC (L|S")tew=1WLw’

Fixons t et v. Pour tous Q, R et tout w € WY (L|S) il y a un et un seul w’ € WY (L|S")
tel que t € w™'WEw' : en identifiant tous ces éléments & des relevements dans W&, v/’
est I’dlément de longueur minimale dans la classe W wt. On peut donc supprimer la
somme en w' et la condition ¢ € w™!W¥w'. L’application

{Q=LUg,Rw;PyCQCRweWSLIS)} — {Q,R:My.CQ CR?
(Q, R, w) - (w™ (@), w (R))
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est bijective. On voit alors que Ef;w = EEV. Cela démontre le lemme. [J

Dans toutes nos expressions intervient la fonction B fixée en 3.4. Il peut étre utile
de préciser la dépendance en B de la majoration du lemme. Pour cela, notons pour
quelques instants j7(B) et ET(B) les termes notés précédemment ;7 et ET. Introduisons
un ensemble N de semi-normes sur I'espace des fonctions de Schwartz sur i.Aj, . Dans

le cas ou F' est non-archimédien, ces semi-normes sont

ot X parcourt les opérateurs différentiels a coefficients constants sur iAj, . Dans le cas
ou F' est archimédien, ce sont les

B = sup{|(XB) (N1 +[A)™: A € idy, b,

ou X parcourt les mémes opérateurs que ci-dessus et N parcourt les entiers naturels. Le
lemme se précise en

(1) pour tout réel r > 1, il existe ¢, > 0 et un sous-ensemble fini N, C N de sorte
que l'on ait la majoration

5" (B) —mes(Aa(F)e) B (B)| < ¢;sup{n(B)in € N }HT|™

pour tout T et toute fonction de Schwartz B sur iA},  p.

Il suffit de reprendre patiemment toutes nos majorations. A chaque fois que B y
intervient, ¢’est par I'intermédiaire d’'une semi-norme appartenant a I’ensemble A et il est
clair que, pour r fixé, il n’y a qu'un nombre fini de telles semi-normes qui interviennent.

3.20 Un lemme d’inversion de Fourier

Dans ce paragraphe et jusqu'en 3.23, on fixe un élement t € W (My;q.| M},..) et un
élément v € [to’,wo]. On définit un Levi M, : c’est le plus grand Levi contenant M ;..
tel que Ay, contienne ’ensemble

{H € Ap,.;t07'H = H}.

On pose M, = Myyot~", ol on releve ¢ en un élément de G. D’apres 2.1(3) et (5), M,
est un ensemble de Levi et Pensemble des espaces paraboliques P tels que My, C P et
t0=1(P) = P n'est autre que F(M,).

Considérons I'ensemble des couples (A, A) € iA}, X 1A}, tels que A— A +tN —v e
iAh,,,.,r- 1l est invariant par translation par (iAy,  p+iAy, ) x iA\z(Zt, - Considérons son
quotient par I’action de ce groupe. Parce que 1 — t0~1 se restreint en un automorphisme

de Z’A%;:C, on voit que ce quotient est fini, réduit a un élément si F' est archimédien.
On voit aussi que la projection (A, A) — X est injective. Autrement dit, si on note {v},
I'image de cette projection, il existe une application A — A(X) de {v}; dans iA}F\Zt, - de
sorte que le quotient ci-dessus soit égal a {(A, A(N)); A € {v}}.

Lemme. Soit f une fonction de Schwartz sur i.Ay,, et soit X € Ay . L'intégrale

mes(iAy,  p)7" / / e ANHY> £ (\) dA dY

M,
Ayt X) JiA%
]\Jdisc’F( ) Mgise ¥
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est convergente dans cet ordre. Elle est égale a

mes(iA}‘\Zt,F)_wdet((l—t9_1)MMt,* )|t Z 6<A()‘)’X>/Z * FOA+ &) dE.

M, ;
dise xe{vh My, F

Preuve. On suppose F' non-archimédien, le cas archimédien étant plus simple. On

fixe un relevement de v dans 1A}, que 'on note encore v. On fixe u € A}, tel
que VMt = 107"y — p. On fixe X’ E AMdlscp tel que (X)) = X. On a .AMd r(X) =
.A . (ot AMdm = Ay r N A%Z) et intégrale de 1’énoncé se récrit

me‘S(Z.A}deisaF)il Z e<VMt’X,>/ * e<(>\*/.1,)7t971(A*M),Y+X,>f<)\> d.

M, M,
YeA t disc:F
Mgisc F

Toutes les intégrations se font sur des groupes compacts. Une intégrale sur iA}, —p se
18C»

, b s i v i ) s
décompose en le produit d'une intégrale sur 0.Ay, /(iAy,,  p+iAj; ) et d’une intégrale
sur ZAL P (avec des pondérations provenant de nos choix de mesures). L’expression
ci-dessus se transforme en

(1) mes(iAy,.  p)” mes(zAM F) Z o<V, X'>

M,
YeAy!
Mgisc ¥

o N\_+p—1 _ /
/ 6<(>\ W)=t~ (A—p),Y+X >f/(>\) d)\,
Z"Aﬁ/ldisc/(Z"Ax/ldisc’F‘{Fi.A}F\Zt)

ou

() = mes(zAM F)I/ FA+E)dE.

*
(2
AJM ,F

La fonction f’ est lisse sur 743, /(iA}, g+ A%, )- Laccouplement

(Z’A}kwdisc/(iAYWdisch + Z'Aj\?[t)) AMdzsch — CX
()\ Y) — €<>\—t6—1)\,Y>

n'est pas parfait. Son noyau K est I'ensemble des A € iAy, /(1AY, —p+ Z'A’;;It) tels

que X — 07N € iAY, o+ 1A, - A ce défaut pres, la formule (1) est une inversion de
Fourier. Elle est donc convergente dans 'ordre indiqué. On la calcule selon la formule
usuelle. Elle vaut

|’C|—16<th,X’> Z 6<(>\_M)_t6_1()\_M)’X/>f,()\).
Aep+K

Notons p : 1A}, — Z.AM“ la projection orthogonale. Via cette projection, on vérifie

que K s’identifie au noyau de 1 —t6~! agissant dans i %;*/p(zA]vwdF) Donc |K| =
|det((1 —to~! )|AMf . )|. D’autre part, en comparant les définitions, on voit que p + K =

dzsc

{v}+. Notre expression vaut donc

2) |det((1 — 159—1)|AMM )|—1€<VNIt7X’> Z €<(A—u)—t0*1(A—M),X/>f/()\).

M 4,
disc )\G{I/}t
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Pour A € {v}, on introduit comme ci-dessus A(A) € Ay, . tel que A(X) = A+tX —v €

iAY;,  py ouencore AX) = A4 p+t07 (N —p) —vy, € 1Ay, p. Puisque X' € Ay, F,

on a
€<()\7u)7t9*1()\7,u),X’> _ e<A(A)—mt,X’>7

d’ou

Wi, X'> <A=p) =07 (A=p), X' > _ e<A()\),X/> — e<A(>\),X>

(& (&

L’expression (2) se transforme en celle de ’énoncé. [J

3.21 Transformation de Egy

Dans la définition de Ef,, intervient la (G, Myis.)-famille (¢(t, v; X, A, S"))srep(ay,.)
de 3.16. Les fonctions qui composent celle-ci ont le défaut d’avoir des singularités et,
quand F' est archimédien, de ne pas étre de Schwartz en A : elles sont seulement a
croissance modérée. Modifions cette famille. On fixe une fonction C' sur i A}, r, qui est
C* et a support compact et telle que C'(0) = 1. On pose

Ot v A, A, S") = rg15(0mn—via) 755 (00)C(A = N + N = v) B(\)o(t, v A, A, S”).
On a aussi
Gu(t, s NN, S") = €(t,v; N)C(A = XN +tN — 1) B(N)dreg (t, 3 A, A, S7).

Les lemmes 1.6 et 3.16(ii) montrent que ¢, (t, v; A, A, S”) est C* en les deux variables
A A €Ay, g Les propriétés de B et C' assurent qu’elle est de Schwartz en ces deux
variables. D’apres le lemme 3.16(iii), on a ’égalité

b (L, Xs NN —tN +v) = BANoFL (v, Xs A —tN +v)

pour tout Q) = LUg € F(Mys.) et tout X € Ay p. La définition de Eg:l, se récrit

Bf, —mes(idip, ) [ SeltiX-7(Q)
Ar,r\Aa ., F

Q=LUqgeF(Mgisc)

/ O (v, Xs AN — N +v) dAdX.
A

( RI : F
disc’

En utilisant le lemme 1.8, on peut écrire

O (6, XA A — N 4 1) = / /
A g F(X+HL

Ql L,UQ’ MdzscCQ,CQ

51\%;1_30 (H’)TS,(HI, H + T[Q’])Qg*(t’ v\, H, Ql)6<>\—t>\’+u,H’> dH' dH,
ou

Ou(t,v; N H, Q') = mes(iAz,f)_l/ Ou(t, s N, A, Q)™ <M= A

L' ,F

Fixons @, Q' € F(Mys.), avec Q' C Q.
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Lemme. (i) Pour X € Ay, I'intégrale

T B PR

|5ﬁdisc(H’)Fg,(H’, H + T[Q’])qg*(t, vi\, H, Q)| dH' dH d\

est convergente.
(ii) L’intégrale

[ 3. (H)S(t; X ~ TIQDIS(H', H + T(Q)
Ar,p\Aa s, F S AL P AJLVfdisch(X—i_HL)

/ bu(t, v N, H, Qe N> g\ dH' dH dX
A

i *
Mgise,F

Mg

est convergente.

Preuve de (i). Les deux conditions 5Qd (H’)FQ (H H+T[Q'])=1let H € A}, o (X+
H|) entrainent une majoration |H'| <<'1 T |H]|, les &léments T et X étant ici considérés
comme constants. L’intégrale en H' est donc convergente et est essentiellement bornée
par (1 + |H|)” pour un certain entier D. Puisque ¢, (¢,v;\, A, Q') est de Schwartz en
les deux variables A et A, gzg*(t, v; A\, H, Q') est de Schwartz en les deux variables A et H.
Alors l'intégrale

[ asmPibmey - v i@l an
LAy Ap

est convergente, ce qui prouve (i).

Preuve de (ii). L’intégrale intérieure en A est le produit de e , qui est de valeur
absolue 1, et de la transformée de Fourier en A de gzg*(t, vi A\, H,Q'), évaluée au point
(0t~ — 1)H'. Puisque gzg*(t, vi A\, H, Q') est de Schwartz en A\ et H, on peut fixer des
fonctions de Schwartz h sur Ay p et h' sur Ay, r, & valeurs positives, de sorte que la
valeur absolue de cette intégrale intérieure soit majorée par h/((6t~* — 1)H')h(H). Les
conditions H' € A}, (X +Hp) et 51%1_30(]-]') = 1 entrainent que H' = X+ Hy+(H')%,.
La condition Fg,(H', H+T[Q']) implique une majoration |(H')k | << 1+|H¥|, ’élément
T étant considéré comme constant. On en déduit

<v,H'>

Ot —1)H = (0t - )X + Y(H),
avec |Y(H')| << 1+ |H|. D’autre part, on a une majoration
1+ U+ V]>>1+|U)1+[V])!
pour tous U,V € Ayy,,... Pour tout réel » > 0, on a une majoration
ROt —1DH) << (14|60t = 1)H'|)™"
En utilisant les majorations précédentes, on obtient
WOt —DH) << (1+ (0t = 1) X)) " (14 |HI)".
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A ce point, on a montré que 'expression du (ii) de I’énoncé était majorée par

[ 98,,.. (')t X — TIQDS (' H + TIQ)
Ar,r/Aag Ay g Ahd. F(X+HL)

(1+ (0t = DX|)"(1 + |H|)"h(H)dH' dH dX.

Par des raisonnements déja faits, l'intégrale en H’ est convergente et essentiellement
majorée par (1 + |H|)P pour un certain entier D. L’intégrale en H est convergente quel
que soit r puisque h est de Schwartz. L’expression ci-dessus est donc essentiellement
majorée par

/ 1St X — TIQN|(1 + |6 — 1)X]) " dX.
AL,F/AAG,F

Il reste a montrer que 'on peut choisir r tel que cette intégrale soit convergente. En re-
venant a la définition de Sg(¢; X), on voit qu’il suffit de fixer un sous-groupe parabolique
R tel que Q C R et sg(t) # 0 et de prouver la méme assertion pour l'intégrale

/ Go(X = T[QN( + |6t — 1)X[) " dX.
-AL,F/-AAG,F

Or il résulte de 3.17(1) que, pour 645(X — T[Q]) = 1, on a une majoration
14+ |XC << 14|06t = 1)X]|.

L’intégrale ci-dessus est donc essentiellement majorée par

/ (1+ X)) " dX.
AL,F/AAG~,F

Pour r assez grand, ceci est convergent. []
Ce lemme nous autorise a récrire E], sous la forme

(1) EZ:I/ = mes(iA}kudisch>il Z /
-AL,F/-AAC—;,F

Q=LUqQ,Q'=L'Ug €F(Ma;sc);Q'CQ
I 5. (H)Slt: X — TIQI (', H + T(Q')
Ak Aszd Pt

/ eANIRH> G (4N H, Q') dNdH' dH dX,
1A

*
Mgjsc F

ol on peut permuter librement la somme en @, Q' et les trois premieres intégrales.
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3.22 Calcul de E/,

On a défini en 3.16 une (G, M) famille (¢req(t, v; A, A, S"))srep(my.,)- 11 s'en déduit

une (G Mt) famille (@,e4(t, V5 A, A, P))Pep(Mt), cf. 2.3 . Les éléments \ et A appartiennent
ici a Ay, petiA; A jouant un role de parametre. Pour X € Ag p, on construit la
fonction

My, F?

% (L, XNA) = D Gt i A A, PTG A).
PEP(Mt)

C’est une fonction lisse en A et A. Si F' est archimédien, toutes ses dérivées sont a
croissance modérée.

Proposition. On a I'égalité

E/, = mes(iAy )" Ydet((1 —t6~ )|A“t’* )|t Z Z

M4,
disc Ae{v}e AX'E.AG’F/.AAGV F

/* BOW et vi A+ 67T (6, XA+ €, A(N)) de.

' My, F
Remarque. On vérifie que, pour A intervenant ci-desus, on a e<**:Z> = 1 pour
tout Z € AA@F. La fonction que I'on somme en X est donc bien invariante par AA@F.

Preuve. On part de la formule (1) du paragraphe précédent. Permutons les intégrales
en X et H. Effectuons ensuite le changement de variables X — X — H;. L’intégrale
en H’' devient une intégrale sur A%@isc, »(X). La composition de l'intégrale en X et de
cette intégrale en H' devient une unique intégrale en X € Ay, /A Ag.F- Cela conduit
a ’égalité

. _ /
EEV =mes(iAy, ) 1 /A /A . %disc (X)
o, F Y AM o P/ Adg F

Q LUQ Q/ L/UQ’GJ:(MCI'LSC Q CQ

So(t; X —H, —T[Q)TS(X, H+T[Q') / e ANt G (4 N H, Q') dNdX dH.

1A%
Mgisc F

On peut toujours permuter librement les sommes en @ et @ et les deux premieres

intégrales, d’ou
/ Mdzsc Z
Aprp

E/, = mes(’iA}‘V[disch)_l/

AMyioe FIAAGF =10, /ef<Mdlsc Q=LUQ;Q’CQ
So(t; X —H, —T[Q)TS. (X, H+T[Q') / e ANt G (4 N H, Q') dNdH dX.
iAX{disch

Fixons ). En se reportant a la définition de S (¢, X) et en utilisant 3.20(3), on a I'égalité

Y Seti X — Hp—T[Q)IE/(X. H+T[Q]) =
Q=LUqg;Q'CQ

> (—1)reds(X—H-TI[P)) > RX-H-TQNTE/(X, H+T[Q)).
PeF(M);Q'CP Q=LUqg;Q'CQCP
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D’aprés 1.3(4), la derniére somme en @Q vaut 75,(X). D’oul

El, = / E[,(X)dX,
AM oo /A5 F

ou
EL(X) = mes(id}y, 5" > / 8%, (X) >
Q'=L'Upy €F (Myise) AL F P=ITUpeF(§):Q'CP
(-1 %675(X — H — T[P))75/(X) / eANHVXZ G (4 v\, H, Q') dN dH.

1A%
Maisc-F

Fixons X. Puisque ¢, (¢, ;A\, H, Q') est de Schwartz en A et H, Pexpression Ef,(X) est
absolument convergente. On peut donc écrire

B (X) = mes(idiy, ) [ e OEL (G d
i'ARIdisc’F
ou
El (X)) = Z 05, (X) Z (—1)r =6 75(X—H—T[P))
Q'=L'Upy €F(Myse) * AL/ F P=NUpeF(N);Q'CP

7'5, (X)bu(t,v; N\, H, Q") dH.

Fixons A. On peut permuter les sommes en P et en @', puis décomposer l'intégrale en
H € Ap p en une intégrale sur H € Ay o et une intégrale en H' € A} ,(H) et on peut
permuter la premiere avec la somme en (' On obtient

EL(X )= Y (mn / tp(X — H — TIP))
P=MUpeF (i) Asit,
> B0 [ b\ HLQ)aH an.
Q/ZL’UQ/;MdZ’SCCQ/CP AL F(H)

En se rappelant la définition de gzg*(t, v; A\, H', Q') et par inversion de Fourier partielle, on
a

/ ) O, (tv N H' Q) dH' = mes(iAyg F)1/ bt v N, A, Qe <MH> A
AN (H) ;

- Ak
T A*
AM,F

*
M,F’
Ot v A A, f’) et l'expression ci-dessus est égale a ¢,(t,v; A, H, P). Notons que @)’ a ici
disparu donc, dans I'expression précédente de E?,:t, la somme en Q' n’est plus que

Z 516\24/d¢sc <X)TC§’ <X)

Q' MgiscCQ'CP

Puisque A ne parcourt plus que ¢4 on peut aussi bien remplacer ¢, (¢, v; A\, A, Q') par

Celle-ci est égale a

>0 R OTH(X).

P;M;cP'cP
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En effet, les deux expressions sont égales a 1 d’aprés 1.3(1) et sa variante tordue. On
obtient

BLOCN = Y (v [ s - - TIP)
P=NIUpcF(M,) Ast,
> Or (X)T5(X)du(t, v; A, H, P) dH.
P'=M'Up;;MyCP'CP
On remonte maintenant le calcul ci-dessus : on permute les sommes en P et P'; on

remplace ¢, (¢, v; A, H, P) par I'expression égale

b.(t,v; N\, H', P') dH';

M
Ay p(H)

a partir des intégrales en H € Ay . et H' € Ag, »(H), on reconstitue une intégrale en
H € Ay . On obtient

EL(XN= > 01, (X)
P’:M’UP/G}—(Mt) ANI/’F

7 (-1t (X — H = T[P)rh (X)gu(t,vi A, H, P') dH.
P;P'CP

Par définition,

Z ~(-1)%%@@(){ — H - T[P))7L(X) =TS,(X, H + T[P)).

Cela fait disparaitre les P de la formule ci-dessus et nous autorise & abandonner les’ des
P'. D’ou

Bl (X N)= Y 0% (X)TS(X, H + T[P])éu(t,v; A, H, P) dH.
P=NIUpeF(iy) ” it F

Revenons a Eg:u qui est l'intégrale en A puis X de l'expression ci-dessus, multipliée

. _ —_+)\ 3 . 3 . 7
par mes(iAy, p) e M E>On peut décomposer I'intégrale en X en une intégrale

en X € Ay, p/Aa.r et une intégrale en YV € A%;F(X) Remarquons que pour Y
dans cet ensemble, on a Ef (Y, \) = E{ (X, X). On a alors

T S —1
Etyy - mes(ZAMdzscyF> / /M
AMt,F/AA@F A

Vi t
Mais

/ eANHY>RT (X A)dAdY dX.
r(x) Jia ’

*
Mgisc F

Pour tout X, la fonction A\ — EZV(X , A) est de Schwartz. La double intégrale intérieure
est calculée par le lemme 3.20. On obtient

E], = mes(iAy ) det((1—t67") LA X>

1 /
Mgise AMt,F/'AA@F xe{vh

AV

E (X,\+¢§)dédX.

TA*.
'AIVIt F
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En développant le dernier terme, on obtient

o /
Mgise A

El, = mes(iAy, 2 Hdet((1—t67)

‘.A]\Jt*

o <A, X> /
Z‘ *

thvF/'AAé’F Ae{v}t Ny, F

> 0% (X)PS(X, H + T[P))a(t, v; A + €, H, P) dH d€ dX.
P=NTUpeF(ity) ” rtr
Cette expression est absolument convergente. En effet, pour P fixé, I'intégrale en X
est & support compact et est essentiellement bornée par (1 + |H|)? pour un entier D
convenable. Les intégrales restantes en H et & sont convergentes puisque ¢, (t,v; A +

& H, 15) est de Schwartz en £ et H. On peut donc commencer par intégrer en &, puis en
H, puis en X. On décompose ensuite l'intégrale en X en une somme sur X € Ags J A ooF

d’intégrales en Y € A%ﬁ F(X + Hg). Apres encore quelques permutations, on obtient

E!, = mes(iA, ) det(1—t07) . [0 > / >

1\/1 18C - ~ ~ ~
di Ne{vh X€Ag p/Aag,r ” ANt r P=NUpeF(iT)

/ / A<A>7Y>5§t( JTC(Y, H + T[P)).(t,v; A+ €, H, P)dY dH de.
M P M F X+H

L’expression intérieure (somm§ en P et intégrales en Y et H ) est calculée par la variante
tordue du lemme 1.8. C’est (b*G}\j”;t(t’ v, X; A+ & A(N)). Don

El, = mes(iAy 5)” Ydet((1 —t0" s Z Z

Ay
disc e{vh XG-AG,F/'AAC";,F

/ T (B XA+ EA) e

My, F

En revenant aux définitions des fonctions ¢,.4(t, ;A\, A, S") et ¢, (t,v; A, A, S’), on voit
que la seconde est le produit de la premiere et de €(t, v; \) B(A\)C' (A — A +tN —v). Mais,
pour A € {v} et § € iAy, " on a par définition A(N) = A =&+t~ (A+E&) —v € 1A}, 5.
Donc C(A(N) —)\—§+t0 TA+&) —v)=1et

67 (61, XA+ & AN) = BO+ Qelt, s A+ 00T L (1, X; A+ & AN)).

La formule ci-dessus devient celle de ’énoncé. [

3.23 Le "terme constant” de E/,

Posons

Jepeetw = |det(L =071 70 D B+ )%, 1, (8, A+ €,0) d€.

M ;. ;
dise rel{v}eA(N=0" %, ¢

Cette expression est absolument convergente, la fonction £ — ¢feg Mt(t’ v; A+ &,0) étant
lisse et a croissance modérée.
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Lemme. Il existe une unique fonction T — f(T) qui appartient & Pol Exp et qui coincide
avec mes(Ag(F)c)'E{,, dans le cone ot celle-ci est définie. Si F' est archimédien, on a
co(f) = Jspeetn- Si F est non-archimédien, pour tout réseau R C Ap,r ®z Q, on a
Dégalité

Mmk—)ooC%R,O(f) = Jspec,t,v-

Remarque. Pour simplifier, on appellera ”terme constant” de f le terme co(f) si F
est archimédien, limy,_,ooC 1 r.o(f) si F' est non-archimédien.

Preuve. On suppose F' non-archimédien, le cas archimédien étant similaire. Considérons

la formule de la proposition précédente. Pour tous A\, X et pour tout £ € i.A}*\Zt o1 fonc-

tion T — faxe(T) = Z;g i, GV XA+ EA(N) est définie pour T' € Ay r @7 Q
et elle appartient a PolExp, cf. lemme 1.7. Plus précisément, elle appartient a un es-
pace PolExp= n, ou E et N ne dépendent pas de £. Autrement dit, pour tout réseau

R C A, r ®z Q, on peut écrire

Frxe(T) =" e pr (T)

HEXR

pour 7' € R, avec un ensemble Xz indépendant de § et des polynomes pg , de degré borné
indépendamment de £. Les coefficients de ces polynomes se calculent par interpolation
et vérifient donc les mémes propriétés que la fonction fy x¢ elle-méme. Ils sont donc
C*> en . 1l en résulte que le développement en T' commute a l'intégrale en £. Cela
implique que, si on note f(7") le membre de droite de 1'égalité de la proposition 3.22
multiplié par mes(As(F).)~!, la fonction T +— f(T) appartient & PolExp et que son
coefficient cg o(f) se calcule en remplacant fy x¢ par son coefficient cgo(fxx,¢) dans
la formule intégrale. Remarquons que la norme (au sens de 1.7) de la (G, M;)-famille
(Greg(t, v; A\ +E, A, P)) pep(iny) st bornée indépendamment de €. Il résulte donc du lemme
1.7 que lz’mk_,ooc%no(f) se calcule en remplacant f) x ¢ par limk_,ooc%R70(f>\7X,g) dans la
formule intégrale (multipliée par mes(Ag(F).)t). Cette derniere limite est 0 si A()) &
(LAY, p 1AL iAY o STAA) € (M(A) +iAY, [)/iAY o, avec Ay(A) € iAZ, Cest

My, F

mes(Aa(F).) 'mes(i A%

o pmes(iAL ) e MO0 L (v 6 M ().

reg,Mi
La somme en X devient simplement

Z 6<A1(>\),X>'

XEAg"’F/AAG,F

Cette somme vaut [Ag p 1 A, r] = mes(iAy )mes(Ag(F).) si Ai(A) € iAf ., 0 sinon.

La condition A1(A) € iAf , équivaut & A(A) = 0. Ces calculs conduisent a I'égalité de
I’énoncé. [ 7

3.24 Le terme constant de jT

Considérons 'ensemble des A € i.Aj,  tels que t(ox 0 0) =~ woy. Il est invariant par
translations par iAy; g+ iA}k\Zt' On note [o]; son quotient par 'action de ce groupe.
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Ce quotient est fini. On vérifie que I'application A — (t\"— A, \) est une bijection de [o];
sur l’ensemble des couples (v, A), ou
-v € [to’,waol;

- A e{v}y;
- A(N) =0.
Posons
. -1y -1
e = D5 ldet((1 =407 g )T Y
teWG(Mdisc‘M:iisc) e )\G[O’}t
» B+ &e(t, tN = A+ &)or o (N = XA+ €,0) dE.
v M, F

Ce terme est bien défini d’apres les propriétés ci-dessus.

Corollaire. II existe une unique fonction T' — f(T') qui appartient a PolExp et qui

vérifie la majoration
3" = (D) << |77

pour tout réel r et tout T dans le cone ou j7 est définie. Si I est archimédien, on a
co(f) = Jspee- Si F est non-archimédien, pour tout réseau R C Ay r ®7 Q, on a I'égalité

limk—)ooC%R,O(f) = jsz)eC'

Preuve. L’existence de la fonction f résulte du lemme 3.19, de la définition de E
et du lemme précédent. L'unicité est claire : un élément de PolFExp est nul s’il est a
décroissance rapide dans un cone. On calcule le terme constant en utilisant le lemme
précédent. Ce calcul conduit a une formule similaire a jg,. ci-dessus, a ceci pres que la
somme en \ € [o]; y est remplacée par une double somme sur v € [0, wtbo| et X € {v},
tel que A(A) = 0. Comme on l'a dit ci-dessus, cette double somme coincide avec une
somme en \ € [o];. O

3.25 Définition d’une expression spectrale

Soit M un espace de Levi de G. On suppose que My C M. Soit 7 = (Mgise, 0, 7) un
triplet formé d’'un Levi semi-standard My, C M, d’une représentation o de My;s.(F')
irréductible et de la série discréte et d'un élément 7 € RM (¢). On fixe un relevement 7 €
RM(5) et on pose T = (Myse, 0, 7). Fixons aussi un élément P € P (M), puis un élément
S € P(Mgysc) tel que S C P. Posons w, = Indgf,, (o) et I, = Indg (o) ~ Indg (). A
I'aide de 7, on a défini en 2.9 une représentation de M (F) dans l'espace V, snp de 7,
et une représentation de G(F) dans l'espace V, p de II,;. Notons-les respectivement 7.,
et II,. On aIl, = I ndg(fr,). Soit A € ZA}*M » en position générale. On peut remplacer 7
par 7y = (M, 0y,7) et T par 75 = (M, 0y, %) cf. 2.9. On définit comme en 2.7 la (G, M)-
famille (M(7+,; A, Q)) gep(ary dont les fonctions prennent leurs valeurs dans 'espace des

endomorphismes de V, snp. Rappelons que I'on a fixé deux fonctions fi, fo € C2(G(F)).
On définit une (G, M)-famille (J (7, fi, f2; A, Q))gep i) Par

T (e s f1, f23 A, Q) = trace(M (., ; A, é))ﬁfx (fi)trace(M(m,; A, Q)ﬂf;\<f2>>.
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On en déduit une fonction jj‘g(ww f1, f2; A). On pose

JG (0 1y o) = TE (700, 1, f230).

Remarque. A cause de la double apparition de 7,, dans les définitions ci-dessus, les

fonctions ainsi définies ne dépendent ni du relevement 7 de 7, ni du relevement A\ de .

On rappelle que 'on a défini la notion de triplet essentiel, cf. 2.9. Cette notion dépend
de D’espace ambiant. Ici, c’est 'espace M. On a

(1) si le triplet 7 n’est pas essentiel pour M, les fonctions ci-dessus sont nulles.

Le caractere de 7 étant nul pour tout 5\, la preuve est la méme que celle de 2.7(3).

On suppose désormais 7 essentiel, ¢’est-a-dire 7 € F (M ,w). Il est clair que la fonction

A= J]\%(WTA, f1, f2) est la restriction a @A}, - d'une fonction méromorphe.

Lemme. La fonction \ — Jg(ﬁﬁ, f1, fo) est réguliere sur tout iAy, .. Si I est ar-
chimédien, c’est une fonction de Schwartz sur cet espace.

Preuve. Convertissons tous les opérateurs d’entrelacement qui interviennent dans les
définitions en produits d’opérateurs nomalisés et de facteurs de normalisation. On obtient
une expression

j(’ﬂ}—)\, f17 f27A7Q> = r<7TT>\;A7Q)u7reg<7TT>\7 f17 f2;A7 @)7

ou on a regroupé dans r(7m,,; A, Q) les facteurs de normalisation. On calcule r(7,; A, @)
C’est le produit de

rpiQ(oA)TQIP(OA+n)TPIQ(Orsas2) T TP (Oatas2)
et du conjugué de
rpig(00)TQ (0 a)TPig(Onias2) T TP (Oaras2) T
On obtient
r(mri A, Q) = 7q10(03)7qi0 (0x44) 710 (0r14/2) T TQIQ(0rsare) T
Le produit des deux derniers termes est indépendant de Q). On peut donc écrire
r(mr; A, Q) = C(A A)ryeg (s A, Q),

ou
C(ANA) =1pp(00)rpp(0rsa)Tpp(0aras2) " T (0aras2)
et

Treg(mrys A, Q) = TQ\Q(O'A)TP\P(UA)_l'f’Q@(UMA)TP\P(O'HA)_l-

En un point A général, J]\(;;[(pn, f1, f2) est donc le produit de C(A,0) et d’'un terme issu
de la (G, M)-famille

(rreg(pﬁ; A, Q)jreg(pT,\a fla f2; Aa Q))QeP(M)
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Le terme C'(\, 0) vaut 1. La (G, M)-famille ci-dessus est formée de fonctions régulieres en
A et A (d’apres 1.10(5)). Elle donne donc naissance & une fonction réguliere en A. Dans
le cas ou F est archimédien, on décompose plus finement cette derniere (é, M )-famille
en combinaison linéaire de produit de familles similaires et de coefficients matriciels des
opérateurs ﬁTx( fi1) et f[,.;( f2). Ces coefficients sont de Schwartz tandis les autres termes
donnent naissance a des fonctions a croissance modérée en A (lemme 1.4). D’ou le lemme.

O
Remarque. Dans le cas ot M = G, on a simplement P'égalité

JE (s, f1, f2) = trace(IL, (f1)trace(IL,. (f2)).

D’apres le lemme, le terme Jg(ﬁﬁ, fl’ f2) est défini pour tout A. On vérifie qu’il

ne dépend pas de l’espace parabolique P choisi et qu’il ne dépend que de la classe de
conjugaison par M (F') de 'élément 7). On pose

G oolw, fi, fo) = > [Stab(W x iAY, .. 7)| 7 u(r)

TE€(Baise(M w)/conj) [iAs,

/A* J]G\:4<7TT)\7f17f2) dA.

M,F

Pour toute classe 7 € (Edisc(l\;[,w)/conj)/iAbF, on a choisi un point-base que l'on a

également noté 7. Les termes Stab(W" xiA%  7) et «(7) ont été définis en 2.9 et 2.10.

On vérifie que 'expression ‘]z\% Spec(w, f1, f2) ne dépend que de la classe de conjugaison

par G(F) de Pespace de Levi M.

3.26 La formule spectrale

On pose W& = NOT’ITLG’(F)(Mo)/Mo(F) (on ne confondra pas ce groupe avec le quo-
tient par My(F') du normalisateur de M, dans G(F)). Posons

JE o fi b= S WO 1 S (w, fu fo).
MEL(MO)

Proposition. I existe une unique fonction T +— o(T) qui appartient & PolExp et qui
vérifie pour tout réel r la majoration

[T (@, f1 f2) = @(T)] << |T|™"

pour tout T' dans le cone ott J*(w, fi, f2) est définie. Si F' est archimédien, on a I'égalité

colp) = IS o (w, fi, fo).

Si F' est non-archimédien, pour tout réseau R C A, r ®z Q, on a I'égalité
limkﬁ@oc%R,O(@) = Jscj)ec<w7 f17 f2>
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Preuve. 11 résulte des formules 3.2(1) et 3.3(1) que J7(w, fi, f2) est somme finie de
termes j7 tels quen 3.4. L’existence de la fonction ¢ résulte donc du corollaire 3.24.
Comme toujours, 'unicité de ¢ est évidente. Le terme constant de ¢ se calcule en
sommant les termes constants des différents j7 intervenant, lesquels sont calculés par
le méme corollaire 3.24. Commengons par calculer le terme constant de 1’élément de
PolExp asymptote a l'expression J, (w, f1, f2) de 3.3(1). Il est égal a

discy)0

(1) > > det((1—1671) . I

M ;.
uwEBU W' EB teWC (Mgsse| M. ) dise Me[olt

disc

/ Buwarwr (A4 E)e(t, tN — A+ €) G (u, v, 0", 058, N — N A+ £,0) dE.
1A%

reg,My
My, F

On a précisé la notation en rétablissant le quadruplet (u,v,u,v") dans la fonction notée
simplement gZ)rGeg Mt(t’ tN — X\ A+&,0) dans le corollaire 3.24. Les sommes en u, v, u' et
v’ sont finies, on peut les faire entrer sous l'intégrale. Fixons ¢, A et &, calculons

S Buwww A+ C  (wv, 0N — A A+ €,0).

reg,
u,veBu v eB’

C’est la valeur en A = 0 de la fonction h]\ézt (A) associée ala (G, M,)-famille (h(A, 15))15673(]%)
définie par

hAP) = > BuswwA+reg(u, 0,0/ 0t tN = XX+ & A, P).
u,veBu/ v eB’
Fixons S” € P(Mys.) tel que S” C P. Posons pour simplifier v = tN — X\, 0 = oy,

m = my. En revenant aux définitions de 3.3 et 3.16, on a

WA PY= Y (melo)Ung ', 0) (u, e (92) Vo V)0 e (@) T T meg (e in)

u,veBu/ v eB’

(A(t,v; A+ &, RSH\S(Qg)fl ° RS‘”IS<Q§+A)U)
(RS”\S(Q{)_l o RS”|S(Q§+A)U7 A(t, V] )\ + f)u')

Les sommes en u et v se simplifient en

(2) h(A, ]5) = Z TS”,reg(Q§>_1TS”,Teg(Q§+A)

u' w'eB’

(A(t,v; A+ &), RSH\s(Qg)*l © Rﬁ/qs(ggM)Eg(902)U0,ggvl)
(Ronis(ae) ™" o Remjs(aeya)me(01)Us g u's At vi A + ).

On a
> (At v A+ V', Rgusae) ™ 0 Rans(aey ) me(92)Up g, V')
v'eB’
= > (W, AL v A+ &) Rans(a) ™ o Rans(0esa)me(92)Up o)
v'eB’

= trace(A(t,v; A + €)' Raus(oe) ' o Rans(en)me(92)Uso, )
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(3) = trace(Rg/qS(g{)_l o R§11‘5<Q§+A)£§(QOQ)UQEEA(t, vA+FO.
La condition A\ € [o]; équivaut & 1’équivalence tg’g ~ W0g, OU encore gg o ad, ~ Way,
olt v = yt" (en identifiant ¢ & un relevement dans G(F)). On vérifie que le couple
(A, ~) appartient & N (g,.) € N(c;). En considérant (A,,~) comme un élément de ce

dernier ensemble, on a défini 'opérateur @S(AV, 7v) en 2.8. En comparant les définitions,
on obtient ’égalité

UG,QgA(ta v, A+ 5)_1 - 6S(‘Aua V)E{(t)
Relevons £ en 1’élément 5 € Z"ij\?[t - tel que < 5, ]jIMt(y) >= 0. A 'aide de cet élément, on
identifie RM: () & RM: (g¢). Notons 7 I'image de (A,, ) dans RAM: (o¢) = RM: (g), posons

T = (Myise, 0, 7) et T = (Myise, 0,7), o 7 est 'image de 7 dans RM: (¢). Introduisons la
représentation de G(F') associée en 2.8 a T¢, vu comme un triplet pour G, que I'on note

ici simplement IL;. Alors

Vs(A,, V)7 (t) = W(t)_lﬂg(%)-
En revenant a la définition de 9 en 3.2, on voit que
Te(02)Up o Alt, v A+ )7 = w(t) e (f2).

L’expression (3) devient simplement

w(t) 'trace(Rams(ae) " o RS’”|S<Q§+A)E§(f2))'

On traite de méme la somme en u’. Les opérateurs portant cette fois sur la premiere

variable des produits scalaires, on obtient une expression conjuguée. En particulier, il
——1

sort un facteur w(t) , dont le produit avec w(t)™?

devient

ci-dessus vaut 1. L’expression (2)

(4) h(A, P) = TS//7reg(g{)_1r5//7reg(Q£+A)trace(RSqS(gg)—l @) RS”\S(Q{JFA)E{(fl))

trace(Rgns(ae) ™" o RS”\S(Q{-i-A)ﬁ{(f?))'
Tous les termes sont relatifs a un parabolique S de référence, que I'on a fixé au début
du calcul. Fixons un élément P; € P(M,) et un élément S; € P(Mys.) tel que S; C Py.
Remplagons S par Sy dans les définitions des termes ci-dessus. On obtient une nouvelle
expression hq(A, P). On a
_ ; G G 4
5)5) les valeurs en A = 0 des fonctions A% (A) et h1,M(A) sont égales.
na

trace(Rans(ce) ™" o Reng(oe )e(f2)) =
trace(Rs, s(ce) ™ Rans, (0¢) ™" 0 Rens, (Cepn) Ry s(0eyn)e(f2)
= trace(Rgus, (0¢) ™ © Rgnjs, (e n) Ry s(@ep ) e (f2) Rsys(oe) ™).
Le produit final B
Rs,1s(0ey ) e (f2) Rsyis(oe) ™

ne dépend pas de S”. Un principe général valable pour toute (é’, M )-famille dit que I'on
ne modifie pas la valeur h]\C’;[(O) si on remplace un facteur indépendant de S” par sa valeur

en A = 0. Mais, en A = 0, le produit ci-dessus est égal a ﬂl7§(f2), ou ﬂlé est I'analogue
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de ﬁg relatif au parabolique S;. Un méme raisonnement s’applique aux autres termes et
(5) s’ensuit.

En oubliant ce changement de S en 57, on suppose pour simplifier que S C P;. Pour
calculer h(A, P), on a choisi S” avec S” C P. On peut lui imposer de plus S” N M, =
SN M,. Introduisons 1'élément S” € P(My.) tel que S” C Pet S"NM, = SN M,. On a

/515’*"\5*(25)71 © RS‘"|S(Q§+A) = Rﬁ”\S(Qg)fl o Rgn|gn (Qg)fl o Rgumgr <Q§+A) © Rﬁ”\S<Q§+A)-

Mais S” et S” sont tous deux contenus dans P. L’opérateur Rgimgn(ae,n) est induit de
M

.
Popérateur R, IS AM;

(g¢.n) et celui-ci ne dépend pas de A puisque A € iA}F\Zt,F' D’ou

ng‘iu (gg)fl o RS‘”|§N<Q§+A> — 17
puis
Rgns(ae)™" © Rons(0ern) = Roris(ae) ™' o Rgrs(gein)-

Rétablissons maintenant les opérateurs d’entrelacement non normalisés. La formule (4)
se transforme en

(6) h(A, P) = rgn (ge) 'rsn(oep)trace(Jsms(oe) "o Js"\s(gg+A)ﬁg(f1))

trace(Jgrs(ae) ™ o Jgns(ae ) e(f2)),
ou
rsn(Te) = 150,reg (0515 (0e) T 8157 (0e) T = Tamreg(@e)rsrsn(ae) T

puisque les distances entre S” et S et entre S et S” s’ajoutent. Sil’on suppose £ en position
générale, tous les termes ci-dessus sont bien définis. Introduisons la représentation 7?,5
de M;(F') associée a Tz On note ., la représentation sous-jacente de M;(F). On a sim-
plement ﬂé = f[,.g =1 ndgl(fr,.g). En identifiant ces représentations, les propriétés d’in-
duction des opérateurs d’entrelacement entrainent que Jgr g(ae) " o Jgrs(ge ) coincide
avec Jp Pl(7TT£)*1 o Jpp, (7, )- En appliquant les définitions, la formule (6) se récrit

(7)  h(A, P) = Clae, A, P)trace(M(mr; A, P)IL(f1))trace(M(mr; A, P)IL(f2)),

ou

C(U 7A7 P) = TIgn (g{)_lrs” (Q§+A)N15|P1 (WTE)MP\Pl (7TT5+A/2)_1IMP|P1 (TrTg)MP‘Pl (7T75+A/2)_1’
On a I’égalité
1oy, (Tre ) 1Py Py (77 ) = 7pip(0e) ™ 7 pip(0e) ™

Ce terme est indépendant de P : c’est le produit des 'r’a(gg)_1 pour toutes les racines
simples a de Ay, intervenant dans G et pas dans M,;. Pour la méme raison, le produit

KPP <7T75+A/2 )71/¢LP|P1 (TrTg+A/2 )71

est indépendant de P. Comme dans la preuve de (5), on ne change pas le terme hJ\GZt (0)
en remplagant ces termes par leurs valeurs en A = 0. Mais alors le produit de ces deux
termes vaut 1. On peut définir rg»(o,,,) pour tout u € iA}, ~ p. Par définition rg» (o)
est la valeur de cette fonction en p = 0. Pour p en position générale, on a

r51(0es ) = Tamsr(Cer )T sr(Ter ) T51s(Cey,)
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On introduit I'élément S € P(Mys.) tel que S C Py et SN M, = SN M,. Les distances
entre S” et S” et entre S” et S” s’ajoutent. De méme, les distances entre S et S et entre
S et S s’ajoutent. D’ou

rgr (ng) = Tgms” <Q§+u)7’5‘\§<g§+u)_17’§|S<Q§+u)_1

Par les propriétés habituelles d’induction,

) M M o
rans (Ceqp) = (SfImM )\(gﬂth)@&u) (S%Mt)\(gth)@&u) = 155(Terp)-
Dot rgn(gey,) = rss(gei,) " Ce terme est régulier en g = 0 (pour £ en position

générale), d’ott rg(g,) = rgjs(ce) " On obtient

s1(0e) s (Tern) = Ts15(0e)Ts1s(@esn)
rsv(0e)  Tsr(Tesn) = 1sis(0e)rss(Tein)

Ce terme est indépendant de S”. Comme ci-dessus, on ne change pas le terme hG (0)
en rempla(;ant I’expression précédente par sa valeur en A = 0. Mais celle-ci est 1. é‘ela
prouve qu'on peut supprimer le terme C(g,, A, P) de la formule (7) sans changer la

valeur de h%t(()). Quand on supprime ce terme C(g,, A, P), le membre de droite de

(6) devient J (7r, f1, f2, }%) Si ¢’était plus simplement J(7r, f1, f2, }3), on en déduirait
h]\GZt(O) = J]C:;Mt(']TTg,fl,fQ). A cause du changement de P en P et parce que eg(/\) =
(—1)"n GG (A), on obtient

1S, (0) = (=) JS (e, fi, ).

On doit aussi calculer le terme €(t,v; A\ + £) qui intervient dans (1). D’apres sa
définition en 3.16, c’est la valeur en p = X + & de 755(0,)r5s(0yw—y) " Ou encore
la valeur en p = 0 de r5g(0ey,,)r5)s(Ceys) " Le calcul est fait par Arthur en [A1] p.87.
Le rapport précédent est égal a

9) H Ta Ta Uf—i—tu )717

a>g0

ou « parcourt les racines simples de A,;,. ~ dans G qui sont positives pour S. Si «
n'intervient pas dans M;, r,(o; +u) est réguliere en pu = 0 puisqu’on a supposé & en
position générale. Le rapport ra(g&u)ra(g&w,)_l vaut 1 en g = 0. Supposons que «
intervient dans M,. On définit un Levi M, contenant My, comme en 1.11. Si m™Me (gg) +
0, ro(ce,,) est encore réguliere en p = 0 et le rapport ro(g¢, ,)7a(g¢ y4y) " vaut encore
1 en p = 0. Supposons m™e(g,) = 0. On sait qu’alors r(c¢,,) a un pole d’ordre 1 en
p = 0. Plus précisément, r, (o, +u) est équivalente au voisinage de =0 a ¢, < p, & >,
oll ¢, est un nombre réel non nul. Le rapport r, (gg n u)ra (gé Hu,)_l est donc équivalent a
< p,& >< ty', & >t ou encore & < p, & >< p,0t 1 >~1. En notant ¥ I'ensemble des
racines a intervenant dans M; pour lesquelles m*e(g,) = 0, I'expression (1) est donc
équivalente a
[ <wa><pora>"
aEX;a>g0
Ce produit est égal au signe €,(w) défini en 2.9, olt w est 'image de v = yot~! dans

Pensemble Wt(g,) = Wt (g). Dot égalité
€(t,v; A+ &) = e, (w).
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A ce point, on a transformé la formule (1) en

> (Ut det(1 =07 L, )7

M ;.
tEW G (Myzoc| M), dise

isc)

Z eak(w)/ gt(mg,fhfz)df-

*

AE[o]t My, F

On rappelle que w est I'image de 7 = Yot~ dans WMt(cr)\) et que 7 = (Myise, ox,T), OUT
est l'image de w dans RMt(gy). On décompose la formule ci-dessus selon les espaces de
Levi M,;. Elle devient

(10) Y X(M, Myise,0),

M;MdiscCM

ou X (M , Mise, o) est 'expression obtenue a partir de I'expression ci-dessus en limitant
la somme aux ¢ tels que M; = M. Fixons M. On peut remplacer la double somme
en t € WY (Mgye, M),..) tels que M; = M et en A € [o]; par une double somme en
A€ Ay, (AL, @+ iAr) et ent € WY ( Mgyise, M) tels que M, = M et oy 0
ad,y—1 ~ woy. Fixons A\. L’ application t +— w est alors une bijection entre l’ensemble

de sommation en ¢ et ’ensemble Wreg( »)- On peut encore décomposer cette somme

en une somme sur r € RM(0,), que Von écrit r = W (0))w, et une somme sur w' €
WM (ay\)w N WM (g,). On voit que les seuls termes de l'expression qui dépendent de

reg
w' sont €, (w')|det((1 — w’)IA% |71, Leur somme vaut |WM(oy)|c(T) ott T est comme

disc

ci-dessus. D’ou

X (M, Moo, 0) = (—1)%% ) Wi (0,)]
AGiAy, A AT

Z L(T)/ J]G\:g(T‘-Tgaflan) dg
reRM () AN F

Notons Hy;se(Maise(F))/ iA%, . U'ensemble des orbites dans Myise(Mgise(F')) pour 'action

de Z.A}*M p- Pourg € Hdisc(Md;SC(F)) notons Stab(zA}‘w o o) son stabilisateur dans Z.A}ku P

Il ne dépend que de I'image de ¢ dans I’ensemble d’ orbites précédent. Notons O, Porbite
de o pour l'action de iA}, . Elle se décompose en orbites pour I'action de A%, ., no-

M, F
tons O, /1A%, , Uensemble de ces orbites. Notons que Stab(iAy, ., o) est mdependant de
o dans cet ensemble L’application qui, a A, associe I'orbite de cr)\ pour l'action de A%, P
a pour image O, /iA% . et a un noyau d’ordre |Stab(iA},, p, )||Stab(z.ALF7 o)~

Alors .
X<M7 Mdism J) = <_]‘>aM7aé ‘Stab(iA}k\Jdisch’ 0>|

SO IStab(iAy o) @] S i) / TG (toes Fus fo) dE,

e

0€0, /zAMF reRM (o) Rasv i

ou maintenant 7 = (Mgise, 0, T).

Considérons la formule 3.2(1). Le terme constant de son membre de droite est la
somme sur Myse € L(My) et sur 0 € yise(Maise(F')) /1Ay, p de I'expression (10),
multipliée par |[W™Maise |||~ Stab(iA},, g, o) 7! On peut écrire

(11) Y IWMIWETX (M),

M;MoCM
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ou

X = Y e
Mise; MoCMgisc CM
> Stab(iAly,,, p.0)| " X (M, Myise, ).

UeHdisc(Mdisc(F))/iAXIdiscyF

Fixons M. La somme en o et celle en o € (’)U/iA}‘\ZF figurant dans X(M, Myise,0) se
simplifient en une somme sur ’ensemble Iy;s.(Mgisc(F'))/ iA}, - Considérons les triplets

T qui apparaissent. Ils ne sont pas forcément essentiels, mais on peut se limiter aux
essentiels (pour M) puisque la contribution des autres est nulle d’apres 3.25(1). Ils sont
alors discrets, puisque sinon, le terme ¢(7) est nul. On a donc

(12)  X(3T) = (-1 > COrr) [ I i o)
7€ (Baioe (M w)/con) /i, , ALt p

ou C(7) est la somme de

(13) [ | |WH T Stab(i AT . o)W (o))

M, F’ =

sur les My, tels que My C Myise € M, 0 € Hgise(Myise(F)) /1AL, T € Ré(g) tels que

M, F
(Maise, @, 7) ait pour image 7 dans (Eg;s.(M,w)/conj)/iAY, .. Sion fixe un représentant
(Mgise, o, 7) de 7, 'ensemble de sommation est celui des différents (w(My;s.), wo, w(T))
pour w € W*. Ou encore 'ensemble de ces triplets pour w € W /Stab(W" 7 /i A% ),

o Stab(W™,7/i A%, ) est le stabilisateur de 7 € Edisc(M,w)/iA’;\ZF dans WM. Le
terme (13) est constant sur I’ensemble de sommation. D’oul

C(r) = |WM/Stab(WM,T/z'A}‘\Z7F)||WMd"“||WM|_1|Stab(iA*~ o)| W (o)

M, F’ =

= [Stab(W™, 7 /i Ay, )| W Haise|[Stab(i Ay, 1, o)~ W ().

M, F’ =

On a défini en 2.9 le groupe Stab(W™ x iAY, .7) des (w,\) € WM x Ay = qui

conservent 7. Prenons garde que dans la définition de ce groupe, 7 est considéré comme
un élément de Egio(M, w) tandis que, dans celle ci-dessus de Stab(W™, 7/iA%, ), T est

considéré comme un élément du quotient Egs.(M,w)/ iAY, - On voit qu'il y a une suite
exacte ’

1 — Stab(iA*, ., o) — Stab(W™ x i A%

L M7F,7') — Stab(WM,T/iAhF) —1

Donc

Stab(W,7/i Ay ) ||Stab AL . 0)] = [Stab(W™ x iA%, 7).

Y M,F?
En appliquant les définitions de 2.9, on a aussi

|Stab(W™M x i A%

M, F>

)| = |[WMase||[WM (o) ||Stab(W™M x i A% . 7)|.

M, F>

On conclut

C(r) = |Stab(WM x i A% 7).

NP
Alors (12) devient

X(M) = (=1)5 %6 ]G (. fi, f).

M ,spec
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Ce terme ne dépendant que de la classe de conjugaison de M, on vérifie que la somme
(11) est égale a
(14) > IWMWETIX (M)
MEL(MO)

En effet, les deux termes sont égaux a

Yo [PADITIX (M)

P:MUP;PQCP

On se rappelle que (11) est le terme constant de I'élément de PolExp asymptote a
JT(w, fi, f2). D’apres la formule ci-dessus calculant X (M), (14) est égal & JGeelw, f1, fa).
Cela prouve la proposition. [

4 Le calcul géométrique

4.1 La formule de Weyl

Pour quelques instants, nous allons considérer des sous-groupes algébriques de G' qui
ne sont pas forcément définis sur F'. Considérons un sous-groupe de Borel B de G et un
sous-tore maximal 7" de B. On suppose T' défini sur F' mais B défini seulement sur la
cloture algébrique F de F. On définit leur normalisateur commun T = {y € G; ad,(T) =
T,ad,(B) = B}. On dit que T est un tore tordu maximal de G si et seulement si
TN G( ) # (. Remarquons que cela entraine que T est défini sur F : si on choisit
YyeETN G( ), on a T = T~ = 4T. Remarquons aussi qu’a tout tore tordu maximal
T est associé un sous-tore maximal 7' de G. Pour v € T(F), la restriction de ad., a
T ne dépend pas de v. On la note simplement 6. On note Ay le plus grand sous-tore
déployé de T" et Az le plus grand sous-tore contenu dans le sous groupe AY des points
fixes par 6 (autrement dit, A7 est la composante neutre A de A%). On dit que T est
elliptique dans G si Ap = A En général, notons M le commutant de Az dans G et
posons M = MT. Alors M est un espace de Levi et T est un tordu maximal et elliptique
de M.

Pour tout tore tordu maximal 7', on munit le groupe T%(F) d’une mesure de Haar.
On suppose que, si deux tores tordus maximaux sont conjugués par un élément de G(F'),
cette conjugaison est compatible aux mesures.

Soit 7 un tore tordu maximal. Le groupe T(F) agit sur T(F) par conjugaison.
L’ensemble des classes de conjugaison est le quotient T(F)/(1 — 0)(T(F)) = (1 —
0)(T(F)\T(F), ot (1 — 6)(T(F)) = {t0(t"");t € T(F)}. Pour v € T(F), l'applica-
tion naturelle _

T°%F) — T(F)/(1-0)(T(F))
t —> ty

est un isomorphisme local. On munit 7'(F)/(1 — 6)(T(F)) de la mesure invariante par
translation a droite ou a gauche par T'(F) et telle que l'application ci-dessus préserve
localement les mesures. Il est immédiat que cette définition ne dépend pas du choix de
~. On pose . )

WG<T) = NOng(F) (T)/T(F)
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L’ensemble des classes de conjugaison par G(F) de tores tordus maximaux est fini.

Fixons un ensemble de représentants 7'(G). On note Ty, (G) le sous-ensemble des éléments
elliptiques de T/(G).

Pour v € G, on note Zg(7) son centralisateur dans G' (ensemble des z € G tels que
zyz~! =) et G, la composante neutre de Zg(7). On dit que 7 est fortement régulier si
et seulement si G., est un tore et Zg(7) est commutatif. Un tel élément est semi-simple.
On note G, l'ensemble des éléments fortement réguliers. Un élément v € G,ey(F)
appartient & un unique tore tordu maximal : ¢’est T' = T, ouT estle commutant de G,
dans G. On définit une fonction D sur G(F) de la facon suivante. Siy € G(F) est semi-
simple, DY(v) est la valeur absolue du déterminant de 1 — ad,, agissant sur g/g., ot on
note par des lettres gothiques les algébres de Lie. Si 7 est quelconque, D% () = D% (v.,),
ol 74 est la partie semi-simple de ~.

La formule d’intégration de Weyl prend I'une ou 'autre des deux formes suivantes,

pour une fonction f € CX(G(F)) :

(2~ yz) dz DO (v) dy

/ L= 3 e /

TeT(G) T(F)/(1=0)(T(F)) /T@(F)\G(F)

= ZMGL(MO) (WM |We| ETGTEH(M) [WM(T)| !

/ / f(e"9w) dw DO (5) dy.
T(F)/(1=6)(T(F)) JTO(F)\G(F)

4.2 Quelques majorations

Soient f € C®(G(F)) et v € Gyey(F) tel que w soit trivial sur Zg(y, F). On pose

[C:‘@/v w, f) = Dé<7)1/2 / LU(SL’)f(SL’fl’)%) dx.

Za (v F)O\G(F)

Par définition, c’est l'intégrale orbitale de f en . Si w n’est pas trivial sur Zg(v, F), on
pose Is(v,w, f) = 0.

Dans le cas ol le caractére w est trivial, on note simplement I (7, f) = I5(7,w, f).

Soit T un tore tordu maximal de G. Supposons w trivial sur 7%(F). On a

(1) la fonction v = I5(7,w, f) est bornée sur T(F).

Preuve. Il existe une fonction f' € C2°(G(F)), & valeurs positives ou nulles, de sorte
que |f(7)| < f'(7) pour tout v € G(F). Alors

[a(v,w, ) < 1g(y, ).

Il suffit de majorer le membre de droite. En oubliant cette construction, on peut supposer
w=1et f & valeurs positives ou nulles. La fonction v — I5(7, f) sur T(F) se quotiente
en une fonction sur T(F)/(1 — )(T(F)) qui est & support compact. Il suffit de vérifier
qu’elle est localement bornée. Il suffit de fixer 4 € T(F) et de trouver un voisinage U de
0 dans t(F) tel que la fonction soit bornée sur exp(U)y. Mais la théorie de la descente
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vaut dans le cas tordu. Elle entraine que 1'on peut trouver un tel voisinage U et une
fonction ¢ € C(g,(F)) de sorte que

Ig(exp(X)y, f) = la,, (X, p)

pour tout X € U tel que exp(X)y € é’reg(F), avec une définition évidente de l'intégrale
de droite. Le membre de droite est borné d’apres Harish-Chandra. [J

On a i
~(2) il existe n > 0 tel que la fonction v D%(4)~" soit localement intégrable sur
T(F)/(1 - 0)(T(F)). ~

Preuve. Il suffit de prouver l'existence de n > 0 tel que, pour tout v € T(F), la
fonction X — D% (exp(X)y)™" est intégrable au voisinage de 0 dans t’(F). Pour X
proche de 0, on a DY (exp(X)y) = D%(v)D% (exp(X)). D’apreés Harish-Chandra, il existe
ny > 0 tel que X + D% (exp(X))™™ soit intégrable au voisinage de 0. Le réel n, ne
dépend en fait que du groupe G,. Or il n'y a quun nombre fini de tels commutants
possibles. En prenant pour 7 le plus petit des réels 7,, on obtient (2). O

On fixe une norme ||.|| sur G(F') selon la méthode habituelle. On suppose qu’elle
est biinvariante par K et que ||g|] > 1 pour tout g € G(F). On rappelle que, pour
tout g € G(F), on a défini ho(g) € A7. Les fonctions 1 + log(||g||) et 1 + |ho(g)| sont
équivalentes. Fixons 7o € G(F). On définit une norme sur G(F) par ||7|| = ||g]| si
v = g7 avec g € G(F). Elle dépend du point-base 7y mais sa classe d’équivalence (en
un sens plus ou moins clair) n’en dépend pas.

Lemme. Soit T un tore tordu maximal de G. Il existe deux entiers N,k > 0 et un réel
¢ > 0 tels que I'on ait les majorations i

(i) infieroomltal] < clinficroom|ty[)V |2~ vz ][V D% (v) "

(ii) in frerr) |[t2]| < clla™ya| |V D% (7) 7"
pour tout x € G(F) et tout v € T'(F) N Greg(F).

Preuve. La preuve reprend celle du lemme 4.2 de [A1]. Considérons une extension
galoisienne finie F” de F' que 'on précisera plus tard. On fixe comme précédemment des
normes sur G(F’) et G(F’), notons-les pour un instant ||.||. Il existe un entier N > 1
tel que l'on ait les majorations

el << llallzr, lalle << ||l2]|™

pour tout © € G(F) et on a des majorations similaires pour v € G(F). On voit que
I"énoncé est équivalent a celui obtenu en remplagant ||.|| par ||.|| dans les inégalités (i)
et (ii). On peut donc travailler avec les seules normes ||.||r et simplifier la notation pour
le reste de la preuve en abandonnant les indices F’.
Soit S un sous-tore de G défini sur F', pas forcément maximal. On montre d’abord
(3) il existe un entier Ny tel que I'on ait la majoration

infresm |[to]| << (infiesn||tz]])™?

pour tout x € G(F).
Notons d le degré de I'extension F'/F et S(F')? le sous-groupe des puissances d-iémes
dans S(F"). Le quotient S(F')/S(F")¢ est compact, d’oll une majoration

(4)  infiesinalltz]| << infiesun|[twl|
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pour tout z € G(F'). Fixons z € G(F), posons X = in fiegpa||tz|| et choisissons
u € S(F") tel que ||udz|| = X (il est & peu pres clair que la borne inférieure est atteinte).
Pour o € Gal(F'/F), 'application y — ||o(y)|| est encore une norme sur G(F’), il y
a donc un entier N3 > 1 tel que ||o(y)|| << ||ly||™* pour tout y € G(F’) et tout o €
Gal(F'/F). Donc ||o(u)%z|| << XN pour tout o. Parce que o(u)%u=? = o(u)?x(ulz)™?,
on en déduit l'existence de Ny > 1 tel que ||o(u)%u™?|| << XM, On vérifie qu’il existe
N5 > 1 tel que ||v]| << [[v¢]|™ pour tout v € S(F”). D’out ||o(u)u~t|| << XN+, Posons
v = [lreqaur o). Onave = (1 cqur o(u)u~Hudz, d’on 'existence de Ng > 1
tel que [Jvz|| << XN, Mais v € S(F). Donc in fies(r)|[tz|| << X6, Jointe a (4), cette
relation démontre (3).

On choisit F” de sorte que T soit déployé sur F’. En appliquant (3) & S = T%° ou
S =T, on voit que les assertions de I’énoncé sont équivalentes aux mémes assertions o
I’on remplace le corps de base F' par F’. En oubliant cette construction, on peut supposer
que T est déployé sur F. On fixe un sous-groupe de Borel B = T'U de G contenant T
La décomposition d’Iwasawa montre que l'on peut se limiter a prouver ’énoncé pour
r € B(F). Ecrivons = yu avec y € T(F) et u € U(F). Pour S = T ou S = T, il
existe N7 > 1 tel que

(5)  infieswlltz]] << (infies)|tyl) ul.

Onaz 'yx =uv, oy =y 1yyet v’ = utad,(u). Il résulte de la filtration habituelle
du groupe unipotent U que les coefficients de u sont des fractions rationnelles en les
coefficients de 7' et v/, avec pour dénominateurs des puissances de det((ad, — 1)40).
Il y a donc des entiers Ng, ky > 1 tels que |[u|| << ||z=2yz|[¥s D% (/)% Puisque
DP(y') = D%(7), la relation (5) nous ramene & prouver I'existence d’un entier Ny > 1
tel que

6)  infieswlltyll << (infiese D™y~ vyl

Le cas ou S = T (qui concerne le (ii) de 'énoncé) est trivial puisque le terme de gauche
vaut 1. On suppose maintenant S = T%9. Parce que les deux groupes (1 — 0)(T(F)) et
T%9(F) sont d’intersection finie et que leur produit est un sous-groupe d’indice fini de
T(F), on vérifie qu’il existe Nijg > 1 tel que

in freroomltyl] << (infieroom) |ty 0(y)I)™.

Soit ' € T*O(F) tel que ||(#')~17|| soit minimal, posons 7/ = (#)~!v. Alors
infreroom |ltyll << [y~ 0@)IIM << Iy~ 00y [IM |1y [1™
pour un certain Ny; > 1. Mais t'y~'0(y)y = y~'yy et ||¥|] = infieroom||ty]]. La
relation précédente n’est autre que (6). Cela acheve la preuve. O
Le lemme entraine évidemment

(7) il existe un entier k > 0 et, pour tous sous-ensembles compacts €2 de G(F) et Q
de T(F), il existe ¢ > 0 tel que I'on ait la majoration

mfteTG»O(F)HthH < CDG(V)_k

pour tout couple (x,7) tel que z € G(F), v € QN éreg(F) et 27 1yx € Q.

105



4.3 Application de la formule de Weyl

On a défini l'intégrale JT (w, f1, f2) en 3.1. C’est une intégrale a support compact.
On applique la formule de Weyl sous sa deuxieme forme a l'intégrale intérieure en . On
obtient

(1) T )= D WMWY T sw, ),

MeL(Mp) SET. (M)
ou
Th sl i ) = WS [ /
S(F)/(1-0)(S(F)) JSO(F)\G(F)

/ Fi (e ) folg ™ g ()R (g) dy d DO () by,
a(FO\G(F)

On a noté nos tores S plutot que T pour éviter les confusions avec le paramétre 7.
On fixe jusqu’en 4.8 un espace de Levi M Contenant My et un tore tordu elliptique
S de M. Par changement de variables g — 2~ 'y, on a

JE o fio fo) = (WS / /
S(F)/(1-6)(S(F)) JSY(F)\G(F)

/ fi(a™a) fo(y Iyy)w(ay)RT (2 ty) dy de D (v) d.
(FN\G(F)

Pour tout v, la fonction y — fo(y~'yy) est invariante par S?(F), a fortiori par Ag(F) =
AM(F) D’ou

Th sl i ) = WS [ /
S(F)/(1-6)(S(F)) J SO (F)\G(F)

/ file™ ) foly~yy)w(ay)u (z, y) dy dx D (v) dv,
2 (F\G(F)

ol
ul(z,y) = / w(a)i" (7 ay) da.
a(FN\Ay; (F)

Soient z,y € G(F). Pour P € F(M), on a défini T[P] en 1.3. On pose Y (z,y,T; P) =
TPl+Hp(x)—Hg(y). La famille Y(z,y,T) = (Y(z,y,T; P))Pep(M) est (G, M)-orthogonale.
On introduit la fonction H — 'y (H, Y(z,y,T')) sur Ay, cf. 2.2. Rappelons que ’on note
A (F). le plus grand sous-groupe compact de Ay (F), c’est-a-dire le sous-groupe des
a € Ay(F) tels que Hy(a) = 0. Si la restriction de w a ce groupe est non triviale, on
pose

v (z,y) = 0.

Supposons maintenant que la restriction de w a Ay (F). est triviale. Alors w se factorise
en un caractere de A4 p que I'on note encore w. On pose alors

v (z,y) =C Uy (H,Y(x,y, T))w(H)dH,
-AAG~,F\-AAM,F
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C = mes(A(F).)mes(Aa(F).) "

TP s fi ) = WM ()] / /
S(F)/(1-6)(S(F)) JSY(F)\G(F)

/ Fi () faly~ "y )eo (a0 (2, ) dy de D) .
A (F)\G(F)

Posons

Proposition. L’expression ci-dessus est absolument convergente. Pour tout réel r, on
a la majoration

|J1\TZ,§(W,f1,f2) - JZ~,§(w,f1,f2)| << |7
pour tout T'.

Cette proposition sera prouvée en 4.6.

Dans les formules définissant J]\TZ g(w, f1, f2) et JSM S(w, f1, f2), les variables d’intégration
v, x et y appartiennent a des ensembles quotients7m7ais il convient de les relever dans
S(F), resp. G(F). On fixe un sous-ensemble compact © de G(F) contenant les supports
de fi et fo. L’ensemble des éléments de S(F)/(1 — 6)(S(F)) dont la classe de conjugai-
son coupe €2 est compact. On peut donc fixer un sous-ensemble compact 2 de S (F) et
supposer

(2) v € Q.

Appliquons 4.2(7). Puisque S?°(F)/A;(F) est compact, on peut remplacer dans
cette relation le groupe S*°(F) par Ay (F). Cela nous permet de supposer

3) Ml [lyll < eD(m) 7",

4.4 Une majoration de u’ (z,y) et vl (z,y)

Fixons € > 0. Notons x! la fonction caractéristique des v € S(F)/(1—0)(S(F)) tels
que DE(ry) < e~Tl,

Lemme. Pour tout réel r, on a la majoration

/ Lo A A )
S(F)/(A=0)(S(F)) J SU(FNG(F) J Ay (F)\G(F)

(| (2, 9)| + oy (2, 9)]) dy dae X7 () D (v) dy << |T| "
pour tout T'.

Preuve. 1l suffit de traiter le cas o w = 1 et les fonctions f; et f, sont a valeurs
positives ou nulles. Montrons qu’il existe un entier D > 0 tel que, pour = et y vérifiant
4.3(3), on ait la majoration

(1) Juf e, y)| << (7] + [log(DE()])".
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On a une majoration
log(|lgll) << [T[ + [Ha(g)]

pour tout g € G(F) tel que #"(g) = 1. Le terme u’ (2, y) est défini par une intégration
sur A (F)/As(F). 11 existe un ensemble fini b C A tel qu’en posant Ay (F)P = {a €
A (F); Ha(a) € b}, on ait

lul (z,y)| << / & (2 ay) da.
Ay (F)P

Pour a dans I'’ensemble d’intégration, on a

log(||al|) << |T|+ log(||z]]) + log(Ilyl]),
d'ott )
log(|lal]) << |T| + |log(D%(v))]

d’apres 4.3(3). L'intégrale est alors essentiellement bornée par la mesure des H € A4 r
tels que |H| soit majoré par le membre de droite ci-dessus. On en déduit (1).

Une preuve similaire montre que la fonction vﬁ (x,y) vérifie la méme propriété.

D’apres les explications de la fin du paragraphe précédent, 'intégrale de I’énoncé est
donc majorée par

/ / / filz™ ) oy yy)
5(F)/(1-0)(5(F) Js9(PNG(F) J A (FN\G(F)

(IT] + [Log(DE(1))? dy da: x[ () D% (v) dy
<< I £ et PIT1 + Hog(DOG))N! ()
S(F)/(1-0)(S(F))

On choisit 77 comme en 4.2(2). Dans le domaine ou les fonctions a intégrer ne sont pas
nulles, on a ~ ~
(171 + [log(DE(M))? << TP D% ()™,

XL () < el pe(y)=n/2,

En utilisant aussi 4.2(1), on voit que I'intégrale ci-dessus est donc essentiellement majorée
par

frie it [ o)y
Q

La derniere intégrale est convergente et le lemme s’ensuit. [

4.5 Majoration de uy(z,y) —vy(z,y)

Lemme. Il existe € > 0 tel que, pour tout réel r, on ait la majoration
|uy (2, y) — vy (2, y)| << |T|

pour tout T et tous x,y € G(F) tels que |||, ||y|| < ed?!.

108



Preuve. Fixons € > 0 que I'on précisera plus tard. On note €7 la famille de points
(€ ’T[P])PGP(M) Pour Q = LU, € F(M), posons

)

(H;(a) — ¢T(Q)) da.

O

ke, Q) = [ @) (e ay) T (H g (@), T
i)/ Ag(F)
Si w est non trivial sur Ay (F)., posons UTM<SL’, y,Q) = 0. Sinon, posons

L (2,y,Q) =C nw wW(H)TS(H, Y (x,y, T)TY (H, ¢ T)r§ (H — ¢T(Q)) dH.

L’égalité 1.3(6) nous permet d’écrire

On peut fixer Q et majorer |u” (T, Q) — vk (z,y, Q)|. Ecrivons = = ulk, y = @'l'K, avec
),

x
l,l’GL(F),ueUQ(F)uEU( k:k:’GK Soit a € A;;(F) tel que

(1) T8 (Hyg (@), € T) G (Hglo) = €TIQ) = 1.

On a v~ tay = k_lhl_lal WK, avec I = (aw'l') tuau'l', h = I"tau'a 1. Les éléments
u, @', h' et h sont unipotents, écrivons u = exp(Y), ' = exp(Y'), h = exp(X), h' =
exp(X’). Munissons g(F') d’une norme |.|. Parce qu’il s’agit d’éléments unipotents, on a
des majorations |Y| << |u||?, |Y'| << ||@||P pour un entier D convenable. Fixons € et
supposons ||z|], [|y|| < e?l. On a essentiellement la méme majoration pour [, u, I’, @'. On
a donc aussi |Y],|Y’| << ePTl. L’élément X se déduit de Y’ par conjugaison par [~'a.
Dans la suite interviendront des réels ci, ¢y ete... que, pour simplifier, on n’introduira
pas. A chaque fois, cela signifie qu’il existe un réel ¢y, cs... > 0, indépendant des données,
tel que la relation soit vérifiée. Ainsi, la relation (1) entraine

(2) ()] > erI”

pour toute racine a de Ay agissant dans ug. Ici a agit dans ug et les racines y sont
. ,o. N — / . . _ ’ /
inférieures & e~“<ITl. La conjugaison par {~! est de norme bornée par el pour un

entier convenable. On en déduit des majorations
(3)(a) | X]| << elezemese)IT],

De méme,
(3)(b) Y| << elezemesdIT]

Supposons d’abord F' non archimédien. On suppose cae — ¢3¢/ < 0. On peut toujours
supposer |T'| assez grand (la majoration de I’énoncé étant triviale pour || borné). Alors
les relations ci-dessus entrainent que h,h' € K. On a donc Rz tay) = RT(I7 al’).
Fixons un élément P € P(M ) tel que P C Q et un élément w € WG, releve en un
élément de K, tel que Py € w(P). Posons M = w(M), L = w(L), Q = w(Q) I =wlw™!,
a = waw ', ' = wl'w™'. On a &7(I"al’) = &7 (I"'al’). Fixons u,u’ € K N L(F) et
m € My(F)=9 tels que [ 'al’ = wmu'. On a
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(4) si € < cq€’ et |T| est assez grand, alors m € My(F)=.

Il s’agit de prouver que a(m) > 1 pour toute racine « de Ay intervenant dans ug. Il
suffit de prouver que, pour tout N € ug(F), on a |ad,,(N)| > |N|. En remplacant N par
ad,@y-1(N), il suffit que, pour tout N € ug(F), on ait

|adu71£71g(N)| Z |adu/(l/)71(N)|.
On a
ladw@y- (N)] << [[T]|”|N]

pour un entier D convenable, d’ou
lad,qy-1 (V)] << eI N|.

Posons N’ = ad,-1;-1,(N). On a ad,(N) = ad;,(N') d’ot1, par le méme raisonnement

lad,(N)| << eI N'|.
Mais pour «v intervenant dans ug, a(a) est minoré par la relation (2). On en déduit
lady(N)| >> eI N|.
Toutes ces relations entrainent
lad,@y-1(N)| << ellesteo)e—ere)lTl| 7|

En supposant (c; +cg)e —c1€’ < 0, cela entraine la majoration cherchée. Cela prouve (4).
On a
(5) si e < €, alors )
| Ho(m)H| < cré|T).
On fixe un ensemble fini b C Az 5 tel que A; p C A4, r + b. On peut choisir un

élément b € Az (F) tel que Hj(a) — Hy(b) € b. Posons @’ = ab™'. La relation (1) entraine

FQM(HM(Q’),e’T) = 1. Puisque de plus Hj(da') € b, on a

|Hyy(a)] < ese'|T.

On en déduit une majoration

||| << eI,

Posons m’ = mb~'. On a Hy(m')2 = Hy(m)E. D’ott une majoration
| Ho(m)E| < eiglog([[m']]).
Mais m’ = [ *a/l'. Par un calcul maintenant familier, on en déduit
log(||m/[[) < 1+ (coe’ + cui€)|T7.

La relation (5) résulte des deux majorations précédentes.
On suppose €, € et T tels que (4) et (5) soient vérifiés. Montrons que

(6) si € est assez petit, on a I'égalité ¢I(§O(H0(m) -T)= qbg(HL(m) -T).
Notons simplement H = Hp (m). L’égalité gbgO(Ho(m) —T) =1 équivaut a
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(7) < @wa, H =T >< 0 pour tout & € Ap .
L’égalité qbg(HL(m) —T) =1 équivaut a
(8) < wa, H —T >< 0 pour tout & € Ap, —A%O.

Evidemment (7) entraine (8). Inversement, supposons (8) vérifiée. Soit & € A%O .On a

<wsg H—-T >=< wd,HL—TL>+<w&,HL—TL>.

On va prouver que ces deux termes sont négatifs pourvu que € soit assez petit. Cela
prouvera que (8) entraine (7) et achevera la preuve de (6). Le terme HZ est une projection
de Hy(m)L. D’aprés (5), on a donc une majoration

| < wd,HL > | < 012€/|T|.
On a aussi facilement
< wd,T >> 013|T|.

Il résulte de ces deux inégalités que < wg, H L_ 7L > et négatif si € est assez petit.
D’apres (7), le terme Hy — T} est combinaison linéaire a coefficients négatifs ou nuls de

termes BE pour B €Ap — A%O. Il reste a voir que, pour un tel B, on a < w&,Bi >> 0.
Ona a

pe pe i
< wa, B >=<ws > — < wa, 87 > .

Le premier terme est nul puisque & € A%O et B ¢ A%O . Parce que Ap est une base aigué,
BL appartient a la chambre négative fermée associée a A%O , a fortiori est combinaison

linéaire & coefficients négatifs ou nuls de & pour & € A%O . Donc < wg, BL >< 0. Cela
acheve la preuve de (6).

On a

(9) si € est assez petit, on a I'égalité &7 (z~'ay) = qbg(H (a)—Hg(x)+Hg(y)— T[Q)).

On a vu que &7 (z7tay) = &7 (I""al') = &¥'(m). Puisque m € My(F)= d’apres (4), on
a il (m) = gbgO(Ho(m) —T). Grace a (5), on a donc &7 (" tay) = ( Hi(m)— ) pourvu
que € soit assez petit. Par conjugaison par w, cela entraine &7 (2~ ay) g( Hi(m)—

T[Q]). Par définition de m, on a I’égalité
Hp(m) = —Hp(l) + Hy(a) + Hy ().
On a aussi w™"Hp(l) = Hy(l) etc... D’ou
w ' Hy(m) = —Hp(l) + Hy(a) + Hy ().

Il résulte des définitions que Hj (1) = Hy(x) et Hi(I') = Hg(y). On obtient alors I'égalité
de (9).

Supposons € assez petit pour que (9) soit vérifiée. Alors I'intégrale définissant u’ (v Q)
se factorise en

10) Q)= ) [ O — Halw) + Holy) = TIA)
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T (H,¢T)rS(H — €TIQ)) dH,
ol
C(w) :/ w(a) da.
A (F)eAg(F)/Ag(F)
Si w n’est pas trivial sur Ay (F)., C(w) est nul. Alors uL (z,y; Q) = vl (z,y; Q) par

définition de ce dernier terme. Supposons maintenant w tr1v1al sur Ay (F ) Alors C(w) =
C. Fixons H € Aa_ r tel que

(1) TL(H. TS (H — €T(Q)) = 1.

On va prouver
(12) si € et € < € sont assez petits, on a I'égalité

TG (H,Y(2,y,T)) = ¢5(H — Hy(x) + Hz(y) — TIQ)).

Fixons un sous-espace parabolique Pe P(M ) tel que PcC Q et que H appartienne a
la cloture de la chambre positive associée a I'espace parabolique P N L de L. On a alors
'égalité F]\QZ(H, €T) = qbg(H — €T[P]). L’égalité (11) entraine alors que H appartient &
la cloture de la chambre positive associée a 'espace parabolique P. Par des arguments
déja vus, on a des majorations

[Hp ()], [Hpi (y)| < crae'| T

pour tout P’ € P(M).~Si € est assez petit, il en résulte que Y(x,y,T) est une famille
positive. Donc H' FAGZ(H " Y(z,y,T)) est la fonction caractéristique de ’ensemble des

H’ tels que (H’)Gv appartient a 'enveloppe convexe des Y (z,y,7, }3’)@. Pour H dans la
cloture de la chambre positive associée a P, on a simplement

06 (H,Y(x,y,T)) = ¢S(H — Hp(x) + Hp(y) — T[P]).

Posons X = H — Hp(z) + P{Ig(y). De la méme fagon que l'on a prouvé (5) et (6), on
montre que si € < €, on a |XT| < c15€¢/|T|, puis que, si € est assez petit, on a 1'égalité

6S(H — Hp(x) + Hp(y) — T[P)) = 65(H — Hg(x) + Hz(y) — T[Q)).

Cela prouve (12).

L’ egahte (10) jointe a (12) prouve I'égalité ul- (z,y; Q) =~ =y Q). On a di sup-
poser € et e/ € assez petits. Si e lui-méme est assez petit, on peut choisir le parametre
auxiliaire € satisfaisant ces conditions Cela prouve le lemme. Cela prouve méme plus, a
savoir I’égalité u” (T Q) =T (T y; Q).

Rappelons que l'on avait supposé F' non archimédien. Remarquons que cette hy-
pothese n’a été utilisée que pour affirmer que exp(X) et exp(Y') appartenaient a K. Tout
le reste est valable sans hypothese sur F'. Ainsi, supposons maintenant F archimédien
et définissons u’ (Y, Q) comme lintégrale analogue & u” (T Q) ot on remplace
kT (xray) par T (I~ 1al) On a pour cette intégrale les mémes résultats démontrés
précédemment pour u’- (z, y; Q). Revenons a 'égalité 2 ay = k eap(X)l al'exp(Y )k,
qui entraine &7 (2~ ay) &1 (exp(X)I~tal'exp(Y)). Fixons un élément m’ € My(F)= tel
que exp(X)l tal'exp(Y) € Km'K et définissons m comme dans le cas non archimédien.

112



On a encore (4) : m € My(F)Z (sous hypotheses sur € et ¢). Il résulte alors de (3)(a) et

(3)(b) et du lemme 5.2 de [A1] que I'on a une majoration

|Ho(m) — Ho(m')| < crzexp ol

Posons 1, = 1 + exp=@slTl/2 n_ =1 — exp=lTl/2. De I'inégalité ci-dessus résulte les
majorations
=T
~n_T <J P (m) < #mT
T < § ) b < R0,
puis
& (m) — RT(m)| < &M (m) — & (m).
Puisque #7'(m') = kT (2 tay), on en déduit
e Q) @l [ ) R )
Ay (F)/Ag p

T (Hy(a), € T8 (Hy(a) — €T(Q) da.

Le membre de droite est la différence entre une expression analogue a ug\;[(x,y; Q) ou
I’on remplace w par 1, T par n, T et € par 'r]jrle’ , et I'expression similaire ou 77— remplace
n. Ces expressions sont calculées par (10). On obtient

jal (2, y: Q) — uly (2, y: Q)| <

/A y (¢G(H — Hp(x) + H(y) — i T(Q)) — ¢ (H — Hp(x) + H(y) — n-T[Q)))

T (H, éT)rs (H — €TIQ]) dH.
Le membre de droite est la différence entre les volumes de deux polyedres dont 1'un
est inclus dans l'autre. Leurs sommets ont une norme essentiellement bornée par |1 et
tout point de la frontiere du petit polyedre est a distance au plus ¢17(ny — n-)|7T| de la
frontiere du plus grand. La différence de leur volume est donc essentiellement bornée par
(ny —n_)|T|P pour un entier D convenable. Donc par e~<¢/71/2|T|P. On conclut que,

pour tout réel r, ) )

ufy (2,9 Q) — uy (2, 4: Q) << |T|™".
Comme on Ia dit, la preuve du cas non-archimédien montre que u’- (z,y; Q) = v’ (z,y; Q).
Cela prouve le lemme. []

4.6 Preuve de la proposition 4.3

Pour prouver que JUTM g(w, f1, f2) est absolument intégrable, on considere T comme

fixé. L’expression ‘]UTM g(w, f1, f2) est une intégrale en . Elle est a support compact. Au
voisinage des éléments singuliers, elle est absolument intégrable d’apres le lemme 4.4.
En utilisant la relation 4.3(3), on vérifie que la fonction v’ (x,y) reste bornée (pour T
fixé) si 7y reste hors d’un voisinage des éléments singuliers. Alors I'intégrale hors d'un tel
voisinage est essentiellement bornée par

w Lo A e )l dyde D) i
S(F)/(A=0)(S(F)) JSU(FNG(F) J Ay (F)\G(F)

113



ou encore par

/ 6 FiD g, )
S(F)/(1=0)(S(F))
qui est convergente d’apres 4.2(1).

Démontrons maintenant la majoration de I'énoncé de la proposition 4.3. On fixe €
comme dans le lemme 4.5. On fixe ensuite € > 0 tel que la relation D%(y) > el et la
relation 4.3(3) :

2], llyl] < eD ()7

entrainent ||z, ]|y|| < e/?!, du moins si T est grand (on peut supposer T grand pour

démontrer notre majoration). On décompose JJ\TZ,S(M’ f1, f2) — JZM,S(M’ f1, f2) en somme
de deux intégrales. Dans la premictre, on glisse le terme x’ (7). Dans la seconde, on
glisse le terme 1 — x% (). La premiere intégrale est majorée par le lemme 4.4 : pour
tout réel r, elle est essentiellement bornée par |T'|~". Dans la seconde, grace a 4.3(3) et
nos choix de € et €, on a la majoration du lemme 4.5. Pour tout r, cette intégrale est
donc essentiellement majorée par le produit de |T'|™" et de l'intégrale (1). Celle-ci étant

convergente, cela prouve la majoration cherchée. [

4.7 Terme constant de v - (,y)
Soient z,y € G(F). Pour P € P(M) et A € A}, posons
v(z,y; A, P) = esM IR0,

La famille (v(z,y; A,}N’))]sep(]\;[) est une (G, M)-famille, dont on déduit une fonction
G . G _ .G .
UM('ra Y A) On pose UM('ra y) - UM('rv Y O)
Lemme. (i) La fonction T+ f(T) = vl (x,y) appartient & Pol Exp. Plus précisément,
elle appartient a un espace PolExp= y si F' est archimédien, resp. PolExpz y si F' est
non-archimédien, ot1 = et N, resp. E et N, sont indépendants de x et y.
(ii) Supposons F' archimédien. On a

colf) = (—1)“191*“61)]\%(@?;), si w est trivial sur Ay (F),
0 B 0, sinon.

(iii) Supposons F' non-archimédien. Soit R C Ay, r ®z Q un réseau. Alors il existe
un entier k1 > 0 et un réel ¢ > 0 ne dépendant tous deux que de R de sorte que, pour
tout entier k > 1, on ait la majoration

e < ek~ (log(l[]]) + Log(ly|[)) "5~

si w est non trivial sur A;(F'), respectivement

lexro(f) = (=1)"6uf (x,y)| < k™ (log(||l]) + Log(||yl[))"5

si w est trivial sur Ay (F).
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Preuve. On traite le cas ou F' est non-archimédien, le cas archimédien étant plus
simple. Si w n’est pas trivial sur Ay (F)., v% (z,y) = 0 et les assertions sont évidentes.
Supposons w trivial sur Ay (F).. On a déduit de w un caractere de A Ay, F, encore noté
w. Il y a un unique A, € iA}, /A% - p tel que w(H) = e~MH> pour tout H € Ay r.
Notons que, puisque w est trivial sur As(F'), la projection (A,)s appartient a i.Ale, e
On a i

vl (z,y)=C Z TG (H,Y(x,y,T))e< >
Aag FlAAs P

On peut décomposer la somme en une somme sur X € Ax ./ A4 p suivie d'une somme
G.F &
sur H € Ay p N AS (X). Par inversion de Fourier, cette derniere somme peut étre

remplacée par la somme sur H € A]\% (X)), suivie de

[AM,F . AAM,F]_l Z e<l/7H>.

AV AV
v a
EZAAM’F/ZAM,F

1

Remarquons que C[Ay; i - Aa p]~ = mes(Ag(F)c)"mes(iA%, )~ Tout ceci est ab-

solument convergent puisque la fonction H F%(H ,Y(z,y,T)) est a support compact.
On obtient

v, y) = mes(Ag(F)e) tmes(idy )70 Y Yo May X5 Auty),

oy . )
VGZ'AAM,F/Z'AJV&],F XEAG’F/.AA@F

ou, pour A € Ahc, on a posé

Moy X;A) = Y TGH Yy, T))e™>.

HEAA%’ (X)

Cette derniere somme est finie donc définit une fonction holomorphe en A. Fixons P e
P(M) et supposons < A, & >> 0 pour tout & € Ap . La variante tordue de 1.3(7) nous
dit que i o
PG Y0,y 1) = S (<1 PPI6E L (H =Y (a,y,T: P)),
PeP(M)
on Y (z,y,T; P) = T[P] — Ha(z) + Hz(y). L’hypothese sur A nous permet de permuter
les deux sommes :

My, XA = Y ()@ S 68 (H =Y (2,y,T: P))

PeP(M) HeAS (X)

s(P.P) GY (z,yT;P .
= D (FDEEGETIGA),
PcP(M)

La variante tordue de 1.5(2) conduit a 1’égalité

Y($7y,T;15)(X. A).

oY

IMa,y, X;A) = > e

PeP(M)
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Introduisons la (G, M)-famille (p(A; P)) pepainy formée des fonctions constantes valant
1. Alors

I (2,y, X;A) = 270D (X 0).
On a prouvé cette égalité sous des hypothéses portant sur A mais elle se prolonge a tout
A, les deux membres étant méromorphes (et en fait holomorphes). Notons simplement
Viy = V(2,y,0). Avec la définition de 1.7 (dans sa version tordue), on a Y(z,y,T) =
Vuy(T). On obtient

vl (z,y) = mes(AG(F)C)’lmes(iA’;ZvF)fl Z Z go%y””’y(T) (X5 Ap+v).

VEiAX F/ZAMFXE'AG,F/'AA@,F

La variante tordue du lemme 1.7 entraine ’assertion (i) de I’énoncé. Pour un réseau R et
un entier k, le coefficient clRO(f) est le produit de mes(Ag(F).) " 'mes(iA%, )" et de

la somme des coefficients analogues pour les fonctions 7" +— goG V(1) (X; Ay+v), lesquels
sont calculés par le méme lemme. Notons N 'ensemble des v € 1A} A F JiAY, . tel que

. \/ . * . * ’ . \/
A, +ve ZAMF + zAé. Pour v € N, fixons A, , € ’L.Aé tel que A, +v €A, + ZAMF
Posons

(1) c(f) =mes(Ag(F)o) " mes(iA; )7 Y > et 0% (Vayi M),

vEN X€Ag p/Aa,F

Notons N(z,y) la norme de la (G, M)-famille (@(Y,; A, f’))pep(]\;[). La variante du
lemme 1.7 implique qu’il existe un entier k1 > 0 et un réel ¢ > 0, ne dépendant tous
deux que de R, de sorte que, si k > ky, on ait la majoration

) lerrolf) = e(f)] < eNla, )k,

En comparant les définitions, on voit que ¢(Y,,; A, P) = v(z,y; —A, P) pour tout P.

Parce que eg( A) = (—1)%i~ “Geg(/\) on en déduit

0% Vayi M) = (—1)517960C (2,5 = A, ).

Dans la formule (1), la somme en X vaut [Agp : Aa.r] si Ay, € Z'AG’F’ 0 sinon.
Notons que si A, , € ZAGF, onal,+ve Z.ALF, dou A, € 1A} Ay F- Cela équivaut

a ce que w soit trivial sur Ay (F). Donc, si w n’est pas trivial sur Ay (F), ¢(f) = 0.
Supposons w trivial sur Ay (F). On peut supposer A, = 0. La condition v € N signifie

que v € (iAY_p N ZAZ)/zAé La condition A, , € ZAGF sélectionne le terme v = 0.

En remarquant que mes(Ag(F).) 'mes(iA% )" [Agp : Aar] = 1, on obtient
o(f) = (1) Cvgy (x, y).
La majoration
N(z,y) << suppepin (1 + [Hp(x)| + [Hp(y)[)" "
résulte des définitions. Il est clair que 'on a
3) 1+ |Hp(x)[+[Hp(y)| << 1+ log(|lz[]) + log(llyl])-

Alors les assertions de ’énoncé résultent de (2). O
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4.8 Terme constant de JZM,S(w’fl’fQ)

Supposons d’abord w trivial sur S(F). Pour v € S(F), posons

JG (s, fus fo) = DO () / / Fi (@ 92) foly (e ) (2, ) dy do.
O(F)\G(F) JSO(F)\G(F)
Posons

1§ sleo i £2) = IWHE) | mes(Ag (FN\S()) | TE(rw, fi o) dy
S(F)/(1=0)(S(F))

Si w n’est pas trivial sur SY(F), on pose simplement
J]G\~47§<w7 f17 f2) =0

Lemme. (i) Les expressions ci-dessus sont absolument convergentes.
(ii) La fonction T +— f(T) = vMS(w fi1, f2) appartient a PolExp. Si F est ar-

chimédien, on a l'égalité cy(f) = (— 1)“M*“GJG g(w, f1, f2). Si I est non-archimédien,
pour tout réseau R C Ap, r @7z Q, on a l egahte

lims i o) = (—1)5 0 5(w, fi, o).

Remarque. Comme en 3.23, on appellera ”terme constant” de f le terme co(f) si F
est archimédien, limy_,ooC 1 ro(f) si F est non-archimédien.

Preuve. Pour I'assertion (i), on peut supposer w trivial sur S?(F). Il résulte de la
variante tordue de 1.7(1) et de 4.7(3) que I'on a une majoration

o3 (2, y)| << (1+log(||]) + log(lly]]))”

pour tous z,y € G(F), ou D = a;; —ag. En tenant compte de 4.3(3), il suffit de prouver
la convergence de

W [ AG A I+ eg(DEG))P dyds D)
SUFNG(F) J Ay (F)\G(F)
Grace a 4.2(1), on est ramené a celle de I'intégrale
[ @+ ltogD% )

Puisqu’on a sur € une majoration (1 + |log(D%(7))|)P << D% (y)™", cela résulte de
4.2(2).

Prouvons (ii), en supposant comme souvent F' non-archimédien. Le lemme précédent
nous dit que chaque fonction T" +—> vAT;I(x, y) appartient a Pol Exp. Plus précisément, pour
tout réseau R C Ay, r ®z Q, on peut écrire

,U%;[('ray) = Z e<ﬂ7T>p'R“u,m7y(T)7

HEXR
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ou xr est indépendant de x et y et les polynomes pr ,, » , ont un degré borné indépendamment
de z et y. Comme en 3.23, les coefficients de ces polynomes se calculent par interpola-
tion, donc ont les mémes propriétés de croissance que les fonctions vﬁ (z,y) elles-mémes.

Il en résulte que, dans la formule intégrale définissant Jg:M g(w, f1, f2), les intégrales com-
mutent au développement en 7. Cela entraine que la fonction 7' — f(T') = JZM, W, f1, f2)
appartient a PolExp. Cela entraine aussi que le terme Cig, o(f) se calcule en remplacant

dans l'intégrale les fonctions v’ (x y) par leurs termes snmlalres Ceux-ci sont calculés

par le lemme 4.7, a une erreur pres. L’intégrale des termes d’erreurs est essentiellement
majorée par le produit de k=1 et de I'intégrale (1) ci-dessus. Puisque celle-ci est conver-
gente, ce terme d’erreur tend vers 0 quand k tend vers l'infini. Le terme principal est nul
si w n’est pas trivial sur A (F) et on obtient dans ce cas la formule cherchée. Supposons
w trivial sur Ay (F'). On obtient dans ce cas pour terme constant

@ (e [
(F)/(1=0)(S(F))

/ / fila™ ) foly ™ yy)w(a gl (2, y) dy de DE(v) dy.
FFNG(F) J A (P\G(F)

On remarque que la fonction y — vy (x,y) est invariante a gauche par M (F), donc par
S(F). En factorisant l'intégrale en y en une intégrale sur S?(F)\G(F) et une intégrale
en A (F)\S(F), on voit apparaitre I'intégrale

/ w(y) dy.
A (F)\SO(F)

Elle est nulle (et donc aussi le terme constant), si w n’est pas trivial sur S°(F). Siw est tri-
vial sur S(F), elle vaut mes( Ay (F)\S?(F)). La formule (2) devient (—1)*~%.J% (w f1, f2)-
UJ

4.9 La formule géométrique

Pour tout M € L£(M), on note T.y(M,w) Pensemble des S € T,y (M) tels que w soit
trivial sur SY(F). On pose

JG aw )= S WMS) mes(Ay (F)\S(F))

Aé’;eT’ell (M,UJ)

/ J]G\Z<fy7w7fl7f2> dfy
S(F)/(1=0)(S(F))
On pose

geom(w f17f2) Z |WM||WG|_1(_ )aM aGJgGEOmM(w flafZ)

MeL(Mo)

Proposition. II existe une unique fonction T +— ¢(T') qui appartient a PolExp et qui
vérifie pour tout réel r la majoration

[T (w, f1. f2) = @(T)] << |T|™"
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pour tout T dans le cone ot J¥ (w, f1, f2) est définie. Si I est archimédien, on a I'égalité

CO( ) geom(w f17f2)

Si F' est non-archimédien, pour tout réseau R C Ay, p ®z Q, on a I'égalité

ll.mk_ﬂ)OC%Rp( ) geom(w f17f2)

Preuve. Cela résulte de 4.3(1) et du lemme précédent. [

5 La formule des traces locale tordue, version non
invariante

5.1 Le théoreme

On a défini des expressions Spec(w fio f2) et JG, (w, f1, f2) en 3.26 et 4.9.

géom

Théoréme. On a I'égalité Spec(w fi, f2) = geom(w f1, f2)-

Il suffit de comparer les propositions 3.26 et 4.9. [J

Remarque. Nos mesures vérifiant les conditions de cohérence de 1.2, on voit que les
expressions du théoreme sont proportionnelles au carré de la mesure sur G(F), en un
sens évident, et inversement proportionnelles a la mesure sur A (F). Elles ne dépendent
d’aucune autre mesure.

5.2 Extension de la formule des traces locale tordue aux fonc-
tions C'™ a support compact

Dans ce paragraphe, F' est archimédien. Notons 4 ’algebre enveloppante de 1’algebre
de Lie réelle de G(F). Elle agit & droite et & gauche sur les fonctions C* sur G(F). Pour
X, Y € il et f une telle fonction, on note X fY I'image de f par les actions a gauche de
X et & droite de Y. Soit Q un sous-ensemble compact de G(F). Notons C2°(Q) 'espace
des éléments de C°(G(F)) & support dans Q. On munit C°(Q) de la topologie définie
par les semi-normes

[ supyeal X FY (7))
pour X, Y € 4 On a I’égalité

=Joz@

ot © décrit les sous-ensembles compacts de G(F). On munit C®°(G(F)) de la topologie
limite inductive des topologies que l'on vient de définir sur les sous-espaces C°(€2).

Autrement dit, une suite (f,)nen d’éléments de C°(G(F)) converge vers f € C°(G(F))
si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
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- il existe un sous-ensemble compact 2 C G (F) tel que f et chaque f,, soient a support
dans Q;

- pour tous X,Y € U, on a limnﬁoosupveé(FﬂXfY(fy) - XfY(y)]=0.

Comme dans le cas non tordu, le théoreme de Peter-Weyl entraine que C®(G(F), K)
est dense dans C°(G(F)).

Proposition. Soient fi, f, € C=°(G(F)).
(1) Toutes les expressions intervenant dans la définition de Spec(w fi. f2) et JgGeOm(w, fi, f2)
sont convergentes et ces expressions elles-meémes le sont.

(11) On al egahte spec(w flv f2) geom(w f17 f2)

Preuve. Le coté géométrique est a peu pres trivial. Pour ¢ = 1,2, on peut majorer
| fi| par une fonction f; € C°(G(F), K) a valeurs positives ou nulles. Chaque terme
de Jgeom(w, f1, f2) est majoré par le méme terme relatif aux fonctions f{ et fi et au
caractere w trivial. La convergence de ces termes entraine celle des termes initiaux. On
voit de méme que JgGeom(w, f1, f2) est continu en f; et fo.

Passons aux termes spectraux. Dans le cas ou F' = C, on voit que notre probleme est
équivalent a celui concernant les objets déduits de GG et G par restriction des scalaires
de C a R. On suppose donc F' = R. On peut fixer un sous-ensemble compact 2 C G(R)

et supposer nos fonctions f; et fo a support dans 2. On a une formule de la forme

1) o fif)= Y > 0 [ I

MeL(Mo) Te(Edisc(Mvw)/conj)/i'A}I M

ol les ¢(7) sont des coefficients uniformément bornés. On fixe 7o € My(R) vérifiant la
condition 2.1(4) et on définit des fonctions @; sur G(R) pour i = 1,2 par p;(z) = fi(270).
Fixons M et 7 intervenant dans la formule ci-dessus. On a une égalité

TG (T, 1, o) = trace(XC (m, ) (e (1) @ I (f2))),

ol XE(WTA) est I'opérateur déduit de la (G, M) famille (X (7, ; A, Q))er(M) définie par

X(mp A, Q) = WQQM(WU;A, Q).

On a aussi _ .
ey (£1) @ T () = (1T, (1) © ey (2)) U,
ol _ .
Ur, = i (0) @ I (70)-
On a donc i i
JE (7, f1, f2) = trace(§ G (mr, 01, 92)),
ol

JG (e 01, 02) = X (77, (Hm(g"l) © H”m)) Un:

On peut bien siir fixer M et ne considérer que la sous-somme de P'expression (1)
indexée par M. Un élément 7 € Edm(M w) est de la forme (Myise, 0, 7), ot Myise C M
et o est de la série discrete de My;s.(R). On peut encore fixer My, que 'on suppose
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semi-standard, et ne considérer que la sous-somme des 7 issus de ce Levi. On peut
identifier la composante neutre de Ay, (R) & Ay, . Puisque 7 est discret, 'ensemble
Wr]‘e/[g (o) n’est pas vide. La restriction du caractere central de o & Ay, est naturellement
paramétrée par un élément de 743, . Cette restriction étant fixée par tout élément de

W%, (o) et Tensemble des points fixes de Paction d'un tel élément dans 7.4}, étant égal
a iA}‘\Z, le parametre en question appartient a zA}‘w Puisque seule intervient la classe de
7 modulo ce groupe, on peut supposer que la restriction du caractere central de o a
A, est triviale. Fixons comme en 1.10 une sous-algebre de Cartan hc de I'algebre de
Lie complexifiée de My;s.(R). Pour toute représentation irréductible o de My;s.(R), on
choisit un élément p, € he dont la classe modulo un certain groupe de Weyl parametre le
caractére infinitésimal de . Notons K Iensemble des représentations irréductibles de K.
De méme, un élément x € K aun parametre u, € he. Rappelons que les opérateurs qui
interviennent dans I'intégrale de (3) agissent dans la représentation Ind$ (o)) ®IndS (o)),
ou S est un élément fixé de P(Mys.). On décompose cette représentation selon les espaces
isotypiques pour 'action de K x K. Ces espaces sont donc indexés par (K1, ka) € KxK.
On note p,, x, le projecteur sur 'espace isotypique indexé par (ky, k2). Posons

j]\GZ(ﬂ-’T/\7 P1, P25 K1, KJ?) = pnlﬁgj]\GZ(ﬂ-T/\) @1, 902)p517f62'

) TG, fi ) =Y trace(5E (mr,, o1, ;K R2).

K1,k2€K

Remarquons que l'opérateur X ]\G/[(WTA) conserve les espaces isotypiques par construction,
tandis que U,, envoie 'espace de type (k1, k2) sur celui de type (k] k%), o1, pour ¢ = 1, 2,
K, = ad,(k; ® w). On a donc

jJ\%(WmSOl, a3 K1, K) = XE(%; K1, Ko)llr, (91, @25 K1, K2)Ur, (K1, Ka),

ou
Xz\%(ﬂ-’n\; R1, KJ?) = p/ﬂﬁgxg(ﬂ-’n\ )pﬁl,ﬁg;

HTA (@17 Y23 K1, ’%2) = Pki1,ko (HT)\ (gpl) ® HTA (@2)) plill,né;
U’T/\ (/{'17 /’{'2) = pn/l,/i’Q UTApml,fm'

Puisque ﬁ"’x est unitaire, ce dernier opérateur est de norme uniformément bornée. Il est
clair que les parametres associés a k; et x; sont de méme norme, pour ¢ = 1,2. D’apres
[A8] p.174, pour tout réel r, il existe une fonction ¢, : CX°(G(R)) x CX(G(R)) — Rxg
qui est bornée par le sup d'un ensemble fini de semi-normes et qui est telle que I'on ait
la majoration

1z, (01, 025 15 ) || < (1, 02) (14 o 1)1 e [1) 771+ s |) (14 [IA) T

On montrera ci-dessous qu’il existe C' > 0 et un entier D > 0 de sorte que l'on ait la
majoration

(3) A (s s, m2)l] < COL+ (a7 (1 [t 1D (A a7 X+ AP

Donc t’f‘ac@(jf;[(ﬂ'ﬂ,()01,@2;/{1,1-1‘,2)) est bornée par le produit des deux expressions ci-
dessus et des dimensions de k; et ky. On sait que la dimension de x est essentiellement
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bornée par (1 4 ||ue|[)”" pour un entier D’ convenable. On en déduit pour tout réel r
une majoration

[trace(j; (mr,, 01, P25 ks 2))| < (o1, 02) (Lo )77 (Lot Lty D) 7 (L | )77 (LA T

o c.(¢1,p2) est bornée par le sup d’'un ensemble fini de semi-normes. Grace a (2), on
obtient

2

TGy, Fr )] < hlpr o) (L4 gl ) (L IND ™ { D0+ )

reK

Si r est assez grand, la derniere série est convergente. L’intégrale en \ de 'expression
ci-dessus 'est aussi et on obtient simplement

[ Ve fi ] 3 < Clorea) (4 el

M

pour une certaine constante absolue C’. Remarquons que chaque représentation o de
la série discrete de My;s.(R) ne donne naissance qu’a un nombre uniformément borné
de triplets 7. La sous-somme de Jgec(w,fl,fg) ot on a fixé M et M g;se, mais ou on
a remplacé la fonction que 'on integre par sa valeur absolue, est donc essentiellement
majorée par
e 02) Y (L lmel) ™,
g

ot on somme sur les représentations irréductibles o de My;s.(R) de la série discrete et dont
la restriction du caractere central a Ay, est triviale. Cette derniere condition signifie
que figar,.. = 0. Comme on l'a dit en 1.10, la projection pdisc parcourt un réseau de
ib™*. De plus, on sait qu’il n’y a qu'un nombre uniformément borné de séries discretes
d’un parametre donné. Donc, si r est assez grand, la série ci-dessus est convergente. Cela
prouve les assertions du (i) de I’énoncé concernant J g)ec(w, f1, f2). La propriété du terme
(1, p2) prouve en méme temps la continuité de cette expression en fi et fs.

Puique les deux membres de I’égalité du (ii) de I’énoncé sont continus en f et fo, cette
égalité résulte par continuité du théoreme 5.1, les fonctions lisses a support compacts et

K-finies étant denses dans C°(G(R)).
Il reste & prouver la majoration (3). Tout d’abord, en reprenant la preuve du lemme
3.25, on voit que l'on peut remplacer la (G, M)-famile (X (7,,; A, Q))er(M) par

(rreg(ﬂ-r,\; A, Q)Xreg(ﬂ-r,\; A, Q))QEP(M)7
ot Xyeg (5 A, Q) ne contient que des opérateurs d’entrelacement normalisés et
Treg(Tr, : N, Q) = 1510(00)Tp1p(02) ' Tgia(0ria)Tpp(0a1a)

(P est un élément fixé de P(M), cf. 3.25). Notons que cette fonction est produit de fonc-
tions 74 (o3)r_a(or) "t et 74 (0asa)T—a(0ara) ! comme en 1.10. Evidemment, XA(»)’Y[(WTA; K1, K2)
se déduit de la (G, M)—famille (Treg (7, A,‘Q)p,ﬂmé\freg(ﬂn; A, Q)pmm)(gep(@- La for-
mule 1.7(1) montre qu’il nous suffit de majorer les valeurs en A = 0 des dérivées en A
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d’ordre au plus a;; — ag de tous les termes intervenant dans la définition de la (G, M)-
famille ci-dessus. Les opérateurs d’entrelacement normalisés étant unitaires, cela nous
ramene a majorer les opérateurs

<4> D<pH17H2RQ\P<J>\>pH1,H2)

et les fonctions
(5)  D(ra(on)r—aloa)™)

ou D est une dérivation d’ordre au plus a,; — az s’appliquant a la variable A. Comme on
'a dit ci-dessus, nos hypotheses entrainent fi, .. = 0, donc i, est orthogonal a A. La
majoration cherchée de (4) résulte alors du lemme 2.1 de [A5]. On a décrit les fonctions
To(02)7_a(ox) ™! en 1.10. Compte tenu de 1'égalité p, a7, = 0, elles sont produit de
termes . .

<o, B>—< N\ B>

<o, B>+ <A B>

(6)
et éventuellement d’un terme

F( </\§6> )T( —<>\,§>+1 )
F( 7<>2\,[3> )F( <>\,B2>+1 )

Ce dernier terme a des dérivées a croissance modéree et ne dépend pas de p,. Il vérifie
donc la majoration requise. Considérons une fonction (6). Il résulte de ce que l'on a
rappelé en 1.10 que le produit < j,, 3 > appartient & un sous-groupe discret fixe de R,
tandis que < X, 8 > est imaginaire. Ou bien < Los 3 >=0 et la fonction est constante
égale & —1. Ou bien < fi,, 3 ># 0 et alors la valeur absolue du dénominateur est
uniformément minorée par une constante strictement positive. La majoration (5) requise
s’ensuit. Cela acheve la preuve. [J

5.3 Formules de descente pour les (G, M)-familles

On rappelle dans ce paragraphe plusieurs formules générales d’Arthur concernant
les (G, M)-familles. Pour i = 1,2, soient M; € L(Mo) et (z:(A; P)) pep(iz,y une (G, M;)-
famille. Soit L € L£(Mo) tel que M; C Lpouri = 1,2. Dela (G, M;)-famille (z;(A; P)) pep(ar,)
se déduit une (G, L)-famille (z;(A; Q))gepiy- Pour A € 1A%, on a ;(A; Q) = x4(A; P)
pour P € P(M;) tel que P C Q. Notons (y(A, Q))gep(i) la famille produit, c’est-a-dire
y(A, Q) = z1(A, Q)za(A, Q). De cette (G, L)-famille se déduit une fonction yg(A) sur
iA;. Rappelons que, pour i = 1,2 et pour tout @Q; = L;Ug, € F(M;), on déduit de
(i (A; p))PeP(Mi) une (L;, M;)-famille (x?l(/\, p))pepéi(%_), olt P9 (M;) est Pensemble
des P € P(M;) tels que P C Q;. D’out une fonction szM (A) sur iA%, - Dans l'espace
A%l @ A]‘%, introduisons I'image A(.Ag) de Ag par le plongement diagonal. Notons
A(Ag)l son orthogonal. Pour tout couple (Ly, Ly) € L£(M;) x L(Ms,), considérons les
conditions suivantes_ i i i

(1) AGAS) ® (AT @ AT) = Af, @AY

(2) A(A9) @ (AL & A2 ) = A & AC ;
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(3) Iapplication
Ly Lo G
‘AM1 @ Am — A7
(Hi, Hy) = H ;+H,p
est un isomorphisme. i o
On vérifie qu’elles sont équivalentes. Si elles le sont, on note dJ\GZ1 MQ(L; Ly, Ls) le
jacobien de l'isomorphisme (3), chaque espace étant muni des mesures fixées en 1.2.
Si les conditions ne sont pas vérifiées, on pose dJ\GZ1 v (L; Ly, Le) = 0. Fixons un point
€ € A%l ) A%Q en position générale. Si les conditions ci-dessus sont vérifiées, notons
(&1,&) € Agl @Ai la projection (non orthogonale) de & relativement a la décomposition
(1). Puisque £ est en position générale, il existe pour ¢ = 1,2 un unique QZ € P(L L ;) tel
que &; soit dans la chambre positive associée a cet espace parabohque Cela définit une
application qui, & (L1, L) tel que d (L Ly, Ly) # 0, associe un couple (Qy,Qs) €

P( 1) X P(LQ)
On a I’égalité

@ i = 3 (B Ly Laely (Ve (4

LieL(My),LocL(Mo)

pour tout A € iA3.

Dans le cas non tordu, cela résulte de [A6] proposition 7.1, appliquée au groupe G X G,
a son Levi My x My et & l'espace b = A(AY) @ (Ag @ Ag). La preuve s’étend au cas
tordu.

On utilisera un cas particulier de la relation (4) ou les définitions se simplifient. Soient

M, M, M, € E(MO) tels que M C M; pouri =1 = 2 et .AM1 N .AM2 = 0. Il existe un

unique L € £(M) tel que
A; = AMl N AM2,

a savoir le commutant dans G du tore (A v, N Ag,)0 On a les égalités équivalentes
L _ YL L
Ajy = Ap © Ay,

(5)  Ag=Ap ©AL

On voit que les conditions équivalentes (1), (2) et (3) sont équivalentes aux deux égalités
équivalentes

G _ 4G G
6) Ay =AL ©AL,
(7) A% = AE S AE.
Supposons ces conditions vérifiées. On note d%(il, [~/2> le jacobien de I'application somme
L L G
Ag@AZ = A

qui est un isomorphisme d’apres (7). De méme, grace (5), on définit le jacobien d%(l\%, Ms,).
On vérifie qu’alors

(8) d]\GZLMQ(E; Ly, ff2) = dj\id(Ll, Lg)d%(l\%, ]\;[2)*1

124



Fixons H € A% en position générale. Grace a (6), on peut 1'écrire H = H; — Hs, ou
H; € AG pour ¢ = 1,2. Comme précédemment, H; détermine un espace parabolique

Q; € 77( ;). On vérifie que (Ql,Qg) coincide avec le couple déterminé précédemment
pour un choix convenable de &.

Un cas encore plus particulier est celui olt M; = My = M. Alors L = M et la relation
(4) prend la forme

O G = S (L e (e, ().
I~11,i26£(]\7[)
Cf. [A6] corollaire 7.4. . o ) o
Soient maintenant M, L € L(My) tels que M C L et soit (2(A; P)) pep iy une (G, M)-
famille. On en déduit une (G, L)-famille puis une fonction :Eg(/\) sur ©A%. On a I'égalité
SR AR
L'eL(M)

(10)  2%(A) =

[l

ol Q' est le second terme de I'image de couple (L, L') par I'application décrite ci-dessus.

5.4 Application des formules de descente

Soit M € L(My). Pour z € G(F), on définit la (é M)-famille (v(z; A, P))PEP(MV ol
v(z; A, P) = e=<Mp@)> On en déduit une fonction v< G (2;A). On pose v](‘;d(az) = v%(:c; 0).
Pour f € C2(G(F)) et v € M(F)NGeq(F) tel que w soit trivial sur Zg(7y, F), on définit

I'intégrale orbitale pondérée
M) GG ) =D [ () S )y o)
Za(vFO\G(F)

Si w est non trivial sur Zg(7y, F'), on pose Jg(fy,w, f)=0.
D’autre part, pour une w-représentation tempérée et de longueur finie 7 de M (F), on

a défini en 2.7 le caractere pondéré J]‘C;I(ﬁ, f) dans le cas ou f est K-finie. Les calculs du

paragraphe 5.2 montrent que cette distribution s’étend contintiment a toutes les fonctions

feCx(GF). o § -
Soient f € CX(G(F)) et P = MUp € P(My). On définit une fonction f5 sur M(F)

par la formule habituelle

fp(x) = 0p(x)1/? / / f(k~tauk) dk du.
Up(F)

Cette fonction appartient & C°(M (F)
Lemme. (i) Soient fi, fo € CEO(G(F)) et v € M(F) N Gyey(F). On a I'égalité

Jg(77w7f17f2> = Z d%<ilui2)‘]]{\;<77w7 176:21)‘]][\22<77w7f2,@2)'

Li,Lo€L(M)

(ii) Soient f1, fo € CX(G(F)), T € Eise(M,w) et X € ZALF On a I'égalité

J]\C:j[<7TT>\7f17f2): Z d <L17L2>J (WvalQl)JLQ( T>\7f2Q2)

L1,Lo€L(M)
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(iii) Soient f € C=(G(F)), v € M(F) N Grey(F) et L € L(M). On a I'égalité

JE(vw )= > d4(LL)IE >y w fa).
L'eL(M)

(iv) Soient f € Ce(G(F )), ™ une w-représentation tempérée de longueur finie de
M(F) et L € L(M). Posons 11 = [ndL( ), ott P est un élément de P*(M). Alors on a
I’égalité

JEL £y =Y dS(L,L)JE(F, fa).

L'eL(Nr)

La preuve est basée sur les formules 5.3(9) et (10) appliquées aux (G, M)-familles
intervenant dans les définitions des membres de gauche. On la laisse au lecteur.

On aura besoin plus tard des propriétés suivantes. Soient M € E(Mo) et T un sous-
tore tordu maximal de M tel que w soit trivial sur T%(F). Alors

(2) pour tout f € C®(G(F)), la fonction ~y J (v, w, f) est lisse sur T(F)NGey(F).

En effet, au voisinage d'un point régulier, JAC;I(% w, f) est I'intégrale sur un compact
d’une fonction lisse en v et en la variable d’intégration.

(3) il existe un entier N > 0 et, pour tout f € C®°(G(F)), il existe ¢ > 0 tel que
T3 (v, w, )] < e(1 +[log(D (7).

Preuve. Comme on I’'a déja utilisé plusieurs fois, il résulte de la variante tordue de
1.7(1) et de 4.2(7) qu’il existe N > 0 indépendant de f et ¢ > 0 tel que, pour x
contribuant & la formule (1), on ait v (x) < ¢/(1 + |log(D%(v))[)™. Alors

T (v, w, £)] < ¢/ (1+ [log(DE (3)))N D () /2 / |f (7 )| da.
Za(7,F)\G(F)

Il reste a appliquer 4.2(1) pour obtenir (3). [J

5.5 Le théoreme 0

Théoréme. Soit f € CSO(C:?(F)) Supposons I4(7, f) = 0 pour toute w-représentation
irréductible tempérée @ de G(F). Alors I5(y,w, f) = 0 pour tout y € Gy.ey(F).

Remarques. (1) On n’a défini dans cet article que les intégrales orbitales relatives a
des éléments v € Gey(F). Mais on sait bien qu’on peut les définir pour tout v € G(F).
Par la théorie de la descente, on montre que leur comportement local est le méme que dans
le cas non tordu. Cest-a-dire que les intégrales orbitales aux points singuliers s’expriment
a l’aide d’intégrales orbitales aux points réguliers, soit grace aux germes de Shalika dans le
cas non-archimédien, soit par ’action d’opérateurs différentiels dans le cas archimédien.
On peut donc renforcer la conclusion du théoreme : I(y,w, f) = 0 pour tout v € G(F)
tel que w soit trivial sur Zg (v, F).

(2) Dans le cas non-archimédien, on montre comme dans le cas non tordu qu’une
fonction f € C°(G(F)) dont toutes les intégrales orbitales sont nulles est annulée par
toute forme linéaire [ sur C°(G(F)) qui vérifie la relation {(f*) = w(z)I(f) pour tout
f e C(G(F)) et tout z € G(F), ol f* est la fonction f*(y) = f(xyz™1).
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(3) Dans le cas non-archimédien, le théoreme a été prouvé dans [HL].

Preuve. On raisonne par récurence sur la dimension de G. Soit M un espace de Levi
semi-standard propre. Fixons P € P(M). Pour une w-représentation admisslble 7 de
M(F), on a Végalité I (7, f5) = I5(IL, ), ot I = Ind$(7). La fonction fp vérifie
donc la méme hypothese que f. Donc, par '’hypothese de récurrence, Iy (v,w, fz) =0
pour tout 7 € Myey(F). Mais, pour v € M(F) N Greg(F), on a I'égalité I av,w, f) =
I (v,w, f5). Donc Ix(v,w, f) = 0. Cela prouve le résultat pour tout v € Greg( ) qui
n’est pas elliptique. Pour traiter le cas des éléments elliptiques, considérons une fonction
fo € C°(G(F)) & support dans 'ensemble G;(F) des éléments elliptiques réguliers de
G(F). Soient M un espace de Levi de G, 7 € Egso(M,w) et A € ZA’;;IF On releve 7

en T € Edisc(]\;[,w) et Aen \ € “‘ij\zp Le terme J]\C:j[(ﬂ'ﬁ, f, f2) est calculé par le lemme

5.4(ii). Si (> est un espace parabolique propre de G, I’hypothese sur le support de fo
entraine que f, 5, = 0. La formule se simplifie donc en

<7rnvf f2) (WTAan) (eran)

ol Q est un certain élément de P(M). On a
T Gy f5) = i (7, f5) = 16(0L f),

on IT = Indg(fn.x). La représentation II est tempérée, donc I5(I, f) = 0. Cela prouve
que J¢ (w, f, f2) = 0. Appliquons la proposition 5.2 : elle entraine JG (w, f, f2) = 0.

spec ~ ~ geom
Pour un espace de Levi propre M et un élément S € T.y(M,w), on a Jirg(w, f, fa) =0
I’hypothese sur le support de f; entraine que fo(y~1yy) = 0 pour tout y € G(F) et tout

v € S(F). On a donc

Tom@ £ )= Y WS mes(Ag(F)\S"(F))

SeTou(Gw)

/ Ta(v,w, Ia(y,w, f2) dy
S(F)/(1-0)(S(F))

Soit maintenant v € Gey(F) tel que w soit trivial sur Zg(7, F). On veut montrer que
I4(v,w, f) = 0. On peut conjuguer y et supposer que y € g(F) pour un S intervenant
dans la formule ci-dessus. On fait maintenant parcourir a f, une suite de fonctions
(f2.n)nen & valeurs positives ou nulles, non nulles en v, et a supports dans des voisinages
de plus en plus petits de . On voit que I'expression ci-dessus est de la forme

[, T ds
SO.0(F)

olt A, parcourt une suite de fonctions lisses sur S%°(F)) & valeurs positives ou nulles,
non nulles en z = 1, et a supports dans des voisinages de plus en plus petits de 1.
Puisque = — Iz (27, w, f) est lisse, la nullité de I'expression ci-dessus pour tout n entraine
Ia(v,w, f)=0.0
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6 La formule invariante

6.1 Le théoreme de Paley-Wiener

Notons K le groupe de Grothendieck de I’ensemble des classes d’isomorphisme de
w-représentations tempérées de longueur finie de G(F). Notons F l'espace des fonctions
linéaires de K dans C qui sont nulles sur toute w-représentation tempérée irréductible
et non G-irréductible. Remarquons que F s’identifie a 1’espace des fonctions a valeurs
complexes sur I’ensemble des classes d’isomorphisme de w-représentations tempérées G-
irréductibles de G/(F). Notons PW(G,w) le sous-ensemble des éléments ¢ € F vérifiant
les conditions suivantes :

(1) soient Q = EUQ un espace parabolique tel que w soit trivial sur Z;(F)? et 7 une
w-représentation tempérée et L-irréductible de L(F) ; alors la fonction A — (I ndg(fr;\))

sur z/iz » est de Paley-Wiener (cf. 2.6)

(2) si F est non-archimédien, il existe un sous-groupe ouvert compact H de G(F)
tel que p(7) = 0 pour toute w-représentation tempérée 7 telle que le sous-espace des
invariants par H dans 7 soit nul;

(3) si F' est archimédien, il existe un ensemble fini k1, ...,k, de représentations
irréductibles de K tel que ¢(7) = 0 pour toute w-représentation tempérée 7 telle que,
pour tout ¢, ’espace isotypique de type x; dans m soit nul.

Notons pw, : C>(G(F),K) — F Vapplication linéaire qui, & f € C=(G(F), K),
associe la fonction 7@ — I5(7, f). Notons I(G(F), K,w) le quotient de C>°(G/(F), K) par
le sous-espace des f € C2°(G(F), K) telles que I5(7y,w, f) = 0 pour tout v € Gyey(F).

Théoreme. L’application linéaire pw, & pour image PW(G,w) et se quotiente en un

isomorphisme de I(G(F'), K,w) sur cet espace.

Quand F' est non-archimédien, le théoreme a été démontré dans [R] pour w = 1 et
en général dans [HL]. Si F' = R, la premiére assertion du théoreme est démontrée dans
[DM] pour w = 1. Nous montrerons en 6.4 que le cas w # 1 s’en déduit. Si F' = C,
I’assertion est équivalente & celle pour Despace tordu sur R déduit de G par restriction
des scalaires. La deuxieme assertion est facile : le théoreme 5.5 montre que tout élément
du noyau a des intégrales orbitales nulles ; la réciproque provient de la locale intégrabilité
des caracteres des w-représentations G-irréductibles, cf. 2.5(2).

Complément au théoreme. Supposons F' non-archimédien. Soit H un sous-groupe
ouvert compact de G(F). Notons PW(G, w)¥ le sous-espace des fonctions ¢ € PW(G, w)
tels que p(7) = 0 pour toute w-représentation tempérée 7 telle que le sous-espace des
invariants par H dans 7 soit nul. Notons C>°(H\G(F)/H) le sous-espace des éléments
de C>°(G(F)) qui sont biinvariants par H. Alors, H étant donné, il existe H' tel que
PW(G, w)" soit contenu dans @G(CSO(H’\G’(F)/H’)). Cf. [HLJ.

Supposons F' archimédien. Soit k£ un ensemble fini de représentations irréductibles
de K. Notons PW(G, w)~ le sous-espace des fonctions ¢ € PW (G, w) tels que (7)) =0
pour toute w-représentation tempérée 7 telle que, pour tout k € k, I'espace isotypique
de type & dans 7 soit nul. Notons C2°(G(F),k) le sous-espace des f € C®(G(F))
tels que la représentation de K x K dans 'espace engendré par les translatés de f a

droite et a gauche par des éléments de K n’ait pour composantes irréductibles que des
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éléments de k x k. Alors, & étant donné, il existe &' tel que PW(G(F))= soit contenu
dans pw - (COO(G( ),£')). Ceci n’est pas énoncé dans [DM], mais résulte clairement de
la preuve

6.2 Deuxieme forme du théoreme de Paley-Wiener

On rappelle que 'on a défini 'ensemble £ (G w) en 2.9. Il est muni d’une action de
ZA* »qui, a7 € E(G,w) et X e Z.A*GF, associe T5. Il est aussi muni d'une action de U
qui, AT = (M,o,7) et z € U, associe 217 = (M, 0, 27). Rappelons que l'action de z €

iR/2miZ € Z.[l’é » coincide avec celle de e* € U. Notons E(G,w) 'ensemble des triplets

(M,o,7) € E(G' w) tels que (M, 0,7) € Euq(G,w), ot 7 est I'image de 7 dans R%(0).
Notons E(G,w)/conj ensemble des classes de conjugaison par G(F') dans Se”(é w).
On a une SUI‘JeCtIOH (Ear(G,w)/conj) — (Eey(G,w)/conj) dont les fibres sont toutes
isomorphes a U. Notons PWe”(G w) l'espace des fonctions ¢ : (Eu(G,w)/conj) — C
qui vérifient les conditions suivantes :

(1) soient T € Ea(G,w) et z € U; alors p(27) = 2p(7) (via la projection £y (G, w) —
(Eeu(G,w)/cony), on a identifié ¢ & une fonction sur Se”(é w));

(2) soit T — (M, 0,7) € Eu(G,w); alors la fonction X — o(75) est de Paley-Wiener

x
sur Z.AGF,

(3) le support de ¢ est contenu dans un nombre fini d’orbites pour 'action de ZA*G »
dans E.(G, w)/conyj.

Rappelons (cf. 2.12) que Pon note £(My,w) I'ensemble des L € L(M,) tels que w
soit trivial sur Z;,(F)?. Soient L, L' deux éléments de £(My,w) et soit z € G(F) tel que
zLz~! = L. De la conjugaison par x se déduit un isomorphisme Teu(ﬂ, w) ~ Tell(f/, w)
(cf. 2.12), puis un isomorphisme PW,y(L,w) ~ PWeu(L',w). Notons que, si L = L' et
z € L(F), cet isomorphisme est I'identité. En particulier, si on note W (L) le quotient
par L(F) du normalisateur de L dans G(F), ce groupe WY (L) agit sur PW,y(L). On
pose

PW(@, w) = (EBieﬁ(MW)PWeu(i, W))W
(L,w)V @,

G

= Bieritow),we P Weu

les exposants signifiant selon 1'usage que I'on prend les invariants.

Remarque. Soient L € L£(My,w), ¢ € PWa(L,w)VD et 7 € E4(L,w). Le triplet
7 est par définition essentiel dans L mais on a déja dit qu’il ne I'était pas forcément
dans G. S'il ne l'est pas, il existe w € WE(L) et z € U tels que w(T) = 27, et 2 # 1 (cf.
preuve de la proposition 2.12). Cela entraine ¢(7) = 0.

Soit ¢ € PW(G,w). Pour un espace de Levi L € L(My,w) et un élément 7 €
Een(L,w), rappelons que I'on a défini en 2.9 une w-représentation 7, de L(F). Fixons un

espace parabolique Q € P(L ) posons II, = T ndG(W,.) Cette représentation est tempérée

et sa classe d’isomorphisme ne dépend pas de Q. Posons ¢(7) = (11 ). On a ainsi une
fonction ¢ sur &z, u))Te”( w). Cette fonction appartient & PW (G, w). En effet, les
conditions (1) et (2) résultent de 6.1(1) tandis que la condition (3) résulte de 6.1(2) et
(3). La condition d’invariance par W résulte de 1’égalité IT wiry = I pour tout w € W€
Notons

res : PW(G,w) = PW (G, w)
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I’application ¥ — ¢ et
pug : C=(GF), K) = PW(G,w)
la composée pwsz = res o pWs-

Théoréme. L’application pwg se quotiente en un isomorphisme de I(G(F), K,w) sur

PW (G, w).

Preuve. L’énoncé résulte du théoreme 6.1 pouvu que res soit bijectif. Cette bijectivité
résulte aisément de la proposition 2.12. [J
Le théoreme admet un complément similaire a celui du théoreme 6.1.

6.3 Extension du théoreme de Delorme et Mezo au cas w # 1

Dans ce paragraphe, on suppose F' = R. On veut prouver

(1) application pw - a pour image PW(G,w).

Delorme et Mezo ont prouvé I'assertion pour w = 1, ou 1 désigne le caractere trivial
de G(R). Supposons d’abord qu’il existe un caractere unitaire p de G(R) tel que w =
po (1 —8),cf. 2.4. Fixons un élément vy € G(R). Comme dans la preuve de 2.5(2), on
associe & toute w-représentation 7 de G(R) une 1-représentation 7; définie par 71 (gyo) =
1(g)7 (7o) pour tout g € G(R). L’application 7 — 7 est bijective. Pour plus de précision,
on ajoute des indices w a certains objets définis en 6.1, par exemple F, et pw B’ On
définit une application 7

Fo, — F1
=

par ¢1(71) = (7). On définit une application

CX(G(R),K) — CX(G(R),K)
f = fi

par fi(97) = 1(g) " f(g7) pour tout g € G(R). I est clair que I5(7, f1) = Ia(7, f)
pour tous f, 7. Donc le diagramme suivant est commutatif :

—
Fu = Fi.

L’application horizontale du haut est bijective. On vérifie immédiatement que celle du
bas se restreint en un isomorphisme de PW(G, w) sur PW(G, 1). Alors assertion (1)
se déduit de la méme assertion pour le caractere 1.

Dans le cas général, on introduit des objets G', G/, C, p, p vérifiant la proposition 2.4.
On pose w' = w o p. Ces termes vérifient 'hypothese précédente : il existe un caractere
' de G'(R) tel que w’ = 1/ o (1 —6"). On note K’ I'unique sous-groupe compact maximal
de G'(R) contenu dans p~!(K). Pour une w-représentation # de G(R), on note 7’ la
w'-représentation 7 o p de G (R). Dualement, on en déduit une application

(2) fér/;w/ — ‘Fé,w

' =P
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par (%) = ¢'(7') (on a ajouté des indices G et G aux notations précédentes). On définit
aussi une application
C2(G(R), K') — CF(G(R), K)
f = f

= / fi(er') de
C(R)

pour tout v € G(R), olt 7/ est un relevement quelconque de v dans G'(R). La mesure
sur C(F') doit étre compatible aux mesures choisies sur G(R) et G'(R). On vérifie que le
diagramme suivant est commutatif

par

Cx(G'R), K) 3 cx(GR), K)
i’wéu’w/ \l/wé,w

'
‘Fé’,w’ — fé’,w'

L’application horizontale du haut est surjective. Puisque I'application pw -, iy vérifie (1

)
d’apres le cas déja traité, il nous suffit pour conclure de montrer que I'application (2)
se restreint en une surjection de PW(G’,w') sur PW(G,w). Que Pimage de PW(G',w')
par 'application (2) soit contenue dans PW(G, w) resulte aisément du fait suivant. Soit
Q = LUQ un espace parabolique de G, notons Q/ =TI Ug: son image réciproque dans
G'. Lespace Z.A s’injecte naturellement dans iA*, et la restriction & ce sous-espace

d’une fonction de Paley-Wiener sur Z.A*D est encore de Paley-Wiener. Pour démontrer la
surjectivité, on va construire une section s de l'application (2) et montrer que s envoie

PW(G,w) dans PW(G',w’). On a une suite exacte naturelle
0= iAL —iAs, —iAL =0

En choisissant une section de la derniére application, on identifie i A7, a un supplémentaire
de iA% dans iA%,. On fixe une fonction ¢ de Paley-Wiener sur i A7, telle que o (0) = 1.

Soit ¢ € Fg . Pour une w'-représentation 7’ de G'(R), tempérée et G'-irréductible, ou

bien il n’existe aucun € € iA% tel que 7% se factorise par p. On pose alors (s(¢))(7') =

- § -
0. Ou bien il existe un unique ¢ € A7 tel que 7?% se factorise par p. Pour ce &, on

note 7 la w-représentation de G(R) telle que ﬁé = T op et on pose alors (s(p))(7) =

©c(€)p(7). La fonction s(p) ainsi définie appartient & Feén - Cela définit une application
s Fa, = Fer e qui est clairement une section de I'application (2). On doit montrer que,

si o € PW(G,w), alors s(y) € PW(G’ w'). La condition 6.1(3) est immédiate. Soient
Q =L'U Uq' un espace parabolique et ¢’ une w’-représentation tempérée et L'-irréductible
de L'(F). Posons Q = p(Q’), L = p(L'). Supposons d’abord que, pour tout N e Z.A*

et pour toute composante G’-irréductible 7’ de IndG ,(05,), il n’existe pas de £ e ’L.AC

tel que ﬁé se factorise par p. Alors par définition (s ( (L ndg:( %)) = 0 pour tout Y

et cette fonction de X est bien de Paley-Wiener. Supposons au contraire qu’il existe

N, 7 et f comme ci-dessus tel que ﬁé se factorise par p. Fixons de tels objets. Quitte

a remplacer ¢’ par 6%, -, on peut supposer que 7’ est une composante de [ ndg;(c?' ) et

N+E
qu’elle se factorise par p. Cette condition équivaut a ce que le caractere central de la
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représentation sous-jacente 7’ se restreigne en le caracteére trivial de C'(R). Mais cette
restriction est la méme que celle du caractere central de o’. Donc ¢’ se factorise en une
w-représentation & de L(R). Cela oblige w & étre trivial sur Z;(R)?. On a encore 1’égalité

AL, =i @ iAL.

Les constructions entrainent que, pour tout \' € Z.A*L,, on a l’égalité

(s())(Ind,(55,)) = pc(E)p(IndS(55)),

ot \ et é sont les composantes de N selon la décomposition ci-dessus. La fonction de N
ci-dessus est de Paley-Wiener. Cela acheve la preuve. [J

6.4 L’application ¢,;

On note Hq.(G(F)) lespace des fonctions f : G(F) — C qui vérifient les conditions
suivantes :

(1) si F est non-archimédien, il existe un sous-groupe ouvert compact H de G(F') tel
que f soit biinvariante par H ;

(2) si I est archimédien, il existe un ensemble fini k£ de représentations irréductibles
de K tel que la représentation de K x K dans 'espace engendré par les translatés de f
a droite et a gauche par des éléments de K n’ait pour composantes irréductibles que des
éléments de kK X K;

(3) pour toute fonction b € COO(A ), la fonction produit f(bo Hg) appartient a
O (G(F)). ~

Remarquons que toute forme linéaire sur C°(G(F'), K) dont le support a une pro-
jection compacte dans flé’F s'étend & Hao(G(F)) : pour une telle forme linéaire [ et

pour f € Hao(G(F)), on pose I(f) = I(f(bo Hg)), ott b est un élément de COO(AG r)
qui vaut 1 sur un voisinage de cette projection. En particulier, les intégrales orbitales ou
les intégrales orbitales pondérées sont définies sur 'Hac(G (F)). On note I.(G(F),w) le
quotient de HGC(G( )) par le sous-espace des f € Hae(G(F)) telles que I5(y,w, f) =0
pour tout v € Gey(F).

Les caractéres de w-représentations admissibles ne s’étendent pas & 'espace Hoo (G(F))
mais nous allons voir que leurs coefficients de Fourier s’y étendent. Précisément, soit 7
une w-représentation admissible de G(F), soit f € C®(G(F),K) et soit X € AGF

Pour \ € Z.A*GF, on définit 75 comme en 2.6. La fonction A > I5(75, e <> ge des-
cend en une fonction sur iA% . Cette fonction est C*, a décroissance rapide si F' est

G, F
archimédien. Posons

Ig(7, X, f) = mes(iAy )" / Lo(7s, f)e%> a

G, F

On a
(4) la fonction X > I4(7, X, f) est a support compact et est C'™° dans le cas ot F’
est archimédien ; son support est contenu dans la projection dans Ag p de celui de f;

plus précisément, pour une fonction lisse b sur AG,F, on a l'égalité I5(7, X, f(bo ﬁG)) =
b(X)Ia(7, X, f).
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Preuve. Par K-finitude, I5(75, f) est de la forme

‘ Z < 6177}5\<f>vz >7

ou

L’espace topologique G(F) est un fibré au-dessus de Aé, 1, de fibres isomorphes & G(F')!
(le noyau de Hg). Pour tout Y € AQF, notons G(F;Y) la fibre au-dessus de Y. Les
résultats habituels de décomposition d’intégrales sur des fibrés nous disent que 'on peut
définir une intégrale

G(F;Y)

IL(F3 Y, f) = / B, )f(7) dy

qui est a support compact en Y et C'° si F' est archimédien, de sorte que

f@(frg,f)I/ I5(75,Y, f)dY.
Aé,F
Mais )

IL(75, Y, f) = e IL(7, Y, f).

Par inversion de Fourier, on en déduit I'égalité I+(7, X, f) = I.(7, X, f) et I'assertion
(4) s’ensuit. O

Il résulte de (4) que I'on peut définir I5(7, X, f) pour f € Hae(G(F)). Le théoreme
5.5 s’étend :

(5) un élément f € HqeG(F)) a une image nulle dans I.(G(F),w) si et seulement si
I&(7, X, f) = 0 pour toute w-représentation irréductible et tempérée 7 de G(F) et tout
X e AG‘,F-

Plus généralement, soit M e E(MO), soit ™ une w-représentation tempérée de lon-

gueur finie de M(F) et soit X € AM,F' Pour f € C®(G(F),K) et A € iA}F\ZF’ on définit

J¢ (75, f). La fonction A= Jg(ﬁ;\,f)e*<;\’x> se descend en une fonction sur iA;‘M’F.

Q

Cette fonction est C'°°, a décroissance rapide si F' est archimédien. Posons

J]\(;[(%,Xa f) = mGS(iATM’F)_l /A* Jg(ﬁj\a f)6—<5\,X> d\.

M,F

Comme fonction de X, ce terme n’est pas a support compact dans A,; .. Toutefois

(6) la fonction X Jg(fr,X, f) est de Schwartz; la projection dans "ZlG’,F de son
support est contenue dans celle du support de f; plus précisément, pour une fonction

lisse b sur Ag p, on a Végalité J& (7, X, f(boHg)) = b(Xq)JE (7, X, f), ot X est Pimage
naturelle de X dans ./I@’ P
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Preuve. La fonction est de Schwartz car c’est la transformée de Fourier d'une fonction
de Schwartz. La preuve de la deuxieme assertion est la méme que celle de (4), la fonction
B(\,7) ayant maintenant la forme

B\, v) = | S < b, MG (m)TI5 ()0 >,

ou IT5 = [ndg(fr;), cf. 2.7 pour les notations. [J
II résulte de (6) que 'on peut définir J¢ (7, X, f) pour f € Hao(G(F)).

Proposition.  Soit M € L(My,w). Pour tout f € Ha(G(F)), il existe ¢(f) €
Hae(M(F)) telle que, pour toute w-représentation tempérée et de longueur finie 7 de
M(F) et pour tout X € Ay ., on ait I'égalité

Ty (7, X, 051 (f) = JG(7. X, f).
L’image de ¢ (f) dans I,.(M(F),w) est uniquement déterminée.

Preuve. Soient f € C®(G(F),K) et b € CEO(AMF) Pour une w-représentation
tempérée et de longueur finie 7 de M (F), posons

Prp(T) = / ISR X, f)B(X) dX.

AM,F

Ceci est convergent d’apres (6). Par transformation de Fourier, on a 1'égalité

rp(T) = mes(i.Aj\z’F)lf JG (75, £)DN) d,
At r
ol
b(\) = / O W(X)eMdX.
'AM,F
On va montrer )

(7) la fonction ¢y, appartient a l'espace PW(M,w).

D’apres 2.7(1), la fonction s’identifie bien a une fonction sur le groupe de Grothen-
dieck KM de 6.1. D’apres 2.7(2), elle annule les représentations irréductibles et non
M-irréductibles. Les conditions (2) et (3) de 6.1 sont évidentes puisque f est K-finie. Il
faut vérifier 6.1(1). D’apres la bijectivité de I'application res de 6.2, il suffit de vérifier
assertion suivante : o . i

(8) soit Q = LUg € FM(My) et soit 7 € Euy(L,w) ; alors la fonction i — ¢f7b(lndg(ﬁ
sur Z.[l’i » est de Paley-Wiener.

Posons simplement 7 = 7.. Remarquons que, pour A€ Z./Zl;;[ > onal’égalité (Ind g(
I nd]g (7715)- On utilise la formule de descente du lemme 5.4(iv) (ot les roles de M et L

sont échangés). C'est-a-dire

TG ((Ind (7,5 Z dS (M, M')J (H;,f,s/).
M’GL
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On peut fixer M’ € L(L) tel que dg(]\;[, M’) # 0 et prouver que la fonction 1) sur zflz »
définie par

V() = mes(iAiy )7 [ T G £

M,F

est de Paley-Wiener. Grace a (6), on peut exprimer Jé\zl(ﬁﬁ#\,fﬁ) par inversion de
Fourier :
( Tt fer) = / JMl(ﬁ', Y, f]s,)6<ﬂ+>‘vY> dy.

'ALF

b(fi) = mes(iAy o / / Y, f5)eFAYZH(A) dY dA.
M F
Cette expression est absolument convergente. En intégrant d’abord en A, on obtient par
inversion de Fourier

AZ,F

v = [ e ay,
ol en notant Y,; la projection naturelle de Y dans "Zl]VL o
V() = I E Y ),

Ainsi, ¢ apparait comme la transformée de Fourier de la fonction ¥ sur A .- 1l s’agit de
prouver que W est lisse et a support compact. Elle est lisse car c’est le produit de deux
fonctions lisses. L’hypothese sur M’ implique que

M M _
A7 NA7 =0
donc que la somme directe des projections
Air = A rp ® Ay p

est injective. La réplique pour les espaces affines est que le produit des projections

AE,F — AM,F X AM’,F

est injectif. Il est clair que c¢’est une immersion fermée. La projection dans ./IM, » du
support de la fonction Y JM' (7,Y, fp) est compacte d’apres (6). La projection dans

AM » du support de la fonctlon Y + b(Y};) est compacte puisque b est & support
Compact Donc W est a support compact. Cela démontre (8) et acheve la preuve de (7).

D’apres le théoreme 6.1, on peut choisir une fonction ¢ (f,b) € C=(M(F), KM) (o
KM = K N M(F)) de sorte que 1;(7, ¢7(f, b)) = @zs(T) pour toute w-représentation
tempérée et de longueur finie 7 de M (F'). On peut préciser le comportement de ¢ (f,b)
par translations a droite ou a gauche par K. Traitons le cas non-archimédien (le cas
archimédien n’en differe que par les notations). Fixons un sous-groupe ouvert compact
H de G(F) tel que f soit biinvariante par H. Il existe un tel sous-groupe H' de M(F),
ne dépendant que de H, tel que Jg(fr, f) =0si 7 n’a pas d’invariant non nul par H'. A
fortiori, dans ce cas, ¢7,(7) = 0 pour tout b. D’apres le complément au théoreme 6.1, on
peut fixer un sous-groupe ouvert compact H* de M(F), ne dépendant que de H’, donc
ne dépendant que de H, et supposer que ¢ (f,b) est biinvariante par H.
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Remarquons que la fonction A — ©(75) sur z./i’;w » est par construction la transformeée

de Fourier de la fonction X — J (7, X, f)b(X) sur A a1, Par transformation de Fourier,
égalité I (7, ¢ (f,0)) = ¢su(T) est donc équivalente a

9 Ip(® X, o5(f,0) = T (7, X, /)d(X)

pour tout 7 et tout X € AM,F'

Fixons une suite (U, )nen de sous-ensembles ouverts relativement compacts de AM, P
de sorte que U, C U, (o1 U, est la cloture de U,,) et que AJ\;LF = UpenU,. En posant
U =U, —U,_,pourn >2et U] = U, on a aussi AM,F = U,>1U,,. On peut choisir une
partition de I'unité (b,),>1 relative a ce dernier recouvrement, formée de fonctions lisses
(et forcément a supports compacts). On choisit une suite (¢,),>1 de fonctions lisses a
supports compacts sur A ar.r de sorte que ¢, vaille 1 sur U, et, pour n > 3, le support de
¢y, soit contenu dans U,; — U,_3. On choisit enfin une suite (dp)n>1 de fonctions lisses
a supports compacts sur A@ r de sorte que d,, vaille 1 sur un voisinage de la projection

de U] dans "ZlG’,F' Soit f € Hae(G(F)). Pour tout n > 1, la fonction f(d, o Hg) est &
support compact, on dispose donc de ¢ (f(d, o ﬁé), b,). Posons

6i1(f) =D _(cno Hy)oy(f(dn o Hg), br).

n>1

Cette série est convergente : elle est localement finie d’apres les propriétés de la suite
(¢n)n>1. Pour la méme raison, si b € CSO(/IM’F), la fonction ¢ (f)(bo Hy;) est & support
compact. Enfin, ¢ (f) vérifie les propriétés (1) ou (2). Par exemple, dans le cas non-
archimédien, fixons un sous-groupe ouvert compact H de G(F') tel que f soit biinvariante
par H. Chaque fonction f (dnoﬁ &) vérifie la méme propriété. Comme on 'a dit ci-dessus,
on peut supposer ¢, (f(d, oﬁé), b,) biinvariante par HM ot HM est indépendant de n.
Alors ¢ (f) est aussi biinvariante par H". Cela prouve que ¢ ;(f) appartient & Hac~(l\;[ ).

Soit 7 une w-représentation tempérée et de longueur finie de M (F') et soit X € At p
En utilisant (4), on a

Lig(7, X, 05(f)) = Y ealX) L (7, X, 6 (f (d © He), ba)).
D’ot, d’apres (9),

Lig (7%, X, 657(f) = D ealX)ba(X) TG (7, X, f(dn 0 H)).

n>1

D’apres les choix de nos fonctions, on a les égalités

Donc i
Ly (%, X, 65 () =D ba(X)JG(F, X, f) = JE(7, X, f),

n>1

puisque (by,),>1 est une partition de I'unité. C’est la propriété requise, ce qui démontre
la premiere partie de la proposition. Que l'image de ¢;(f) dans I,.(M(F),w) soit uni-
quement déterminée résulte de (5). O
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Remarquons que, pour f € Hac(é’( )) et pour une fonction lisse b sur flé, =

(10) les images dans I,.(M(F),w) de ¢y (f(bo Hg)) et (bo Hg)dy(f) coincident.

Cela résulte de (4) et (6).

Pour f € Hq(G(F)), on note encore ¢ (f) 'image dans I.(M(F),w) de la fonc-
tion ainsi notée dans 1’énoncé. Alors ¢; devient une application linéaire bien définie de
Hoo(G(F)) dans Lo (V(F),w).

Soit P = MUp € F(My). On dispose de l'application f — fp de C®(G(F), K)
dans C>°(M(F), K™). On sait que image de f5 dans I(M(F), K,w) ne dépend que
de M et pas de P. On note cette image fj;. Ceci s’étend a l'espace HQC(G( )) : pour
[ € HGC(G( ), on définit f; € Ie(M(F),w). Soient maintenant M € L(Mpy,w) et
L € L(M). Pour f € HoolG(F)), on a Dégalité dans I.(M(F),w) :

(1) @E(Ma= Y. dS(L, L)% (f5).

Erec(i)

La preuve est formelle a partir de la formule de descente du lemme 5.4(iv).

6.5 Intégrales orbitales pondérées équivariantes

Appelons forme linéaire w-équivariante sur C°(G(F), K), resp. Hqe(G(F)), une forme
linéaire qui se factorise en une forme linéaire sur I(G(F), K,w), resp. IL.(G(F),w).
Dans le cas olt F' est non-archimédien, une forme linéaire | disons sur C°(G(F)) est
w-équivariante si et seulement si elle vérifie la relation [(9f) = w(g)~*(f) pour toute
f € C®(G(F)) et tout g € G(F) (cf. 5.5 remarque (2)). On identifiera souvent une
forme linéaire w-équivariante & une forme linéaire sur I(G(F), K, w), resp. L.(G(F),w).

Proposition. Soient M € £~(Z\;[0) et ¥ € M(F) N Ghey(F). 11 existe une unique forme
linéaire w-équivariante f — 1% (y,w, f) sur Hao(G(F)) qui vérifie I'égalité

IG(hw, ) =JT50he. )= Y IE(w,ep(f)

LeL(M),L#G

pour tout f € Ha(G(F)).

Pour donner un sens a cet énoncé, on doit raisonner par récurrence sur le rang semi-
simple 7gs5(G) de G. Si ce rang est nul, ou plus généralement si M = G, I’énoncé est
tautologique : on a simplement

I§(v,w, f) = J§(v,w, f).

Si rgss(G) > 0, on suppose par récurrence que les formes linéaires [ ]@ (7, w, .) sont définies
pour L # G (auquel cas rgy(L) < 1g.(G)) et qu'elles sont w-équivariantes. D’apreés la
derniere assertion de la proposition précédente, le terme [ ]‘LZ(% w, @i (f)) est bien défini.
Il en est donc de méme du membre de droite de I'égalité de I'énoncé. Cette égalité
définit la forme linéaire f — Ig(fy,w, f). L’assertion de la proposition est que celle-
ci est w-équivariante. Dans le cas ot F' est non-archimédien, on montre que 'égalité
I8 (y,w9 f) = w(g) "¢ (v, w, f) est vérifiée pour tout g € G(F) : la démonstration,
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essentiellement formelle, est la méme que dans le cas non tordu. On se contente de ren-
voyer a [A2] proposition 4.1 pour ce cas. Cela suffit pour conclure. Si F' est archimédien,
cette relation n’a plus de sens si on se limite aux fonctions K-finies. On peut 'adapter a
de telles fonctions, mais elle ne suffit de toute facon pas a conclure. Pour I'instant, nous
laissons la preuve inachevée (on la completera en 7.1).

On conserve pour ce paragraphe et jusqu’a la fin de 7.1 ’hypothese de
récurrence ci-dessus, a savoir que la proposition est vérifiée si ’on remplace
G par G’ avec 1¢.,(G") < 19.(Q). )

Comme on I'a dit, cela suffit & définir la forme linéaire f +— I (y,w, f) sur Hoo(G(F)).

Il est clair que I (v,w, f) = 0 si w n’est pas trivial sur Zg(7, F).

On aura besoin des proprié¢tés suivantes. On ne démontrera pas les deux premieres,
leurs preuves étant essentiellement formelles. Soient M, M’ € L(M,) et g € G(F). Sup-
posons M’ = gMg~L. Alors

(1) pour tout v € M(F) N Greg(F) et tout f € Hae(G(F)), on a Iégalité

18, (97974 f) = w(@) IS (v, w, f).

Soient M € L(My) et L € L(M). Soit v € M(F)N Greg(F). Pour f € Hoe(G(F)), on
a I'égalité
@) IS(nw )= Y dG(LINIE (W, fr).

Lrec(nr)

Soient M € L(My), v € M(F) N Gyey(F) et b une fonction lisse sur -"Ié,F- On a
Iégalité ~ ~
(3)  L(nw fbo He)) = bHa(1)) (7. f).

Preuve. La propriété analogue pour les intégrales pondérées Jg(v,w, .) résulte des

deﬁmtlons D’autre part, pour L € L(M), on peut supposer ¢;(f(bo Hg)) = (bo

Hg)pi(f), cf. 6.4(10). Pour L # G, on peut supposer par récurrence que (3) est vrai
quand on remplace (G, M) par (L, M). Alors, quand on remplace f par f(bo Hg), le
membre de droite de I'égalité de I'énoncé est multiplié par b(Hs(7)). Donc le membre de
gauche aussi. [

Soient M € L(My) et T un tore tordu maximal de M. Alors

(4) il existe un entier N > 0 et, pour f € Ha(G(F)) et v € T(F), il existe ¢ > 0 et
un voisinage Q de v, dans T'(F) tel que 'on ait la majoration

1S (v, w0, £)] < e(1 + |log(DE (1))N

pour tout v € QN Gyey(F);
(5) pour tout f € Hae(G(F)), la fonction y — 17, w, f) est lisse sur T(F)NGeg(F).
_ Preuve. En raisonnant par récurrence, il suffit de démontrer les mémes propriétés pour
Jz\%(% w, f). Au voisinage d’un point 7y, cette fonction coincide avec Jz\%(% w, f(boﬁé)),

ounb € CSO(AG,F) vaut 1 sur un voisinage de Hz(7o). Cela nous rameéne au cas oit
f € C=(G(F), K), lequel cas est traité par 5.4(2) et (3). O
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6.6 Le théoréme

~ Soient f1, fo € C=(G(F),K). Pour M € L(M,), S € T,y(M,w) et pour v € S(F) N
Greg(F), on pose

[C(rw i f) = > dS(Ly L)% (vow, fp )2 (,w, for,)-

L1,LocL(M)

Remarque. Pour i = 1,2, I'élément f; ; appartient a I(Li(F), K" w). Si L; C G, le
terme []@ (7, w, z‘,E) est bien défini d’apres la proposition 6.5. Si L; = G, on ne sait pas
encore que f +— []\%(fy,w, f) se factorise par I(G(F), K,w). Par convention, on suppose

dans ce cas que fgz = f et Ig(%w, fe) = IAG;I(%W, f)-
On pose

1§ sl fi ) = WM mes(Ag(PNS(F) [ 1§ (. oo f)
S(F)/(1=0)(S(F))
Montrons que
(1) cette intégrale est absolument convergente.
Preuve. D’apres 6.5(4) et (5) et 4.2(2), la fonction a intégrer est localement intégrable.
Il suffit de prouver qu’elle est a support compact. Puisque S est elliptique dans M, il
suffit de prouver que la projection de ce support sur A - Dest. On peut encore fixer Ly, Lo

tels que d]\G;[(Ll, Ly) # 0 et remplacer la fonction par

15 (v, 0, fLi )2 (v,w, fo,).

Puisque f) ; est a support compact, la relation 6.5(3) entraine que le support de la
premiere fonction ci-dessus a une projection compacte dans ALI- De méme, le support

de la seconde fonction a une projection compacte dans -"IEQ- La non-nullité de d%(il, I~/2)
entraine que le produit des projections

AM — -’Zlil X ./ZliQ

est injective. Donc le support du produit des deux fonctions a bien les propriétés requises.
OJ
Posons

Mgeom< fl’fQ) Z []\C:j[,g(w7f17f2)7

SGTEH(M,UJ)
puis .
geom(w f17f2) Z |WM||WG‘71<_1)a1\7[7aé[]\qj[7gé0m<w7f17f2)'

MEL(MO)

D’autre part, posons

Idzsc(w flva) Gspec(w flan)
cf. 3.25.
Théoréme. Pour tous fi, f, € C°(G(F), K), on a I'égalité

geom(w f17f2) [gsc(wvflufé)'
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Preuve. Cette preuve est formelle. Compte tenu de I'importance du théoreme, nous
la traitons en détail. On a besoin de quelques constructions, formelles comme on vient
de le dire. Pour deux espaces vectoriels complexes V' et V', notons V X V' leur produit
tensoriel ”sesquilinéaire”, précisément le produit tensoriel V ® V’, ot V est le conjugué
complexe de V. Posons simplement

C(G(F)) = C2(G(F), K) K CZ(G(F), K),

—ac

H, (G(F)) = Hool G(F)) B o G(F))

Lo(G(F),w) = Le(G(F),w) B Lo(G(F),w)
Pour L € £L(M,), L # G, on définit une application
QI] : ﬂac(é(F)) — lac(f’(F)7w)
par la formule

2 ¢ (ARf)= D d

Li,L1eL(l)

thx

(L1, Lo)oE (£, 5,) B 65 (f5,).

Le membre de droite dépend d’un choix de parametre auxiliaire définissant I'application
(L1, Ly) — (Q1,Q:). Pour que la définition soit correcte, on doit montrer qu’elle est
indépendante de ce choix. Fixons des w-représentations L-irréductibles et tempérées m; et
7y de L(F) et des éléments X1, X, € ALF Considérons la forme linéaire sur I,(L(F),w)
définie par
(01, 2) = L (71, X1, 1) 11 (72, X2, 02).

D’apres 6.4(5), il suffit de prouver que cette forme linéaire prend sur le membre de
droite de (2) une valeur qui ne dépend pas du choix du parametre auxiliaire. D’apres les

définitions des applications qbﬁ pour ¢ = 1,2, cette valeur est

Z dg(LlaLQ)Jél(ﬁ'thafl,él)J£2(%27X2>f2,Q2)-
I~11,i16£(l~,)
On peut remplacer f; et fo par leurs produits avec bo H a,oube C’fo(fl@ ) vaut 1 sur

les images de X7 et X, dans flé - On peut donc supposer f; et f, a support compacts.
L’expression ci-dessus est alors déduite par transformation de Fourier de la fonction

(5\175\2) — Z d%(il7l~/2)<]£l(ﬁ-1,5\17f17é1)‘]£2(ﬁ275\27f2,(22)

Li,Lh EL(f,)

sur iA*E P X iA*E - 1l suffit de prouver que cette fonction ne dépend pas du choix du
parametre auxiliaire. Quitte a tordre 7, et 75, on est ramené a montrer que I’expression

(3) o 9L, L) T (R f )T (e, £ ,)
I~11,i16£(l~,)

est indépendante de ce choix. Fixons }? € P(L). Pour i = 1,2, introduisons la (G, L)-
famille a valeurs opérateurs (M(m;; A, Q))gep(i)- Posons

M(m K g A, @) = M(ﬂ'l;/\,é) X M (mo; A, @)
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De la (G, L)-famille (M (mKmy; A, Q))er(i) se déduit un opérateur M%(m X79) comme
en 2.7. On pose

TG (71 R 7y, f1 B fo) = trace(ME (m Bmy) (IndS(f1) R IndS(f2))).

Le lemme 5.4(ii) se généralise a cette situation : JE (7 X 7y, fi B fy) est égal a (3).
Puisque Jg(frl X 7, f1 X f2) ne dépend d’aucun choix, il en est de méme de (3), ce que
I’on voulait démontrer.

Remarquons que pour f € Hq(G(F)), Vimage par Hz du support Supp(f) de f
est fermée : localement, c’est I'image de Supp(f(bo H- &)) pour une fonction b a sup-
port compact convenable et ce dernier support est compact. On note H,, (G(F)), resp.
H, (G(F))g, le sous-espace de H,.(G(F)) engendré par les fonctions f; @ fs telles que

He(Supp(f1)) N He(Supp(f2))

soit compact, resp. vide. On a 1’égalité

(4)  H,(G(F))' = C(G(F)) + H,o(G(F))o.

-ac

En effet, soient f1, fo € HaoelG(F)) tels que He(Supp(f1)) 0 He(Supp(fa)) soit compact.
Choisissons une fonction v’ € C°(Ag) valant 1 sur un voisinage de ce compact. Posons
' =1—-"Vet,pouri=12 fl = fi(Vo H; a), fI'= fi(b" o Hg). On a 'égalité

[l = (iR fy) + (iR f3) + (ff W fo) + (B f).

Le premier terme appartient & C(G(F)), les trois autres & H, (G(F))o. Dot (4).
Notons I, (G(F),w)! I'image de H,.(G(F))" dans I, (G(F) w). Montrons que
(5) I'application ¢ envoie H, (G(F)) dans lac(i(F),w)l.
Preuve. D’apres (4), il suffit de montrer que ¢; (f1X f2) € I,.(L(F),w)" dans les deux
cas sulvants
(6) fiECfo((?(F),K) pour i =1,2; 3
(7) fi € Hae(G(F)) pour i = 1,2 et Hg(Supp(f1)) 0 Hg(Supp(f2))

Soit (L, Ly) intervenant dans la formule (2). On pose ¢1 = ¢ ( 5,) et w2 =

¢%2(f2@2). Dans le cas (6), les fonctions fl,él et fy 5, sont a supports compacts. D’apres

(el hr

6.4(10), on peut supposer que ﬁii(Supp(goi)) est compact pour ¢ = 1,2. Il en résulte
que ﬁi(Supp(gol)) N ﬁi(Supp(@)) a une projection compacte dans AL,- pour i = 1,2.
Comme dans la preuve de (1), la non-nullité de df(ﬂl,ig) entraine que l’ensemble

(Supp(@l))ﬂHL(Supp(gog)) lui-méme est compact. Donc 1 Xy, € H, (L(F))!. Dans
le cas (7), puisque Hg(Supp(f;)) est fermé pour ¢ = 1,2, on peut fixer des fonctions b; sur
AGF, lisses, & supports disjoints, telles que b; vaille 1 sur Hx (Supp(fl)). D’apres 6.4(10),
on peut remplacer o; par ¢;(b; o Hg). Mais alors Hg(Supp(1))N Hg(Supp(pa)) est vide,
a fortiori H; (Supp(¢1)) N H; (Supp(ps)) Vest et oy K @, appartient a H,.(L(F))'. Cela
prouve (5). o .

On a défini ¢; pour L # G. On note simplement ¢, 'identité de H,.(G(F)).

Les distributions (f, f2) +— chiom(w, f1, f2), (f1, f2) — Igiom(w, f1, f2) et celles qui
les constituent peuvent étre considérées comme des formes linéaires sur C(G(F')). En
fait elles se prolongent & l'espace H' : pour une telle distribution D et pour f e H.
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on écrit f = f + f avec f € C(G(F)) et I, € H, (G(F))y et on pose D(f) =

D(f,). Pour que cette définition soit loisible, il fant ev1demment montrer que D(f) =0
si f el @ F(F)) N H,.(G(F)). Les distributions en question s’expriment & I'aide des
distributions basiques f Jg(fy,w,i) ou f I]\%(fy,w,i), il suffit donc de traiter
celles-ci. Chacune d’elles s’étend naturellement a H,.(G(F)) tout entier, il suffit donc
de montrer que ces distributions étendues annulent H,.(G(F'))o. Soient donc fi et fo
vérifiant (7). On choisit des fonctions b; comme dans la preuve de (5). Il résulte des

définitions et de 6.5(3) que, pour chacune de nos deux distributions D ci-dessus, on a les
égalités

D(fi® fo) = D(fi(by o Hg) & fo(by 0 Hg)) = bi(Hg(7))ba(Ha(7)D(f1 B f>) = 0

ce qu’on voulait démontrer.
Si on admet la proposition 6.5, le prolongement & H,.(G(F))! de la distribution
(f1, f2) = IS, (w, f1, f2) se quotiente en une forme linéaire sur I, (G(F),w)" parce les

géom

distributions f +— I'2 ¢ (fy,w f) qui le constituent se quotientent ainsi.

La distribution ( fi, fo) = I gsc(w f1, f2) peut elle-aussi étre vue comme une forme

linéaire sur C(G(F)). Montrons qu’elle se prolonge & H,.(G(F))! par le méme procédé
que ci-dessus et que ce prolongement se quotiente en une forme linéaire sur I'espace
I..(G(F),w)!. La distribution en question est combinaison linéaire de distributions

(f1, f2) '—>/ 7T>\,f1 a(75, f2) dA

ou 7 est une w-représentation tempérée de G(F'). On transforme celles-ci par inversion
de Fourier en

(o f) = mes(idg ) [ Tol X167 X, £2) dX

L.F
On montre grace a 6.4(4) qu'une distribution

®) (S fo) = Ig(7 X, )I(7, X, f2)

annule C(G(F)) N H,.(G(F))o. Comme pour les distributions ” géométriques”, cela per-
met de prolonger la distribution (fi, fa) — Igsc(w, fi, f2) & H,.(G(F))'. Ce prolonge-
ment se quotiente en une forme linéaire sur I,.(G(F),w)" parce les distributions (8) qui
le constituent se quotientent ainsi.

Remarquons que, si I'énoncé du théoreme est vrai, il s’étend en 1'égalité

IQGGOW(w’i) - Idéisc(w7i)

pour tout f € H,.(G(F))! (ou f € I,(G(F),w)" si on admet la proposition 6.5) puisque
chaque terme est par définition le méme terme évalué sur /f, ou, comme plus haut f est
un élément de C(G(F)) tel que f € [, + H,.(G(F))o.

Venons-en & la preuve du théoreme. Elle se fait par récurrence sur rgss(G). On suppose
vérifiés le théoréme et la proposition 6.5 pour les espaces G’ tels que rg.(G") < 1rg.s(G).
Soient f; € C®°(G(F), K) pour i = 1,2, posons f = fi¥ fy. Soit L € £(M,). Montrons
que

9) G w fif2) = 1w, 65 ().
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C’est tautologique si L=aG. Supposons L #* G. Les deux cotés sont des combinaisons
linéaires indexées par 7 € (Egisc(L,w)/conj)/iA} , de produits des mémes coefficients

et de certaines distributions. La distribution qui mtervient dans le membre de gauche
est

(10) /A I (100, 1, f2) A

ir
Relevons 7 en un élément 7 € £(L,w). Pour X € AE,F, notons ¢ — Ij(m-, X, p) le
prolongement a H,.(G)! de la distribution
(1, p2) = I (7r, X, 1) I (7r, X, p2).
Alors la distribution intervenant dans le membre de droite de (9) est
(11) mes(i.AEF)[ Ii(mr, X, 0:(f)) dX.
L.F

Il faut montrer que les expressions (10) et (11) sont égales. Par transformation de Fourier,
le lemme 5.4(ii) entraine que (10) est égal a

mes(iA; ) S dfg(il,@)/ B G, X, fy 5 )T (Fr, X, fog) dX

L1,LocL(L) ALr

D’apres les définitions des applications qbﬁ pour ¢ = 1,2, c’est aussi

mes(id; ) Y. d¥(Ly, L) / Ip(7er, X, 05 (f, 5 )i (Fr, X, 02 (f.5,)) dX.

Li,LoeL(D) ALr

L’égalité de cette expression avec (11) résulte alors de la définition de ¢;. Cela prouve

(9).
Pour L # G, on peut par 'hypothese de récurrence utiliser le théoreme prolongé
comme indiqué ci-dessus : on a

Idzsc(w ¢ (f)) = Iglléom(wv_i(f))'

Alors (9) implique

spec(w f17f2) dlsc(w f17f2) geom(w f17f2) X,

ou
X= 3 WHIWO (1) e, (6 ()

LeL(Mo) B
(rappelons que, par convention, ¢ l'identité de H (G(F))). En utilisant le théoréme
5.1, la relation cherchée

geom(w f17f2) dzsc(w f17f2)
équivaut a ’égalité

(12) geom(w flafZ)
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Par définition

X= Y WHWO T (=) Y WM =) T L (w, 65(f)
LeL(Mo) MeLL(No)
= O -1yt Xy,
MeL(Mo)

ou

X = Z ¥1.géom (> 07 (£)-

Lec(M

En se rappelant la définition de J geom(w f1, f2), il suffit pour démontrer (12) de fixer
M € L(My) et de prouver I'égalité

8) IS (@ fife) = X

Les deux membres de cette égalité sont des sommes sur S e Tell(M ,w) de coefficients
(qui sont les mémes pour les deux membres) et d’intégrales sur S(F)/(1 — 6)(S(F)) de
certaines fonctions. Il suffit de fixer S et de prouver que les fonctions sont les mémes.
Fixons donc S et un point v € S(F) N Gyey(F). La valeur en +y de la fonction relative au
membre de gauche de (13) est

ST dS (M M) T (w0, f )T (v w, £y 5),
My, MaeL(M)

cela d’apres le lemme 5.4(i). On peut exprimer les intégrales orbitales pondérées a 'aide
d’intégrales équivariantes grace a la proposition 6.5. On obtient

SO dG0nn) Y Y IR (e ¢ ()T (w0 (1, 1),

My, NM2€L(M) LieLMy(N) Loe M2 (N

en posant la convention que gbg est identité de C>°(G(F), K). Si Ly et Ly sont tous
deux différents de G, la distribution

(9017 902) — []\LZI (77 w, ()01)[]?42 (77 w, ()02)

peut étre considérée comme une forme linéaire sur I,o(Ly(F),w)X Ie(Lo(F),w). Notons-

L1,L2 (7,w, ). Dans le cas ot I'un des L; est égal & G (ou les deux), on utilise

lap— 17
la méme notation en remplacant la composante I,.(L;(F),w) de 'espace de départ par

Hae(G(F)). Alors Pexpression précédente s’écrit

(14) Z [E,L2<77w7£<z’17£2>>7
L1,LeeL(M)
ou o o ) )
E(Ll, Ly) = Z d%(Ml, MQ)QZ)%I(JCL}SI) X ¢%422(f27152)-

MieLl(Ly1),Ma€eL(L2)
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La valeur de la fonction intervenant dans le membre de droite de (13) est
Y Li(nw, 6 ().
LeL(M)
D’apres les définitions, cela s’écrit encore
Z Z df\IZ(EMI/Z)I]\L;IhLQ(’%wv (?L(f))l:l,l:g)a
LeL(M) Ly,LaclI (M)
ol on a noté p P51 , lapplication linéaire de H, JL(F)) dans (L (F),w)

[ac(iQ(F) w) qui envoie gpl &gpz sur ¢, 1 Mo, ;,. Ici encore, on doit modifier la définition

si 1'un des L; est égal & G : on remplace I.(L;(F),w) par Hae(G(F)) et ¢, ;. par ¢
L’expression ci-dessus s’écrit encore

(15) S pReLw (Ll L)),
Ll,iQEE(M)
oll o -
El(Ll, LQ) == Z dLM(L17 LQ)(Qi(i))le Lg

LeL(M);L1,LocL

On doit prouver que les expressions (14) et (15) sont égales. I suffit de fixer Ly et Ly et
de prouver l'égalité o o
(16) E(Ll’ Lg) = £/<L17 L2)

Fixons donc I~/1 et I~/2. On voit d’abord que les deux membres sont nuls si la condition
Ly Ly _
(17) AM N ‘AM = {0}

n’est pas vérifiée. En effet, dans ce cas, il n’y a pas de couples (Ml, MQ) intervenant
dans la définition de f(il, L) pour lesquels on ait d]\GZ(Z\;[l, M,) # 0 et il n’y a pas de L
intervenant dans la définition de ¢’ (Ly, L) pour lequel d%[(f/l, L) # 0. On suppose donc
que (17) est vérifiée. Il y a alors un unique L intervenant dans la définition de ¢'(Ly, L)

pour lequel d%[(fq, Ly) # 0 : celui pour lequel
A; = Ail N Aigv

cf. 5.3. Dans la suite L désigne cet ensemble de Levi.
Supposons L; = L, = G. L’égalité (17) entraine M = G et on vérifie que les deux
membres de (16) sont simplement égaux a fi X f,. Supposons par exemple L = G et
Ly # G. Légalité (17) entraine Ly, = M. On a aussi L = G. D’otr © (G, M) = fi K fost-

Seul le couple (M, My) = (G, M) contribue & la définition de f(G, M), d’ott f(é, M) =
S1 X Cb%(fQ,PQ) = fi W f, j7, d'ott (16) dans ce cas.

On suppose maintenant L; et Ly tous deux différents de G. Les deux termes de (16)
appartiennent & I.(Ly(F),w) ¥ I.(Ly(F),w). Pour prouver (16), on peut fixer pour
1 = 1,2 une w-représentation tempérée m; de EZ(F) et un élément X; € ./IL et prouver
que la forme linéaire

(18) 01 X g = Ij (1, X1, 1)1}, (T2, Xo, @2)

145



prend la méme valeur sur les deux membres. Sa valeur sur f(il, [~/2) est

3 digy (M, M) I, (7, X, 037 (fy Dz, (72 Xo, 67 (F, 5,)):
NheL(ln),Mael(Ly)

En utilisant les définitions des applications (bgi, on obtient

Z dG(M1,Mz)J (7T1,X1>f )Jgi(ﬁZvX%fzﬁz)'
Ny eL(In),Mael(Lz)

C’est la valeur en (—Xi, Xy) (le signe — provenant de la conjugaison complexe figurant
dans la formule ci-dessus) de la transformée de Fourier de la fonction sur iA*El X iAEQ »

qui, & (A1, Ag), associe

Z d$ (MlaMZ)J (771A1>f1P)JM (Wzka’fz,fﬁz)'
NyeL(L1),MaeL(L2)

Fixons des espaces paraboliques ~C~2i € 73(/3@) pour ¢ = 1,2 contenus dans des espaces
paraboliques d’espaces de Levi L et introduisons les représentations induites II, 5 =
I ndg (7;.5,) dans 'espace V; = V__ 5 . On dispose des (G, L;)-familles & valeurs opérateurs

(M5 A, Q))er( i) On vérifie que 'expression précédente n’est autre que

(19)  trace(N (A, A) (0 5, (f1) R, 5, (f2),
ou N (A1, \a) est Popérateur de Vi XV, défini par

NOwd) = S dS (M, M) ME () BME (1),

MyeL(Ly),MaeL(Lo)

Pour calculer la valeur sur ¢’ (Ly, L) de la forme linéaire (18), on doit d’abord calculer
I; (73, Xi, 5 1,) pour p; € Heae(L(F)). On introduit une fonction b € C’SO(ALF) telle que
b(H;(X;)) = 1. On a alors

I (7o, Xis0,1,) = It (7o, X, 1, (bo Hy)) = I (70, Xy, (@i(bo Hp))y).

Maintenant, ¢;(b o ﬁi) est a support compact, d’ou

TR Xo oo Fi)p,) = mestidy )7 [ 1 (s (albo )y e an.

L;,F

En introduisant la représentation 7% =T ndém i(fri S\i)7 I’expression ci-dessus devient

Zvi

mes(lAM F)_l/ * Ii(frf;\i,cpi(boI{Ii))e_<5""x"> dA;.

L;F

On peut aussi I'écrire

mesid, )t [ [ L5 Yoo Hy)avie e ay,
i *ﬂlF ALk ,
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puis, par inversion de Fourier,

mes(zAM ) 1mes(2ALF)/ IL(ﬁL XzL,cpZ(boH ))e —<AX> gy
Ay LAy

ou X, j est la projection de X; dans Ai,F' Maintenant, on peut faire disparaitre la

fonction (bo H 7) et on obtient simplement

mes(iAy )" mes(z.ALF)/ [L(frf~ Xl-7i,<pi)e’<’~\“xi> d\;.
AL m AL e

En appliquant ce calcul et les définitions, on obtient que la valeur sur ¢’ (I~/1, I~/2) de la
forme linéaire (18) est

(20)  mes(iAy, ) 'mes(iAy, )T mes(z.AzF) / /
1 =2 A% /Z.At T /Z.A*

[Z(ﬁj~ &ﬁjt XLZ oL ? (i)) <)\1,X1>7<5\2,X2> d)\l d)\Q,

N 3 5 ~ 1 ~ 5 5 s .
olt on a noté ¢ IL(WLS\1 M7y s, Xiis X, 1, ) la forme linéaire

o1 Mg = I} ( X1 La‘Pl)[ (7 QL,;27X2,E7<P2)

sur H,.(L(F)). Mais on a calculé la composée de ¢; avec cette forme linéaire dans la

preuve suivant la relation (2). Le résultat est le suivant. On déduit des (G, L;)-familles
(M(Tix; A Q))gepi,) (01 A; € Z'A*LF) des (G, L)-familles et on introduit leur produit
sesquilinéaire

My, B A, Q) = M(mn: A, Q) KM (a5 A, Q)
pour Q € P(L). On pose
NN, A,) = Mg(ﬁ,xl X 79,33 0).

Alors Ii(frf;\l X 7?55\2, X5 X1, 0;(f)) est la valeur en (=X, X) de la transformée de
Fourier de la fonction

(fu1, fiz) = trace(N" (s + pua, Ao + p2) (I 5,1, (F1) BTD 5,47, (f2))
sur Z/I*L X Z/I*L - En insérant cette valeur dans I'expression (20), on voit que la valeur

de la forme linéaire (18) sur ¢’ (L1, Ly) est la valeur en (—X1, X,) de la transformée de
Fourier de la fonction sur sur z/i*Ll P X ZAZQ p qui, & (5\1, 5\2), associe

(21)  trace(N'(A, A2) (I 5, (f2) B0y 5, (f2))
sur z/{* X iA*

L27
On a montre que les valeurs de la forme linéaire (18) sur les deux membres de (16)

étaient les valeurs en (—X7, X,) des transformées de Fourier des fonctions en (Ay, Ag)
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définies par (19) et (21). Pour démontrer leur égalité, il suffit de prouver 1’égalité de ces
dernieres expressions. Il suffit encore de prouver 1’égalité

N()\l, )\2) - N,()\l, )\2)

Mais c’est ce qu’affirme la relation 5.3(1) simplifiée dans notre situation comme expliqué
dans ce paragraphe (et étendue aux familles a valeurs opérateurs, ce qui ne pose pas de
difficulté). Cela acheve la preuve. O

6.7 Variante avec caracteéere central

Pour tout sous-groupe H de G contenant Ag, on pose H = AG\H Pour tout sous-
variété H de G invariante par translatlons par Az, on pose H H=Ag \H On a simplement
H(F)=As(F)\H(F), H(F) = Ag(F)\H(F) puisque Ag est déployé donc cohomologi-
quement trivial.

Pour une fonction f sur G(F) et pour z € Ag(F), définissons la fonction fF par
fE(v) = f(27) = f(72). Soit 1 un caractere unitaire de As(F). On note Cf(é’(F), K)
I'espace des fonctions f : G(F ) — C qui sont lisses, K-finies a droite et a gauche,
qui vérifient la relation f¥) = 1(2)71f et dont le support est compact modulo Ag(F).
Soit 7 une représentation irréductible et unitaire de G(F'). Pour z € Axs(F), 7(z) est
une homothétie dont on note p,(z) le rapport. L’application z — pi:(z) est un caractere
unitaire. Appelons-le le A-caractere central de 7. Soit maintenant 7 une w-représentation
unitaire de G (F), de longueur finie. Supposons que toutes les composantes irréductibles
de la représentation sous-jacente 7 aient le méme A-caractere central. On dit alors que
c’est le A-caractere central de 7. Supposons qu’il en soit ainsi et que ce caractere soit .
On peut alors définir Popérateur 7(f) pour f € CEO(G(F), K) par

A(f) = / R (CLULY

On définit aussi sa trace I5(7, f) = trace(7(f)). Pour 7 € £(G,w), la représentation
7y n'est pas G-irréductible, mais admet un A-caractere central, qui ne dépend bien sur
que de I'image 7 de 7 dans E(G w). Notons-le zi;. On note Edlsc“(G w) Pensemble
des 7 € Edwc(G w) tels que pr = p. On note Egise (G, w)/conj 'ensemble des classes
de conjugaison par G(F) dans Eiisen(G,w). Pour 7 = (M,0,7) € Euisen(G,w) (ou
FEjise (G, w)/conj), notons Stab(W, 1) le stabilisateur de 7 dans W, puis, comme en
2.9,
Stab(W¢, 1) = (Stab(WC,7) /W) /WE (0).

Pour f1, f> € C’ﬁo(é’, K), posons
IS (w, fi, fo) = > Stab(W ¢, 1)~ u(r)I5(7r, fi) Iz (7r, f1).
TeEdisc,u(évw)/Conj

Soient M € L(My) et S € T.y(M). On dispose de mesures sur S®O(F) et sur Ag(F),
donc aussi sur Ag(F)\S*°(F) = S%°(F). Comme en 4.1, on munit S( )/ Aa(F )(1 -
0)(S(F)) = S(F)/(1—6)(S(F)) de la mesure telle que, pour tout v € S(F), Papplication

S™(F) — S(F)/(1—-0)(S(F))
t — ty
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préserve localement les mesures au voisinage de l'origine. Supposons w trivial sur SO(F)
Remarquons que C°(G, K) C Hqe(G). Les intégrales pondérées équivariantes de 6.5 sont
M )

)2 )
donc définies pour f; et fo et v € S(F) N Gyey(F), ainsi que les termes I (v, w, f1, f2)

de 6.6. On vérifie que ~ ]
[G<277w7f17f2) :[]\Qj[<fyuw7fl7f2)

pour tout z € Ag(F). Remarquons que linclusion Ag(F)\S?(F) C S°(F) n'est pas

forcément une égalité. On pose

IE(y,w, fi) = [S"(F) : (Ag(E\S"(F)] 7 G (v,w, fi)

(ENS" ()] I (v, w, i, fo)

pour i = 1,2 et
I:(v,w, fi, fa) =[S ( ) (A
Remarque. On a défini les intégrales orbitales comme des intégrales sur S(F)\G(F)
P, .

On doit ici les convertir en intégrales sur S?(F)\G(F), ce qui justifie les facteurs intro-

\s Tt

duits ci-dessus.

On pose, au moins formellement
(WM(S)| " mes(Ay (F)\S’(F))

(1) ig(w fi, f2) =
/ []\%(%W fi, fa) dvy
S(F)/Ag(F)1=0)(S(F)) —
Comme en 6.6, on définit ensuite
A%geom< i fo) = ig(w fi, f2)
SeTe (M w)
( f17 f2)

S M el

et
geom(w f17 f2)
MeL(Mo)
), les expressions (1) sont absolument conver-

Théoréme. Pour fi, f, € C°(G(F)
Spec<w7f17f2>'

gentes. On a I'égalité
geom(w f17 f2)

Preuve. On ne détaillera que I'aspect combinatoire de la preuve. On note
K)

C&(G(F), K) = CF(G(F)

), associe la fonction f définie par

Papplication qui, & ¢ € C®°(G(F)
/A fam)u(z) dz.

a(F)
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Elle est surjective. Ainsi on peut introduire pour 7 = 1,2 une fonction p; € C°(G(F), K)
telle que p,(¢;) = fi. Le théoreme 6.6 nous fournit ’égalité

Igiom(w7 ¥1, ()0[22}) = Ig)ec(w ¥1, SO[2 ])

pour tout z € As(F). On vérifie que le membre de gauche (donc aussi celui de droite)
est a support compact en z et borné. On a donc ’égalité

@ [ e e = [ G e dhut) de
Ag(F) A

&(F)

On va montrer que le membre de gauche est égal a < (w, f1, f2), tandis que celui de

géom

droite est égal & Spec(w f1, f2).

Commencons par les termes géométriques. On peut fixer M € E(MO) et S € Toyy(M,w)
et prouver 1'égalité

(3)  mes(Ag(F\S'(F / / 1 (v, 0, 1, o) dy dz =
Ag(F) J3(F)/(1-0)(S(F))

mGS( ( )\S( )) /Q(F)/(le)(ﬁ(p))

Il existe une constante C' > 0 telle que 1'on ait la formule d’intégration

/ oy =C [ | etz
S(F)/(1-0)(S(F)) S(F)/(1=0)(S(F)) Y A& (F)

pour toute fonction intégrable ¢ sur S(F)/(1 — 6)(S(F)). Le membre de gauche de (3)
devient

Cmes(Ag (F\S*(F)) / / / G (1w, o, oF) 42 dz .
S(F)/(1-0)(S(F)) J Ag(F) J Ag(F)

On vérifie que

= (7w, f1, f2) dy

\s Yt

(4)

('] [Z2]

182y, w, 01, 05) = IS (v, w, @11, ),

puis que
/ / & (w1, ) 4 dz = [S'(F) - (Ag(ENS (LS (1,0, f1, ).

Alors le membre de gauche de (3) devient celui de droite, a ceci preés que la constante
mes(Ag (F)\S(F)) y est remplacée par Cmes (A (F NSUENIS(F) : (Ag(F)\S ()]
Il reste & montrer que ces deux termes sont égaux, autrement dit, on doit calculer C.
Fixons un point base vy € S(F), ce qui permet d’identifier S(F) & S(F) par z — x7, et
de méme S(F) & S(F). Considérons le diagramme

SO,O(F)
v N\
S™(F) S(F)/(1=0)(S(F))
N\ v
S(F)/(1=0)(S(F))
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Pour chaque fleche
X

v
Y

de ce diagramme, on définit une application

Cr(X) — Cx(Y)
(D T

par
o) = [ et
Ag(F)
ol yx est une image réciproque de y dans X. Pour chaque fleche

X

N\
Y

de ce diagramme, on définit une application

Cr(X) — Cx(Y)
(D

par ¥y (y) = Y . ¥x(x), ou = parcourt I'image réciproque de y dans X. Soit ¢ €
C>(S%°(F)). En appliquant ces constructions au co6té gauche, du diagramme, on déduit
de 1 une fonction ¢, sur S(F)/(1 — 0)(S(F)). En appliquant ces constructions au coté
droit du diagramme, on obtient d’abord une fonction ¢ sur S(F')/(1 — 0)(S(F)), puis
une fonction ¢, sur S(F)/(1—0)(S(F)). Appliquons (4) & ¢. Par définition de la mesure
sur S(F)/(1 —=0)(S(F)), on a

/ o(7) dy = / $(7) d.
S(F)/(1-0)(S(F)) S9.0(F)

Par définition de la mesure sur S(F)/(1 — 6)(S(F)), c’est aussi

/ y ("Y) dry.
S(F)/(1-6)(S(F))

L’intégrale intérieure du membre de droite de (4) n’est autre que ¥4(7) et ce membre de
droite est égal a
/ Ya(y) do.
S(F)/(1=0)(S(F))

Les fonctions 14 et 1, sont proportionnelles et les calculs ci-dessus montrent que la
constante C' est celle pour laquelle 1, = Ct)y. L’action de A5(F) sur S?O(F) est libre, tan-
dis que celle sur S(F')/(1—6)(S(F)) se quotiente en une action libre de A5(F)/(Aa(F)N
(1—0)(S(F))). Il résulte alors des définitions que C = |Az(F) N (1 —0)(S(F))|~ . Pour
x € S%(F), soit y € S(F) relevant z, posons z = (1 — 6)y. L’application = ~ z envoie
S?(F) dans Ag(F) N (1 —60)(S(F)). Parce que 'application S?°(F) — S%(F) est sur-
jective, I'application précédente se quotiente en une application de S?(F)/S%°(F) dans
Aa(F)N (1 —=0)(S(F)). On obtient une suite d’applications

1— SYF)/S*(F) — S%(F)/S*°(F) — Ag(F) N (1 —0)(S(F)) — 1.
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On vérifie aisément que cette suite est exacte. Donc

[Ac(F)N(A=0)(S(F))| = [S"(F) : (Ag(F)\S"(F))] = [S"(F) : S (F)][S"(F) : $"(F)] !

D’autre part, on a les égalités
mes(Ag (F)\S*(F)) = [S(F) : S"(F)lmes(Ay (F)\S™(F))

= [8"(F) : S™(F)]mes(Ay (F)\S"(F))
= [S"(F) : S"(F)[S(F) « S"(F)] " mes (A (F)\S(F)).

De ces calculs résulte 1'égalité

C = mes(Ay (F)\S"(F))mes(Ay (F)\S"(F)7[S"(F) : (Ag(F)\S"(F))] 2

que l'on voulait prouver. Cela acheve la preuve de (3) et l'identification du membre de
gauche de (2) avec IS (w, f1, f2).

géom
Montrons maintenant que le membre de droite de (2) est égal a Spec(w f1, f2). Ce
membre de droite est égal a

> |Stab(W x i A%, ., 7)[7'u(7)

TE€(Baisc(Gw)/conj) [iAy,

[y L, Tmoiatin e irncar s
Ag(F) JiAg

On identifie ( Eq (G, w)/cong) / Z.A a un ensemble de représentants E dans Egee(G, w).
On a

Ig(Frss 93)) = Lo, pa)un(2) e MG,
L’intégrale sur le plus grand sous-groupe compact de Ax(F') sélectionne les 7 € £ tels
que p, coincide avec p sur ce sous-groupe. Notons E’ ce sous-ensemble. L’expression
ci-dessus devient

mes(A Z |Stab(WW ¢ x WA T )| h(7)

TEE'

/ / 7TT>\7S01)-[ (777-)\’%02) d\ (uT )(H)6_<)\’H> dH,
-AA FJiIAL

oll on a quotienté p~'y en un caractere de Auag,r. Par inversion de Fourier, on obtient
le produit de

(5) mes(Aé(F)c)mes(iAaF)[AQF S Aagr)

et de
> I8tab(W x i AL ) ulr) > Ia(Frys 011 (Frg, 92),
TEE' AEAL(T)
ot A,(7) est I'ensemble des A\ € iA*é’F tels que p,, = p, ou encore tels que 7, €

Eise u(G,w). Lexpression (5) vaut 1 d’aprés les normalisations de 1.2. L’ensemble A, (7)

152



est un espace principal homogene sous le groupe iAXG, 7/ iAé = On vérifie que, pour A
dans cet ensemble, on a 1’égalité

Ié(ﬁTs\a QOZ) - IQ(ﬁT;\7 fz)

pour i = 1,2. Notons X Densemble des couples (7,A), o 7 € E et A € Ay(7).
Considérons I'application de X dans Eys.,(G,w)/conj qui, a (1,A) € X, associe la
classe de conjugaison de 7). On vérifie quelle est surjective. Notons X sa fibre au-
dessus d'un élément 7 € Eyjsc (G, w)/conj. A ce point, on a transformé le membre de

droite de (2) en

(6) Z C(r) (e, filg(Tr, f1),

TEEgisc u( )/Conj

oll
Clr)= Y [Stab(WC xiAy 1) "u(z).
(z,NeX .
Fixons 7 € Eyjs. u( w)/conj que l'on releve en un élément de Edm(G w). L’ensemble
X est celui des (7, )\) tels que 7 € E', A € Au(7) et 7, est conjugué a 7. Cette re-
lation entraine que les images de 7 et 7 dans (Egis.(G,w)/congj)/iA%, . sont égales.

Donc 7 est bien déterminé : c’est I'élément de E' qui représente llmage de 7 dans

(Eaise(G, )/con])/lA . Cela simplifie C(7) en
C(r) = |X,||Stab(W XZA*GF, ) 1u(r).

On peut fixer A € z'.A*é,F tel que 7, soit conjugué a 7. Notons A’(7) I'ensemble des
A€ Z'AE’F tels que 7 soit conjugué a 7. Alors X _ est 'ensemble des (7,A + \) pour
A€ N(r). D’ou | X, | = |A(7)]. Remarquons que 7 et 7y sont conjugués par G(F') si et
seulement s’ils le sont par W. On a défini le groupe Stab(W¢ x Z.A*G, o 7) en 2.9, formé
des (w,\) € Stab(W¢ x Z.A*GF, 7) tels que wr = 7). L’application qui, a (w, \), associe
A fournit une suite exacte

1 — Stab(W€,7) — Stab(W x i A% ., 7

7)—= N(r) = 1.
On en déduit aisément

IA'(r)| = [Stab(WC x iA~

G0 T)l[Stab(WE, 7).

D’ou
C(r) = |Stab(WG,7')|_1L(T).

Alors (6) devient Idlsc(w, f1, f2). O

7 Conséquences

7.1 Fonctions cuspidales

Rappelons que I'on note G(F Jen 'ensemble des éléments semi-simples réguliers et
elliptiques de G(F). Une fonction f € CX(G(F), K) est dite cuspidale si et seulement
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si Ia(7,w, f) = 0 pour tout v € é’rei(F) tel que v ¢ (?’(F);u. Cela équivaut a ce que,
pour tout espace parabolique P = MUp € F(M,), avec P # G, I'image de fp dans
I(M(F), KM w) soit nulle (en convenant que cet espace lui-méme est nul si w n’est pas
trivial sur Z),(F)’). Grace au théoreéme 5.5, cela équivaut aussi a I (Ind%(7), f) = 0
pour tout P comme ci-dessus et toute w-représentation 7 de M (F), tempérée et de lon-
gueur finie. On note Icusp(é(F), K,w) Vimage dans I(G(F), K,w) de Pespace des fonc-
tions cuspidales. D’apres le théoreme 6.2, de 'application pwg se déduit un isomorphisme
Icusp(G(F)vK ) PWell(G ) - -

Dans le cas ou f, est cuspidale, le théoreme 6.6 se simplifie. Pour M € L(M,),
S € T.u(M,w) et v € S(F) N Grey(F), on a simplement

[]\C:j[<fy’w’ fl’ f2) = [é<77w7 fl)[g<77w7 f2)

En effet, dans la somme définissant le membre de gauche (cf. 6.6), les termes pour Ly # G
sont nuls parce que f,;, = 0. Si Ly=G,onal, =M et [Al‘g(fy,w,flﬂ) = Ia(v,w, f1).
D’autre part, on a

1§, (w, frs f2) = > Stab(W x iA% ., 7)| " u(7)

TE(E'e”(C?,w)/conj)/iA*é’F

/Z I6(Gry, )1 (Fry, f2) dX

En effet, si 7 € Edisc(é’(F ) — Eeu(é(F)), une représentation 7.  est induite a partir
d’un espace parabolique propre (cf. lemmes 2.10 et 2.11),~donc son caractere annule fs.
Remarquons que, pour un triplet 7 = (Myise, 0,7) € Ee(G(F)), on a simplement

() = Idet(1 —7) 4q )| ",

puisque W (o) = {1}.

Rappelons que les caracteres de w-représentations de longueur finie de G(F ) sont
des distributions localement intégrables. Pour une telle w-représentation 7, notons v
O(7,7) la fonction sur G(F) telle que

Ia(7, f) = /G(F) o7, ) f(7) dy.

On suppose, ainsi qu’il est loisible, que cette fonction est lisse sur éreg(F ).

Théoréme. Soient f € C2(G(F), K), M € L(My) ety € M(F)NGyey(F). On suppose
[ cuspidale. Alors i

(i) siy & M(F)eu, I (v,w, f) =0

(ii) si vy € M(F)e,

mes(Ay (F)\Za(7, F))IG (7,0, f) = (=1)*5=¢ D%(y)"/?

Z |Stab(W XZAEF’ )|—1L(7-)/ ) O(rs, Va(Trs, [) dA.

TE(Bou(Gw)/conj) [iA . G.F
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Preuve. Si v ¢ M (F)y, on peut conjuguer v de sorte que v € L(F), ot L € L(M)
et L C M. La formule de descente 6.5(2) (o1 on échange les roles de M et L) et la
cuspidalité de f entrainent la conclusion de (i).

Définissons une fonction @ sur G,..,(F) de la facon suivante. Soit v € Gyeq(F). Siw est
non trivial sur Zg(7, F), on pose ¢(7) = 0. Sinon, choisissons g € G(F) et M € L(M,)
de sorte que gyg~' € M(F)qy. Posons

() = (1)1 “Smes(Ay (F)\Za(gvg™", ) D (1) *w(9) ' I (979" w, f).
Cette définition est loisible d’apres 6.5(1). Soit f/ € C®(G(F), K). Comme on 'a dit

el ’ . . . . ~ N
ci-dessus, le terme I}, (w, f', f) se simplifie puisque f est cuspidale. Grace a la formule

de Weyl (cf. 4.1), on a simplement

I (w, £, f) = (7)) dy-

G(F)

D’autre part
IGeclw, ', ) = > [Stab(W x iAZ . 7)| " u(r)

r€(Bar(Gyw) feong) [iAY .

[, o) [ B PG

Cette formule est absolument convergente, d’ou

I w [ )= [ T d,
G(F)
ou
o'(y) = Z |Stab(WW¢ x A oo T )|_1L(T)/ * O(Tr s, Va(Trs, f) dN.
r€(Ben(Gw)/cong) /iy “é.r

Le théoreme 6.6 entraine 1’égalité

T = / o))

Si F est non-archimédien, f’ est n’importe quel élément de C°(G(F)) et cette égalité
entraine ¢(y) = ¢'(y) pour tout 7, ce qui est l'assertion (2) du théoreme. Si F' est
archimédien, il y a un petit probleme car f’ est supposée K-finie. Quelques calculs simi-
laires a ceux du paragraphe 5.2 montrent que 1’égalité ci-dessus se prolonge contintiiment
a f' € C®(G(F)) tout entier. La conclusion est alors la méme que dans le cas non-
archimédien. [

Preuve de la proposition 6.5 Soient M € L(M), v € M(F) N Grey(F) et f €
Hoo(G(F)) dont 'image dans I.(G(F),w) soit nulle. On veut montrer que 18 (y,w, f) =

0. La relation 6.5(3) nous raméne au cas oi1 f € C°(G(F), K). Son image dans I(G(F), K, w)
est nulle, a fortiori f est cuspidale. Si v n’est pas elliptique dans M (F), lassertion
cherchée résulte du (i) du théoreme ci-dessus. Si v est elliptique dans M (F), elle résulte
du (ii) puisque (7, f) = 0 pour tous 7 et A O
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7.2 Fonctions cuspidales, variante avec caractere central

On introduit le groupe G de 6.7 et les notations afférentes. Soit u un caractere unitaire
de As(F). On définit comme au paragraphe précédent la notion de cuspidalité pour
une fonction f € C’OO(G(F) K). On note C%,,. (G(F), K) le sous-espace des fonctions

,CUSD

cuspidales. On note I, .. (G(F), K, w) le quotient de Cﬁocusp(é (F), K) par le sous-espace
des fonctions dont toutes les intégrales orbitales régulieres sont nulles. Une variante
avec caractere central du théoreme 6.2 conduit a l'assertion suivante. On définit de
facon évidente ’ensemble Eell,u(G w). Pour tout 7 € Ey ,(G,w)/conj, fixons un élément

T € £(G,w) qui reléve 7. Considérons Iapplication

Cﬁocusp<0<F>7K> — ZTeEellu(é w)/conj C
f = @TEEe” H(G w)/con]IG(TrTa f)

Alors
(1) cette application se quotiente en un isomorphisme

Iu,cusp(Ga K7 CU) = 697—6E6”’N(G~’,cu)/conj(c'

Autrement dit, pour tout 7 € Ey ﬂ( w)/ conj, il existe un unique pseudo- coeflicient
fr € Licusp(G(F), K,w) tel que, pour 7’ € Fy (G, w)/conj, on ait

1, sitT=r71

Ig(®r, fr) = { 0, sit # 7'?

Et la famille (f;) est une base de I, puep(G(F), K).

TeEell,,u (é7w)/conj

Théoréme. Soient 7 € Euy (G, w)/conj, M € L(My) et v € M(F)ay N Greg(F). On a
I’égalité

mes(Ay (F)\Za(7, ))IM(%W fr) = (=1)%i7a D9(7)'2|Stab(WC, 7)| " i(7)O(7r, 7).

C’est la version avec caractere central du (ii) du théoreme précédent, appliqué au
pseudo-coefficient f,. Remarquons que, pour 7 = (Myise, 0,7) € Eey (G, w), Stab(WC, 1)
n’est autre que le commutant de 7 dans R (o).

7.3 Produit scalaire elliptique

Notons Q(F)eu/conj I'ensemble des classes de conjugaison par G(F') dans Q(F)ell =
G(F)e1/Ag(F). On munit cet ensemble d'une structure de variété analytique sur F de
sorte que, pour tout v € Q(F)eu, I’application qui, a © € QV(F), associe la classe de
conjugaison de r7, se quotiente en un isomorphisme local de G_(F) sur G(F)eu/conj
au voisinage de z = 1. De méme, on munit G(F G(F)ey/conj de la mesure pour laquelle ces
apphcatlons préservent la mesure au voisinage de £ = 1. On définit une fonction m sur
G(F "eu/conj de la facon suivante. Pour v € G(F), soit S I'unique tore tordu maximal
de G contenant ~y. Alors

m(y) = mes(S"(F)).
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Pour une fonction ¢ € CX(G(F')e/conyj), 'intégrale

/ m(y) " e(y) dy
G(F)en/conj

ne dépend d’aucune mesure. Elle est égale a

S WG| mes(S°(F)) / o(y) dy.

SeT.u (@) S(F)/(1-6)(S(F))

Soient p un caractere unitaire de As(F'). Soient 7 et 7y deux w-représentations de
G(F'), de longueur finie et de A-caracteére central . La fonction v — ©(71,7)O(72,7)
sur G( Jen S€ quotiente en une fonction sur G( Jeu/conj. On pose

(F1, )t = / m(y) D% ()8, )0 (7, ) .
G(F)e1/conyg

Cette expression ne dépend d’aucune mesure.
Rappelons que, pour tout 7 € Eg ,(G,w), on a choisi un relevement 7 de 7 dans

geu<é, w).

Théoréme. (i) Soient 1,7 € 5ell,u(é,w). Supposons qu’ils ne sont pas conjugués par
G(F'). Alors on a I'égalité (7r,, 7ir,)en = 0.
(ii) Soit 7 € Ey (G, w). On a I'égalité

(T, Tr)en = |Stab(WE, 7)|o(7) 7 .

Preuve. En appliquant le théoreme 7.2, on voit que
(Try s Torg)en = |Stab(WY, 1) [|Stab(WC, ) |o(1) " e(m) 1 X,

ou

X=1 m(y) g7, w, fr)lg(V,w, fry) dy
G(F)en/con;

Il résulte des définitions que X = [ Egeom( , fr1s [rp)- Par le méme argument qu’en 7.1 et

parce que les fonctions f;, et f., sont toutes deux cuspidales, les termes I i’géom(w, fris frn)

sont nuls pour M # G. Donc X = gwm(w fri, [ro)- Appliquons le théoréeme 6.7 :

X = dlsc(w frs fr,)- Mais cette expression se calcule grace a la définition des pseudo-

coefficients. On obtient =

dwc(w, fri, [rs) = 0'si 7y et 75 ne sont pas conjugués. Si 7 = 1 =
7, on obtient

IS (W, fr, f.) = |Stab(W, )| u(r).

Le théoreme en résulte. [
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7.4 Produit elliptique pour les w-représentations irréductibles

Soit g un caractere unitaire de As(F). Pour ¢ = 1,2, soient M; € P(My) et o;
une représentation irréductible et de la série discrete de M;(F'). On suppose que la
restriction & As(F) du caractere central de o; est égale & u. On suppose N %(0;) non
vide. Soit p; une représentation RY(o;)-irréductible de Ré(ai). Définissons un terme
(p1, p2)en de la fagon suivante. Supposons d’abord que les couples (M, 01) et (Ma, 09)
soient égaux. On les note simplement (M, o). Supposons de plus W (o) = {1}. La
fonction 7 — trace(py (7)) trace(ps(7)) sur RY(o) se descend en une fonction sur RE(o).
On pose

(prpoden = [RO@) ™ 3" |det((L — 7)o ltrace(i(7)trace(a (D).

FERG (o)W, (0)

Supposons maintenant que W(o;) = {1} pour i = 1,2 et que les couples (M, 0;) et
(Ms, 05) sont conjugués par un élément de G(F'). En effectuant une telle conjugaison, on
remplace (Ma, 02, p2) par (M, 01, p5). On pose

(A1, P2)enr = (D1, Py)en-

Cela ne dépend pas de la conjugaison choisie. Dans les cas restants, c’est-a-dire si W (o)
ou W& (o3) est non trivial, ou si (Mj, 1) et (M, 03) ne sont pas conjugués, on pose
(1, P2)en = 0.

Pour i = 1,2, on a associé en 2.8 a (M;, 0, p;) une représentation G-irréductible 7,

de G(F).

Corollaire. On a I'égalité (7;,, 75, ) e = (P1, P2)eur-

Preuve. Pour i = 1,2 et pour 7 € R%(0;), posons 7:(7) = (M;, 0i,7). Notons Rfss(cri)

I'ensemble des 7 € RY%(0;) tels que 7;(7) soit essentiel. Pour 7 € RS (0;), on fixe un
relevement 7,(7) = (M;, 04, %) de 7; dans £(G,w). On a vu dans la preuve de la pro-
position 2.9 une formule d’inversion exprimant ©(7;) en fonction des O(7;,)) pour
7 € RY (0;). Dans cette formule, on sommait sur les classes de conjugaison dans cet
ensemble. On peut la récrire comme une somme sur tous les éléments de cet ensemble

sous la forme
~ G — Y S~ /~\\ ~
O(75) = |R (o)™ Y trace(pi(7)O(Fr,m).
FERG, (o)

Si W' (0;) # {1}, il résulte des lemmes 2.10 et 2.11 que toutes les représentations 7.,
sont des induites a partir d’espaces paraboliques propres. Leur caractere est donc nul sur
G(F)ey. Il en résulte que, si W (o1) ou W (02) est non trivial, (75,75, )en = 0. D’olt
Pégalité de énoncé dans ce cas. On suppose maintenant W' (o) = {1} et W§¥(02) = {1}
On a alors R%(0;) = W% (o;) pour i = 1,2. Toujours d’aprés les lemmes 2.10 et 2.11,

les représentations 7.,z pour 7 ¢ W5 (o;) ont un caractere nul sur G(F).y. On obtient
Iégalité

(Fpns Fpden = |[BE (@) B @) S )

F1E€RG,, (01)NW &, (01) 72€RG,; (02)NW G, (02)

trace(py(71))trace(pa(F2)) (Try (1), Tra(ia) el
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Si (My,01) et (Ms,09) ne sont pas conjugués, le (i) du théoreme 7.3 dit que le membre
de droite ci-dessus est nul, d’ou encore 1'égalité de ’énoncé. Si les deux couples sont
conjugués, on peut les supposer égaux, on les note simplement (M, o). Le (i) du théoreme
7.3 dit que seuls les couples (7, 73) formés d’éléments conjugués contribuent a la for-
mule ci-dessus. Pour un couple d’éléments conjugués, les valeurs des différents termes
intervenant sont les mémes pour 71 et 75. On a déja dit que, pour un triplet elliptique
7 = (M,0,7), on a I'égalité Stab(W 1) = Stab(R%(c),7), ce dernier groupe étant
le commutant de 7 dans R%(c). On a aussi (1)~ = |det((1 — f)|A$~1|. Grace au (ii)
du théoreme 7.3, la contribution d’'un couple (71, 79) d’éléments conjugués a la formule
ci-dessus est donc

|Stab(R% (o), 71)||det((1 — fl)‘A%|trace(ﬁl(fl))trace(ﬁg(Fl)).

Pour 7, fixé, le nombre de 7y conjugués a 7y est |R%(0)||Stab(R% (o), 71)|*. Notre formule

devient

(s T )en = [RE ()| > |det((1 = 7) 4 [trace(py(F))trace(ps(T)).

FERG, ()W G, (0)

C’est presque la définition de (,59 P2)ent, & ceci pres qu'ici, la somme est limitée a 7 €
RE, (0)NWE (o). Mais, si 7 & R, (o), les termes t'face(ﬁl (7)) et trace(ps (,,:)) sont nuls.
On peut donc remplacer la somme sur RY (o) NWE (o) par celle sur tout WC (o). Cela

ess reg reg
acheve la preuve. []
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