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❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥

st❛t✐st✐q✉❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞❡
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❘és✉♠é ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❞✐ss✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ✉♥ sté❣❛♥❛❧②st❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ ❞r♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ ❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡
❝ôté✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡s sté❣❛♥♦❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡
s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ sé❝✉r✐sé❡✳
▲❡ ❜✉t ❞✉ ♣rés❡♥t ♣❛♣✐❡r ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✲
❝✐s✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡ ◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❧❡ t❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ♣❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❜✐t ❞❡ ♣♦✐❞s
❢❛✐❜❧❡s ✭✏▲❙❇ ▼❛t❝❤✐♥❣✑ ♦✉ ▲❙❇ ±1✮✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡
t❡st s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡s ❡t s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r
✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡
sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝✐s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡st ❡①♣❧♦✐té
♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡ t❡st ❞♦♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❡st ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡
s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❇❖❙❙ ❬✷❪ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✾✵✵✵ ✐♠❛❣❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❚❡st st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❜♦r♥❡s ❞✬♦♣t✐✲
♠❛❧✐té✱ ♠❡s✉r❡ ❞❡ sé❝✉r✐té✱ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞✬✐♠❛❣❡✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❛ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡ s♦♥t ✉♥ ❥❡✉① ❞✉ ❝❤❛t ❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉r✐s ✿
❞✬✉♥ ❝ôté ❧❡ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❝❤❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠é❞✐❛
♥✉♠ér✐q✉❡ ❛♥♦❞✐♥ ❡♥ ❛♣♣❛r❡♥❝❡ ❡t✱ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❡ sté❣❛♥❛❧②st❡ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s
♠é❞✐❛s é❝❤❛♥❣❡r ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s✳
❈♦♠♣t❡✲t❡♥✉ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬♦✉t✐❧s ❛✐sé♠❡♥t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✱ ❧❛ sté❣❛♥♦❣r❛✲
♣❤✐❡ ❡st à ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ t♦✉s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ sé❝✉r✐té ❞❡
❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ sté❣❛♥❛❧②s❡ ❧❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té
❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ t❡st ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞✬❡rr❡✉rs s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ♣r❡s❝r✐t❡ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡st ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❉✉ ❝ôté ❞✉

⋆✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ✜♥❛♥❝é ♣❛r ❧✬❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❆◆❘✮ ❛✉
tr❛✈❡rs ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆◆❘✲❈❙❖❙● ✭Pr♦❥❡t ❆◆❘✲✵✼✲❙❊❈❯✲✵✵✹✮



✷

sté❣❛♥♦❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ♣♦✉✈♦✐r ♠❡s✉r❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❞✐ss✐♠✉❧❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠é❞✐❛ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té ❞♦♥♥é✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✈♦✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❬✶✱ ✽❪✳ ▼❛✐s✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❬✺✕✼❪✱ ❧❡s rés✉❧t❛♥ts ♦❜t❡♥✉s ♥❡ ❢♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t
❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❀ ✐❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉✬❛✉
tr❛✈❡rs ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ s❡✉❧ rés✉❧t❛t t❤é♦r✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❝❛✲
♣❛❝✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❞✐❛ ❞❡♠❡✉r❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ ✏r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té
sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐q✉❡✑ ❬✶✵❪ q✉✐ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
▲❡ ♣rés❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ♣r♦❧♦♥❣❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✻✱ ✶✸❪ ❛✉ s❝❤é♠❛
❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ♣❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▲❙❇ ✭♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ▲❙❇ ±1 ♦✉ ✏▲❙❇ ▼❛t❝❤✲
✐♥❣✑✮✳ ▲❡ t❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t ❡st ❞♦♥♥é ❡t s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t
ét❛❜❧✐❡s✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡st ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
❞❛♥s ♠é❞✐❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ r✐sq✉❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❊♥✜♥
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛❞❛♣té ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡
t❡st ♣r♦♣♦sé✳
▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♣❛♣✐❡rs s♦♥t ✿ ✶✮ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♠❛✲
❥♦r❛♥t ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞✬✉♥ t❡st ✱ ✷✮ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥
❞✬✉♥ ♠é❞✐❛ ❛ss♦❝✐é❡ à ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té✱ ❡t ✸✮ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡st ♣r❛t✐q✉❡
é✈❛❧✉é s✉r ❧❡s ✾✵✵✵ ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❇❖❙❙ ❬✷❪✳

✷ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sté❣❛♥❛❣❛❧②s❡

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r C = (c1, . . . , cN )T r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠é❞✐❛ ❞❡ ❝♦✉✈❡r✲
t✉r❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ N é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s ❝♦❞és ❞❡ b ❜✐ts✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❛♥✲
t✐✜é❡s ❡st ♥♦té Z = {0; . . . ; 2b − 1}✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r cn ❞✉ n✲✐è♠❡ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ rés✉❧t❡
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

cn = Q∆(θn + ξn) ,

♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ θn ∈ R r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ cn ✭✐✳❡✳
❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ s✐❣♥❛❧✮✱ ξn ∼ N (0, σn) ❡st ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t Q∆(·) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ q✉❛♥t✐✜✲
❝❛t❡✉r ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛s ∆ ❞é✜♥✐ ♣❛r✱ ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✱
♣❛r ✿

∀k ∈ Z , Q∆(x) = k ⇔ x ∈ [∆(k − 1/2) ; ∆(k + 1/2)[ .

▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ cn✱ ♥♦té❡ Pθn = {pθn [k]}k∈Z ✱ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

∀k ∈ Z , pθn [k] =
1

σn

∫ ∆

(

k+
1
2

)

∆

(

k− 1
2

)

φ

(

∆x− θn
σn

)

dx =
∆

σn

φ

(

x− θn
σn

)

+ o
(∆2

σ2
n

)

.✭✶✮

♦ù φ(u)= 1√
2π

exp[−u2

2 ] ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ N (0, 1)✳

❆✜♥ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜✐✲
♥❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ▲❙❇✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s❡s ❬✻✱ ✼❪✱
s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✿ ✶✮ ❧❡s ❜✐ts ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✱ 0 ♦✉ 1✱ s♦♥t éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡s ❡t✱ ✷✮ ❧❛ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥s cn ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡✳
▲❡ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤❡ s♦✉❤❛✐t❡ ✐♥sér❡r ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ L ❜✐ts✱ ✐✳❡✳ ❛✈❡❝ ✉♥



✸

t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ R = L/N✳ ❆♣rès ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡

▲❙❇✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠é❞✐❛ S ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Q±
θn;R

=
{

q±θn;R[k]
}

k∈Z
❛✈❡❝ ❬✾✱ ✶✷❪ ✿

q±θn;R[k] =

(

1− R

2

)

pθn [k] +
R

4
(pθn [k + 1] + pθn [k − 1]) . ✭✷✮

▲♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥ ♠é❞✐❛ Z ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡
❡st ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

H0 = {zn ∼ Pθn , ∀n = 1 . . . , N} ✈s H1 = {zn ∼ Q±
θn;R

, ∀n = 1 . . . , N} . ✭✸✮

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ δ :ZN 7→
{H0;H1} ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ Kα0

❞❡s t❡sts ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡✲
❛❧❛r♠❡ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r α0✱ ✈♦✐r ❬✶✶❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿

Kα0
= {δ : PH0

[δ(Z) = H1] ≤ α0}
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ βδ(Z)✱ ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❝❛❝❤é
βδ(Z) = PH1

(δ(Z) = H1)✳ ▲❡ ❜✉t ❞✉ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛①✲
✐♠✐s❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ βδ(Z) ❡t ❝❡❧❛✱ s✐ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à R✳

✸ ❚❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡

▲♦rsq✉❡ ❧❡ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ R ❛✐♥s✐ q✉❡✱ ♣♦✉r n ∈ {1, . . . , N}✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
θn ❡t σn s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❞✉ sté❣❛♥❛❧②st❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥✱ ✈♦✐r ❬✶✶✱
t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶❪✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t ✭PP✮
❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Kα0

✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✸✮✱ ❧❡ t❡st PP ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

δ±R =























H0 s✐

N
∑

i=1

lnΛ±
R(zn) =

N
∑

n=1

ln

(

q±θn;R[zn]

pθn [zn]

)

< τα0

H1 s✐

N
∑

i=1

lnΛ±
R(zn) =

N
∑

n=1

ln

(

q±θn;R[zn]

pθn [zn]

)

≥ τα0
,

✭✹✮

♦ù lnΛ±
R(zn) =log

([

exp

(

k − θn
σ2
n

)

+ exp

(

θn − k

σ2
n

)])

− 1

2σ2
n

− log(4),

❡t τα0
❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ PH0

[ΛR(Z) ≥ τα0
] = α0✳

❈❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ t❡st δ±R ✭✹✮ ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ▲✐♥❞❡✲
❜❡r❣ ❬✶✶✱ t❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✳✺❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s
❝❛❧❝✉❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t R ∈]0; 1] ❧❡ s❡✉❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
τα0

❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡✱ ❧♦rsq✉❡ N → ∞ ♣❛r ✿

τα0
= σ±

0 Φ
−1(1− α0) + µ±

0

√
N , ✭✺✮

❛✈❡❝ µ±
0 ❡t σ±

0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t µ±
R ❡t σ±

R✮ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♠♦♠❡♥ts ❞✉ r❛♣✲
♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ lnΛ±

R(zn) s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♥✉❧❧❡ H0 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s♦✉s



✹

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ H1 ❛✈❡❝ R ∈]0; 1]✮✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st δ±R ∈ Kα0

❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ✿

βδ
±

R

= 1− Φ

(

σ±
0 Φ−1(1− α0) + (µ±

0 − µ±
R)

√
N

σ±
R

)

. ✭✻✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st PP δ±R ✭✻✮ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦r✲
t❛♥t✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✏✐❞é❛❧✐sé✑ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θn✱ σn ❡t R
s♦♥t s✉♣♣♦sés ❝♦♥♥✉s✮ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ ❞r♦✐t ❞✬❛tt❡♥❞r❡
❞✬✉♥ t❡st ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡ βδ

±

R

✭✻✮ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ τα0
✭✺✮ s♦♥t ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ❧❛ ✏r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐q✉❡✑ ❬✶✵❪✳
❊♥✜♥✱ ♥♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ Λ±

R ✭✹✮ ❡t
❝❡❧✉✐ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✻✱ ✶✸❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ▲❙❇ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦sé ♣❛r ❧❡ ♣rés❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡✳

✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✬✉♥ sté❣♦s②stè♠❡

❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st PP δ±R ✭✻✮
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t ❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ sé❝✉r✐té✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✶✵❪✱ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❞✐❛ ❢❛❝❡ à ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡✮✳
P♦✉r t♦✉t (α⋆

0, β
⋆) ❛✈❡❝ 0 < α⋆

0 < β⋆ < 1✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❞✐❛
Z ❢❛❝❡ à ✉♥ ❛❞✈❡rs❛✐r❡ ❞✐s♣♦s❛♥t ❞✉ t❡st δ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ Lmax

♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐ss✐♠✉❧❛❜❧❡ ❞❛♥s Z t♦✉t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ sé❝✉r✐té
❞✉ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤❡ ❛✉ s❡♥s ❬✶✵❪ ♦ù ❧❡ t❡st δ ✈ér✐✜❡ αδ ≥ α⋆

0 ♦✉ ❜✐❡♥ βδ ≤ β⋆✳

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ β±
δR

✭✻✮ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ t❡st ❧❡ ♣✉✐ss❛♥t

δ±R ✱ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ σ±
0 ≤ σ±

R ≤ σ±
1 ✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ P♦✉r t♦✉t (α⋆
0, β

⋆) , 0 < α⋆
0 < β⋆ < 1✱ ✐✳❡✳ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡

r✐sq✉❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤❡✱ ❧❡ ré❡❧ L⋆ ♠❛❥♦ré ♣❛r ✿

L⋆ ≥ L± =
σ±
1

√
N

(µ±
1 − µ±

0 )

(

Φ−1(1− α⋆
0)− Φ−1(1− β⋆)

)

✭✼✮

❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ t❡st δ±R ✱ PP ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ Kα⋆

0
✱ ✈ér✐✜❡ β±

δR
= β⋆✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❢♦✉r♥✐❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ L±✱ ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥✲
s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ L ≤ L± ❜✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣❛r❛♥t✐❡ à ✉♥ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤❡
q✉❡ ❧❡ t❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t ❞❡ Kα⋆

0
✭❞♦♥❝ t♦✉t t❡st✮ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡

s✉♣ér✐❡✉r❡ à β⋆✳

✺ ❘és✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❬✺✱✻✱✶✸❪
❛✈❡❝ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥t q✉✐ s❡ ❝♦♠♣❛r❡♥t très ❢❛✈♦r❛❜❧❡♠❡♥t



✺

✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡α0
✶

✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

♣
✉
✐s
s❛
♥
❝
❡
✿β

(α
0
) ✶

❉ét❡❝t❡✉r ❆▲❊ ❬✶✷❪
❉ét❡❝t❡✉r ❍❈❋❈ ❬✾❪
t❡st δ± ✭✹✮

✭❛✮ ❈♦✉r❜❡s ❈❖❘ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r R = 1✳
✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡α0

✶
✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

♣
✉
✐s
s❛
♥
❝
❡
✿
β
(α

0
) ✶

❉ét❡❝t❡✉r ❆▲❊ ❬✶✷❪
❉ét❡❝t❡✉r ❍❈❋❈ ❬✾❪
t❡st δ± ✭✹✮

✭❜✮ ❈♦✉r❜❡s ❈❖❘ ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r R = 0.5✳

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈♦✉r❜❡s ❈❖❘ β(α0) ♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs ❛❞❛♣tés
❛✉ ▲❙❇ ±1 s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❇❖❙❙ ❬✷❪ ❛✈❡❝ R=1 ✭❛✮ ❡t R=0.5 ✭❜✮✳

❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ♣❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▲❙❇
❡st r❡sté❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ét✉❞✐é❡✳ ❊①❝❡♣té ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé✱ ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♦♣ér❛✲
t✐♦♥♥❡❧ ❡♥✈✐s❛❣é✱ ❧❡s s❡✉❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡
❞❡ ▲❙❇ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡s
♣❛r ❧✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆✉ss✐✱ ✐❧ ❛ été ❝❤♦✐s✐ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❞❡s ♣❧✉s ré❝❡♥ts
❞ét❡❝t❡✉rs ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✾✱✶✷❪✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥❡ s♦♥t é✈❛❧✲
✉é❡s q✉❡ ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❀ ❛✉❝✉♥❡ ét✉❞❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♥✬❛②❛♥t été ♠❡♥é❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s θn ❡t σn ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉s ❞✉ sté❣❛♥❛❧②st❡ ❀ ♣♦✉r ❧❡s
❡st✐♠❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✸✕✺❪ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ✉t✐❧✲
✐sés ❞❛♥s ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ Λ±

R(zn)✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞ét❡❝t❡✉rs
s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦✉r❜❡s ❈❖❘✱ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶❛
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s R = 1✱ ❡t ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶❜ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s R = 0.5✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✶ ♠♦♥tr❡♥t
q✉❡ ❧❡ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé δ± ♦✛r❡ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡
❛✉① ❞❡✉① ❞ét❡❝t❡✉rs✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ t❛✉① ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ R = 0.5✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦✐♥❞r❡ ♣♦✉r R = 1✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛♣✐❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✺✕✼✱✶✸❪ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ♣❛r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ▲❙❇ ✭▲❙❇ ±1✮✳
▲❡ t❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❝♦♥ç✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✏✐❞é❛❧✐sé✑
♦ù ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥ ♠é❞✐❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s



✻

❞✉ t❡st s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r
✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ ❞r♦✐t ❞✬❛tt❡♥❞r❡ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡
♠❡s✉r❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠é❞✐❛ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ sé❝✉r✐té
♣ré❞é✜♥✐✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝✐s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥
♣r❛t✐q✉❡ ❧❡ t❡st ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❡ ❝♦♠♣❛r❡♥t très ❢❛✈♦r❛❜❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝
❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❘é❢ér❡♥❝❡s

✶✳ ❇ö❤♠❡✱ ❘✳ ✿ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙t❡❣❛♥❛❧②s✐s✳ ❙♣r✐♥❣❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✱ ■♥✲
❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ ✶st ❡❞♥✳ ✭✷✵✶✵✮

✷✳ ❇❖❙❙ ❝♦♥t❡st ✿ ❇r❡❛❦ ❖✉r ❙t❡❣❛♥♦❣r❛♣❤✐❝ ❙②st❡♠ ✭✷✵✶✵✮✱
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❛❣❡♥ts✳❝③✴❜♦ss✴

✸✳ ❈♦❣r❛♥♥❡✱ ❘✳✱ ❘❡tr❛✐♥t✱ ❋✳✱ ❋✐❧❧❛tr❡✱ ▲✳✱ ❩✐t③♠❛♥♥✱ ❈✳ ✿ ❉ét❡❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✭✶✽✲✶✾ ❥❛♥✈✐❡r ✷✵✶✶✮

✹✳ ❈♦❣r❛♥♥❡✱ ❘✳✱ ❩✐t③♠❛♥♥✱ ❈✳✱ ❋✐❧❧❛tr❡✱ ▲✳✱ ◆✐❦✐❢♦r♦✈✱ ■✳✱ ❘❡tr❛✐♥t✱ ❋✳✱ ❈♦r♥✉✱ P✳ ✿ ❆
❝♦✈❡r ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡❧✐❛❜❧❡ st❡❣❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❍✐❞✐♥❣✳ ♣♣✳ ✶✼✽ ✕ ✶✾✷✳
▲◆❈❙ ✈♦❧✳✻✾✺✽✱ ❙♣r✐♥❣❡r ✭✶✽✲✷✵ ▼❛② ✷✵✶✶✮
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