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ttu(t, z) − c2∂2

zzu(t, z) = 0, z ∈ ]0,H[, t ∈ ]0, T ],
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u(t,H) = 0, G∂zu(t, 0) = −Ff , t ∈ ]0, T ],
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vs = ∂tu(t, 0)−Ve
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Sgn(x) =

{

[−1, 1],
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x = 0,

{
x

|x|
}
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x 6= 0.
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u(0, z) = u0(z), ∂tu(0, z) = u1(z), z ∈ [0,H].
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∂tu(t, 0) + c∂zu(t, 0) = ∂tu(0, ct) + c∂zu(0, ct),
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α(t) ∈ β(vs(t)),
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α(t) =
G
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G
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µ(v) = µd + (µs − µd)e
− v

Vcr , ,
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β(v) =







{v − Sµ(−v)}
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v < 0,
[−Sµs,+Sµs]

Ã�É
v = 0,

{v + Sµ(v)}
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v > 0.
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vs(t) − G∂zu(t, 0) ∈ −Sµ(|vs(t)|)
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ε
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vs(t) ∈ α(t) − β(vs(t)),

�tê �2�

Â�ÃÅÄjÆ
α
Í(Ì¦½

β
Á�ÄjÃÅÀÅÀBÔZÃÅÏ_¾cÌ�×�È ��ð%�oØhÙhÆ¿ÃpÁ)ÃpÁ6Í?ÁjÃÅÌ¿ÔZÕ¿ÀÓÍ(Ç)Î ¾cÇjÄjÕ¿Çj×¤Í(ÄjÃp¼�Ì�¼(É�ÃÅÌ¦ËcÀÅÕ¦ÁjÃp¼�Ì

��î �oØ
Þ�Ä6ÃpÁ)ÃÅÌ�Ä�¾cÇ�¾~ÁjÄjÃÅÌ¿Ô7Ä�¼�Ë~¼�Ú?Î¤Í(Ç�¾ªÄjÆ¦¾ªÎ ¾cÇjÄjÕ¿Çj×z¾~½fÎ¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ Á�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì�Í(Ì¦½�ÄjÆ¦¾�Á�¼(Ò

ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì2Á�¾cÀp¾~ËcÄ�¾~½ßÂ�ÃÅÄjÆfÄjÆ¦¾-Î ¾cÇtÉN¾~ËcÄ4½¿¾cÀÓÍ~ÈßËcÇjÃÅÄ�¾cÇjÃp¼�Ì¥Ø !IÃÅÔ¦Ø � ÁjÆ¦¼0Â:Á)ÄjÆ¿ÃpÁ4½<Ã�ô3¾cÇ�¾cÌ¦Ë~¾
ÃÅÌ7ÄjÆ¦¾x¾oÜ¿Í(Ú?Î¿Àp¾ ÔZÃÅÏ_¾cÌ�ÃÅÌßÄjÆ¦¾�Î¿Ç�¾cÏ�Ãp¼�Õ¦Á4Á�¾~ËcÄjÃp¼�Ì �NÝ�õzØ���ã �oÑ ��æ � �oØ

� Ì¦¾�Ë0Í(ÌSÍ(ÀÅÇ�¾0Í�½<È-ÁO¾~¾rÃÅÌxÄjÆ¿ÃpÁ¥à¦ÔZÕ¿Ç�¾�ÄjÆ¦¾�ËcÀp¼ZÁO¾�Ë~¼�Ì¿Ì¦¾~ËcÄjÃp¼�ÌS×z¾cÄ]Â�¾~¾cÌSÄjÆ¦¾rÎz¾cÇtÉ�¾~ËcÄ
½¿¾cÀÓÍ0È�Á�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�ÌñÍ(Ì¦½�ÄjÆ¦¾?Î ¾cÇjÄjÕ¿Çj× ¾~½�¼�Ì¦¾ZØ�Þ�Ì�ÄjÆ¦¾?ÉN¼�ÀÅÀp¼�Â�ÃÅÌ¿Ô�Â�¾�Î¿Ç�¼0Ï_¾�ÍQË~¼�Ì�Ï_¾cÇtÒ
Ô_¾cÌ¦Ë~¾fÇ�¾~ÁjÕ¿ÀÅÄ	��ÄjÆ¦¾fÇjÃÅÔZÆ'Ä�ÔZÇOÍ(Î¿Æ¦Á�ÃÅÌ !IÃÅÔ¦Ø � Ñ�Îz¼�ÃÅÌ�Ä�¼�Õ¿Ä�ÄjÆ¤Í(Ä�ÄjÆ¦¾fË~¼�Ì�Ï_¾cÇjÔ_¾cÌ¦Ë~¾
Ë0Í(Ì¿Ì¦¼�Ä)×z¾�Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ ¼�Ì

[0, T ]
Ø


����������������������� ��!#"$�%'&)(*&
α

+(t) = lim
τ→t+

α(τ ) + ��� α
−(t) = lim

τ→t−
α(τ )

��,-.��!#/0,*� + �1�2%# 34�5%6!#78!'����9

ç



= 1ε

0

1

2

3

4

5

6

7

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
time

perturbed solution
perfect delay solution

sl
ip

 v
el

oc
ity

= 1ε

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
time

di
ff

er
en

ce
 b

et
w

ee
n 

th
e 

tw
o 

so
lu

tio
ns

= 0.1ε

0

1

2

3

4

5

6

7

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

perfect delay solution

time

perturbed solution

sl
ip

 v
el

oc
ity

= 0.1ε

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
time

di
ff

er
en

ce
 b

et
w

ee
n 

th
e 

tw
o 

so
lu

tio
ns

0

1

2

3

4

5

6

7

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
time

perturbed solution

= 0.01

sl
ip

 v
el

oc
ity

ε
perfect delay solution = 0.01ε

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
time

di
ff

er
en

cc
e 

be
tw

ee
n 

th
e 

tw
o 

so
lu

tio
ns

!°ÃÅÔZÕ¿Ç�¾ � $�V:iog *-<�g0m�i /fs�k�/�	¿iog�8~ijuG* /�ion�s%7 (clZn.< *-,NlZk (:I

� � ���eº�¹ �ªµ ¶ � �"µe´eº���� ¶��=� �"µe´e¸xµ�� �r· �¤¶���¸x´eº�¶)³ �

��¾x½¿¾oà¦Ì¦¾xÄjÆ¦¾�É�¼�ÀÅÀp¼0Â�ÃÅÌ¿Ô ë Í(Õ¦Ë�Æ�ÈßÎ¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚâÍ�ÁOÁ�¼�ËcÃÓÍ(Ä�¾~½�Â�ÃÅÄjÆ�ÄjÆ¦¾-½<Ã�ô3¾cÇ�¾cÌ'ÄjÃÓÍ(ÀIÃÅÌ<Ò
ËcÀÅÕ¦Á�Ãp¼�Ì �tê �2�+$



























!°ÃÅÌ¦½
vε : [0, T ] −→ R

ÁjÕ¦Ë�Æ�ÄjÆ¤Í(Ä

ε
d

dt
vε(t) ∈ α(t) − β(v(t)),

Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì
]0, T ],

vε(0) = v0,
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Í(Ì¦½�Â�¾ªÚ+Í(Ö_¾-Ä]Â�¼�¾cÀp¾cÚ�¾cÌ'ÄOÍ(ÇjÈ2Í�ÁOÁjÕ¿Ú?Î¿ÄjÃp¼�Ì¦Á4¼�Ì
β
ØhÙhÆ¦¾-à¦Ç�ÁjÄ4¼�Ì¦¾ªË~¼�Ì¦Ë~¾cÇjÌ¦Á4ÄjÆ¦¾

Ç�¾cÔZÕ¿ÀÓÍ(ÇjÃÅÄ]Èß¼(É
β
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Mβ ∈ R
(+<<u+5 *�5as *��

(β(v2) − β(v1))(v1 − v2) ≤ Mβ(v1 − v2)
2, ∀v1, v2 ∈ R.

ó ÚªÕ¿ÀÅÄjÃ�Ò�Ï�Í(ÀÅÕ¦¾~½2Ú+Í(Î
β
ÃpÁ)Õ¿Î¿Îz¾cÇ�Á�¾cÚ?Ã�Ò�Ë~¼�Ì'ÄjÃÅÌ�Õ¦¼�Õ¦Á�Ã�ÉrÉN¼�Ç�Í(ÀÅÀ°ËcÀp¼ZÁ�¾~½2Á�¾cÄ�Á

A ⊂ RÄjÆ¦¾xÁ�¾cÄ
β−1(A)

ÃpÁ:ËcÀp¼ZÁ�¾~½ �NÁ�¾~¾�á � å��oØ*Þ�É
µ : R

+ −→ R
+ ÃpÁ �3ÃÅÎ¦ÁOË�Æ¿ÃÅÄ ��Ë~¼�Ì'ÄjÃÅÌ'Õ¦¼�Õ¦Á�Ñ

ÄjÆ¦¼ZÁO¾-Ë~¼�Ì¦½<ÃÅÄjÃp¼�Ì¦Á6Í(Ç�¾ª¼�×'ÏaÃp¼�Õ¦ÁjÀÅÈ7ÁOÍ(ÄjÃpÁtà¤¾~½3Ø*ÙhÆ¦¾xÁ�¾~Ë~¼�Ì¦½�í)ÈaÎz¼�ÄjÆ¦¾~Á�ÃpÁ:ÃpÁ�ÄjÆ¤Í(Ä
β
ÃpÁ

Î¿Ãp¾~Ë~¾cÂ�ÃpÁO¾-ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈQÚ�¼�Ì¦¼�Ä�¼�Ì¦¾xÍ(Ì¦½ßÁjÕ¿Ç �j¾~ËcÄjÃÅÏ_¾%$
���������
	 	��
���� *�5<iog�iQi F),@(+*

N ≥ 0
s�k�/

2N
	<s),Êg (

(v∗j , α
∗
j )1≤j≤2N

T934,�*�5
v∗1 ≤

v∗2 ≤ ... ≤ v∗2N

s�k�/��

• [v2N ,+∞[, [α2N ,+∞[ � ]−∞, v∗1 ], ]−∞, α∗
1]
s�k�/

[v∗2i, v
∗
2i+1], [α

∗
2i, α

∗
2i+1]

T
1 ≤ i ≤ N − 1
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β
T

• [v∗2i−1, v
∗
2i], [α

∗
2i−1, α

∗
2i]
T
1 ≤ i ≤ N
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β
T

• lim
|v|→+∞

|β(v)| = +∞
T

Â�Æ¦¾cÇ�¾
[v1, v2], [α1, α2]
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ËcÇ�¾0Í�Á�ÃÅÌ¿Ô2�7×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ ¼(É

β
Ã�É

α1 ∈ β(v1), α2 ∈ β(v2), α1 < α2
�ÊÇ�¾~ÁjÎz¾~ËcÄjÃÅÏ_¾cÀÅÈ

α1 > α2
��Í(Ì¦½ $

(β(u) − β(w))(u − w) > 0
�ÊÇ�¾~ÁjÎ ¾~ËcÄjÃÅÏ_¾cÀÅÈ

< 0
�

, ∀ u,w ∈ ]v1, v2[, u 6= w.
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β(R) = R

Í(Ì¦½
v 7→ β(v) + Mβv
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ε > 0
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α ∈ L∞(0, T )
s�k�/
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ε > 0
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(v1, α1)

s�k�/
(v2, α2)

m�i�*-3�l 	¿s), g;(ªl 8'��s�n <¦i;( (;<¿u+5 *�5as%*��

ð



L
α1 < α2, v1 ≤ v2, α1 ∈ β(v1), α2 ∈ β(v2)

T
L

v0 ∈ [v1, v2]
T

L
α(t) ∈ [α1, α2],

s?IÊiGI6l�k
[0, T ]

T
*�5¿iok=*�5¿i"(~l�n < *-,�l�k

vε
l 8 	egtl�monÅi C���d_W�� (cs%*-,@(��*i+( �

vε(t) ∈ [v1, v2], ∀ t ∈ [0, T ].

����� ���	� �¥¾cÄ
β̃
× ¾�ÄjÆ¦¾�É�¼�ÀÅÀp¼0Â�ÃÅÌ¿Ô+ÚªÕ¿ÀÅÄjÃ�Ò�Ï�Í(ÀÅÕ¦¾~½�Ú+Í(Î $

β̃(v) =







{α1 + (v − v1)}
Ã�É

v < v1,
β(v)

Ã�É
v ∈ [v1, v2],

{α2 + (v − v2)}
Ã�É

v > v2.
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ṽε
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ε
d

dt
ṽε(t) ∈ α(t) − β̃(ṽε(t)),

Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì
[0, T ],

ṽε(t0) = v0.

�tê0î �
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t2 ∈ ]0, T ]

ÁjÕ¦ËOÆ�ÄjÆ¤Í(Ä
ṽε(t2) < v1

ØE!¿Ç�¼�Ú ÄjÆ¦¾+Ë~¼�Ì<Ò
ÄjÃÅÌ�Õ¿ÃÅÄ�È�¼(É

ṽε
ÑBÄjÆ¦¾cÇ�¾�¾oÜaÃpÁ�Ä�Á

t1 < t2
ÁjÕ¦Ë�ÆñÄjÆ¤Í(Ä

ṽε(t1) = v1
Í(Ì¦½

ṽε(t) < v1
ÉN¼�Ç

t1 < t ≤ t2
ØrÛ*Õ¿Ä)¼�Ì7ÄjÆ¿ÃpÁ:ÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(À $

ṽε(t) = v1 +
1

ε

∫ t

t1

(α(s) − α1 + v1 − ṽε(s)) ds ≥ v1,
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t3 ∈ [0, T ]

ÁjÕ¦ËOÆïÄjÆ¤Í(Ä
ṽε(t3) > v2

ØQÙhÆ�Õ¦Á
ṽε(t) ∈ [v1, v2]

É�¼�ÇSÍ(ÀÅÀ
t ∈ [0, T ]
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ṽε
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β̃
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β
Í(Ç�¾�Ãp½¿¾cÌ'ÄjÃpË0Í(Àh¼�Ì

[v1, v2]
ØQÙhÆ¦¾�Õ¿Ì¿Ãpõ�Õ¦¾cÌ¦¾~Á�Áª¼(É

ÄjÆ¦¾xÁ�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì�¼(É"Î¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ �tê0ç �*ÃÅÚ?Î¿ÀÅÃp¾~Á
ṽε = vε
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α ∈ L∞(0, T )
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ε > 0
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ε
T

% I d

dt
vε ∈ L∞(0, T ).
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α1 = min(α∗
1,
¾~Á�Á¿ÃÅÌ<É
t∈[0,T ]

α(t), β(v0)), α2 = max(α∗
2N ,

¾~Á�Á¤ÁjÕ¿Î
t∈[0,T ]

α(t), β(v0)),

v1 = min(β−1(α1)), v2 = max(β−1(α2)),
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v1 ≤ v2
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vε(t) ∈ [v1, v2], ∀ t ∈ [0, T ].
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(α∗

2i, v
∗
2i)
Í(Ç�¾ ÄjÆ¦¾�� � ��
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¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á

ζ > 0
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0[,

α+(0) ≥ minβ(v), ∀ v ∈ ]v0, vb[.

Þ]Ä:Ú�¾0Í(Ì¦Á)ÄjÆ¤Í(Ä
(α+(0), v0)

ÃpÁ6Í(ÌßÕ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä6¼(É
β
Ø �¥¾cÄ

[v∗i , v
∗
i+1], [α

∗
i , α

∗
i+1]× ¾�ÄjÆ¦¾-Ë~¼�ÇjÇ�¾~ÁjÎ ¼�Ì¦½<ÃÅÌ¿Ô+½¿¾~ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô�×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ�¼(É

β
Í(Ì¦½ßÁO¾cÄG$

[v′a, v
′
b] = [v∗i , v

∗
i+1] ∩

Þ
l(v

0).

ÙhÆ¦¾cÌ
v0 ∈ ]v′a, v

′
b[
Ñ¤Í(Ì¦½7Â*¾ Æ¤Í~Ï_¾%$

α+(0) < β(v′a), α+(0) > β(v′b).

!¦Ç�¼�Ú �¥¾cÚ?Ú+ÍßêZÑ<ÄjÆ¦¾cÇ�¾x¾oÜaÃpÁjÄ
δ > 0

Í(Ì¦½
ζ > 0

ÁjÕ¦Ë�Æ�ÄjÆ¤Í(ÄG$

α+(t) < β(v),
É�¼�Ç

v ∈ [v′a − δ, v′a + δ],
Í(Ì¦½

t ∈ [0, ζ],

α+(t) > β(v),
É�¼�Ç

v ∈ [v′b − δ, v′b + δ],
Í(Ì¦½

t ∈ [0, ζ].

Ûh¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾
v′a
Í(Ì¦½

v′b
Í(Ç�¾ßÀÅÃÅÚ?ÃÅÄ+Î ¼�ÃÅÌ'Ä�Á�ÑhÄjÆ¦¾cÇ�¾�¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á

ε0 > 0
ÁjÕ¦Ë�Æ ÄjÆ¤Í(Ä�É�¼�Ç�Í(ÀÅÀ

ε ∈ ]0, ε0]
Â�¾ Æ¤Í0Ï_¾%$

∃ taε , t
b
ε ∈ ]0, t0], |vε(t

a
ε) − v′a| <

δ

2
, |vε(t

b
ε) − v′b| <

δ

2
.

!¤¼�Ç*Í�ÔZÃÅÏ_¾cÌ
ε ∈ ]0, ε0]

Ñ'ó6Á�ÁjÕ¿Ú�¾
taε > tbε

Ø ��¾:Æ¤Í~Ï_¾
α(t)−β(v) > 0

ÉN¼�Ç
t ∈ ]0, ζ]

Í(Ì¦½�ÉN¼�Ç
v ∈ [v′b − δ, v′b + δ]

ÄjÆ'Õ¦Á�Í(ÀpÁ�¼ d

dt
vε > 0

Í<Ø ¾ZØ+¼�Ì
[0, ζ]

Í(Ì¦½�Â�Æ¦¾cÌ¦¾cÏ_¾cÇ

vε ∈ [v′b − δ, v′b + δ]
Ø � ¼

|vε(t
a
ε) − v′a| <

δ

2

ÃpÁhÌ¦¼�Ä�Îz¼ZÁOÁjÃÅ×¿Àp¾ZØrÞ�Ì7ÄjÆ¦¾ ÁqÍ(Ú�¾�Â*Í~È_Ñ¦Ã�É

taε < tbε
ÄjÆ¦¾cÌ�ÃÅÄ:ÃpÁ�Ì¦¼�Ä�Î ¼ZÁ�ÁjÃÅ×¿Àp¾�Ä�¼?Æ¤Í0Ï_¾

|vε(t
b
ε) − v′b| <

δ

2

Ñ¦Í�Ë~¼�Ì�ÄjÇOÍ�½<ÃpËcÄjÃp¼�Ì¥Ø

�
��� � %(%A)8>�� %8.��/' *-,2.�02% ,54�%A7=' :-,2"=0=<=>?)A@  �>�@/'�)

C 	ED � ��
����KJXP 	<l),ÊkB*
v0 ∈ R

,H(+u�s�nÊnpi /�s�k  � � ���� �
�	 	 ���  � �2s%*
t0 ∈ [0, T [8~l�g 	egjl'monpi+C ��dZW � , 8 *�5<i�8clZn nÅl)34,Êk21E*-3�l�u�l�k�/),�*-,�l�k ( 5alZn /��

I
α+(t0) ∈ β(v0)

T

ê0é



I�*�5<iog�i+i F%,H( *:s (+*Ng+,Nu:*Nn 7 , kzucgji�s (;,Êk21�mogjs�keu 5
[v1, v2], [α1, α2]

l 8
β
s�k�/

ζ > 0(;<¿u+5 *�5as%*��

v0 ∈ [v1, v2], α+(t) ∈ [α1, α2], ∀ t ∈ [t0, t0 + ζ[.

Þ�É
(α+(0), v0)

ÃpÁ-ÍQÁjÄOÍ(×¿Àp¾�Î ¼�ÃÅÌ'Ä-¼(É
β
ÄjÆ¦¾cÌ

v0
ÃpÁ-Í(Ì�Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾�Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ø�ÙhÆ¦¾

ÀÅÃÅÚ?ÃÅÄOÍ(ÄjÃp¼�Ì ¼(ÉªÄjÆ¦¾2ÁO¾~Ë~¼�Ì¦½ Ë~¼�Ì¦½<ÃÅÄjÃp¼�Ì ¼�Îz¾cÇOÍ(Ä�¾~Á�Â�Æ¦¾cÌ
(α+(0), v0)

ÃpÁ7ÍñËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À
Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ø

C 	ED � ��
������ P 	<l),ÊkB*
v0 ∈ R

,H(�uOs�n npi /�s!� �� ��� ����  � � ���� �
�	 	 ���� � ��s%*
t0 ∈ ]0, T ]

8clZg *�5<i 	egtl�monÅi C���d_W�� , 8"*�5<i 8~l�nÊn�l)34,Êk21 *-3�l�uOl�k�/),-*-,NlZk ( 5al�n�/��
I

α−(t0) ∈ β(v0)
T

I�*�5<iog�i+i F%,H( *:s (+*Ng+,Nu:*Nn 7 , kzucgji�s (;,Êk21�mogjs�keu 5
[v1, v2], [α1, α2]

l 8
β
s�k�/

ζ > 0(;<¿u+5 *�5as%*��

v0 ∈ [v1, v2], α−(t) ∈ [α1, α2], ∀ t ∈ ]t0 − ζ, t0].

Þ�ÄhÃpÁhÎ ¼ZÁ�ÁjÃÅ×¿Àp¾6Ä�¼?Ë�Æ¤Í(ÇOÍ�ËcÄ�¾cÇjÃ��0¾xÄjÆ¦¾4× ¾cÆ¤Í~ÏaÃp¼�Ç)¼(ÉIÄjÆ¦¾6ÁO¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾ ¼(É"Á�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì¦Á
vεÂ�Æ¦¾cÌ�ÄjÆ¦¾ ÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(ÀBÞ

a(v
0)
Ë~¼�Ì�ÄOÍ(ÃÅÌ¦Á6Í(Ì�Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾xÎz¼�ÃÅÌ�Ä4Í�ÁhÉ�¼�ÀÅÀp¼0Â:ÁG$

� 	 � �� J ! ,-*�5
α ∈ BV (0, T )

s�k�/
β
(~s%*-,H(�8;7),Êk21 # 7
	<l *�5<i;(~i+(�d7sZk�/ %ZT , 8�*@5¿i

,ÊkB*�iog ��s�n�M
a(v

0)
u�l�k�*�s), k (Qs�k s%*0*Ngts'u:*-,���i 	<l%, kB*

v0
*�5<iok 8~l�g7s�nÊn ( *Ng;,�u:*Nn 7 	<l (;,-*-,��(i

(0iIH <¦iokeuOi
(εn)n≥0

s�k�/�s�n n 	¿l (;,-*-,���i"(0iIH <¦iokeuOi
(tn)n≥0

(;<¿u+5 *�5as%*��

lim
n−→+∞

εn = 0, lim
n−→+∞

tn = 0, lim
n−→+∞

vεn
(tn) = v0,

8~l�gQs�n n
δ > 0

T"*�5<iog�i�i F%,H( *�(
ζ2 > 0

(;<¿u+5 *�5as * 8~l�gQs�n n
ζ1 ∈ ]0, ζ2[

*�5<iog�ißi F),@(+*�(
Ñ > 0

34,-*�5 �

vεn
(t) ∈ [v0 − δ, v0 + δ], ∀ t ∈ [ζ1, ζ2],∀ n ≥ Ñ ,

(vεn
(t) − v0) � 1�k (v0 − v0) < δ, ∀ t ∈ [0, ζ2],∀ n ≥ Ñ .

����� ���	� �¥¾cÄ"Õ¦Á�Í�Á�Á�Õ¿Ú�¾
v0 > v0 �ÊÃ�É v0 = v0 ÄjÆ¦¾*Ç�¾~ÁjÕ¿ÀÅÄ"ÃpÁ�Í(Ì?¼�×'ÏaÃp¼�Õ¦Á�Í(Î¿Î¿ÀÅÃpË0Í(ÄjÃp¼�Ì

¼(É �rÇ�¼�Îz¼ZÁ�ÃÅÄjÃp¼�Ì ê�Í(Ì¦½ Ã�É
v0 < v0 ÄjÆ¦¾�Î¿Ç�¼�¼(ÉxÃpÁ7Á�ÃÅÚ?ÃÅÀÓÍ(Ç;�oØ Ûh¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾ v0

ÃpÁ7Í(Ì
Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾�Î ¼�ÃÅÌ'Ä0ÑaÄjÆ¦¾cÇ�¾�¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á*ÍSÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ+ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô�×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ

[v∗i , v
∗
i+1], [α

∗
i , α

∗
i+1]¼(É

β
Í(Ì¦½

ζ > 0
ÁjÕ¦Ë�ÆßÄjÆ¤Í(ÄG$

v0 ∈ [v1, v2], α+(t) ∈ [α1, α2], ∀ t ∈ [0, ζ].

Þ�É
v0 = v∗i

Í(Ì¦½
α+(0) = α1

ÄjÆ¦¾cÌ
(α+(0), v0)

ÃpÁ)Í�ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À°Ú?ÃÅÌ¿ÃÅÚxÕ¿Ú Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾
Î ¼�ÃÅÌ'Ä0ØrÛh¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾

[v∗i−1, v
∗
i ], [α

∗
i−1, α

∗
i ]
ÃpÁ*Í-ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ�½¿¾~ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿ÔS×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ7¼(É

β
Ñ�ÄjÆ¦¾cÇ�¾

¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á
v ∈ ]v0, v0[

ÁjÕ¦ËOÆ�ÄjÆ¤Í(Ä
β(v) > α+(0)

ÑIÍQË~¼�Ì'ÄjÇOÍ�½<ÃpËcÄjÃp¼�Ì�ÉÊÇ�¼�Ú �¥¾cÚ?Ú+Í�é<Ø

ê �



ÙhÆ�Õ¦Á
(α+(0), v0)

ÃpÁ�Ì¦¼�Ä+Í�ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À�Ú?ÃÅÌ¿ÃÅÚªÕ¿Ú Îz¼�ÃÅÌ�Ä+Í(Ì¦½KÄjÆ¦¾cÇ�¾7¾oÜaÃpÁ�Ä�Á
δ0 > 0Á�Õ¦Ë�ÆßÄjÆ¤Í(ÄG$

α+(0) > β(v), ∀ v ∈ [v0 − δ, v0[.
� ÃÅÏ_¾cÌfÍ(Ì'È

δ > 0
Ñ¦Àp¾cÄ:Õ¦Á:Á�¾cÄG$

ṽ1 = v0 − min(δ0, δ), α̃1 ∈ β(ṽ1),

ṽ2 = v0 + min(v2 − v0, δ), α̃2 = maxβ(ṽ2).

Ûh¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾+¼(ÉhÄjÆ¦¾+¾oÜaÃpÁjÄ�¾cÌ¦Ë~¾+¼(ÉhÄjÆ¦¾�ÇjÃÅÔZÆ'ÄxÀÅÃÅÚ?ÃÅÄ
α+(0)

ÑIÄjÆ¦¾cÇ�¾�¾oÜaÃpÁ�Ä�Á
ζ2 > 0

ÁjÕ¦ËOÆ
ÄjÆ¤Í(ÄG$

α+(t) ∈ [α̃1, α̃2], ∀ t ∈ [0, ζ2].
»2¼�Ç�¾~¼0Ï_¾cÇ0Ñ Ã�É�Â*¾ªË~¼�Ì¦Á�Ãp½¿¾cÇ

(εn)n≥0
ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ�Îz¼ZÁjÃÅÄjÃÅÏ_¾�Í(Ì¦½

(tn)n≥0
Îz¼ZÁjÃÅÄjÃÅÏ_¾ªÏ_¾cÇjÃ�Ò

ÉNÈaÃÅÌ¿Ô $
lim

n−→+∞
εn = 0, lim

n−→+∞
tn = 0, lim

n−→+∞
vεn

(tn) = v,

ÄjÆ¦¾cÌßÉN¼�Ç)Í(ÀÅÀ
ζ1 ∈ ]0, ζ2]

Ñ¿ÄjÆ¦¾cÇ�¾x¾oÜaÃpÁjÄ�Á
Ñ > 0

ÁjÕ¦ËOÆßÄjÆ¤Í(ÄG$

tn < ζ2, ∀n ≥ Ñ , vε(tn) ≥ ṽ1.

�B¾cÄ
t̃n ∈ ]0, tn]

× ¾4ÄjÆ¦¾�ÁjÚ+Í(ÀÅÀp¾~Á�Ä*ÄjÃÅÚ�¾
t
Á�Õ¦Ë�Æ7ÄjÆ¤Í(Ä

vε(t) = v0 − δ
Ñ<Â*¾6Ë0Í(ÌßÍ(Î¿Î¿ÀÅÈ

��Ç�¼�Îz¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ìñê-¼�Ì7ÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(ÀpÁ
[ṽ1, ṽ2]

Í(Ì¦½
[α̃1, α̃2]

ÃÅÌ�¼�Ç�½¿¾cÇ:Ä�¼?Ë~¼�Ì¦ËcÀÅÕ¦½¿¾%$

vε(t) ∈ [ṽ1, ṽ2], ∀t ∈ [ζ1, ζ2],

vε(t) ≤ ṽ2, ∀t ∈ [0, ζ2].

� 	 � �� � ! ,-*�5
α ∈ BV (0, T )

s�k�/
β
(~s%*-,H(�8;7),Êk21 # 7
	<l *�5<i;(~i+(�d7sZk�/ %ZT , 8�*@5¿i

,ÊkB*�iog ��s�n3M
l(v

0)
u�l�k�*�s), k (Ss�k�s%*0*Ngjs_u:*-,��(i	<l),ÊkB*

v0
*�5<iok 8~l�gSs�nÊn

δ > 0
*�5<iog�i�i F),@(+*�(

ζ2 > 0
(;<¿u+5 *�5as%*�8clZgxs�n n

ζ1 ∈ ]0, ζ2[
*�5¿iogji?i�F),H( *�(

ε0 > 0
34,�*�5 �

vε(t) ∈ [v0 − δ, v0 + δ], ∀ t ∈ [ζ1, ζ2],∀ ε ∈ ]0, ε0],

(vε(t) − v0) � 1Zk (v0 − v0) < δ, ∀ t ∈ [0, ζ2],∀ ε ∈ ]0, ε0].

ÙhÆ¦¾ Î¿Ç�¼�¼(Ér¼(É"ÄjÆ¿ÃpÁ�Àp¾cÚ?Ú+Í�ÃpÁ:ÁjÃÅÚ?ÃÅÀÓÍ(Ç)Ä�¼?ÄjÆ¦¾ ¼�Ì¦¾-¼(É"ÄjÆ¦¾ Î¿Ç�¾cÏ�Ãp¼�Õ¦Á:Àp¾cÚ?Ú+Í<Ø

�����������
��
������ ! ,-*�5
α ∈ BV (0, T )

s�k�/
β
(~s%*-,@(@8+7 ,Êk21�# 7
	<l *�5<i;(~i+(7d�s�k�/ %_T

, 8�3�i�(~i *�M
a(v

0) = [ia1, ia2]
s�k�/�M

l(v
0) = [il1, il2]

T *�5<iok 3�i�5as �(i *�5¿i'8clZn nÅl)34,Êk21
	zgtl
	¦iog+*-,�i;( �
s�L *�5<i�, k�*�iog �(s�n

]ia1, ia2[
/_l�i;(xkzl%*�u�lZkB*�s),Êk�s�kB7�s%*0*Ngjs_u:*-,��(i�	<l),ÊkB*�(OT

m L
α+(0) ≥ max(β(ia1), β(il1))

s�k�/
α+(0) ≤ min(β(ia2), β(il2))

T

ê �



u-L , 8
(α+(0), ia1)

l�g
(α+(0), il1)

,@(7sïucg+,�*-,�u�s�n C ,Êk ,@C < C 	<l),ÊkB*ÊT�*�5<ick ,-*",@(
s%*0*Ngjs_u:*-,��(i

�
, 8

(α+(0), ia2)
l�g

(α+(0), il2)
,@(�s�ucg+,�*-,�u�s�n C?s#F),@C < C 	<l%, kB*ÊT

*�5<iok ,-*�,@( s%*0*Ngjs_u:*-,��(iqT
/�Lßijs_u+52i�F%*Ngji C�,-*-7�l 84M

a(v
0)
l�g4M

l(v
0)
,@(xi ,�*�5<icg

v0 l�gªs�k�s%*0*Ngjs_u:*-,��(i�	<l),ÊkB* I

����� ���	�

ÍSÒ+ó4ÁOÁjÕ¿Ú�¾�ÄjÆ¦¾cÇ�¾ï¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á�Í(Ì Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾ïÎ ¼�ÃÅÌ'Ä
v0 ∈ [v0, ia2[

Ø/ó)Î¿Î¿ÀÅÈaÃÅÌ¿Ô
�¥¾cÚ?Ú+Í � Â�ÃÅÄjÆ

δ =
ia2 − v0

2

Â�¾�¼�×¿ÄOÍ(ÃÅÌ�ÄjÆ¤Í(Ä
ia2
ÃpÁ�Ì¦¼�Ä�Í-ËcÀÅÕ¦Á�Ä�¾cÇ�Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ñ¿Í

Ë~¼�Ì'ÄjÇOÍ�½<ÃpËcÄjÃp¼�Ì¥Ø Þ]ÌfÄjÆ¦¾SÁOÍ(Ú�¾ªÂ*Í0È_ÑeÄjÆ¦¾ªÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(À
]ia1, v

0]
½¿¼a¾~Á4Ì¦¼�Ä6Ë~¼�Ì�ÄOÍ(ÃÅÌ

Í(Ì'ÈßÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä�Á�Ø
×7Ò+ó4ÁOÁjÕ¿Ú�¾

α+(0) > β(ia2)
�ÊÄjÆ¦¾�¼�ÄjÆ¦¾cÇhË0Í�ÁO¾~ÁhÍ(Ç�¾�Í(Ì¤Í(Àp¼�Ô_¼�Õ¦Á;�oØ�!¦Ç�¼�Ú �B¾cÚ?Ú+Í

êZÑ¿ÄjÆ¦¾cÇ�¾-¾oÜ<ÃpÁjÄ
δ > 0

Í(Ì¦½
ζ > 0

ÁjÕ¦ËOÆßÄjÆ¤Í(ÄG$

α+(t) > β(v), ∀ v ∈ [ia2 − δ, ia2 + δ], ∀ t ∈ [0, ζ].

�¥¾cÄ:Õ¦Á:ÁO¾cÄG$
η = min

v ∈ [ia2 − δ, ia2 + δ]
t ∈ [0, ζ]

(α+(t) − β(v)).

Ûh¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾
ia2

ÃpÁ-ÍQËcÀÅÕ¦Á�Ä�¾cÇ Îz¼�ÃÅÌ�Ä0Ñ¥ÄjÆ¦¾cÇ�¾?¾oÜ<ÃpÁjÄxÍ�ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈfÎ ¼ZÁjÃÅÄjÃÅÏ_¾?Á�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾
(εn)n≥0

Í(Ì¦½ßÍ?Îz¼ZÁjÃÅÄjÃÅÏ_¾ ÁO¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾
(tn)n≥0

ÁjÕ¦ËOÆ7ÄjÆ¤Í(ÄG$

lim
n−→+∞

εn = 0, lim
n−→+∞

tn = 0, lim
n−→+∞

vεn
(tn) = ia2.

!¦¼�Ç4Í(ÀÅÀ
θ ∈ ]0, ζ]

ÄjÆ¦¾cÇ�¾x¾oÜaÃpÁjÄ�Á
Ñ ≥ 0

ÁjÕ¦Ë�Æ�ÄjÆ¤Í(Ä�ÉN¼�Ç)Í(ÀÅÀ
n ≥ Ñ

Â�¾ Æ¤Í0Ï_¾%$

vεn
(tn) ∈ [ia2 − δ, ia2 + δ], tn ∈ [0,

θ

2
], εn ∈ ]0,

ηθ

δ
].

Û*Õ¿ÄG$

ε
d

dt
vεn

(t) ∈ α(t)−β(vεn
(t) ≥ η,

Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì
[0, ζ]

Í(Ì¦½ßÂ�Æ¦¾cÌ¦¾cÏ_¾cÇ
vεn

(t) ∈ [ia2−δ, ia2+δ],

ÄjÆ'Õ¦Á0Ñ¿ÉN¼�Ç)Í�ÔZÃÅÏ_¾cÌ
n ≥ Ñ

Â*¾ Æ¤Í~Ï_¾%$

vεn
(θ) ≥ min(ia2 − δ +

η

εn
(θ − tn), ia2 + δ).

Þ�Ì7Î¤Í(ÇjÄjÃpËcÕ¿ÀÓÍ(ÇG$
vεn

(θ) ≥ ia2 + δ.

!¿Ç�¼�Ú ÄjÆ¦¾-Ë~¼�Ì�ÄjÃÅÌ'Õ¿ÃÅÄ]È�¼(É
vεn

Ñ<ÄjÆ¦¾cÇ�¾-¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á
t̃n ∈ [0, θ]

ÁjÕ¦Ë�Æ�ÄjÆ¤Í(Ä
vεn

(t̃n) =
ia2 + δ

Ø�ÙhÆ�Õ¦Á
ia2 + δ

ÃpÁ)Í�ËcÀÅÕ¦ÁjÄ�¾cÇ:Î ¼�ÃÅÌ'Ä0ÑeÍ?Ë~¼�Ì'ÄjÇOÍ�½<ÃpËcÄjÃp¼�Ì¥Ø

ê0ç



Ë�Ò+ó4ÁOÁjÕ¿Ú�¾
(α+(0), ia2)

ÃpÁQÍ�ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À6Ú+Í�ÜaÃÅÚªÕ¿Ú ×¿Õ¿Ä�Ì¦¼�Ì<Ò]Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾�Îz¼�ÃÅÌ�Ä
�ÊÄjÆ¦¾+¼�ÄjÆ¦¾cÇSË0Í�Á�¾~ÁªÍ(Ç�¾+Í(Ì¤Í(Àp¼�Ô_¼�Õ¦Á+�oØ�ÙhÆ¦¾cÇ�¾�¾oÜaÃpÁ�Ä�Á

δ > 0
ÁjÕ¦Ë�ÆñÄjÆ¤Í(Ä

[ia2 −
δ, ia2]

ÃpÁ�Í?ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ7ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�Á�ÃÅÌ¿Ô�×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ2¼(É
β
Í(Ì¦½

[ia2, ia2 + δ]
ÃpÁ�Í?ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ

½¿¾~ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿ÔS×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ7¼(É
β
ØrÝ"ÜaÃpÁ�Ä�¾cÌ¦Ë~¾)¼(É¥ÄjÆ¦¾:ÇjÃÅÔZÆ�Ä�ÀÅÃÅÚ?ÃÅÄ

α+(0)
ÃÅÚ?Î¿ÀÅÃp¾~Á*ÄjÆ¤Í(Ä

ÄjÆ¦¾cÇ�¾-¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á
ζ > 0

ÁjÕ¦ËOÆßÄjÆ¤Í(ÄG$

α+(t) > β(ia2 − δ), ∀t ∈ [0, ζ].

ÙhÆ¦¾ Î ¼�ÃÅÌ'Ä
(α+(0), ia2)

ÃpÁ�Ì¦¼�Ä4Í(Ì�Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä4ÁjÃÅÌ¦Ë~¾%$

∀θ ∈ ]0, ζ],∃ 0 < tθ < t̃θ < θ, α+(t) > β(v), ∀ v ∈ [ia2−δ, ia2+δ], ∀ t ∈ [tθ, t̃θ].

ÙhÆ¦¾�Î ¼�ÃÅÌ'Ä
ia2

ÃpÁQÍ�ËcÀÅÕ¦Á�Ä�¾cÇ+Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ñ:ÄjÆ�Õ¦Á�ÄjÆ¦¾cÇ�¾f¾oÜ<ÃpÁjÄ�ÍñÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ�Î ¼ZÁjÃÅÄjÃÅÏ_¾
Á�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾

(εn)n≥0
Í(Ì¦½�ÍSÎ ¼ZÁjÃÅÄjÃÅÏ_¾-ÁO¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾

(tn)n≥0
ÁjÕ¦Ë�Æ�ÄjÆ¤Í(ÄG$

lim
n−→+∞

εn = 0, lim
n−→+∞

tn = 0, lim
n−→+∞

vεn
(tn) = ia2.

!¦¼�Ç4ÍSÔZÃÅÏ_¾cÌ
θ ∈ ]0, ζ]

Àp¾cÄ�Õ¦Á:Á�¾cÄG$

η = min(α+(t) − β(v)),
É�¼�Ç

v ∈ [ia2 − δ, ia2 + δ],
Í(Ì¦½

t ∈ [tθ, t̃θ].

ÙhÆ¦¾cÇ�¾-¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á
Ñ ≥ 0

ÁjÕ¦Ë�ÆßÄjÆ¤Í(ÄhÉ�¼�Ç4Í(ÀÅÀ
n ≥ Ñ

Â*¾ Æ¤Í~Ï_¾%$

vεn
(tn) ∈ [ia2 − δ, ia2 + δ], tn ∈ [0, tθ], εn ∈ ]0,

η(t̃θ − tθ)

2δ
].

Þ�Ì7Î¤Í(ÇjÄjÃpËcÕ¿ÀÓÍ(ÇG$
vεn

(t) ≥ ia2 − δ, ∀ t ∈ [tn, tθ],
ÄjÆ¦¾cÌ $

d

dt
vεn

(t) ≥
η

εn
,
Í<Ø ¾ZØr¼�Ì

[tθ, t̃θ],
Í(Ì¦½7Â�Æ¦¾cÌ¦¾cÏ_¾cÇ

vεn
≤ ia2 + δ.

��¾-¼�×¿ÄOÍ(ÃÅÌ $

vεn
(t̃θ) ≥ min(ia2 + δ, ia2 − δ

η

εn
(t̃θ − tθ)).

� ¼ $
vεn

(t̃θ) ≥ ia2 + δ.
!¿Ç�¼�Ú ÄjÆ¦¾�Ë~¼�Ì'ÄjÃÅÌ'Õ¿ÃÅÄ]Èx¼(É

vεn

Ñ�ÄjÆ¦¾cÇ�¾�¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á°Í
t̃n ∈ [0, t̃θ]

ÁjÕ¦ËOÆ-ÄjÆ¤Í(Ä
vεn

(t̃n) =
ia2 + δ

Ø�ÙhÆ�Õ¦Á
ia2 + δ
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½QÒ+ó4ÁOÁjÕ¿Ú�¾�É�¼�Ç-ÃÅÌ¦ÁjÄOÍ(Ì¦Ë~¾�ÄjÆ¤Í(Ä

ia2
ÃpÁ-Ì¦¾cÃÅÄjÆ¦¾cÇª¾~õ�Õ¤Í(À�Ä�¼

v0 Ì¦¼�Ç�Í(ÌñÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾
Îz¼�ÃÅÌ�Ä0Ø°óKË~¼�Ì¦Á�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾�¼(É¿Î¿Ç�¼�Î ¾cÇjÄ�È�×�� ¼(É �¥¾cÚ?Ú+Í)é�ÃpÁ3ÄjÆ¤Í(Ä

α+(0) ∈ β(ia2)
Ø

ÙhÆ¦¾hÎz¼�ÃÅÌ�Ä
(ia2, α

+(0))
Ë0Í(Ì¿Ì¦¼�Ä�× ¾�Í(Ì?Õ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾�Î ¼�ÃÅÌ'Ä�Í(Ì¦½�Ã�É ÃÅÄIÃpÁ�Í4ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À

Îz¼�ÃÅÌ�Ä0Ñ)Î¿Ç�¼�Î ¾cÇjÄ�È Ë#�?ÃÅÚ?Î¿ÀÅÃp¾~ÁQÄjÆ¤Í(ÄQÃÅÄ�ÃpÁ�Ì¦¾~Ë~¾~Á�ÁOÍ(ÇjÈ Í(Ì Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾�ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À
Ú+Í�ÜaÃÅÚªÕ¿Ú Î ¼�ÃÅÌ'Ä0ØhÞ�ÉIÃÅÄ4ÃpÁ�Ì¦¼�Ä6Í�ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À°Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ñ¤ÃÅÄ:ÃpÁ4Í+ÁjÄOÍ(×¿Àp¾ Î ¼�ÃÅÌ'Ä)Â�Æ¿ÃpËOÆ
ÃpÁ)Í(Õ¿Ä�¼�Ú+Í(ÄjÃpË0Í(ÀÅÀÅÈ�Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾ZØ
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ÙhÆ¦¾�Î¿Ç�¾cÏaÃp¼�Õ¦Á"Î¿Ç�¼�Îz¼ZÁ�ÃÅÄjÃp¼�Ì�Í(ÀÅÀp¼�Â:Á"Ä�¼4½¿¾~Á�ËcÇjÃÅ× ¾*ÄjÆ¦¾�ÃÅÌ�Ä�¾cÇjÏ�Í(ÀpÁrÞ
a(v

0)
Í(Ì¦½�Þ

l(v
0)Â�Æ¦¾cÌ¦¾cÏ_¾cÇ

(α+(0), v0)
ÃpÁ�Ì¦¼�Ä4Í(ÌßÕ¿Ì¦Á�ÄOÍ(×¿Àp¾ Îz¼�ÃÅÌ�Ä)¼(É

β
Ñ¦Í�ÁhÉ�¼�ÀÅÀp¼0Â:ÁG$

Ò�Ã�É
(α+(0), v0)

ÃpÁ)Í(Ì�Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä:ÄjÆ¦¾cÌfÞ
a(v

0) =
Þ
l(v

0) = {v0}
Ñ

Ò�Ã�É�¾cÃÅÄjÆ¦¾cÇ
α+(0) > β(v0)

¼�Ç
(α+(0), v0)

ÃpÁ�Í�ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À-Ú+Í�Ü<ÃÅÚxÕ¿Ú Ì¦¼�Ì<Ò
Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä:ÄjÆ¦¾cÌ $

Þ
a(v

0) =
Þ
l(v

0) = [v0,min{v > v0 : v
Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾xÎz¼�ÃÅÌ�Ä

}],

Ò�Ã�É+¾cÃÅÄjÆ¦¾cÇ
α+(0) < β(v0)

¼�Ç
(α+(0), v0)

ÃpÁ2Í ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(ÀSÚ?ÃÅÌ¿ÃÅÚxÕ¿Ú Ì¦¼�Ì<Ò
Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä:ÄjÆ¦¾cÌ $

Þ
a(v

0) =
Þ
l(v

0) = [max{v < v0 : v
Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä

}, v0],

Þ�ÌñÎ¤Í(ÇjÄjÃpËcÕ¿ÀÓÍ(Ç0ÑrÂ�Æ¦¾cÌ
(α+(0), v0)

ÃpÁªÌ¦¼�Ä�Í(ÌñÕ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾+Î ¼�ÃÅÌ'Ä�¼(É
β
ÑrÞ

l(v
0) =Þ

a(v
0)
Í(Ì¦½7ÄjÆ¿ÃpÁ�ÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(ÀBË~¼�Ì�ÄOÍ(ÃÅÌ¦Á6ÍSÕ¿Ì¿Ãpõ�Õ¦¾xÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ø

�¥¾cÄhÕ¦Áh×¿ÇjÃp¾��¦È�Ë~¼�Ì¦ÁjÃp½¿¾cÇ�ÄjÆ¦¾�Ë0Í�Á�¾6Â�Æ¦¾cÇ�¾
(α+(0), v0)

ÃpÁ:Í(Ì�Õ¿Ì¦Á�ÄOÍ(×¿Àp¾4Î ¼�ÃÅÌ'Ä:¼(É
β
Ø�ÙhÆ¿ÃpÁ�Ë~¼�ÇjÇ�¾~ÁjÎ ¼�Ì¦½¿Á4Ä�¼�Í(Ì�ÃÅÌ¿ÃÅÄjÃÓÍ(ÀIÏZÍ(ÀÅÕ¦¾-Â�Æ¿ÃpË�Æ�ÃpÁ4¼�ÌfÄjÆ¦¾x×z¼�Ç�½¿¾cÇ4×z¾cÄ]Â�¾~¾cÌ�Ä�Â*¼
Ç�¾cÔZÃp¼�Ì¦Á)¼(ÉrÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃp¼�Ì¥Ø�ÙhÆ¦¾�×z¾cÆ¤Í0Ï�Ãp¼�Ç)¼(É"ÄjÆ¦¾ Á�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì�½¿¾cÎ ¾cÌ¦½¿Á:¼�Ì7ÄjÆ¦¾ × ¾cÆ¤Í~ÏaÃp¼�Ç
¼(É

α(t)
ÃÅÌ�Í+Ì¦¾cÃÅÔZÆ'× ¼�ÇjÆ¦¼�¼a½�¼(É

t = 0
Ø Þ�É�ÄjÆ¦¾cÇ�¾�¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á Í+ÁjÚ+Í(ÀÅÀ"ÃÅÌ�Ä�¾cÇjÏ�Í(À

]0, ζ]
¼�Ì

Â�Æ¿ÃpËOÆ $
Ò

α
ÃpÁ�Ë~¼�Ì¦ÁjÄOÍ(Ì'Ä0Ñ¥ÄjÆ¦¾cÌ2ÄjÆ¦¾ªÕ¿Ì¿Ãpõ�Õ¦¾SÁO¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì�¼�Ì�ÄjÆ¿ÃpÁ�ÃÅÌ�Ä�¾cÇjÏ�Í(À"ÃpÁ

vε ≡ v0 ÉN¼�Ç
Í(ÀÅÀ

ε > 0
Ñ

Ò
α
ÃpÁ2ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô ÄjÆ¦¾cÌìÞ

a(v
0) =

Þ
l(v

0) = [v0,min{v > v0 :
v
Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾ Î ¼�ÃÅÌ'Ä

}],

Ò
α
ÃpÁB½¿¾~ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô:ÄjÆ¦¾cÌxÞ

a(v
0) =

Þ
l(v

0) = [max{v < v0 : v
Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾ Î ¼�ÃÅÌ'Ä

}, v0].

� ÌïÄjÆ¦¾�¼�ÄjÆ¦¾cÇªÆ¤Í(Ì¦½3ÑrÃ�É
α
½¿¼a¾~ÁªÌ¦¼�ÄªÏ_¾cÇjÃ�ÉNÈ�Í(Ì'È�¼(É4ÄjÆ¦¾~Á�¾+ÄjÆ¿Ç�¾~¾�Ë~¼�Ì¦½<ÃÅÄjÃp¼�Ì¦Á0Ñ"É�¼�Ç

ÃÅÌ¦Á�ÄOÍ(Ì¦Ë~¾ ÄjÆ¿ÃpÁ�ÃpÁ�ÄjÆ¦¾-Ë0Í�ÁO¾�Â�ÃÅÄjÆ $

α(t) = α(0) + t3 sin(
1

t
),

ÃÅÄ ÃpÁ�Î ¼ZÁ�ÁjÃÅ×¿Àp¾SÄ�¼QÆ¤Í0Ï_¾�Þ
a(v

0) = [max{v < v0 : v
Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä

},min{v >
v0 : v

Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾xÎz¼�ÃÅÌ�Ä
}]
Í(Ì¦½ªÞ

l(v
0) = {v0}

Ø � ¼6Þ
a(v

0)
Ë~¼�Ì'ÄOÍ(ÃÅÌ¦ÁIÄ�Â*¼ Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾

Î ¼�ÃÅÌ'Ä�Á�Í(Ì¦½�Þ
l(v

0)
Ì¦¼�Ì¦¾ZØ�Þ�ÌfÄjÆ¿ÃpÁ4Ë0Í�ÁO¾ZÑ¦ÄjÆ¦¾xÁO¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾

vε
½¿¼a¾~Á:Ì¦¼�Ä6Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾ZØ4ÙB¼

Í0Ï_¼�Ãp½�ÄjÆ¿ÃpÁ�Ñ¦Â�¾xÃÅÚ?Îz¼ZÁO¾-ÃÅÌßÄjÆ¦¾-ÉN¼�ÀÅÀp¼�Â�ÃÅÌ¿Ô+É�¼�Ç
(α+(0), v0)

Ì¦¼�Ä)Ä�¼�× ¾xÍ(ÌfÕ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾
Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ñ¤¾cÏ_¾cÌßÄjÆ¦¼�Õ¿ÔZÆßÄjÆ¿ÃpÁ)Ë~¼�Ì¦½<ÃÅÄjÃp¼�Ì�ÃpÁ:Á�¼�Ú�¾cÂ�Æ¤Í(Ä)Ä�¼a¼?ÁjÄjÇ�¼�Ì¿Ô¦Ø
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β (v)

α+(0)

v v0
0

I  (v  )l

I  (v  )b 0

0

!IÃÅÔZÕ¿Ç�¾ � $ &4F's)C 	enÅi4l 8 *�5<i�/�i *�iog+C�,Êkes%*-,�l�k�l 8
v0
TzM

l(v
0)
s�k�/4M

b(v0)
34,�*�5Ss"(+*Ng+,NuG*Nn.7

,Êkeucg�ijs (+, k 1
α
I

v0v0

I  (v  )l
0

I  (v  )b 0

β (v)

α+(0)

!IÃÅÔZÕ¿Ç�¾+ç $�&�F_s)C 	enpi�l 8 *�5¿i /�i *�iog+C�,Êkes%*-,�l�kKl 8
v0
T�M

l(v
0)
sZk�/�M

b(v0)
34,-*�5�s=/'ioL

u~gjijs)(;,Êk21
α
I

�
��� ��'��/.B,20 ,/4�> %(%()E> � %8.�,/0 ,/46> 0 >�%(%A)8>�� %8.��/' *-,/.�02%

C 	ED � ��
������ GBi *
v0
m�i7s�k s%*0*Ngjs_u:*-,��(i 	<l%, kB*�l 8 *�5<i7mjl)<ak�/_s�g+72n�s)7'iogQs%*

t = 08~l�g 	egtl�monÅi C �tdZW�� I�!?i�u�s�nÊn *�5<i6g�i01),�l�kfl 8�s%*0*Ngts'u:*-,NlZkfl 8
v0
*�5<i�,ÊkB*�iog ��s�n3l 86sZn n�*�5<i

,Êk ,-*-,NsZn �(s�n.<¦i;(
v0 (+<<u+5 *�5as * v0 ∈

M
l(v

0)
I$!�i�/'iokzl%*�i�*�5?,H(",ÊkB*�iog ��s�nIm 7�M

b(v0)
I

Þ�Ä�ÃpÁ�¾0Í�ÁjÈ�Ä�¼Q¼�×¿ÄOÍ(ÃÅÌ�ÄjÆ¦¾�¾oÜ<Î¿Ç�¾~Á�ÁjÃp¼�Ì�É�¼�Ç4ÄjÆ¦¾�Ç�¾cÔZÃp¼�Ì�¼(É*Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃp¼�Ì�ÉÊÇ�¼�Ú ÄjÆ¦¾
¾oÜ<Î¿Ç�¾~Á�ÁjÃp¼�ÌQÉ�¼�Ç:Þ

l(v
0)
Ø�ÙhÆ¦¾ ÃÅÌ�Ä�¾cÇjÃp¼�Ç4¼(ÉrÞ

b(v0)
ÃpÁ

]va, vb[
Â�ÃÅÄjÆ $

va =

∣

∣

∣

∣

v0
Ã�É

(α+(0), v0)
ÃpÁ:ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À¥Ú?ÃÅÌ¿ÃÅÚªÕ¿ÚßÑ

max{{v < v0 : (α+(0), v)
Õ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾-¼�Ç:ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(ÀBÚ+Í�Ü<ÃÅÚxÕ¿Ú Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾

} ∪ {−∞}}
¼�ÄjÆ¦¾cÇjÂ�ÃpÁ�¾

,

vb =

∣

∣

∣

∣

v0
Ã�É

(α+(0), v0)
ÃpÁ)ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(ÀBÚ+Í�Ü<ÃÅÚxÕ¿ÚßÑ

min{{v > v0 : (α+(0), v)
Õ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾-¼�Ç:ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(ÀBÚ?ÃÅÌ¿ÃÅÚªÕ¿ÚâÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾

} ∪ {+∞}}
¼�ÄjÆ¦¾cÇjÂ�ÃpÁ�¾
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l(v

0)
ÃpÁhÍ(Ì
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ÑrÍ(Ì¦½ñÄjÆ¦¾cÃÅÇ�ÁO¾cÌ¦ÁjÃÅÄjÃÅÏ�ÃÅÄ]È�Ä�¼

ÄjÆ¦¾-×z¾cÆ¤Í0Ï�Ãp¼�Ç)¼(É
α
ÃÅÌ2ÍSÌ¦¾cÃÅÔZÆ'× ¼�ÇjÆ¦¼�¼a½�¼(É

t = 0
Ø

�
��� � '�79> �9.B,/)3,54 %879' # '���"9'�0 ��' ,/4F# ,/ 1"
%8.B,20=#!.�0 > 0='�. �/7:-,5) 79,�,
<
,/4

t = 0

Þ]ÌïÄjÆ¿ÃpÁSÁ�Õ¿×¦Á�¾~ËcÄjÃp¼�Ì¥ÑrÂ�¾QÁjÆ¦¼�Â ÄjÆ¤Í(Ä0ÑrÂ�Æ¦¾cÌ¦¾cÏ_¾cÇ
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ÄjÆ¦¾x½¿¾oà¦Ì¿ÃÅÄjÃp¼�Ì2¼(É�Í(ÌfÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾ªÎz¼�ÃÅÌ�Ä0Ñ¦ÄjÆ¦¾cÇ�¾ª¾oÜaÃpÁjÄ6Í?ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈQÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô+×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ
[v1, v2], [α1, α2]

¼(É
β
Í(Ì¦½

ζ > 0
Á�Õ¦Ë�ÆßÄjÆ¤Í(ÄG$

v0 ∈ [v1, v2], α+(t) ∈ [α1, α2], ∀ t ∈ [0, ζ].

ÙhÆ¤Í(ÄSÃpÁSÂ�Æ'È�Â*¾�à¦Ç�ÁjÄªË~¼�Ì¦ÁjÃp½¿¾cÇ�ÄjÆ¦¾�Ë0Í�Á�¾�Â�ÃÅÄjÆ
β
ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ�ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô¦Ø=��¾�Ë0Í(Ì

É�¼�ÇjÚxÕ¿ÀÓÍ(Ä�¾xÄjÆ¦¾6ÉN¼�ÀÅÀp¼�Â�ÃÅÌ¿Ô+Ç�¾~ÁjÕ¿ÀÅÄ�Á#$
�����������
��
������ ! ,-*�5

ε > 0
T
α ∈ BV (0, T )

s�k�/
β
( *Ng;,�u:*Nn 76, kzucgji�s (;,Êk2163>52,Nu+5

(~s%*-,@(��*i;( #"7 	¿l%*�5<i;(+,H(ªd�T 3�i"5as ��i�*�5<i48~l�nÊn�l%34, k21�	egjl
	¿iog *-,�i;( �
d I6M@8

v1
sZk�/

v2
s�g�i (~l�n < *-,�l�k (-l 8 	egjl'monpi+C ��d_W���34,-*�5+g�i;( 	¦iju:*-,��(i�,Êk ,�*-,�s�n���s�n <¿i;(

v0
1

s�k�/
v0
2

T *�5<iok *�5<i�/), �4iog�iokeuOi
|v1(t)−v2(t)|

,H( /'ijucg�ijs (+, k21�l�k *�5¿i ,ÊkB*�iog ��s�n
[0, T ]

T
% I6GBi *

αi
m�ifs (0iIH <¦iokeuOi2l 8 8+<�keuG*-,Nl�k ( ,Êk

BV (0, T )
3>5?,�u+5 <ak , 8cl�g+C�n.7�u�lZk¦L

�(iog01'i;(E*�lfs"8+<�keuG*-,Nl�k
α ∈ BV (0, T )

T�*�5<iok *�5<i�(0iIH <¦iokeuOi
vεi

l 8 *�5<i (cl�n <aL
*-,NlZk (�l 8 	zgtl'mcnÅi+C �tdZW���8~l�g *�5<i�gji+( 	¿ijuG*-,��(i=/_s *�s

αi
T"<�k , 8~l�g;C�n 72u�lZk��(iog01'i;(

*�l
vε
T�*�5<i (cl�n < *-,�l�k�l 8 *�5<i�	egjl'monpi+C �tdZW��"8clZg *�5<iE/'s%*�s

α
IßH2l�g�ijl �(iog *�5?,@(

u�l�k���iog-1�iokeuOi ,H( <ak , 8~l�g+CD,Êk
ε
I

����� ���	� �rÇ�¼�Îz¾cÇjÄ]È�ê%$r×z¼�ÄjÆ
v1
Í(Ì¦½

v2
Í(Ç�¾-Á�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì¦Á4¼(ÉIÎ¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ �tê0ç �oÑ¿ÄjÆ'Õ¦ÁG$

ε
d

dt
v1(t) − ε

d

dt
v2(t) ∈ β(v2) − β(v1),

Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì
[0, T ],

Í(ÀpÁO¼ $

ε(
d

dt
v1(t) −

d

dt
v2(t))(v1 − v2) ∈ (β(v2) − β(v1))(v1 − v2),

Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì
[0, T ],

Í(Ì¦½ß×z¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾
β
ÃpÁhÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô $

ε
d

dt
(v1 − v2)

2 ≤ 0,
Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì

[0, T ].

��Ç�¼�Îz¾cÇjÄ]Èñé $xÄjÆ¦¾+Ú+Í(Î
β
Æ¤Í�ÁªÍ(Ì�ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�Á�ÃÅÌ¿ÔfÕ¿Ì¿Ã�Ò�ÏZÍ(ÀÅÕ¦¾~½ñË~¼�Ì�ÄjÃÅÌ'Õ¦¼�Õ¦ÁSÇ�¾~ËcÃÅÎ¿Ç�¼aË0Í(À

ÉNÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�ÌßÄjÆ¤Í(Ä:Â*¾-½¿¾cÌ¦¼�Ä�¾ ×�È
β−1 Ø �¥¾cÄ:Õ¦Á:Á�¾cÄG$

M = sup
ε>0,i≥0

‖vεi‖L∞(0,T ), A = sup
i≥0

‖αi‖L∞(0,T ).

ê0æ



��¾�Æ¤Í0Ï_¾
A < +∞

ÉÊÇ�¼�Ú ÄjÆ¦¾�Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾cÌ¦Ë~¾�¼(É*ÄjÆ¦¾
αi
ÑBÍ(Ì¦½

M < +∞× ¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾
M
Ë0Í(ÌQ×z¾6¾oÜaÎ¿Ç�¾~ÁOÁ�¾~½�½<ÃÅÇ�¾~ËcÄjÀÅÈQÍ�Á�Í ÉNÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ì7¼(É

A
�NÁ�¾~¾4Î¿Ç�¼a¼(É°¼(É �rÇ�¼�Î ¼(Ò

Á�ÃÅÄjÃp¼�Ì�é �oØrÙhÆ¦¾)ÉÊÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ì
β−1 ÃpÁ*Ë~¼�Ì'ÄjÃÅÌ�Õ¦¼�Õ¦Á�¼�Ì [−M,+M ]

Ñ�ÄjÆ'Õ¦Á*ÃÅÄ�ÃpÁ�Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ?ÀÅÈ
Ë~¼�Ì�ÄjÃÅÌ'Õ¦¼�Õ¦Á�Í(Ì¦½7Â�¾xË0Í(ÌßÂ�ÇjÃÅÄ�¾%$

∀ γ > 0, ∃ ηγ > 0 ; ∀a1, a2 ∈ [−A,+A], |a1−a2| < ηγ ⇒ |β−1(a1)−β−1(a2)| < γ.

�6ÁjÃÅÌ¿Ô?ÄjÆ¦¾ ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�Á�ÃÅÌ¿Ô�Î¿Ç�¼�Îz¾cÇjÄ]È7¼(É
β−1 Â*¾-Ë0Í(ÌßÇ�¾cÂ�ÇjÃÅÄ�¾ ÄjÆ¿ÃpÁ4Í�ÁhÉN¼�ÀÅÀp¼�Â:ÁG$

∀ γ > 0, ∃ ηγ > 0 ; ∀a1, a2 ∈ [−A,+A], a2−a1 ≤ ηγ ⇒ β−1(a2)−β−1(a1) ≤ γ.
� ¾cÄjÄjÃÅÌ¿Ô

w1 = β−1(a1)
Í(Ì¦½

w2 = β−1(a2)
Ñ<Â*¾-¼�×¿ÄOÍ(ÃÅÌ $

∀ γ > 0, ∃ ηγ > 0 ; ∀w1, w2 ∈ [−M,+M ], min(β(w2)−β(w1)) ≤ ηγ ⇒ w2−w1 ≤ γ,
Í(Ì¦½fÍ(ÀpÁ�¼ $

∀ γ > 0, ∃ ηγ > 0 ; ∀w1, w2 ∈ [−M,+M ], w2−w1 > γ ⇒ β(w2)−β(w1) > ηγ .�tê�ð%�
!¤¼�Ç4Í(Ì'È

η > 0
Àp¾cÄ�Õ¦Á:Á�¾cÄG$

δ(η) = inf{γ > 0 :
Í�Á�Á�¾cÇjÄjÃp¼�Ì �tê�ð%�*ÃpÁ:ÁOÍ(ÄjÃpÁtà¤¾~½QÂ�ÃÅÄjÆ

ηγ = η}.
Þ]ÄSÃpÁSËcÀp¾0Í(ÇSÄjÆ¤Í(Ä�ÄjÆ¦¾�Ï�Í(ÀÅÕ¦¾�¼(É

δ(η)
Ä�¾cÌ¦½¿ÁSÄ�¼A�0¾cÇ�¼fÂ�Æ¦¾cÌ

η
Ä�¾cÌ¦½¿ÁSÄ�¼=�0¾cÇ�¼¿ØA��¾

Î¿Ç�¼�Ï_¾ ÄjÆ¦¾�É�¼�ÀÅÀp¼0Â�ÃÅÌ¿Ô�Î¿Ç�¼�Îz¾cÇjÄ]È�Ä�¼+¾cÌ¦½QÄjÆ¦¾-½¿¾cÚ�¼�Ì¦ÁjÄjÇOÍ(ÄjÃp¼�Ì $

‖vεi − vε‖L∞(0,T ) ≤ δ(‖αi − α‖L∞(0,T )).

ó6Á�ÁjÕ¿Ú�¾�ÄjÆ¤Í(Ä)ÄjÆ¦¾cÇ�¾-¾oÜaÃpÁ�Ä�Á
t1 ∈ [0, T ]

ÁjÕ¦ËOÆßÄjÆ¤Í(ÄG$

vεi(t1) > vε(t1) + δ(‖αi − α‖L∞(0,T )).
ÙhÆ¤Í(Ì¿Ö<Á�Ä�¼?ÄjÆ¦¾ Ë~¼�Ì�ÄjÃÅÌ'Õ¿ÃÅÄ]È�¼(É

vεi

Í(Ì¦½
vε
Ñ<ÄjÆ¦¾cÇ�¾-¾oÜaÃpÁ�Ä�Á

t0 ∈ ]0, t1[
ÁjÕ¦ËOÆßÄjÆ¤Í(ÄG$

vεi(t0) = vε(t0) + δ(‖αi − α‖L∞(0,T )),
Í(Ì¦½

vεi(t) > vε(t) + δ(‖αi − α‖L∞(0,T )),
É�¼�Ç

t ∈ ]t0, t1].í6¾cÌ¦Ë~¾ Â*¾xÍ(ÀpÁ�¼�Æ¤Í~Ï_¾%$

ε
d

dt
vεi − ε

d

dt
vε ∈ αi(t) − α(t) − β(vεi) + β(vε),

Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì
]t0, t1],

ÄjÆ�Õ¦ÁG$
ε

d

dt
vεi − ε

d

dt
vε < 0

Í<Ø ¾ZØr¼�Ì
]t0, t1],

Í�Ë~¼�Ì�ÄjÇOÍ�½<ÃpËcÄjÃp¼�Ì¥Ø � ÃÅÚ?ÃÅÀÓÍ(ÇjÀÅÈ7ÃÅÄ�ÃpÁ:Îz¼ZÁ�Á�ÃÅ×¿Àp¾�Ä�¼?¾~ÁjÄOÍ(×¿ÀÅÃpÁjÆßÄjÆ¤Í(ÄG$

vεi(t) ≥ vε(t) − δ(‖αi − α‖L∞(0,T )), ∀ t ∈ [0, T ],
Í(Ì¦½ßÄjÆ¦¾�Î¿Ç�¼�¼(É"ÃpÁ:Ë~¼�Ú?Î¿Àp¾cÄ�¾~½3Ø

Þ�Ä�ÃpÁ�Ì¦¼�Â Î ¼ZÁ�ÁjÃÅ×¿Àp¾�Ä�¼�É�¼�ÇjÚxÕ¿ÀÓÍ(Ä�¾xÄjÆ¦¾6ÉN¼�ÀÅÀp¼�Â�ÃÅÌ¿Ô�Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾cÌ¦Ë~¾ªÇ�¾~ÁjÕ¿ÀÅÄG$
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α ∈ BV (0, T )

s�k�/
β
(+*Ng+,�u:*Nn.7 ,Êkeucg�ijs (;,Êk21&�(iog+, 8+7), k21$# 7�L

	¿l%*�5<i;(+,H(Sd�T'*�5<i�(~iIH:<¿iokzuOi
vε
l 8 *�5<i�(~l�n < *-,�l�k (ªl 8 	zgtl'mcnÅi+C �tdZW���u�l�k��(iog01'i;(�	¿l), k�*NL

34,@(~i�*�lQs�8;<akeu:*-,�l�k
v0
3>5¿iok

ε
*�iok�/ (�*�l ��icgtl?I H2l�g�ijl ��iogOT

v0
,H(-npi�8 **u�lZkB*-, kB<<l)<2(OT

5<s (xs+g+,�1 52*�n ,�C�,-**i �(iog+7 3>5¿iogji�l�k
]0, T ]

s�k�/ (cs%*-,@(��*i+( �

v+
0 (t)

,@( sZk�s%*0*Ngjs_u:*-,��(i�	<l%, kB*�8~l�gxs�nÊn
t ∈ [0, T [,

v0(t)
,H(-s7mjs_u��#3�sZg /ßs *0*Ngts_uG*-,��(i�	¿l), k�* 8~l�gxs�nÊn

t ∈ ]0, T ].

!°ÃÅÇ�Á�Ä0Ñ<Â�¾-¾~ÁjÄOÍ(×¿ÀÅÃpÁ�ÆßÄjÆ¦¾�É�¼�ÀÅÀp¼0Â�ÃÅÌ¿Ô+ÃÅÌ�Ä�¾cÇjÚ�¾~½<ÃÓÍ(ÇjÈ7Ç�¾~ÁjÕ¿ÀÅÄG$

� 	 � �� ��� 5¿iªs)( (~icg+*-,�l�k�l 84V*gjl
	<l (+,�*-,�l�k�^ ,@( ��s�n ,-/E34,-*�5
α
s (+*�i 	 8+<�kzu:*-,NlZk

����� ����� � �
	 	 � 	�� �  � Þ�Ä¥ÃpÁIÁjÕ<Ð+ËcÃp¾cÌ�Ä°Ä�¼4Î¿Ç�¼0Ï_¾�ÄjÆ¦¾�Ç�¾~ÁjÕ¿ÀÅÄIÂ�ÃÅÄjÆª¼�Ì¿ÀÅÈ-¼�Ì¦¾�Î ¼�ÃÅÌ'Ä
¼(Ér½<ÃpÁ�Ë~¼�Ì�ÄjÃÅÌ'Õ¿ÃÅÄ�È_Ø�ÙhÆ¦¾xÎ¿Ç�¼�¼(ÉrË0Í(Ì�× ¾ ¼�×'ÏaÃp¼�Õ¦ÁjÀÅÈ7¾oÜ<Ä�¾cÌ¦½¿¾~½ßÄ�¼+ÍSà¦Ì¿ÃÅÄ�¾-Ì'Õ¿Úx× ¾cÇ�¼(É
ÃÅÌ�Ä�¾cÇjÏ�Í(ÀpÁ�Ø �¥¾cÄ:Õ¦Á�ÄOÍ(Ö_¾%$

α(t) =

{

a0
Ã�É

t ∈ [0, t0)
a1
Ã�É

t ∈ (t0, T ].

ÙhÆ¦¾�Î ¼�ÃÅÌ'Ä
(α+(0), v0)

Ë0Í(Ì¿Ì¦¼�Ä?×z¾QÍ(ÌKÕ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾�Îz¼�ÃÅÌ�Ä0ÑrÄjÆ'Õ¦Á?Þ
l(v

0)
Ë~¼�Ì�ÄOÍ(ÃÅÌ¦Á�Í

Õ¿Ì¿Ãpõ�Õ¦¾�Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾)Î ¼�ÃÅÌ'Ä
v0
Ø �6ÁjÃÅÌ¿Ô �¥¾cÚ?Ú+Í �¦Ñ'É�¼�Ç*Í(ÀÅÀ

δ > 0
ÑaÄjÆ¦¾cÇ�¾)¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á

ζ2 > 0Á�Õ¦Ë�ÆßÄjÆ¤Í(Ä�É�¼�Ç)Í(ÀÅÀ
ζ1 ∈ ]0, ζ2]

ÄjÆ¦¾cÇ�¾-¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á
ε0 > 0

Â�ÃÅÄjÆ $

vε(t) ∈ [v0 − δ, v0 + δ], ∀ t ∈ [ζ1, ζ2],∀ ε ∈ ]0, ε0].

!¦Ç�¼�Ú Î¿Ç�¼�Îz¾cÇjÄ]È
1
¼(É �rÇ�¼�Î ¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì2ðªÄjÆ¦¾x½<Ã�ô ¾cÇ�¾cÌ¦Ë~¾

|vε(t) − v0|
ÃpÁ:½¿¾~ËcÇ�¾0Í�Á�ÃÅÌ¿Ô+¼�Ì

[0, t0]
Ñ¿ÄjÆ'Õ¦Á#$

vε(t) ∈ [v0 − δ, v0 + δ], ∀ t ∈ [ζ1, t0],
Í(Ì¦½QÁ�¼¿Ñ�ÄjÆ¦¾�Á�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾

vε
Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ?ÀÅÈ+Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾~Á:Ä�¼ªÄjÆ¦¾4ÏZÍ(ÀÅÕ¦¾

v0
¼�Ì

[ζ1, a]
Ñ'É�¼�Ç�Í(ÀÅÀ

ζ1 ∈ ]0, t0[
Ø � Ì�ÄjÆ¦¾*ÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(À

[t0, T ]
Â*¾�Ë~¼�Ì¦ÁjÃp½¿¾cÇrÄjÆ¦¾�ÉN¼�ÀÅÀp¼�Â�ÃÅÌ¿Ô ë Í(Õ¦Ë�Æ�ÈªÎ¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ $











ε
d

dt
ṽε(t) ∈ α(t) − β(ṽε(t)),

Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì
[t0, T ],

ṽε(t0) = v0.

� ÃÅÚ?ÃÅÀÓÍ(ÇjÀÅÈ_ÑzÄjÆ¦¾ªÁ�¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾
ṽε
Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾~Á6Õ¿Ì¿Ã�ÉN¼�ÇjÚ?ÀÅÈf¼�Ìf¾cÏ_¾cÇjÈßÃÅÌ�Ä�¾cÇjÏ�Í(À

[t0 + ζ1, T ]Ä�¼SÍ-Ë~¼�Ì¦ÁjÄOÍ(Ì�Ä�ÏZÍ(ÀÅÕ¦¾
ṽ0
Ø"»2¼�Ç�¾~¼0Ï_¾cÇ0Ñ¿Í(Ä

t = t0
Ñ_ÄjÆ¦¾6Á�¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾

vε
Ë~¼�Ì�Ï_¾cÇjÔ_¾~Á*Ä�¼-ÄjÆ¦¾

ÏZÍ(ÀÅÕ¦¾
v0
ØrÙhÆ¦¾ Î¿Ç�¼�Î ¾cÇjÄ�È

1
¼(É ��Ç�¼�Îz¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì�ðªÃÅÚ?Î¿ÀÅÃp¾~ÁG$

|ṽε(t) − vε(t)| < |v0 − vε(t0)| ∀ t ∈ [t0, T ],

Â�Æ¿ÃpËOÆ�Ú�¾0Í(Ì¦Á*ÄjÆ¤Í(Ä*ÄjÆ¦¾)Á�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾
vε
Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ?ÀÅÈ�Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾~ÁhÄ�¼xÄjÆ¦¾4Ë~¼�Ì¦ÁjÄOÍ(Ì�Ä�ÏZÍ(ÀÅÕ¦¾

ṽ0
¼�Ì ÄjÆ¦¾�Â�Æ¦¼�Àp¾7ÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(À

[t0 + ζ1, T ]
Ø ÙhÆ¦¾�Í�½¿½<ÃÅÄjÃp¼�Ì¤Í(À6Î¿Ç�¼�Î ¾cÇjÄjÃp¾~Á+¼(É

v0
Í(Ç�¾

¼�×�Ï�Ãp¼�Õ¦Á�ÀÅÈ�Ï_¾cÇjÃ�à¤¾~½3Ø

é<ê
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α
Æ¤Í�Á4×z¼�Õ¿Ì¦½¿¾~½�Ï�Í(ÇjÃÓÍ(ÄjÃp¼�Ì¥ÑeÃÅÄ

Ë0Í(ÌS× ¾�Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ?ÀÅÈSÍ(Î¿Î¿Ç�¼0ÜaÃÅÚ+Í(Ä�¾~½�×�ÈªÍ)ÁO¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾h¼(É¤ÁjÄ�¾cÎSÉNÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ì¦Á
αi
Ø �¥¾cÄ

vεi

×z¾
ÄjÆ¦¾ªÁ�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì¦Á6¼(É�Î¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ��tê0ç �hÉN¼�Ç4ÄjÆ¦¾-Ç�¾~ÁjÎ ¾~ËcÄjÃÅÏ_¾x½¦Í(ÄOÍ

αi
Í(Ì¦½

vε
ÄjÆ¦¾ªÁ�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì

¼(É�Î¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ �tê0ç �6É�¼�ÇxÄjÆ¦¾�½¦Í(ÄOÍ
α
Ø �4Á�ÃÅÌ¿Ô �¥¾cÚ?Ú+Í2ç<ÑIÄjÆ¦¾cÇ�¾+¾oÜ<ÃpÁjÄ-ÉNÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ì¦Á

v0iÁ�Õ¦Ë�Æ ÄjÆ¤Í(Ä0Ñ�ÉN¼�Ç�¾0Í�ËOÆ
i
Ñ�ÄjÆ¦¾ßÁ�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾

vεi

Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾~Á�Îz¼�ÃÅÌ�Ä�Â�ÃpÁ�¾�Ä�¼
v0i

Â�Æ¦¾cÌ
εÄ�¾cÌ¦½¿Á4Ä�¼ �0¾cÇ�¼¿Ñ¤Â�ÃÅÄjÆ

α−
i (t) ∈ β(v0i(t))

¼�Ì
]0, T ]

Ø �rÇ�¼�Îz¾cÇjÄ]È
2
¼(É ��Ç�¼�Îz¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì�ð

ÃÅÚ?Î¿ÀÅÃp¾~Á*ÄjÆ¤Í(Ä
vεi

Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ?ÀÅÈ+Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾~Á)¼�Ì
[0, T ]

Ä�¼
vε
Â�Æ¦¾cÌ

i
Ä�¾cÌ¦½¿Á�Ä�¼

+∞
Í(Ì¦½

Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ?ÀÅÈQÃÅÌ
ε
Ø�ÙhÆ�Õ¦Á0Ñ<É�¼�Ç

t ∈ ]0, T ]
Â*¾ Æ¤Í~Ï_¾%$

∀ δ > 0, ∃ Ñ > 0, ∃ ε(Ñ ) > 0 ; ε1, ε2 < ε(Ñ) ⇒







|vε1Ñ (t) − vε2Ñ (t)| < δ/3,

|vε2Ñ (t) − vε2
(t)| < δ/3,

|vε1Ñ (t) − vε1
(t)| < δ/3,

Æ¦¾cÌ¦Ë~¾%$

∀ δ > 0, ∃ Ñ > 0, ∃ ε(Ñ ) > 0 ; ε1, ε2 < ε(Ñ ) ⇒ |vε1
(t) − vε2

(t)| < δ.

� ¼¿ÑIÄjÆ¦¾�Á�¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾
vε(t)

ÃpÁªÍ ë Í(Õ¦ËOÆ'È�ÁO¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾+Â�Æ¦¾cÌ
ε
Ä�¾cÌ¦½¿ÁxÄ�¼ �0¾cÇ�¼¿ÑIÄjÆ'Õ¦ÁªÃÅÄ

Ë~¼�Ì�Ï_¾cÇjÔ_¾~Á�Î ¼�ÃÅÌ'Ä�Â�ÃpÁO¾�Ä�¼�ÍxÉNÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ì
v0(t)

Ør»f¼�Ç�¾~¼�Ï_¾cÇ0Ñ
v0
ÃpÁ�ÄjÆ¦¾6Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ ÀÅÃÅÚ?ÃÅÄ:¼(É

ÄjÆ¦¾ ÉÊÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ì¦Á
v0i
× ¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾ZÑ¿Õ¦ÁjÃÅÌ¿Ô?ÄjÆ¦¾-½<Ã�ô3¾cÇ�¾cÌ'Ä4Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾cÌ¦Ë~¾~Á6Â�¾-Ë0Í(Ì�Â�ÇjÃÅÄ�¾%$

∀ δ > 0, ∃ Ñ > 0;∀ i ≥ Ñ , ∀t ∈ [0, T ], ∃ ε(i, t) > 0, ε < ε(i, t) ⇒







|vεi(t) − v0i(t)| < δ/3,
|vε(t) − v0(t)| < δ/3,
|vεi(t) − vε(t)| < δ/3.

ÙhÆ�Õ¦ÁG$

∀ δ > 0, ∃ Ñ > 0;∀ i ≥ Ñ , ∀ t ∈ [0, T ], |v0(t) − v0i(t)| < δ.

Þ]Ìß¼�Ç�½¿¾cÇ:Ä�¼?¾~ÁjÄOÍ(×¿ÀÅÃpÁ�ÆßÄjÆ¦¾ Àp¾oÉNÄ:Ë~¼�Ì'ÄjÃÅÌ'Õ¿ÃÅÄ]È�¼(É
v0
Ñ¿Â*¾-Ë0Í(Ì7Â�ÇjÃÅÄ�¾%$

v0(t) = lim
i→∞

v0i(t) = lim
i→∞

β−1(α−
i (t)) = β−1( lim

i→∞
α−

i (t)).

�6ÁjÃÅÌ¿Ô?ÄjÆ¦¾ Õ¿Ì¿Ã�É�¼�ÇjÚ Ë~¼�Ì�Ï_¾cÇjÔ_¾cÌ¦Ë~¾x¼(É"ÄjÆ¦¾
αi
Ä�¼

α
Â�¾ Æ¤Í0Ï_¾%$

lim
i→∞

α−
i (t) = α−(t).

ÙhÆ¿ÃpÁ�Î¿Ç�¼0Ï_¾~Á*ÄjÆ¤Í(Ä
v0(t)

ÃpÁhÍ ×¤Í�ËOÖ�ÂhÍ(Ç�½QÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾6Î ¼�ÃÅÌ'Ä0ØrÞ]Ì�ÍxÁOÍ(Ú�¾)Ú+Í(Ì¿Ì¦¾cÇ0Ñ�É�¼�Ç
ÄjÆ¦¾-ÇjÃÅÔZÆ'Ä:ÀÅÃÅÚ?ÃÅÄ:Â*¾ Æ¤Í~Ï_¾%$

v+
0 (t) = lim

i→∞
v+
0i(t) = lim

i→∞
β−1(α+

i (t)) = β−1(α+(t)).

ÙhÆ¿ÃpÁ:Î¿Ç�¼0Ï_¾~Á4ÄjÆ¤Í(Ä
v+
0 (t)

ÃpÁ)Í(Ì2Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾-Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ø

��¾-Ë0Í(ÌßÌ¦¼0Â ½¿¾~Á�ËcÇjÃÅ×z¾-ÄjÆ¦¾�×z¾cÆ¤Í0Ï�Ãp¼�Ç6¼(ÉIÄjÆ¦¾-ÁO¾~õ'Õ¦¾cÌ¦Ë~¾
vε
ÃÅÌ2ÍSÌ¦¾cÃÅÔZÆ'× ¼�ÇjÆ¦¼�¼a½

¼(É
t = 0

$

éZé
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α ∈ BV (0, T )

T
β
(cs%*-,@(@8+7), k 1 #"7 	¿l%*�5<i;(0i;(7d�s�k�/ %�s�k�/

*�5¿i 	<l),ÊkB*
(α+(0), v0)

kel%*)m�i+,Êk212s�k <ak (+*�s�monÅi 	<l),ÊkB*:l 8
β
T�*�5<icgji�i F),@(+*)s6(+*Ng+,NuG*Nn.7

,Êkeucg�ijs (+, k 1�mogtsZkeu+5
[v1, v2], [α1, α2]

l 8
β
sZk�/

ζ > 0
(+<<u 5E*�5as%* *�5<i�(~iIH <¦iokeuqi

vε
l 8

*�5¿i�(cl�n < *-,Nl�k (Sl 8 	zgtl'mcnÅi+C �tdZW���uOl�k��(iog01'i;( 	¿l), k�*-34,H(0i�*�l7s 8;<akeu:*-,�l�k
v0
l�k

[0, ζ]
I

H�l�gji�l �(iogqT
v0
,@(+nÅi-8+*xuOl�kB*-,Êk <<l%<?(qT"5as (Qs�g;,�1 52*�n ,�C�,-*-i �(iog+7)3>5<iog�i2l�k

]0, ζ]
s�k�/

(~s%*-,@(��*i;( �

v+
0 (t)

,@(-sZk�s%*0*Ngjs_u:*-,��(i�	<l%, kB*B8clZgxs�n n
t ∈ [0, ζ[,

v0(t)
,@(xs�m�s_u��#3�s�g /ßs%*0*Ngjs_u:*-,��(i�	<l%, kB*B8clZgªs�nÊn

t ∈ ]0, ζ].

����� ���	� Ûh¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾�ÄjÆ¦¾2Î ¼�ÃÅÌ'Ä
(α+(0), v0)

ÃpÁ�Ì¦¼�Ä7Í(Ì Õ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾2Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ñ6Þ
l(v

0)Ë~¼�Ì�ÄOÍ(ÃÅÌ¦Á6Í�Õ¿Ì¿Ãpõ'Õ¦¾ªÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾xÎ ¼�ÃÅÌ'Ä
v00
Ø �6ÁjÃÅÌ¿Ô?ÄjÆ¦¾x½¿¾oà¦Ì¿ÃÅÄjÃp¼�Ì�¼(É�Í(ÌfÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾

Î ¼�ÃÅÌ'Ä4ÄjÆ¦¾cÇ�¾-¾oÜ<ÃpÁjÄ4Í?ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈQÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô�×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ
[v1, v2], [α1, α2]

¼(É
β
Í(Ì¦½

ζ > 0Á�Õ¦Ë�ÆßÄjÆ¤Í(ÄG$
v00 ∈ [v1, v2], α+(t) ∈ [α1, α2], ∀ t ∈ [0, ζ[.

� Ì�ÄjÆ¦¾�ÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(À
[0, ζ]

Â�¾xË~¼�Ì¦ÁjÃp½¿¾cÇ:ÄjÆ¦¾�É�¼�ÀÅÀp¼0Â�ÃÅÌ¿Ô ë Í(Õ¦ËOÆ'È7Î¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ $










ε
d

dt
ṽε(t) ∈ α(t) − β(ṽε(t)),

Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì
[0, ζ],

ṽε(t0) = v00.
��¾6Ë0Í(ÌßÍ(Î¿Î¿ÀÅÈ �rÇ�¼�Î ¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ìßã-Ä�¼SÄjÆ¿ÃpÁ*Î¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ ×z¾~Ë0Í(Õ¦ÁO¾)Â*¾4Æ¤Í0Ï_¾ZÑaÉÊÇ�¼�Ú �rÇ�¼�Î ¼ZÁjÃ�Ò
ÄjÃp¼�Ì7êZÑ

ṽε(t) ∈ [v1, v2]
É�¼�ÇrÍ(ÀÅÀ

t ∈ [0, ζ]
Í(Ì¦½ªÉN¼�ÇrÍ(ÀÅÀ

ε > 0
ØIÙhÆ'Õ¦Á0ÑZÄjÆ¦¾hÁ�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾

ṽεË~¼�Ì�Ï_¾cÇjÔ_¾~ÁrÎ ¼�ÃÅÌ'Ä�Â�ÃpÁO¾�Ä�¼ Í:ÉÊÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ì
ṽ0
¼�Ì

[0, ζ]
Â�Æ¦¾cÌ

ε
Ä�¾cÌ¦½¿Á"Ä�¼9�0¾cÇ�¼¿Ø"»2¼�Ç�¾~¼0Ï_¾cÇ0Ñ

v0
Æ¤Í�Á)ÄjÆ¦¾x¾oÜ<Îz¾~ËcÄ�¾~½�Î¿Ç�¼�Îz¾cÇjÄjÃp¾~Á�Ø ��¾-ÁjÄjÃÅÀÅÀ°Æ¤Í~Ï_¾ªÄ�¼�Î¿Ç�¼0Ï_¾ªÄjÆ¤Í(Ä)ÄjÆ¦¾ªÁ�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾

vεË~¼�Ì�Ï_¾cÇjÔ_¾~Á)Î ¼�ÃÅÌ'Ä]Â�ÃpÁ�¾ Ä�¼
v0
Ä�¼a¼¿Ø

ó4Á�Á�Õ¿Ú�¾
v00 > v0 � ÉN¼�Ç v00 = v0 Â�¾�Ë0Í(Ì Í(Î¿Î¿ÀÅÈ ½<ÃÅÇ�¾~ËcÄjÀÅÈ �rÇ�¼�Î ¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì ã

Í(Ì¦½ É�¼�Ç
v00 < v0 ÄjÆ¦¾ïÎ¿Ç�¼�¼(É�ÃpÁ2Á�ÃÅÚ?ÃÅÀÓÍ(Ç;�oØ ÙhÆ¦¾�ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô ×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ

[v1, v2], [α1, α2]
ÃpÁrÃÅÌ¦ËcÀÅÕ¦½¿¾~½�ÃÅÌ�Í Á�ÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈSÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�Á�ÃÅÌ¿Ô-×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ

[v∗i , v
∗
i+1], [α

∗
i , α

∗
i+1]¼(É

β
Â�ÃÅÄjÆ

(α∗
i , v

∗
i )
ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À6Ú?ÃÅÌ¿ÃÅÚxÕ¿Ú Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ø��6¾~Ë~¾~Á�ÁOÍ(ÇjÃÅÀÅÈ

v00 > v∗i
× ¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾

¼�ÄjÆ¦¾cÇjÂ�ÃpÁO¾)Þ
l(v

0) = [v0, v∗i ]
Â�ÃÅÄjÆ7Í

v1 ∈ ]v0, v∗i [
ÁjÕ¦Ë�Æ�ÄjÆ¤Í(Ä

β(v) > α+(0)
Ñ�Â�Æ¿ÃpË�Æ

ÃpÁ6ÃÅÚ?Î ¼ZÁ�ÁjÃÅ×¿Àp¾SÃ�É�Â*¾�Ë~¼�Ì¦ÁjÃp½¿¾cÇ �¥¾cÚ?Ú+Í7é<Ø !¿Ç�¼�Ú �¥¾cÚ?Ú+Í �¦Ñ¤É�¼�Ç-Í(ÀÅÀ
δ > 0

Ñ ÄjÆ¦¾cÇ�¾
¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á

ζ2 > 0
Á�Õ¦Ë�Æ7ÄjÆ¤Í(Ä�É�¼�Ç)Í(ÀÅÀ

ζ1 ∈ ]0, ζ2]
ÄjÆ¦¾cÇ�¾-¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á

ε0 > 0
Â�ÃÅÄjÆ $

vε(t) ∈ [v00 − δ, v00 + δ], ∀ t ∈ [ζ1, ζ2],∀ ε ∈ ]0, ε0].
!¤¼�Ç

δ < v00 − v∗i
Ñ<ÄjÆ¦¾�Î¿Ç�¼�Îz¾cÇjÄ]È

1
¼(É �rÇ�¼�Î ¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì2ðxÃÅÚ?Î¿ÀÅÃp¾~Á:ÄjÆ¤Í(Ä

|vε(t) − ṽε(t)|ÃpÁx½¿¾~ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ôf¼�Ì
[ζ1, ζ]

Ø�ÙhÆ'Õ¦Á
vε − ṽε(t)

Ë~¼�Ì�Ï_¾cÇjÔ_¾~ÁSÕ¿Ì¿Ã�ÉN¼�ÇjÚ?ÀÅÈ�Ä�¼6�0¾cÇ�¼ß¼�ÌïÍ(ÀÅÀ
ÃÅÌ�Ä�¾cÇjÏ�Í(ÀpÁ

[ζ1, ζ]
Â�ÃÅÄjÆ

ζ1 > 0
Ø

� � �r³��"µ��9�7¹°¶:³����"µ����r³S¹ � µ ���¤¸��t´

� 	 	 � ��	 � � P (;(;< C+i *�5as%*
α ∈ BV (0, T )

T
β
(cs%*-,@(��*i+( # 7
	<l%*�5<i+(~i;(-dªsZk�/ %+s�k�/

*�5¿i 	<l),ÊkB*
(α+(0), v0)

,@(�kel%*�s�k <�k (+*�s'monpi 	<l),ÊkB* l 8
β
I�� 5<iok¦T *�5<iE(0iIH <¦iokeuOi

vε

é �



l 8 *�5¿i (~l�n.< *-,�l�k (-l 8 	egtl�monÅi C ��dZW �?u�lZk��(iog01'i;(	<l),ÊkB*-34,H(0i"*�l�s 8+<�keuG*-,Nl�k
v0
3>5<iok

ε*�ick�/ (�*�l ��iogjl?I�H2l�g�ijl ��iogOT
v0
,@(ªnpi�8 *:u�l�kB*-,Êk <¿l)<2(OT 5as (?s7g+, 1)52*�n ,@C ,-*�i �(iog+7 3>5¿iogji

lZk
]0, T ]

sZk�/E(cs%*-,@(��*i+( �

v+
0 (t)

,@( sZk�s%*0*Ngjs_u:*-,��(i�	<l%, kB*�8~l�gxs�nÊn
t ∈ [0, T [,

v0(t)
,H(-s7mjs_u��#3�sZg /ßs *0*Ngts_uG*-,��(i�	¿l), k�* 8~l�gxs�nÊn

t ∈ ]0, T ].

����� ���	��!¿Ç�¼�Ú �rÇ�¼�Î ¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì�æ�Â�¾xÖ�Ì¦¼�Â ÄjÆ¤Í(Ä)ÙhÆ¦¾~¼�Ç�¾cÚ ê Æ¦¼�Àp½¿Á:ÃÅÌ2Í�Ì¦¾cÃÅÔZÆ'× ¼�ÇtÒ
Æ¦¼a¼a½�¼(É

t = 0
Ø ��¾�ÁOÍ~ÂìÃÅÌ�ÄjÆ¦¾�Î¿Ç�¼�¼(É�¼(É*ÄjÆ¿ÃpÁ-Î¿Ç�¼�Îz¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì�ÄjÆ¤Í(Ä ÄjÆ¦¾cÇ�¾�¾oÜaÃpÁ�Ä�Á-Í

Á�ÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ�ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô�×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ
[v∗i , v

∗
i+1], [α

∗
i , α

∗
i+1]

¼(É
β
Â�ÃÅÄjÆ

α+(0) ∈ [α∗
i , α

∗
i+1]Á�Õ¦Ë�ÆßÄjÆ¤Í(Ä0Ñ¿Ã�É"Â�¾xÁ�¾cÄG$

t0 = sup{t : α+(τ) ∈ [α∗
i , α

∗
i+1] ∀ τ ∈ [0, t[},

ÄjÆ¦¾cÌ¥Ñ�ÄjÆ¦¾*Á�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾
vε
Ë~¼�Ì�Ï_¾cÇjÔ_¾~Á"Îz¼�ÃÅÌ�Ä�Â�ÃpÁ�¾h¼�Ì

[0, t0]
Ä�¼6Í:ÉNÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ì

v0
Â�Æ¿ÃpË�Æ?Æ¤Í�Á

ÄjÆ¦¾x¾oÜaÎ ¾~ËcÄ�¾~½QÎ¿Ç�¼�Îz¾cÇjÄjÃp¾~Á�Ø�Þ�É"Ì¦¼0Â Â�¾-Ë~¼�Ì¦ÁjÃp½¿¾cÇ)ÄjÆ¦¾�ÉN¼�ÀÅÀp¼�Â�ÃÅÌ¿Ô ë Í(Õ¦ËOÆ'ÈQÎ¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ $










ε
d

dt
ṽε(t) ∈ α(t) − β(ṽε(t)),

Í<Ø ¾ZØ�¼�Ì
[t0, T ],

ṽε(t0) = v0(t0).

�tê0ã �

ÄjÆ¦¾cÌ¥Ñ¤Â�¾ªË0Í(Ì2Í(Î¿Î¿ÀÅÈ �rÇ�¼�Î ¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì�æ?Ä�¼?ÄjÆ¿ÃpÁ)Î¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚßØ � ¼+ÄjÆ¦¾cÇ�¾x¾oÜ<ÃpÁjÄ�Á)Í?ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ
ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�Á�ÃÅÌ¿ÔS×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ

[v∗j , v
∗
j+1], [α

∗
j , α

∗
j+1]

¼(É
β
Â�Æ¿ÃpË�Æ7ÃpÁh½<Ã�ô3¾cÇ�¾cÌ'ÄhÉNÇ�¼�Ú ÄjÆ¦¾6Î¿Ç�¾cÏaÃ�Ò

¼�Õ¦Á)¼�Ì¦¾ZÑ¿Â�ÃÅÄjÆ
α+(t0) ∈ [α∗

j , α
∗
j+1]

ÁjÕ¦Ë�Æ�ÄjÆ¤Í(Ä:Ã�ÉIÂ*¾-Á�¾cÄG$

t1 = sup{t : α+(τ) ∈ [α∗
j , α

∗
j+1] ∀ τ ∈ [t0, t[},

ÄjÆ¦¾cÌ�ÄjÆ¦¾�Á�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾
ṽε
Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾~ÁªÎ ¼�ÃÅÌ'Ä�Â�ÃpÁO¾�¼�Ì

[t0, t1]
Ä�¼�ÍQÉÊÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ì

ṽ0
Â�Æ¿ÃpËOÆ

Æ¤Í�Á:ÄjÆ¦¾-¾oÜaÎ ¾~ËcÄ�¾~½QÎ¿Ç�¼�Î ¾cÇjÄjÃp¾~Á0Ø
��¾�½¿¾cÌ¦¼�Ä�¾�×'È Þ̃

l(v0(t0))
Í(Ì¦½ Þ̃

b(ṽ
+
0 (t0))

Ñ"Ç�¾~ÁjÎ ¾~ËcÄjÃÅÏ_¾cÀÅÈ_ÑrÄjÆ¦¾�ÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(À�¼(É4Í(ÀÅÀ
ÀÅÃÅÚ?ÃÅÄ6Î ¼�ÃÅÌ'Ä�Á-Í(Ì¦½fÄjÆ¦¾xÇ�¾cÔZÃp¼�Ì�¼(É�Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃp¼�Ì�¼(É�ÄjÆ¦¾ª×z¼�Õ¿Ì¦½¦Í(ÇjÈfÀÓÍ~È_¾cÇ6ÉN¼�Ç4Î¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ
�tê0ã �oØ
Û*¾~Ë0Í(Õ¦ÁO¾

v0(t0) ∈ [v∗i , v
∗
i+1]

Í(Ì¦½
ṽ+
0 (t0) ∈ [v∗j , v

∗
j+1]

Â�¾7Æ¤Í0Ï_¾QÌ¦¾~Ë~¾~Á�ÁOÍ(ÇjÃÅÀÅÈ
v0(t0) 6= ṽ+

0 (t0)
Ø-ÙhÆ'Õ¦Á

v0(t0)
ÃpÁ6Ì¦¾cÃÅÄjÆ¦¾cÇxÍ(Ì�Í(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾�Î ¼�ÃÅÌ'Ä Ì¦¼�Ç-Í(Ì�Õ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾

Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ø � ¼
v0(t0)

× ¾cÀp¼�Ì¿Ô_Á4Ä�¼�ÄjÆ¦¾SÃÅÌ'Ä�¾cÇjÃp¼�Ç-¼(É Þ̃
b(ṽ

+
0 (t0))

Ñ ×z¾~Ë0Í(Õ¦ÁO¾�Í(Ì�¾oÜ<ÄjÇ�¾cÚ?ÃÅÄ�È
¼(É Þ̃

b(ṽ
+
0 (t0))

ÃpÁh¾cÃÅÄjÆ¦¾cÇ)Í(Ì�Õ¿Ì¦ÁjÄOÍ(×¿Àp¾6Îz¼�ÃÅÌ�Ä:¼�ÇhÍ(ÌßÍ(ÄjÄjÇOÍ�ËcÄjÃÅÏ_¾ ËcÇjÃÅÄjÃpË0Í(À Î ¼�ÃÅÌ'Ä0Ø�ÙhÆ�Õ¦Á
É�¼�Ç

δ > 0
ÁjÕ<Ð+ËcÃp¾cÌ'ÄjÀÅÈ7ÁjÚ+Í(ÀÅÀBÂ�¾ Æ¤Í0Ï_¾%$

[v0(t0) − δ, v0(t0) + δ] ⊂
Þ̃
b(ṽ

+
0 (t0)).

Ûh¾~Ë0Í(Õ¦Á�¾
vε(t0)

Ë~¼�Ì�Ï_¾cÇjÔ_¾~Á6Ä�¼
v0(t0)

Â�Æ¦¾cÌ
ε
Ä�¾cÌ¦½¿Á)Ä�¼ �0¾cÇ�¼¿Ñ¦ÄjÆ¦¾cÇ�¾x¾oÜaÃpÁjÄ�Á

ε0 > 0Á�Õ¦Ë�ÆßÄjÆ¤Í(Ä
vε(t0) ∈ [v0(t0) − δ, v0(t0) + δ]

ÉN¼�Ç4Í(ÀÅÀ
ε ∈ ]0, ε0]

Ø
�¥¾cÄ

vε
a × ¾�ÄjÆ¦¾�Á�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�ÌX¼(É?Î¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ �tê0ã �7Â�ÃÅÄjÆ ÃÅÌ¿ÃÅÄjÃÓÍ(ÀxÏZÍ(ÀÅÕ¦¾

vε
a(t0) =

v0(t0) − δ
Í(Ì¦½ Àp¾cÄ

vε
b × ¾2ÄjÆ¦¾�Á�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì ¼(ÉªÎ¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ �tê0ã ��Â�ÃÅÄjÆ ÃÅÌ¿ÃÅÄjÃÓÍ(À ÏZÍ(ÀÅÕ¦¾
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vε
b(t0) = v0(t0) + δ

Ø � Ì�ÄjÆ¦¾SÃÅÌ'Ä�¾cÇjÏZÍ(À
[t0, t1]

Â*¾�Æ¤Í~Ï_¾
vε(t) ∈ [vε

a(t), vε
b(t)]

Ø
!¦Ç�¼�Ú �rÇ�¼�Î ¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì�æ<ÑBÄjÆ¦¾+Ä�Â�¼2Á�¾~õ�Õ¦¾cÌ¦Ë~¾~Á

vε
a Í(Ì¦½ vε

b Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾�Ä�¼ ṽ0
Â�Æ¦¾cÌ

εÄ�¾cÌ¦½¿Á:Ä�¼ �0¾cÇ�¼¿Ñ¿ÄjÆ'Õ¦Á
vε
Ë~¼�Ì'Ï_¾cÇjÔ_¾~Á4Ä�¼

ṽ0
Ä�¼�¼¿Ø
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[0, T ]
Ø

ó4Á�Á�Õ¿Ú�¾�ÄjÆ¤Í(Ä�ÄjÆ¦¾�Î ¼�ÃÅÌ'Ä
(α+(0), v0)

× ¾cÀp¼�Ì¿Ô_Á�Ä�¼xÍ-ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ�ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ôx×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ
[α∗
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, α∗
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∗
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β
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×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ¦¾~Á*Æ¦¼�Àp½¿Á�Í(Ä*Í ÄjÃÅÚ�¾
t = t1

¼�Ì¿ÀÅÈ?Ã�É3¾cÃÅÄjÆ¦¾cÇ
α+(t1) ≥ α∗

i0+1

¼�Ç
α+(t1) ≤ α∗

i0Í(Ì¦½KÄ�¼�Â*Í(Ç�½ Í(Ì¦¼�ÄjÆ¦¾cÇ+ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈïÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô�×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ
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∗
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t = t2

¼�Ì¿ÀÅÈ7Ã�É�¾cÃÅÄjÆ¦¾cÇ
α+(t2) ≥ α∗

i1+1

¼�Ç
α+(t2) ≤ α∗

i1

Í(Ì¦½ Ä�¼�Â*Í(Ç�½ Í�Á�ÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ�ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ôñ×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ
[α∗

i2
, α∗

i2+1], [v
∗
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β
Ø4��¾ Ë0Í(Ì�Ë~¼�Ì¦ËcÀÅÕ¦½¿¾%$

|α+(0) − α+(t1)| + |α+(t1) − α+(t2)| > min
1≤i≤2N−1

|α∗
i − α∗

i+1|,

»2¼�Ç�¾�Ô_¾cÌ¦¾cÇOÍ(ÀÅÀÅÈ_ÑIÃ�É
ti
Ñ ÉN¼�Ç

1 ≤ i ≤ M
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Á�ÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ�ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô�×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ¦¾~Á4¼(É
β
Ñ¿ÄjÆ¦¾cÌ $

M−1
∑
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|α+(ti) − α+(ti+1)| ≥
M

2
min

1≤i≤2N−1
|α∗

i − α∗
i+1|.
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V T
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M−1
∑
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|α+(ti) − α+(ti+1)| ≤ V T
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M ≤ 2 ∗
V T
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min
1≤i≤2N−1
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i+1|
,
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Í � � ÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈQÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô+×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ�¼(É
β
Í(Ì¦½

α
Ë~¼�Ì�ÄjÃÅÌ'Õ¦¼�Õ¦Á0Ø

ó4ÁOÁjÕ¿Ú�¾�ÄjÆ¤Í(Ä
α
ÃpÁIË~¼�Ì'ÄjÃÅÌ�Õ¦¼�Õ¦Á�Í(Ì¦½SÄjÆ¤Í(Ä°ÄjÆ¦¾hÁ�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì�Ç�¾cÚ+Í(ÃÅÌ¦Á"¼�Ì�Í4ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ

ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô�×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ
[α1, α2], [v1, v2]

¼(É
β
Ø �rÇ�¼�Î ¼ZÁjÃÅÄjÃp¼�Ì�ã�ÃÅÚ?Î¿ÀÅÃp¾~Á)ÄjÆ¤Í(Ä4ÄjÆ¦¾

ÀÅÃÅÚ?ÃÅÄ-Á�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì
v0(t)

¼(É�ÄjÆ¦¾�Îz¾cÇjÄjÕ¿Çj× ¾~½2Î¿Ç�¼�×¿Àp¾cÚ ÁOÍ(ÄjÃpÁtà¤¾~Á
v0(t) ∈ [v1, v2]

Ø
»f¼�Ç�¾~¼�Ï_¾cÇ0Ñ¦ÄjÆ¦¾�Ú+Í(Î

β
Æ¤Í�Á:Í�Ë~¼�Ì�ÄjÃÅÌ'Õ¦¼�Õ¦Á4ÃÅÌ'Ï_¾cÇ�Á�¾�ÉNÕ¿Ì¦ËcÄjÃp¼�Ìß¼�Ì7ÄjÆ¦¾ ÁjÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈ

ÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿ÔQ×¿ÇOÍ(Ì¦Ë�Æ¥Ø Þ]Ä4ÃÅÚ?Î¿ÀÅÃp¾~Á6ÄjÆ¤Í(Ä
v0
ÃpÁ�Ë~¼�Ì'ÄjÃÅÌ�Õ¦¼�Õ¦Á0Ø-ÙhÆ�Õ¦Á4ÃÅÌ2ÄjÆ¿ÃpÁ�Ë0Í�Á�¾

ÄjÆ¦¾-Á�¼�ÀÅÕ¿ÄjÃp¼�Ì
v0
Ç�¾~ÁjÎ ¾~ËcÄ�Á�ÄjÆ¦¾�Î ¾cÇtÉN¾~ËcÄ4½¿¾cÀÓÍ~È7ËcÇjÃÅÄ�¾cÇjÃp¼�Ì¥Ø

×�� � ÄjÇjÃpËcÄjÀÅÈQÃÅÌ¦ËcÇ�¾0Í�ÁjÃÅÌ¿Ô+×¿ÇOÍ(Ì¦ËOÆ�¼(É
β
Í(Ì¦½

α
½<ÃpÁOË~¼�Ì'ÄjÃÅÌ'Õ¦¼�Õ¦Á�Ø

Þ�ÉrÌ¦¼�Â
α
Æ¤Í�Á�Í?Î ¼�ÃÅÌ'Ä6¼(É�½<ÃpÁ�Ë~¼�Ì'ÄjÃÅÌ�Õ¿ÃÅÄ�È

α−(t1) 6= α+(t1)
ÑeÄjÆ¦¾xÀÅÃÅÚ?ÃÅÄ6Á�¼�ÀÅÕ<Ò

ÄjÃp¼�ÌQÂ�Æ¿ÃpË�ÆßÁjÄjÃÅÀÅÀ ÁOÍ(ÄjÃpÁtà¤¾~Á
v0(t) ∈ [v1, v2]

ÑaÃpÁh½<ÃpÁ�Ë~¼�Ì'ÄjÃÅÌ�Õ¦¼�Õ¦Á4Í(Ä
t = t1

ØrÙhÆ¦¾
¾oÜaÎ¿Ç�¾~ÁOÁjÃp¼�Ì �tê�� ��¼(É�ÄjÆ¦¾�Î ¾cÇtÉ�¾~ËcÄ-½¿¾cÀÓÍ~È�ËcÇjÃÅÄ�¾cÇjÃp¼�Ì�ÔZÃÅÏ_¾~Á Ì¦¼QÃÅÌ<É�¼�ÇjÚ+Í(ÄjÃp¼�Ì�¼�Ì
Â�Æ¿ÃpË�Æ �tÕ¿Ú?Î+Ä�¼SË�Æ¦¼a¼ZÁ�¾ZØrÝ�Í�Ë�ÆQÏZÍ(ÀÅÕ¦¾
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Ä�Â*¼ ��Õ¿Ú?Î¦Á7Ë0Í(Ì Æ¤Í~Ï_¾�ÄjÆ¦¾�ÁqÍ(Ú�¾fÀp¾cÌ¿ÔZÄjÆ¥Øò»f¼�Ç�¾~¼�Ï_¾cÇ0Ñ4ÄjÆ¦¾�ËOÆ¦¼�ÃpË~¾�¼(ÉxÄjÆ¦¾
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