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Un algorithme stabilisam est dittotalement polynomiad’il existe deux constanteset b tel que pour tout réseags

(de diamétred comportantn noeuds), la complexité de notre algorithé@ppartient 20(d®) rondes eO(nb) pas de
calcul. La construction d’un arbre couvrant est un prolddondamental des systemes distribués. Lutilisatiamd’
arbre couvrant permet de résoudre plus efficacement éapioblemes comme le routage, I'exclusion mutuelle ou
la réinitialisation d’'un réseau. La stabilisation eseurchnique générale et flexible permettant de traitefdetes
transitoires qui peuvent survenir dans un réseau. Or lai@as existantes résolvent ce probleme soit avec unbnem
de pas de calcul exponentiel soit avec un nombre de rondetidorde la taille du réseau. Ces caractéristiques les
rendent inappropriées dans le cadre du passage a I€ddelis proposons le premier algorithme stabilisant éobaint
polynomial permettant de construire un arbre couvrant eyela ayant une complexité en rondesQie?) et en pas de
calcul deO(n®). Le diamétre est généralement inférieur a la taille@keau (logn) en moyenne). Ainsi, cet algorithme
atteint le meilleur compromis entre les complexités emesnet en pas de calcul.

Keywords: Algorithme distribug, Tolérance aux fautes, Stabil@matConstruction d’'arbre couvrant.

1 Introduction

La construction d’un arbre couvrant est un probleme forefgtal dans les systémes distribués. Un arbre
couvrant est une structure virtuelle sans cycles, connetas les noeuds du réseau. En systemes dis-
tribués, cette structure est habituellement utilisGaroe un prérequis par certains algorithmes de routage,
de circulation de jeton ou de diffusion de messages daneagati. L'utilisation d'arbres couvrants permet
aussi de résoudre des problemes distribués de facangfficace, c’est-a-dire avec une meilleure com-
plexité en temps. Il est donc crucial de concevoir des golatperformantes pour la construction d’arbres
couvrants. Dans cet article nous allons étudier un typegodier d’arbres couvrants largement utilisé dans
les réseaux afin de diffuser rapidement des informatioparéir d’'une source. C’est I'arbre couvrant en
largeur, minimisant le nombre de noeuds intermédiair@st§s entre tout noeud et la source.

L'auto-stabilisation est une technique introduite pakBija [Dij74], pour tolérer les fautes transitoires
dans les systemes distribués. Un algorithme distrilmié&di auto-stabilisantsi partant d’'un état global
arbitraire du systeme, le systeme retrouve en un tempsifiiomportement (état global) correct sans
intervention extérieure. Comme aucune hypothése rag@st$ur la nature des fautes, cette technique tolére
aussi les changements dynamiques de topologie du réseaescmodifications peuvent étre vues comme
des fautes par le systeme. Un nouveau concept de stabiisa®té introduit par Buet al [BDPV99],
appeléstabilisation instantaée Les algorithmes instantanément stabilisants ont lac#pde toujours
garantir un comportement du systeme en conformité awesgecifications du probleme a résoudre.

Pour mesurer I'efficacité des algorithmes distribué®idies mesures de complexité en temps ont été
introduites, dans cet article, nous regarderons les codit@deen nombre de rondes et en nombre de pas
de calcul. Bien que ces deux mesures soient complémesgtaiest tres rare qu’un algorithme soit évalué
selon ces deux criteres.

TLes résultats présentés dans cet article sont issu déJCRce travail a été supporté par le projet ANR SPADES.
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Travaux précédents. De nombreux travaux traitent du probléme de la constrocttabilisante d’arbre
couvrant. L'approche stabilisante avec la complexitéeangts la plus faible en terme de rondes suit I'ap-
proche classique en algorithmique distribuée baséesulistances a la racine et utilisée pour construire un
arbre couvrant en largeur. Ainsi, la source (ou racine) gdssine distance nulle et les autres processeurs
du réseau cherchent a obtenir la valeur la plus faible éBramce avec les valeurs présentes dans leur voi-
sinage. Cette approche a été utilisée par exemple da@8JHoour construire un arbre couvrant en largeur
de maniére stabilisante €x(d) rondes. Bien que la complexité en rondes capture le tausédidion du
processeur le plus lent dans toute exécution pour un sitgoei distribué, un autre critére est important pour
etablir la complexité en temps nécessaire au calcul dellgtion, le nombre dpas de calculEn effet, ce
critere reflete la quantité d’'informations échanggasun algorithme, spécialement dans le cas des algo-
rithmes stabilisants pour lesquels chaque processeumdoitner ses voisins lorsque son état a changé.
Quelques travaux analysent la complexité en pas de calaukxemple [KK05, CDV09, Cou09], mais la
majorité des solutions proposées étudient uniquenaectiinplexité en rondes. Cependant, nous avons ob-
servé que les solutions existantes avec une complexitingles proportionnelle au diamétre ont un nombre
de pas de calcul exponentiel. Réciproquement, les sakitonnant de bons résultats en nombre de pas de
calcul ont une complexité en nombre de rondes liée au neadnoeuds (au lieu du diamétre). Or, lors du
passage a I'échelle, les réseaux, constitués d’'urdgnambre de processeurs, conservent en moyenne un
diamétre trés faible. Il est donc irréaliste de conmd&utilisation d’algorithmes ayant une complexité en
rondes fonction de la taille du réseau, et encore moinsawecomplexité en pas de calcul exponentielle.

Une question légitime est donc la suivante : Est il possieleoncevoir un algorithme stabilisant totale-
ment polynomial pour le probleme de la construction d’raicouvrant ?

Nos contributions. Nous introduisons la notion d’algorithme stabilisamialement polynomiatt mon-
trons que la construction d’arbre couvrant admet de telsriifgnes. Nous proposons le premier algo-
rithme construisant un arbre couvrant en largeuéd?) rondes etO(n®) pas de calcul, sous un démon
inéquitable, old et n sont le diameétre et la taille du réseau. Cet algorithneratte meilleur compromis
entre complexités en rondes et en pas de calcul, démomiresi qu’il existe des algorithmes stabilisants
permettant de résoudre efficacement des problemes sueskzux (indépendamment de leur topologie).

2 Modele et notations

Notations. Le réseau est modélisé par un graghe (V,E), ouV est I'ensemble des noeuds ou proces-
seurs (= |V|) etE est I'ensemble des liens de communicatiidirectionnelset asynchrone¢m = |E|).
Nous supposons qu’un processeur particulier est desigméneracinedans le réseau (notég Les pro-
cesseurs voisins du processgudansG sont notéd\eig, et localement ordonnés par,. On noteA le
degré maximum d’un processeur dans le réseailijeetiametre. Un arbre couvrant= (Vr,Et) deG est

un sous-graphe acyclique et connexé&xj¢el quevr =V etEr CE.

Modele. Nous considérons le modéle a états, ou tout procegselr peut lire/écrire dans ses propres
variables et uniquementlire la valeur des variables deassg. Chaque processeur (sauf la racine) exécute
le méme programme composé de régles. Un processeut estidablesi au moins une de ses regles est
exécutable. [&tat locald’'un processeur est défini par la valeur de ses variables.cdnfigurationdu
systeme est le produit des états locaux de tous les peassiu systeme. La transition (ou pas de calcul)
d’une configuration a une autre est réalisée par I'eti@oul’une action sur un ou plusieurs processeurs. Une
executiondu systeme est une séquence de configurat®agyo,Yi,..-¥i,Yi+1,---), tel quevi >0,y — Vit1

est unpas de calcupossible si; 1 existe, sinony; est une configuration terminale. Wémonindique a
chaque pas de calcul 'ensemble des processeurs exélmutaptogramme. Nous faisons I'hypothése d’'un
démondistribué et inéquitable ainsi le démon peut empécher un processeur d’exécoitep®gramme
excepté si c'est le seul processeur activable. Le calcld demplexité en temps est réalisé en considérant
le nombre de pas de calcul et le nombreaaedes Dans une exécutiog la premiere ronde est le préfixe
minimal dee contenant une action de chaque processeur activable deosflguration initiale. La ronde
suivante commence sur le dernier état de la premiere rddidgissant d’algorithmes stabilisants, nous
considérons que la configuration initiale est quelconque.
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3 Construction d'un arbre couvrant

Nous nous intéressons a la construction d’un arbre cotreralargeur, c’est-a-dire un arbfe= (1, Er)
deGtel que: ()T =V etEr CE, (ii) T est connexe, et (iii) pour tout processquil n’existe pas de
plus court chemin (en sauts) enfpeet r dansG que celui dansl. Nous décrivons ici I'idée générale
de l'algorithme construisant un arbre couvrant en largeun@niére stabilisante. Notre algorithme doit
satisfaire les conditions suivantes : (a) I'algorithmet dieindre une configuration terminale en un temps
fini, et (b) toute configuration terminale vérifie la défioit d’un arbre couvrant en largeur.

Notre algorithmes 7 § est en deux parties, la premiere réalise la connexion deepseurs constituant
I'arbre, et la seconde autorise ou non les connexions de aabtenir I'arbre désiré. La seconde partie est
un mécanisme de questionnement vue comme un oracle parnagre.

3.1 Algorithme de connexion

L'algorithme est basé sur le fait que chaque processetisd@onnecter a son voisin le plus proche de la
raciner. Comme il n’y a qu’'une seule racine dans le réseau, cettmapp générale permet de rattacher tous
les processeurs a I'arbre enraciné ele fagon distribuée et stabilisante@(d) rondes, mais pas forcement
avec un nombre polynomial de pas de calcul. En effet, si aiq@uécaution n’est prise les processeurs
peuvent se rattacher un nombre non polynomial de fois artbessmon validegnon enraciné en) présents
dans la configuration initiale du systeme. Afin de bornedmbre de pas de calcul, les travaux suivants ont
gelé les arbres non valides afin de limiter les reconnexdansin méme arbre non valide [KK05, Cou09].
Cependant, ces approches ont une complexité en rondetsofode la taille du réseau. Notre algorithme
8 ¥ s utilise donc, en plus d’un mécanisme de détection d'eémiestiné a détruire les arbres non valides,
un mécanisme de questionnement (I'oracle) autorisaxpéiesion de I'arbre enraciné ertout en limitant
les mauvaises connexions.

Erreur.  Une configuration quelconque contient toujours un arbriel@dbrbre enraciné an et éventuel-
lement des arbres non valides (arbres enracinés en ume naen valide, i.e., un processqu r). Tout
processeur connecté dans un arbre vérifie que sa hautstnieement supérieure a celle de son pére. Une
racine non valide est donc un processgujui ne vérifie pas cette propriété. Dans ce ggsrend la valeur
erreur E) qui est propagée a tous les processeurs de son arbre.

Raccordement. Le mécanisme effectif de raccordement d’'un procespeunn arbre est le suivant : un
processeuq s'apercevant qu’un voisip est susceptible de se connecter a pueét en erreur op est déja
connecté & un arbre mais sa hauteur est supérieureeaeght 1) lance une requéte a I'oracle.pdbtient
une réponse de 'oracle (cette réeponse est forcémeiiieosar I'oracle ne délivre pas de réponse négative,
par contre, il peut ne pas en délivrer) alprpeut se raccorderasi la hauteur de est minimale poup.

Oracle. Le mécanisme de I'oracle consiste a faire savayr<il est bien dans I'arbre valide. Pour cela
g génere une question destinée a la racine de l'arbreedulgest connecté. Cette question est relayée
successivement par les processeurs sur la branche deltatiantq a la racine. Si cette question venant de
g parvient a la racing, alorsg obtient une réponse (positive) desinon aucune réponse n’est obtenuegar
Afin d’assurer les complexités annoncées, I'oracle gaesnotion de priorité liée a la distance dans I'arbre
du demandeur & Ainsi toute demande effectuée par un procesgepius proche qug der effacera toute
trace de la demande dgsur la portion de chemin commune au parcours des deux desiandempris si

r a déja commencé a répondrg.aSi g n'a pas obtenu de réponse, sa demande sera a nouveaeeralay”
partir de la portion commune lorsque la réponsgaura été fournie.

3.2 Complexité en temps

L'oracle traite en priorité les demandes des processesrplus proches dedans I'arbre valide, en
O(n) pas de calcul par demande. Une synchronisation esteéahisir les demandes paralleles faites par
les processeurs de méme hauteur, nécessitant au plusnbrapolynomial de retransmissions. Les ca-
ractéristiques de ce mécanisme sont resumées par tedairdessous.



Alain Cournier and Stphane Rovedakis and Vincent Villain

Lemme 1 Soit T un arbre valide enracnen r et ki la hauteur des processeurs demandeurs les plus
proches de r. En Qwyin) rondes et @n?) pas de calcul, au moins un processeur demandeur obtient une
autorisation de ra sa demande.

L'oracle permet de construire I'arbre couvrant en largeueau apres niveau. Il y a au pldsiveaux et
la construction de chaque niveau nécessite I'obtentiantdtisations obtenues €{d) rondes (Lemme 1),
conduisant & une complexité @fd?) rondes pour construire la solution. N.B. : les processesstssid’un
arbre non valide peuvent se reconnecter sans attendre ka finpdopagation du statét

L'oracle a aussi la propriété d'interdire la reconnex@ion processeur a un arbre non valide par le
méme voisin. Ainsi, pour construire I'arbre en largeur ffiaa plusAn + n? connexions dans le réseau sont
réalisées (au plua connexions aux arbres non valides par processeucennexions dans 'arbre valide
par processeur). La connexion d’un processeur est la qapsee d’une demande d’autorisation, faite par
au plus chaque voisin (c’est-a-dire, au plugemandes générées par connexion). Donc au total, ilar aur
au plusAm+ mndemandes. De plus, seul des réponses positives sonté@sivChaque autorisation est
transmise e®(n?) pas de calcul (Lemme 1). ED(n®) pas de calcul toutes les autorisations sont délivrées
(il y a au plusn demandes a tout moment dans le réseau). Ainsi, le produi domplexité en pas de
calcul pour traiter une demande et le nombre maximum de déesationne une borne supérieure sur la
complexité en pas de calcul donnée dans le theéoremerlateindre une configuration terminale.

Théoréme 1 Partant d’une configuration arbitraire, en @2) rondes et @Amr?® 4+ mrf") < O(n®) pas de
calcul I'algorithme instantaément stabilisans # s construit un arbre couvrant en largeur enraéien r.

4 Conclusions et perspectives

Dans cet article nous avons proposé un algorithme perntetéaconstruire un arbre couvrant avec une
complexité erD(d?) rondes eO(Amr? +mrf) pas de calcul. Il en résulte que le probleéme de la congbruct
d’'un arbre couvrant sur un réseau quelconque est un pnettigtalement polynomial. Pour autant quelques
questions restent en suspens :

— Peut-on améliorer la complexité en pas de calcul en ceaseune complexitée e®(d?) rondes ?

— Est-il possible de construire un arbre couvrant3d) rondes et un nombre polynomial de pas de

calcul ?

— Quels sont les problemes qui acceptent une solutioretotit polynomiale ?

— Quels sont les problémes qui n'acceptent pas de solutatement polynomiale ?

Cette notion d’algorithme totalement polynomial permedudie part d’envisager le passage a I'echelle
des algorithmes distribués stabilisants. Il nous sembie dmportant voire primordial de prolonger cette
recherche pour des algorithmesotalement- efficaces.
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