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Résumé— Le Modéle de Boltzmann sur Réseau (automate
cellulaire) équivalent aux équations de Saint-Venant 1D est
rappelé. Ensuite sa représentation en formalisme espace
d’état est introduit. Puis, le probléme de commandabilité
du modéle (discret) est investigué. Quelques méthodes de
calcul des grammiens de systémes discret & grande échelle
sont présentées. Enfin, des arguments sur l’analyse de la
commandabilité sont présentés.

Mots-clés— commandabilité, Systémes a paramétres répar-
tis, la méthode de Boltzmann sur réseau, canaux d’irriga-
tion, grammien de commandabilité, équation de Lyapunov,
écoulement en eaux peu profondes.

I. INTRODUCTION

Les modeéles discrets sont exclusivement utilisés pour dé-
crire de maniére simple les systémes & paramétres distri-
bués complexes. Ces modéles discrets sont souvent obtenus
A partir de la discrétisation d’équations aux dérivées par-
tielles. Cependant, des modéles permettant de représenter
des systémes dynamiques directement & partir de formu-
lations discrétes ont été établis. Les modéles d’automates
cellulaires en sont un exemple. Historiquement, ils ont été
introduits par von Neuman et Ulam, [1]. Cependant, plus
récemment, leur utilisation a été étendue aux modéles des
systémes & paramétres répartis ([2], [3], [4], [5], [6] ,[7])
pour divers type d’application. Dans ces applications, les
exemples avec espace d’état discret sont adaptés. De plus,
dans plusieurs systémes & parameétres répartis basés sur la
loi de conservation des variables macroscopiques( en Ther-
modynamique), des espaces d’état continus semblent plus
appropriés. Pour cette raison, la méthode de Boltzmann
sur réseau (LBM pour Lattice Boltzmann Method) est
une bonne extension des automates cellulaires. Les mo-
déles LBM sont reconnus comme une maniére efficace de ré-
soudre les équations de Navier-Stokes. dans ce papier, nous
allons d’abord les introduire de maniére générale, puis nous
les utiliserons dans un cas particulier pour la modélisation
et le commande d’un écoulement de fluide.

La LBM a été développée récemment en 1D et 2D pour
les écoulements en eaux peu profondes ([8], [9], [10]). Il a
été prouvé que cette méthode était une solution alterna-
tive efficace aux discrétisations classiques des écoulements
en eaux peu profondes ([8]). Cependant, trés peu de choses
sont connues au sujet du comportement en ce qui concerne
la qualité des propriétés dynamiques. Ce papier est une

tentative de présentation de la LBM sous formalisme adé-
quat d’espace d’état pour une analyse de ces propriétés. Il
est organisé comme suit.

Dans la partie II, les modéles LBM sont définis et le mo-
déle pour les écoulements en eaux peu profondes est établi.
Il est d’abord présenté sous sa forme classique (partie II-
A), puis dans une forme espace d’état équivalente (partie
II-B). Dans la partie II-C, des variables de commande et
de sorties sont introduites de maniére spécifique pour ce
modeéle.

Dans la partie III, le probléme de calcul du grammien
est développé. Les systémes dynamiques discrets de grande
échelle obtenue exigent des méthodes de calcul spécifiques
pour avoir les grammiens. Les décompositions et boites
a outils LMI classiques sont examinées et il s’est avéré
qu’avec ces outils le probléme n’était pas résolu de maniére
satisfaisante. Finalement, une méthode itérative de point
fixe est préférée pour déterminer le grammien en résolvant
une équation de Lyapunov (Stein).

Enfin, dans la partie IV, les résultats obtenus sont ana-
lysés de deux points de vue. D’abord 'influence de la com-
mandabilité en fonction du nombre de points de discréti-
sation, puis la convergence de 1’énergie d’entrée pour at-
teindre un état est analysée.

Le papier se termine par un rappel des résultats et des
remarques.

II. DE I’EQUATION LB LOCALE AU MODELE SOUS
FORME ESPACE D’ETAT

Nous allons considérer pour la suite un exemple d’écou-
lement d’eau dans un canal régulier ayant une pente I et
une largeur B, comme présenté sur la figure 1. Sous les hy-
pothéses d’écoulement en eaux peu profondes, [8], le niveau
de ’eau et la vitesse dans un tel canal doivent vérifier :

O¢h + 0, (hu) =0 (1)
O(hu) + 0,(39h* + hu*) = F

ou h représente le niveau d’eau, u la vitesse horizontale
moyenne de l’écoulement et g ’accélération gravitation-
nelle. Le terme de force F' = gh(I —J), dépend de la pente
de fond I, et de la pente de frottement, .J, qui est donnée

4/3
: ; 2,2 Bh
par la formule classique de Manning J = n°u (B+2h) ,

avec n le coefficient de Manning.
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Fig. 1. Vues longitudinale (gauche) et latérale (droite) d’un canal
rectangulaire ouvert

A. Le modéle de Boltzmann sur réseau

La méthode de Boltzmann sur réseau (LBM) s’est mon-
trée étre un outil numérique puissant pour simuler les écou-
lements de fluides et beaucoup d’autres phénoménes phy-
siques dans un domaine entiérement discret (en temps et
en espace), [11]. Les dynamiques dans la LBM consistent a
alterner des phases de collision et de propagation :

fiom(l'vt) = fzm(mat) + Qi (f(x,1))

Collision ()
[ + vt t+ At) = £ (x, 1)

Propagation

ol f™ représente le vecteur de toutes les distributions de
densité, fi", de particules entrant en un site, f“* repre-
sente les densité de distributions qui en résultent, Az est
le pas en espace et At le pas en temps du réseau. €2; est
I'opérateur de collision, qui est communément défini par le
modéle de Bhatnagar-Gross-Krook, [12], Q; = L(f{? — f;),
ou 7 est un temps de relaxation et f;? sont des fonctions de
distribution & 1’équilibre qui dépendent du processus phy-
sique & décrire. En combinant les équations en (2), nous
obtenons 1’équation d’évolution

filw + v+ A1) = filwe )+ (7= F) ()

ol f est noté pour f¥" et les arguments temporel et spatial
du terme f{? — f; sont les mémes que ceux du terme de
droite. Nous considérons ici un réseau 1D noté D1Q3 (un
domaine spatial 1D avec 3 vitesses ou densités en chaque
point, voir la figure 2) avec un pas spatial Az et un pas
temporel At. Cela conduit & une vitesse numérique du ré-
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Fig. 2. Réseau D1Q3

seau v = Axz/At. On attribue aux trois vitesses sur la fi-
gure (2) les valeurs vg = 0, v; = v et v = —v. Dans
I’exemple d’écoulement en eaux peu profondes, des forces
externes doivent étre considérées dans les équations d’évo-
lution. Pour une force constante, cela peut étre fait en ajou-
tant le terme de force F' dans les équations (3) de la maniére
suivante, [11] :

fz(.’IJ—f—’UzAt,t—‘rAt) = fz(x7t)+%(ffq—fz)+w1%sz (4)

S

Plusieurs parameétres et fonctions de distributions a I’équi-
libre inconnus apparaissent dans un tel modéle. Habituelle-
ment, ils sont tous déterminés par les hypothéses physiques
exigées par le modéle. Par exemple, dans le cas D1Q3, des

raisons de symétrie conduisent & un choix de paramétres
w; et ¢? satisfaisant, [9] :

Ywi=1, Yow; =0, Yviw=c,

) 3 i 4 7 1 (5)
dovdw; =0, > viw; = 3¢;
i i
. . N 2
Ce qui conduit & wy = %, wy = wy = %7 2 = v,

D’un autre coté, les distributions d’équilibre doivent étre
choisies de maniére & donner un sens correct (physique) aux
équations d’équilibre, [11]. Dans ’exemple d’écoulement en
eaux peu profondes 1D, cela conduit aux relations entre
les valeurs microscopiques (densités de distributions) et les
variables macroscopiques, a savoir la masse, le moment et
I’énergie. Dans ce cas, on a, [9] :

> fit=h, 2 vifit = hu (6)
S = Thgntt
ce qui conduit &

eq __ 1 2 1 2

1=
T = gh®+ hu+ gphu? (7)
€q  _ i h2 — Lp ih 2
2 = 1,29 2v u+2v2 U

Il peut étre noté qu’a chaque moment, les variables macro-
scopiques h et u vérifient les relations ci-dessous :

h = Zfi = fotfitfe
o= Yufi = vh-ofs ®)

La hauteur d’eau h et la vitesse horizontale moyennisée en
hauteur de ’eau sont les variables classiques utilisées pour
décrire les écoulements en eaux peu profondes. Comme on
peut le voir dans les équations précédentes, on peut les
déterminer aisément & chaque point du réseau & partir des
fonctions de distributions f;.

B. Equation d’espace d’état linéarisée

L’espace d’état dans le cas de la LBM est ’ensemble
des valeurs des fonctions de distributions. Il dépend de la
dimension et du type de réseau, [11], [9]. Dans un réseau
ayant n sites et chaque site ayant |v| voisins (le site y étant
inclus), espace d’état Zp,, = ((R1)2V).

B.1 Dynamique locale :

La dynamique locale est définie par les équations reliant
les densités de distributions entrant en un site au temps
t+1 et celles entrant aux sites voisins au temps précédent.
Dans notre cas, réseau D1Q3, aprés normalisation du pas
d’espace et de temps, on a :

L e
fi(mk,t-f—l)Zfi($k+ﬁat)+;(fiq_fi) 9)
avec i =0,1,2 et v = .

B.2 Dynamique globale

La dynamique globale est obtenue en rassemblant ’en-
semble des équations dynamiques définies en (9) et en uti-
lisant les relations (7) des fonctions d’équilibre et les condi-
tions au bord. Dans le cas du réseau D1Q3, les dynamiques
s’écrivent :

filzr, t+1)=A4;[fo fr f2]@k+,j,t) (10)



Si on définit le vecteur d’état comme suit :

z(t) = [fo(z1,t) fi(z1,t)  falxy,t)---
fo(zn,t)  fi(zn,t) fg(gsn,t)]T
(11)

on obtient un modéle d’évolution classique de la forme

a(t+1) = A(Fr, 0)z(t) (12)

avec les matrices Ag, A1, As et A données en annexe. Il est
a noter que ces matrices dépendent uniquement du nombre
de Froude de I’écoulement, Fr? = u?/(gh), et du nombre
de Froude du réseau, ¥2 = v?/(gh). Ces deux nombres ca-
ractérisent le type d’écoulement qui s’établit sur une région
localisée (voir annexe). Il est important de noter également
que, puisque F'r et ¥ sont des fonctions en h et u qui elles
méme dépendent des f; (voir (4)), on a A = A(z) et 'équa-
tion globale (12) est non linéaire.

B.3 Dynamique globale linéarisée

Nous allons considérer la linéarisation autour d’un point
d’équilibre stationnaire de hauteur h. et de débit propor-
tionnel & h.u. au sens classique. En général, les profils
d’équilibre de hauteur d’eau h. ou de vitesse u. dans I’équa-
tion de Saint-Venant (1) n’ont pas besoin de profils uni-
formes. Ces profils d’équilibre correspondent & des fonc-
tions de distribution f; telles que >, fi = he et > vifi =
heue. A noter également que ces distributions stationnaires
sont différentes des fonctions d’équilibre, f¢¢ dans le sens
de la relaxation de Maxwell-Boltzmann et sont données en
(7). En notant f; = f; + ¢;, on obtient :

h=2fi=het e
hu = Zz vifi = heue + ’U(el - 62)

u v 13
u=ue— =3 6+ 5-(61— €) (13)
hu? = heuZ —uZ >, € + 2vuc(€; — €3)

ce qui conduit & I’équation d’évolution en ¢;
€i(mp + vt t+ At) = (1— L)e(an, t)+ (14)

(= 1i)

En reliant les fonctions de distribution f;7 et fi comme suit

— 2
0= fo+ (1= Jzghe + 3 a6 — 25 (a - e)
1h= it (gzghe — 22) e+ (5 + 45) (e — )
3= fot (gzghe — 55) 26 — (5 — 45)(e1 — €2)
(15)
on peut obtenir les équations d’évolution en variables li-
néarisées (variables ¢;) :

m:md

T
(Tr+5,t)

Ei(l‘k,t + 1) =T [60 €1 62] (16)

Et en définissant, comme précédemment, le vecteur d’état
linéarisé comme

z(t) = [eo(x1,t)  €1(21,1)

eo(n,t) (17)

GQ(xna t)]T

on obtient autour du profil (h., u.) un systéme dynamique

autonome linéarisé
z(t+1) =Tz(t) (18)

avec les matrices Ty, 11, To et T données en annexe.

B.4 Ajout du terme de force

Le terme de force F' peut étre linéarisé autour de (h., u.),
et en négligeant les termes en ¢; d’ordre de puissance su-
périeur ou égaux & 2, on a

ci(wr,t+1)=(Ti+oN) [0 e el

Thto,t)

+ oghe(I — J.)

(19)
ot Jo = J(he,ue) et N est donnée en annexe. Le modéle
linéarisé avec terme de force de la LBM peut étre écrit
comme

2(t+ 1) = Ty2(t) (20)

avec z(t) défini en (17) et Ty donnée en annexe.

C. Entrées et sorties

Nous tenons a faire remarquer ici que le modéle obtenu
est autonome, nous avons modélisé un écoulement. L’objec-
tif étant soit de le commander(en y insérant par exemple
des vannes), soit d’y faire des mesures, nous devons dans
le cas d’'une commande, définir des entrées et des sorties
du systéme. Dans ce papier nous allons nous focaliser sur
la variable d’entrées, qui sera notée u (pour différencier de
la vitesse macroscopique u). Nous souhaitons définir ces
variables de maniére générale pour tous types de réseau,
ce qui permettrait d’intégrer divers controles (tels que les
controles distribués ou aux frontiéres) et de maniére a ce
que la solution forcée existe pour tout commande admis-
sible. Pour cela, on considére :

— un réseau 7T, qui couvre tout le domaine spatial

d’étude;

— une région 7% C T ou les sites du réseau sont exci-

tables ;

— un espace d’état Zj,, contenant x(k) ou z(k) définis

précédemment ;

— un espace de commande U=Il2(T*,R) avec

L(TY,R)=<u:T* =R/ Z u(x;) * u(x;) < oo

x_jETx

L’espace Is(T*, R) peut étre, dans un cas en dimension
finie (nombre fini de sites excitables dans le réseau),
identifié par 'espace RP ot p = card(T?). Nous consi-
dérons ce cas dans la suite;

— un opérateur d’entrée

G: U — Zlbm

u — Gu (21)
Dans les modéles LB, un opérateur de commande local
décrivant comment les sites z; € 7% sont localement
controlés. L’opérateur global d’entrée peut étre défini
comme suit :

o |

Dans le cas général, ces définitions conduisent & la défini-
tion d’un systéme LBM commandé

9a; (u(z;)) siz; € T*

0 si non (22)

Thr1 = Fuom(Tk, ug)
{xo € Zibm (23)



Vanne 1
Vanne 2

Vanne 3

Fig. 3. Schéma d’interconnexion

Dans le cas linéaire, cela peut s’écrire sous la forme du
systéme d’espace d’état suivant

21 = Fumze + Gomuy
20 S ZlTbm

Zhm €5t un espace d’état réduit dans lequel les états exci-
tables ont été enlevés. Fy,, est la matrice obtenue lorsqu’on
retire les lignes correspondant aux états excités(pris pour
entrées) de la matrice de dynamique T : Fipp, = MTTfM,
ou M est la matrice de projection retirant les états utilisés
comme entrées. G, est la matrice de commande définie
par : Gipm = MTT; M., ot M, est la matrice de projection
sélectionnant les colonnes correspondant aux états consi-
dérés comme entrées. Naturellement, Gy, peut étre vue
comme 'opérateur de commande et Fjp,, comme le géné-
rateur infinitésimal d'un semi-groupe {FJ >0, [13], [14].

Dans l’exemple du canal décrit sur la figure (3), nous
supposons avoir n sites et 3 vannes. Nous considérons 1’en-
semble du canal comme étant le domaine 7. Les 2 sites
autour de chaque vanne comme ceux appartenant & 7%,
Quand nous introduisons une vanne dans le canal, nous
pouvons imposer certaines fonctions de distributions du ré-
seau, [8]. Nous pouvons par exemple définir un commande
tel que :

— si x; € T* est avant la vanne, u(z;) = ea2(x;, k)

— sl zj € T" est aprés la vanne, u(z;) = e1(x;, k)
et ceci, pour chaque vanne. Si les sites avant les vannes sont
par exemple s, xg et x14, nous aurons comme commande :

(24)

u = [ea(w2) e1(z3) e2(w8) e1(wo) e2(z14)

(25)
Les matrices Fipy, et Gipm, pour cet exemple, peuvent étre
obtenues facilement en remarquant que les lignes a retirer
de la matrice de dynamique T pour former les matrices
Fiym sont : 6, 8, 24, 26, 42 et 44, et la matrice M est
obtenue en retirant les colonnes correspondantes dans la

matrice identité.

III. COMMANDABILITE DES SYSTEME LB DE GRANDE
TAILLE

A. Méthodes analytique et directe

Pour déterminer la commandabilité d’un systéme, on
peut utiliser soit la matrice de commandabilité, soit le
grammien de commandabilité. Pour le systéme LB en
(24), la matrice de commandabilité est donnée par C =
[Glbm FiomGiom F}?nzlGlbm}, ol m est la dimen-
sion de Fjp,. Le systéme LB est donc commandable si
la matrice de commandabilité est de plein rang ligne. Le

e1(215)]"

grammien de commandabilité défini par CC7 peut étre dé-
fini comme W, = Y7 Fr o GuomGly(Fly)”- De ma-
niére similaire, le systéme LB sera commandable si W, est
de plein rang (défini positif).

Du fait de la grande taille des systémes LB considérés,
qui sont par ailleurs creux, il est trés difficile d’obtenir un
quelconque résultat analytique du comportement structu-
rel de la matrice de commandabilité. Nous n’obtenons guére
plus de ’expression analytique du grammien. Par consé-
quent nous nous intéresserons & la solution numérique du
grammien de commandabilité qui sont les solutions (semi-
)positives des équations de Lyapunov :

(26)

Flbch—Fl/bm + Glmeme =W,
W.>0

Divers outils LMI/LME ont été essayés pour calculer les
grammiens de commandabilité. Entre autres, la toolbox Yal-
mip de Matlab, voir [15]. Cependant cet outil n’est pas sa-
tisfaisant pour les systémes dynamiques de grande taille
creux et fournit des valeurs peu signifiantes pour le gram-
mien de commandabilité (valeurs propres complexes ou né-
gatives).

La boite & outils Lyapack de Matlab a été utilisée pour
calculer la solution de ’équation de Lyapunov pour les sys-
téme de grande dimension creux, [16]. Bien que ce soit
un outil pour les systémes continus, il est fait remarquer
qu’'une utilisation de la transformée de Cayley permette
de traiter le cas de systémes discrets, [17]. On peut donc
transformer I’équation (26) en une équation continue de la
forme AW, + W,AT = D avec

A= (Flbm - I)(Flbm + I)il
D= —05% (I Fap) GG (1—FT y 27
lbm lbm
Cependant, en utilisant cette approche (avec n = 200 sites)
on a la valeur propre maximale du résidu qui est 1.33 et
1.59e+2, respectivement en discret et avec I’équation conti-
nue obtenue par transformation de Cayley. Par conséquent,
nous avons du adopter une autre méthode. C’est une mé-
thode de point fixe résolvant ’équation de Stein.

B. Une méthode itérative résolvant l’équation de Stein

Les équations de Stein sont de la forme

AXA - X +C=0 (28)

L’équation de Lyapunov en est un cas particulier. Puisque
ce sont des problémes de point fixe, les schémas d’itération
tels que les itérations de Smith, [18]

X() = C

C+ AX, A for k=0,1,2, .. (29)

Xpy1 =
peuvent étre utilisés pour résoudre le probléme numérique-
ment. Un des avantages d’une telle méthode itérative est
qu’elle est bien adaptée aux problémes de matrices creux.
Cela réduit considérablement la complexité des problémes
creux de grande dimension. En plus, dans notre cas, I’erreur

d’estimation en norme de Frobenius ||.|| ¢
pe = [Wer = Werallr (30)

converge rapidement vers 1.0e — 17 (précision machine).
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Fig. 4. Energie du systéme

De [18],si 0(A) < 1, il existe des constantes réelles 0 < L
et 0 <r <1 tels que

IX = Xill2 < L||Clla(1 — )12 (31)

Cela montre que la méthode converge pour toute équation
avec une matrice A stable. Et avec cette approche, nous
avons essayé de voir comment variait la commandabilité, ou
comment croit ’énergie & donner au systéme pour le faire
atteindre I’état désiré. Les résultats sont présentés dans la
partie suivante.

IV. PRESENTATION DES RESULTATS
A. Scénario de simulation

Nous considérons le canal de la figure 3 discrétisé avec un
réseau D1Q3 de n sites. Les valeurs numériques des para-
meétres du canal sont celles du micro-canal du laboratoire
LCIS a Valence, France. Nous avons utilisé 1'accélération
gravitationnelle g = 9.81ms~2, la largeur B = 0.1m, la lon-
gueur L = 8m, le coefficient de Maning n,,, = 0.01s/m"/? et
le temps de relaxation 7 = 1.2s. Les paramétres du modéle
sont définis tels que Az = L/(n — 1) et At = Ax/2. Cela
correspond & une vitesse numérique du réseau de 2m.s~!
souhaitable pour une méthode en écoulement en eaux peu
profondes en régime sous-critique.

B. Seuil de commandabilité

Pour déterminer la commandabilité, il semble naturel
de regarder si la matrice de commandabilité est de plein
rang ligne. Sous la configuration considérée, le systéme
s’avére commandable (avec le critére de Kalman) jusqu’a
un nombre de sites n = 30. Il est donc possible de définir
un seuil de commandabilité qui correspondrait & un nombre
maximum de sites. Dans le paragraphe suivant, l'effet de
I’augmentation du nombre de sites sur ’énergie a fournir
au systéme est présenté.

C. Convergence d’énergie

Nous considérons le systéme avec un état initial nul
et nous calculons 1’énergie minimale du signal d’entrée
a fournir pour atteindre 1’état donné par x, = 0.033 x
1 1 17T avec dim(x,) = m et m = 3xn —6 la
dimension de I’état d’espace Zj,, . Nous considérons éga-
lement pour simplifier, des conditions de bord périodique,
voir [8]. Ces conditions périodiques permettent de compen-
ser I’énergie dissipée dans le canal en l'injectant en amont.

Nous espérions que pour un systéme LB commandable,
I’état x, serait atteignable avec un signal de commande a

Trace of controllability gramian
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Fig. 5. Trace du Grammien

énergie finie, quelque soit le nombre de sites. En dépit du
fait que le modéle est construit avec un systéme ayant des
valeurs macroscopiques identiques (masse, moment, éner-
gie), nous observons numériquement (figure 4) que ’énergie
augmente rapidement avec le nombre de sites. La méme re-
marque s’applique avec la trace du grammien représenté sur
la figure (5). Ces deux figures sont obtenues avec les gram-
miens calculés par ’algorithme itératif de Smith avec une
erreur résiduelle dans I’équation de Lyapunov (26) proche
de la précision machine.

V. CONCLUSION

Dans ce papier nous avons considéré les modéles LB
pour des systémes & parameétres répartis. Nous avons pré-
senté comment & partir de I’équation d’évolution locale de
la LBM, en tenant compte au passage des relations des
fonctions d’équilibre, on pouvait obtenir un modéle espace
d’état global pour des fonctions de distributions.

Nous avons montré comment une linéarisation autour
d’un profil d’équilibre macroscopique peut étre tiré de la
LBM dans 'exemple d’écoulements en eaux peu profondes
pour avoir un systéme espace d’état linéarisé.

Nous avons également montré, sur ’exemple d’écoule-
ment en eaux peu profondes, comment introduire des va-
riables d’entrées pour avoir un systéme LB commandé si-
milaire aux approximations classique en dimension finie de
systémes de commande aux frontiéres.

Dans la partie III, nous avons étudié diverses maniéres
d’analyser la commandabilité des modeéles obtenus. Aprés
avoir montré que les méthodes analytique et directes ne
s’appliquaient pas, nous avons rappelé une méthode itéra-
tive pour la résolution des équations de Stein et 1’avons
utilisé pour nos calculs.

Finalement, dans la partie IV, nous avons observé que
le systéme LB commandé perdait numériquement ses pro-
priétés de commandabilité avec I’augmentation du nombre
de sites de discrétisation. Ni I’énergie minimum, ni la trace
du grammien de commandabilité ne semblent étre bornées
quand le nombre de sites augmente.

Ces résultats numériques nous invitent clairement & une
analyse et une compréhension plus approfondies de ce
que la convergence numérique des modéles LB signifie en
termes des propriétés de commandabilité et d’observabi-
lité. Plus précisément, il apparait que la signification de
la commandabilité en elle méme doit étre définie de ma-
niére appropriée si nous espérons des résultats de conver-
gence. D’un c6té, on doit considérer ’énergie fournie en



entrée pour clairement identifier le scénario et d’un autre
coté, il semble que les propriétés de commandabilité lo-
cale(régionale) doivent étre considérées en respectant un
seuil numérique.
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Dans le papier, nous avons utilisé les notations Fr? =
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APPENDIX

I. TYPE D’ECOULEMENT

u?
gh

et U2 = ;—2 pour dénommer respectivement le nombre réel
de Froude et une sorte de nombre de Froude du réseau. Le
nombre réel de Froude est un paramétre a-dimensionnel ca-
ractérisant localement le type d’écoulement. Il exprime le

quotient entre les énergies cinétique et potentielle. F'r < 1
correspond & un écoulement fluvial, F'r > 1 & un écoule-
ment torrentiel et Fr =1 & un écoulement critique, [19].

II. MATRICES

A = Hrogda 1-ga % 1-gh i 5 ]
M Wit oy
A = 2l et -3 w73 |
To = 2r—&HQ—-Fr) 1-F&(1—Fr?)—25-
1— gz (1 Fr2) + 27
Ty = iagu(1=Frd) 75+ g (1—Frg) + 4=
gég(l_Frg)_%_I:y:e]
T, = Hygz(1—Frd) qu(l—Frl)—§+ 5=
T3+ (1= Frd) = 5
N = Sgl(I+Je+ 452e) (”Je*%—z&%ﬁ”
(L + Je + =552 + ==2)]
[ A0 0 0 0 0 |
0 0 0 0 A
0 Ay 0 0 0
0 Ay 0 0 0
Ay 00 0 0
0 0 A 0 0
0 0 A 0 0
A—| 0 4 0 0 0
0 0 0 Ay 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 A
0 0 0 0 A
0 0 0 -~ A 0
| 4 0 0 -+ 0 0 |

La matrice T' est obtenue en remplacant dans la matrice
A chaque élément A; par I’élément T; avec la direction i

correspondante.

To

0

0

0
T, + N

0

0

0

0 0 0 0

0 0 0 T,+N
Th—N 0 0 0

To 0 0 0

0 0 0 0

0 Ty—N 0 0

0 To 0 0
Ti+N 0 0 0

0 0 To 0

0 0 0 0

0 0 0 T,—N

0 0 0 To

0 0 T,+N 0

0 0 0 0




