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Abstract. Cette revue est la version écrite d’un exposé sur quelques résultats
concernant les propriétés de symétrie des fonctions extremales pour les inégalités
de caffarelli-Kohn-Nireberg

Remarques générales.

Dans un cadre général, on est intéressé par 'existence d’une constante
C > 0 telle que dans un certain espace fonctionnel X, pour toute u € X,

F(Du,u,z) < C G(D*u, Du,u,x).

Les inégalités fonctionnelles jouent un réle important dans 1’obtention
d’estimations a priori pour les solutions d’EDPs, dans ’analyse du comporte-
ment en temps long des solutions de problemes d’évolution et dans la descrip-
tion du profil d’explosion dans des cas d’explosion des solutions en temps fini
d’équations paraboliques (chaleur, Schrodinger, etc). Et aussi pour de multi-
ples questions reliées au transport optimal, en analyse, mécanique, géométrie,
etc.

La connaissance de la valeur précise de C ou des propriétés qualitatives
des solutions (quand elles existent) est cruciale dans pas mal des cas cités
ci-dessus.



Questions importantes :
e Est la constante C atteinte dans X7
e Si oui, comment sont les solutions u 7

Remarque. Si nous savons a priori que les solutions extrémales ont cer-
taines propriétés de symmetrie, par exemple si elles sont radiales, etc., il
sera alors plus facile de calculer la valeur de C.

Inégalités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (CKN).

Les inégalités suivantes ont été étudiées sytématiquement pour la premiere
fois dans [4].

p 2/p 2
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La question de la symétrie.

Définissons les constantes optimales pour le cas symétrique et pour le
cas général :

Cq,p := meilleure constante pour des fonctions générales u,



C> , = meilleure constante pour des fonctions symétriques w.
b}

Alors, on a : C!, < Cgyy, et a une dilatation et multiplication par une
constante pres, la fonction optimale est

2a (1+a—b) > —%
a

wpp(a) = (1+ o= >

Questions: A-t-on wu,p = u; , ? Et si pas toujours, pour quelles valeurs
deaetb?

Résultats connus (L. Caffarelli- R. Kohn-L. Nirenberg [4], Th. Aubin [1],
G. Talenti [21], E.H. Lieb [17], K.S. Chou-C.W. Chu [6], F. Catrina-Z.Q.
Wang [5], ...).

- Existence de solutions extrémales dans la demie-bande a < b < a—+1,
5 -

- Symétrie (et existence) dans la zone a <b<a+1, 0<a< % .

- Non-existence de solutions extrémales pour a < 0 et b =a ou b =
a+1.

Symétrie et rupture de symétrie. Résultats ultérieurs.

RUPTURE DE SYMETRIE : F. Catrina-Z.Q. Wang [5], V. Felli-Schneider
[12], dans certaines régions de la zone a < 0 : pour b € (a,a+A), b < b¥5(a),
avec

FS, d(d —2 — 2a) IR a
’ (a)_Z\/(d—2—2a)2+4(d—1) g (1 =2 20).

SYMETRIE : C.S. Lin, Z.Q. Wang [18]; J. Dolbeault, M.J. Esteban, G.
Tarantello (d=2) [10] (pour a < 0, dans un voisinage de a = 0).

SYMETRIE : J. Dolbeault, M.J. Esteban, M. Loss, G. Tarantello [9]
(dans un voisinage de b = a + 1).

Transformation d’Emden-Fowler et le cylindre C = R x S%°1,

Le changement de variables et de fonctions suivant permettent d’éliminer
les poids présents dans les inégalités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, qui dans



les nouvelles variables s’écrivent comme des inégalités dans un cylindre infini

o
]

e Les inégalités de Caffarelli-Kohn-Nirenberg re-écrites dans le cylindre de-
viennent des inégalités d’interpolation du type Gagliardo-Nirenberg :

€SN w(t,0) = |2 "v(z), A== (d—2—2a)2.

t=1 )
oglzl|, 1

lollZoe) < Can [IV0l320) + A llwl3aey]

ot Exfw] = [Vuliee) + Alwlia)

et alors,
Cili=Cl= inf{gA(w) )20 = 1} .

Dans le cylindre il est plus aisé de travailler avec les parametres (A, p)
qu’avec (a,b). Remarquons par ailleurs la relation entre les contraintes im-
posées a a et celles trouvées pour A, et la définition de la courbe de Felli-
Schneider b = b (a) dans le choix des parameétres (A, p) :

d—2
a<—— = A>0, a<0 = A>1i(d-2)2,
4(d—-1

Stratégies pour les démonstrations.
- Existence : par méthode de minimisation 4 utilisation classique de la

méthode de concentration-compacité ([19, 20, 5]).

- Symétrie @ > 0 : par “moving-planes” ou symétrisation ([1, 21, 2, 13,
17, 14, 11)).

- Symétrie a < 0 proche de 0 : par une une métode perturbative ([18]),
singuliere dans le cas d = 2 ([10]).

- Symétrie b proche de a + 1 : par une étude fine du probléeme linéarisé
dans cette zone + étude du spectre de l'opérateur linéarisé [9].



Rupture de symétrie : en étudiant la fonctionnelle dans un voisinage
des solutions extrémales radiales. On trouve en fait que pour (a,b) tel que
b < b5(a), ou de manitre équivalente, A > Apg(p) ; ces fonctions sont
instables dans Iespace (C) :

" (uj p)(w) = (Ja(Ap)lp — (1 + |a(A,p)[*) + ) [Jwl[F2 < O

quand A > Apg(p) and w est orthogonale & toutes les fonctions qui ne
dépendent pas des variables angulaires 6. Voir le travail de Catrina and
Wang [5] pour un premier résultat, et celui de Felli and Schneider [12] pour
un résultat complet.

Ceci se fait en étudiant le spectre de 'opérateur

A+ A= (p—1) w7

dans H'(C) et apres on utilise la décomposition en harmoniques sphériques.

Deux régions simplement connexes séparées par une courbe con-
tinue.

Dans [9] il est montré que les zones de symétrie et de rupture de symétrie
sont simplement connexes et séparées par une courbe continue, A = A(p).

Question ouverte : La courbe de Felli-Schneider, définie par b =
b73(a) (ou de maniere équivalente, par A = Apg(p)) et celle ci-dessus
coincident-elles 7 Dans la suite nous répondons partialement a cette ques-
tion.

Idée de la démonstration. Changements d’échelle et conséquences.

Soit w,(t,0) :=w(ot,d) pour o > 0. On démontre facilement que :

1 fc ’vé)w‘Q dy

~7:02A,p(w0) = glt2/p ]:Am(w) — o I2/p (02 -
(Je lwlP dy)Q/p

L’utilisation de la formule ci-dessus permet de montrer facilement 1’existence

de la courbe séparant les zones de symétrie et de rupture de symétrie. La
semi-continuité supérieure de la courbe p — A(p) se démontre facilement.
Pour prouver la continuité, il faut une analyse spectrale délicate.

CONJECTURE: A(p) coincide avec Apg(p) .



Inégalités généralisées de Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequalities
(CKN) .
Les inégalités suivantes ont été discutées pour la premiere fois dans [4].

Voir un travail plus récent et trés complet sur ces inégalités dans [7].

Soit d > 3. Pour tout p € [2,p(0,d) = %], il existe une constante
positive C(6, p,a) telle que

2 0 1-60
W\ /rw? [ uf?
< S Sl .
</ app @) = COpA e @)\ o ez @

Dans le cas radial, avec A = (a — 952)2, la meilleure constante radiale

2
est Chpn(0,p,a) and (see [7] :

_2
Cern(8,p,a) > Cign(8,p,a) = CEKN(&P)APQT% ,

Crunn) = (#6551 [stiis] ™ [950] 0] % [278]

Stratégie des démonstrations.

Comme dans le cas § = 1, des ingrédients importants sont la transforma-
tion d’Emden-Fowler et la minimisation dans le cylindre C de la fonctionnelle

0
. 2 2 2(1-9)
&) = (IV0lRa)+ Alloliay) ol st
sous la contrainte [[v|[ppc) = 1.
Existence : Convergence des suites minimisantes si elles sont bornées
dans H'(C) : par une utilisation plus ou moins classique de la méthode de
concentration-compacité..

Pour p € (2,p(0,d)), existence se démontre facilement pour tout A > 0.

Pour p = p(0,d), les estimationsa priori peuvent étre obtenues par une
série d’inégalités entre les différentes termes de 1’énergie du probleme.

Une possible perte de compacité.



e Les inégalités d’ interpolation de Gagliardo-Nirenberg : si p € (2,2%),

29(p,d 2(1—9(p,d
lullfs zay < Can(p) IVullt s ulf g™ ¥ ue HY(R?).
Si w est un minimiseur radial pour 1/Can(p) et si un(z) := u(z + ne),
e c S
—a 29(p,d (a 2 (1-9(p,d
1 B L e
CCKN(ﬂ(p’d)’p’a) N |||x|7bun‘|ip([gd)
1
= (1+Rn2+0(n™").
Conto) | =)
Donc, —Ccim < ﬁ

Un résultat intéressant est que l'inégalité stricte CCIKN

role important pas seulement dans I’étude la compacité relative des suites
minimisantes, mais aussi dans 'obtention d’estimations a prior: pour les
suites minimisantes.

_1
< Con Joue un

Symétrie et rupture de symétrie pour 6 € (0,1).

Dans le cas 6 € (0,1) des résultats équivalents a ceux obtenus dans le
cas # = 1 peuvent étre démontrés. En particulier, il existe une courbe qui
sépare les régions de symétrie et de rupture de symétrie. Et cette courbe se
situe “au dessus” de celle équivalente a celle de Felli-Schneider pour ce cas-ci.
Une question intéressante est de nouveau celle de vérifier si ces deux courbes
colincident ou pas. Comme on verra ci-dessous, nous sommes capables de
montrer qu’il y a des cas ou les deux courbes ne coiincident pas ; ¢’est-a-dire
que pour certaines valeurs de 6 € (0,1), A et p il existe des régions ou les
fonctiones extrémales radiales sont stables (minima locaux), mais elles ne

sont pas extrémales dans 1’espace entier (ils ne sont pas des minima globaux)
!

Nouveaux résultats de rupture de symétrie.
Nous savons que
1 < 1
Coxn(d(p.d),p,A) — Can(p)

Si nous sommes capables de trouver une constante A > 0 et une fonction
g telles que



Can — NS G @, d),p, A)

alors,

1 1 1
< < ,
CCKN(ﬁ(pa d)ap7A) o CG'N CEKN(ﬁ(p7d)7p7A)

et nous aurons ainsi trouvé des cas de rupture de symétrie.

Un nouveau résultat de rupture de symétrie [11] (2010, J. Dol-
beault, M.J. Esteban, G. Tarantello, A. Tertikas).

Soit g(z) := (27)~%* exp(—|x|?/4).  Choisissons A, 4 = Ars(p(0,d),d)
Il y a rupture de symétrie si
Eanlyl

L(p,d) := T <1
Céxn O(p.d),p,Ap.a)

Nous avons le résultat suivant : pour tout d > 3, il existe un nombre
p(d) € (2,2d/(d — 2)) tel que pour tout 2 < p < p(d), L(p,d) < 1. Par
continuité, cela montre qu’il y a rupture de symétrie dans un voisinage du
point (A, 4,p). Et un tel voisinage contient nécessairement un ensemble
ouvert de points (A,p) tels que Apg(p) < A. Ceci prouve un résultat de
rupture de symétrie dans une région ou les solutions extrémales radiales
sont stables ! Mais dans le cas # = 1 nous avons avancé dans la preuve
de la conjecture énoncée ci-dessus : nous avons démontré la symétrie des
fonctions extrémales pour une grande partie de la région a < b < a + 1,

A< Aps(p).

Un nouveau résultat de symétrie [8] (2011, J. Dolbeault, M.J.
Esteban. M. Loss).

Pour 0 =1 et d > 2, utilisant une méthode qui utilise des inégalités
de type Lieb-Thirring, I'inégalité de Beckner [2] sur la sphere unité et un
argument de rigidité da a Bidaut-Veron et Veron [3] pour les solutions pos-
itives de I’équation  —Agu + pu = u? sur des variétés (M, g), il est
démontré dans [8] que pour tout A < A(p), pour tout p € (2, d2Td2), il existe
un “unique” minimiseur pour (CKN) , et il est symétrique, ou

Alp) = % < Aps(p).

8



Idée de la prewve du résultat ci-dessus : Soit L? I'opérateur de Laplace-
Beltrami sur S%~!. Alors —A sur le cylindre devient —9? — L.

THEOREME [8]. Soit d > 2 et soit u une solution non-négative sur
C=Rx S de
—0% — L*v+ Av=1P"1,

et considérons la solution symérique v, . Si

/|vsw|pdsdw</|v* )P ds

pour un 2 < p < 6 satisfaisant p < 2 ,etsi A < A(p), alors pour p.p.
w € S9! et pour s € R, nous avons v(s,w) = v(s = C), C étant une
constante.

REMARQUE. Avec la normalisation définie ci-dessus,

p—2

Vo2 + Av2d 2
L JelVOE - x:</|v(8,w)|pd5dw> o
Chap (fo lvlp dx)™? c

REMARQUE. Nous choisissons dw comme une mesure de probabilité sur
gd-1,

“Lieb-Thirring en 1-d”. Ce résultat a été montré pour la premiere fois
par J. B. Keller dans [15]. Voir aussi [16].

LEMMA. Soit V = V(s) un potentiel non-négatif a valeurs réelles dans
L'H%(R) pour v > 1/2 et soit —A1(V) la valeur propre plus négative de
—% — V. Définissons

72 T(y+1) (y-1/2\7?
7=1/2T(y+1/2) <7+1/2> '

lopérateur Schrodinger

crr(y) =

Alors

MV <epr(y) /R VIHY2(s) ds,

avec égalité si et seulement si, a translation et changement d’échelle pres,

v —1/4

- cosh2(s) =i Vols),

9



et dans ce cas,
M (Vo) = (v — 1/2)?
De plus, la fonction propre correspondante est :
- r(y)  \" —+1/2
Po(s)=m 1/4 <7> cosh(s .

Revenons maintenant & la démontration du théoréme ci-dessus. Avec
V =oP~2 Téquation —Av+4 Av = vP~! peut étre vue comme une équation
“linéaire” —Av— Vv = —Av.

Définissons  f(w) = 4/ [g [v(s,w)[> ds . Par le lemme de type “Lieb-

P
Thirring” cité ci-dessus, p.p. en w,

—A/|v(s,w)|2d8dw:/ /(v?—v”) dsdw—l—/|Lv|2 ds dw
¢ Sd-1 JR C

:/ /(v?—VvQ) dsdw—l—/|Lv|2dsdw::]:[v].
Sd-1 JR C

Par convexité, nous avons,

1/
Flul 2 = er ) ([ letspas) e [ LR de.

1
Maintenant, définissant D := ez ()7 ( Jo VP dsdw) 7 | et utilisant I'inégalité
de Holder, nous trouvons

Folz [ (@iPdo-D ( [ dw) T e

L’inégalité généralisée de Poincaré sur la sphere dit que pour tout g €

(L 73]

2

_ T

% < fart dw> - f?dw.
Sd— 1 Sd—1 Sd—1

Choisissant ¢+ 1 = 2—1 2 p+2 ,

Elf] = (% - D) < s fq“dw> " 4 12 dw .

Sd—l



Ce calcul est justifié, car ¢ < % est équivalent a p < %

Utilisant le fait que dw est une mesure de probabilité, par I'inégalité de
Hoélder, nous trouvons

2
</ ot dw) s F2dw |
Sd—l Sd—l

Dongc, si D < % ,etsi A< A(p), nous trouvons

—A fPdw>E[f] > -D f2dw>—A 2 dw .
Sd—l Sd—l Sd—l

CONCLUSION.

Pour 6 =1, la zone de rupture de symmétrie coincide “presque” avec
la zone d’instabilité du minimiseur symétrique, puisque la différence entre
A et Apg est petite, surtout lorque d croit. Mais nous avons quand méme
que A est toujours plus petite que Apg, strictement.

MAIS quand 0 € (0,6y), 6y < 1, il y a rupture de symétrie en dehors
de la zone de Felli-Schneider, c’est-a-dire, dans des endroits ot le minimiseur
symétrique est stable !
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