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RESUME. Cette étude est consacrée au développement d’une approche d’homogénéisation
numeérique basée sur la méthode XFEM pour déterminer le comportement d’un géomatériau
hé&é&ogéne. Cette méhode numé&ique vise aconstruire la microstructure complexe sans avoir
besoin d’un maillage s’adaptant a la structure contrairement a la méthode des éléments finis
classique. L’ approximation est enrichie par une fonction additionnelle tenant compte de la
contribution des interfaces dans le comportement genéal. La mé&hode des fonctions de
niveau (level set) est couplé avec XFEM pour permettre de déinir les discontinuités ou
interfaces des maté&riaux. Le maté&iau considéréest un composite biphasique constitué d’une
matrice continue et des inclusions sphériques. Les exemples numé&iques sont pré&entés pour
montrer la validité de la méthode d’homogénéisation et d’examiner [’effet de ['interaction
entre inclusions.

ABSTRACT. This study aims to model the behaviour of geomaterials by a numerical
homogenization based (XFEM) method. The XFEM allows to use meshes not necessarily
matching the physical surface of the problem while retaining the accuracy of the classical
finite element approach. The approximation is enriched by additional functions taking into
account the interfaces contribution in the general behaviour. The level set method is coupled
with XFEM for representing material interfaces and discontinuities. The material considered
is the biphase composite with continuous matrix and spherical inclusions. The numerical
examples are presented to demonstrate the validity of numerical homogenization procedure
and to study the inclusions interaction effect.

MOTS-CLES : géamatéiau, homogén&sation, la méhode XFEM, fonction de niveau
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1. Introduction

Les gémmat&iaux sont, de part leur histoire, des maté&iaux fortement
hé&ogenes et leur comportement mésanique macroscopique deépend de leur
composition miné&alogique, du comportement meéanique local de chaque
constituant et de la microstructure.

Parallélement a I’approche classique des milieux continus, la modélisation du
comportement de tels maté&iaux est de plus en plus abordé par des approches
micromécaniques de changement d’échelle. Les approches analytiques et
semi-analytiques basées sur la solution d’Eshelby [GIR 07], tout en donnant un
aperq assez fiddle des meéeanismes gouvernant le comportement des géamatéiaux,
pré&entent des limites lorsqu’il s’agit de prendre en compte les interactions entre
diffé&ents constituants lorsque la structure devient, complexe, ce qui est le cas
souvent, pour les géomatériaux.

De nombreuses approches ont éédéveloppées et proposées pour la modd&isation
du comportement des maté&iaux fortement hé&é&ogénes en utilisant des mé&hodes
numé&iques telles que la mé&hode des ééments finis, des volumes finis ou encore
des difféences finis.

Trés souvent, les approches numé&iques faisant usage de I’hypothése d’un milieu
pé&iodique et des calculs directs basés sur la méhode des @éments finis, sont
utilisées avec succés pour déerire le comportement linéire et surtout non lin&ire de
tels maté&iaux. Néanmoins ces méhodes sont sujets de deux défauts majeures :
d’abord I’hypothése de périodicité n’est que trés rarement vérifiée stricto-sensu et
ensuite pour des structures complexes I’utilisation de la méthode aux @éments finis
classique présente des contraintes importantes de raffinement de maillage et de
remaillage ce qui a pour effet d’une part de dégrader la précision des résultats et
d’autre part, de mobiliser des ressources numériques importantes qui dépassent
souvent les capacités disponibles.

Afin de déselopper une alternative permettant de surmonter ces difficultés, le but
de ce travail est de proposer une méthode d’homogénéisation numérique basé sur la
méhode XFEM (mé&hode des @éments finis &endue) [MOE 99] qui permet de
construire la microstructure complexe et la pré&ence de discontinuités, sans avoir
besoin d’un maillage s’adaptant a la structure.

Le principal atout de cette nouvelle mé&hode, apparue initialement [BEL 99]
pour I’é¢tude des fissures, est de proposer une simple extension de la méthode des
déments finis en autorisant un maillage indépendant de la géomérie du probléme.
Pour représenter une discontinuitéou une singularitéau sein des déments finis, la
base des fonctions de forme est enrichie. La position et la gé@mérie de la frontié&e
est représenté par ’utilisation des fonctions de niveau (level set function).
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Cependant, frontiéres, vides, fissures deviennent des entités que 1’on peut insérer,
déplacer, propager, sans avoir a modifier le maillage. Par rapport aux travaux
existants sur cette méhode, la particularit€ de cette éude tient dans I’utilisation
d’une approche d’homogénéisation numérique en utilisant la méthode XFEM pour
déerminer les champs locaux de contraintes dé€formations. Le géomaté&iau éudié
est considéré comme un composite constitué d’une matrice et des inclusions
sphé&iques. La mé&hode XFEM est utilisé donc pour repré&enter les inclusions, et le
comportement macroscopique du gématé&iau via les relations de moyennes.

2. Principe de la mé&hode X-FEM

Avant de proposer la procédure d’homogénéisation utilisant la méthode XFEM et
justifier notre choix, nous préentons brieévement le principe de XFEM. En
comparaison avec la mé&hode des ééments finis classiques, otCile maillage doit se
conformer aux surfaces de discontinuité (figurel.a), la mé&hode XFEM utilise un
maillage de fond (figure 1.b) pour intégrer les équations (d’équilibre dans notre cas).
Ce maillage est indépendant de la gémérie du probléne ce qui faciliterait
I’utilisation de la méthode dans le cas des géométries complexes.

o o
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Figure 1. (a) maillage de la mé&hode FEM, (b) maillage de la mé&hode XFEM.

Les frontieres des discontinuités (contact de grains, fronti¢res d’inclusions et des
pores etc) sont deerites par des fonctions de niveaux (level sets), par contre,
I’influence de ces frontiéres sur la réponse du matériau peut étre représentée en
ajoutant des fonctions discontinues spécifiques dans la base d’interpolation,
autrement dit en enrichant la base [SUK 01]. L’approximation du déplacement dans
la mé&hode XFEM prend la forme géné&ale suivante :

uX—FEM -y Ni(x)ui+§'aJNJ(X)F(X) [1]

iel
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oull est I’ensemble des nceuds du maillage, ujle degréde libertéclassique du
nceud i, Njest la fonction de forme possédant la propriété de la partition de I’unité,
J I’ensemble des nceuds enrichis, aj représente les nouveaux degrés de libert€et
F(x) est la fonction d’enrichissement.

La figure 2 montre un exemple de maillage utilisé avec les noeuds enrichis dans le
cas d’une inclusion. Tous les nceuds d’un élément qui contient une partie de
I’interface sont enrichis pour prendre compte la discontinuité des déplacements via
cette interface.

s I sEmm: 1 ~ Uinterface

) Noeud enrichis

O Noeud non enrichig]

0 ; S 5 - L ':_“”M;‘ i 1-5 Blended elements|

Figure 2. Maillage dans le cas d’une inclusion avec les neeuds enrichis.

2.1 Fonction de niveau (level-set)

Une fonction de niveau est utilisé pour déerire une frontiée entre les
composantes et s’apparente a un champ de valeurs associéala frontiée ([SET 99]).
Cette fonction peut &re calculé pour n'importe quel point de I'espace et repréente
la distance qui sépare ces points de la frontié&e. En particulier elle est calculé en
chaque nceud du maillage | qui se voit alors assigner une valeur algésrique
@, (X) donnant la distance de ceux-ci ala frontiése (cette valeur de la fonction de
niveau prend, par exemple, une valeur néative al'int&ieur d'un vide et positive a
I'exté&ieur).

Il est alors possible de calculer par interpoler la valeur de cette fonction atout
autre point x via les fonctions d'interpolation classiques :

D(x) =D N, ()¢, [2]
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ot N, (X) est la fonction de forme associée au nceud i, ¢, est la valeur nodale
de la fonction de niveau.

2.2 Choix de la fonction d’enrichissement

La fonction d’enrichissement dépend de la nature du probleme étudié. On
éudie par la suite deux fonctions d’enrichissement. La premiére fonction
d’enrichissement, qui prend en compte le saut des déplacements dans les interfaces
du ala discontinuité est proposé par N. Sukumar dans [SUK 01], elle peut
s’exprimer par :

FAX)Z‘Z@N,(X) [3]

N. Moes [MOE 03] propose une nouvelle fonction d'enrichissement permettant
d'avoir un effet uniquement sur les @éments traversés par l'interface. Au contraire de

la fonction F,, celle-ci prend une valeur nulle sur les bords des ééments enrichis

permettant de limiter I'action de cette fonction aux ééments traversés par l'interface.
Elle est donné par :

Fz(x)=Z|¢|N|(X)|_‘Z¢|N|(X) [4]

3. Ré&ultats et discussion

3.1 Validation de la mé&hode et comparaison

Afin de valider I’approche, trois cas tests simples ont &étrait& en utilisant
d’une part les calculs par cette méthode et d’autre part des calculs directs aux
déments finis. Les cas traités, apréent, sont trois problémes avec un maté&iau
contenant des vides et ensuite des inclusions. Nous avons choisi pour ces cas
d’utiliser la fonction d’enrichissement F2 .

On traite d’abord le probléme d’un cube contenant une cavité sphé&ique au
centre. Les caracté&istiques meé&aniques pour la matrice sont le module d'Young E =
7600MPa et le coefficient de Poisson v=0.1. La figure 3 montre les conditions aux
limites et de chargement (test de compression) auxquelles est soumise la cellule de
base. La fraction volumique utilisés dans ce cas est de 3.35%.
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Figure 3. Conditions aux limites et de chargement du maté&iau biphasique.

Les courbes de la figure 4 pré&ente une comparaison des réultats de la mé&hode
XFEM et la mé&hode des ééments finis en utilisant le code de calcul ABAQUS. Les
résultats obtenus en utilisant XFEM sont en bon accord avec ceux obtenus par FEM
ce qui constitue une premiére validation de la procéure.

Le deuxiéme cas de validation de la méthode est celui d’une inclusion sphérique
centrale dans une matrice cubique. Ce cas qui est plus proche d’un géomatériau est
éudiéavec la méne géamérie que le calcul pré&é&lent avec la difféence prés que le
vide est remplacé par I’inclusion et que les propriétés de la matrice et d’inclusions
(tableau 1) ont &échoisies proches de celles d’une argilite (une matrice argileuse
particule de calcite).

Propriéé dastiques Matrice Inclusion
Module de YOUNG 7600 MPa 84000 MPa
Le coefficient de poisson 0.1 0.3

Tableau 1. Les proprié&és &astiques des constituants.

Les profils des contraintes selon une coupe passant par le centre d’inclusions
sont présenté& sur la figure 5 et sont comparés, dans ce cas, d’une part avec les
résultats obtenus de la méthode des éléments finis (calcul ABAQUS) et d’autre part
avec la solution analytique d’Eshelby. Ces résultats indiquent une tré bonne
concordance entre les ré&ultats XFEM et FEM, tandis que la diffé&ence avec la
solution analytique est infé&ieure &4%. Cette diffé&ence est principalement due au
fait que les conditions d’un milieu infini supposé dans la solution analytique ne sont
pas satisfaites dans le calcul numé&ique.
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Figure 4. Comparaison des contraintes selon une coupe horizontale au milieu du
cube contenant un vide (coupe B-B).
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Figure 5. Comparaison des contraintes selon une coupe horizontale (coupe B-B)
au milieu du cube contenant une inclusion.

Le troisiéme cas de validation concerne les propriétés effectives d’un milieu
périodique constitué d’une matrice solide et des inclusions sphé&iques (figure 6). Les
propriéés dastiques de la matrice, des inclusions sont celles du tableau 1 avec une
fraction volumique de 21%. Le calcul de réfé&ence, basésur XFEM, est ré&lisésur
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une cellule de base en appliquant les conditions de la pé&iodicité (figure 6.a). Le
calcul XFEM global quant a lui contient I’ensemble des inclusions et un maillage de
fond réyulier (figure 6.b).

XXy

TTTTTT Iy

(@) (b)

Figure 6. Cube contenant des inclusions sphé&iques selon une distribution
pé&iodique, (a) cellule de base, (b) mé&hode XFEM.

Les propriétés effectives (module d’Young et coefficient de Poisson) obtenues par
les deux procé&lures sont présentés dans le tableau 2. Les diffé&ences entre les
réultats du calcul de réé&ence et XFEM global proviennent principalement du
niveau de discréisation diffé&ent utilisédans les deux calculs. En généal, et comme
cela a &émis en éidence par diffé&ents auteurs ([BEL 03], [MOE 03]), un maillage
suffisamment fin est né&essaire pour obtenir des résultats préeis.

L . Cellule de . Diffé&ence entre les
Propriéé& effectives base Méhode XFEM deux méhodes (%)
Module de YOUNG

. 10761.1 11130. .
effectif (MPa) 076 30.3 33
Coefficient de Poisson 0.1374 0.1255 8.6

Tableau 2. Comparaison des propriéé& effectives d’un matériau périodique a
inclusions sphé&iques.

3.2 Influence de la distribution des inclusions sur les proprié&é effectives

Le probléme de l’influence de la distribution aléatoire des inclusions sur les
propriéé& effectives a &é éudié dans cette partie via deux exemples simples
concernant des distributions non-p&iodiques. Pour les deux cas une comparaison a
éé effectu& entre les ré&ultats obtenus par XFEM et via une procélure dite
effective. Selon cette procé&lure les propriéés effectives sont calculés en deux
temps. Dans un premier temps, pour chaque éément cubique (figure 7.a) lorsque
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celui-ci contient une inclusion, les propriétés effectives de I’élément sont calculées
en utilisant XFEM et une cellule &émentaire similaire acelle de la figure 6.a. Les
ééments cubiques ne contenant pas d’inclusions préservent les propriétés de la
matrice. Dans une deuxiéme &ape les propriéés ainsi définies sont injectés dans un
calcul aux @éments finis contenant uniquement des ééments cubiques, homogeéne
au niveau d’un seul élément, mais variable d’un élément a 1’autre.

Pour le calcul XFEM on préserve le méne maillage que dans le calcul pré&élent
en ajoutant les mé&nes inclusions que pour le calcul «effectif »(figure 7.b)

L & |
/-/-..

o0
o Y

(@) (b)

Figure 7. Cube contenant des inclusions sphé&iques selon une distribution non
pé&iodique, (a) proc&lure effective, (b) mé&hode XFEM.

Méhode effective XFEM Diffé&ence entre les deux
méthodes (%)
Ez (MPa) 10633.2 10634.1 0.008
Ey (MPa) 10755.1 10795.9 0.4
Ex (MPa) 10779.2 10904.5 1.15

Tableau 4. Module de Young effectif du maté&iau ainclusions sphériques selon
une distribution non pé&iodique.

La simulation est ré&lisée avec les mémes propriéé& @astiques des phases du
tableau 1 et une fraction volumique de 21% pour les deux cas de calculs. Les
ré&ultats des propriéé effectives selon diffé&ents axes pour les deux méhodes sont
donné dans le tableau 4 (oul’on s’est limitéuniquement dans la pré&entation des
modules de Young).

La méme fraction volumique et les ménes propriéé& ont &é utilisées pour
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effectuer deux autres calculs en prenant deux distributions al&toires des inclusions
(figure 8.a et 8.b). Les positions des inclusions sphé&iques sont définies par un
algorithme alé&toire et lorsqu’une nouvelle sphére est intersectée par une sphére déja
présente, une nouvelle position du centre est définie. Enfin, lorsqu’une sphére est
coupér par une face du cube, son image pé&iodique sur l'autre face est r&lisé. Les
résultats des propriéés effectives sont donnés dans le tableau 5.

(@) (b)

Figure 8. Deux exemples de distributions alé&toires des inclusions.

Difféences entre

Propriéé& effectives Distribution (a) Distribution (b) deux distributions
(%)
Ez (MPa) 10664.2 10828.8 1.5%
Ey (MPa) 10988.9 10531.4 4.2%
Ex (MPa) 10821.7 10782.3 0.4%

Tableau 5. Module de YOUNG effectif des maté&iaux ainclusions sphé&iques
selon les deux distributions alétoires des figures 8.a et 8.b.

Les résultats présentés ici montrent qu’en dépit du faible nombre d’inclusions
qui ne favorisent pas des distributions fortement alétoires, et malgréle nombre
limité des cas étudiés une tendance globale de prise en compte de 1’interaction entre
les inclusions a &€&mise en &idence via les calculs XFEM. Ces interactions sont
parfois faibles et leur contribution dans la réponse globale du maté&iau est
n&ligeable. Cependant en vue des derniers ré&ultats ces interactions sont
susceptibles de devenir d’autant plus importantes que la structure du maté&iau
devient complexe et le nombre d’inclusions augmente. La méthode XFEM globale
deviendra alors un outil appréeiable pour tenir compte de ces interactions.
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4, Conclusion

Nous avons proposédans cet article une méhode numé&ique d’homogénéisation
en utilisant la mé&hode XFEM, permettant de pré&lire le comportement lin&ire des
gématé&iaux. Les diverses applications ont permis de valider le développement en
MATLAB de la mé&hode et de mettre en ésidence la pertinence de cette méhode a
la pré&liction des propriéé& effectives des mat&iaux héé&ogenes tels que les
gémmaté&iaux. La fonction d'enrichissement adoptée procure des ré&ultats similaires
a ceux obtenus avec la méhode des @éments finis classique et la méhode
analytique. De plus, l'utilisation de fonctions de niveau a démontré certains
avantages dans le cas de réulisation de gémméries complexes des interfaces
maté&iaux par sa simplicitéd'usage. Un seul maillage a &édutiliséalors que I'emploi
de la méhode des @éments finis induit une nouvelle construction du maillage a
chaque distribution des particules. La continuitéimmé&diate de ce travail consiste &
éudier des maté&iaux astructures plus complexes en y introduisant plus de deux
types de maté&iaux, une distribution alé&toire plus ré&liste et un comportement
non-lin&ire des constituants.

5. Ré&é&ences

[BEL 99] Belytschko T., Black T.: Elastic crack growth in finite elements with minimal
remeshing. International journal for numerical methods in engineering, vol. 45, 1999, p.
601-620.

[BEL 03] Belytschko T., Chandu P., Moes N., Sukunar N. and Shuji Usui: Structured
extended finite element methods for solids defined by implicit surfaces. International journal
for numerical methods in engineering, vol. 56, 2003, p. 609-635.

[GIR 07] Giraud A., Huynh Q. V., Hoxha D., Kondo D.: Application of results on Eshelby
tensor to the determination of effective poroelastic properties of anisotropic
rocks-like-composites. International journal of solids and structures, vol. 44, 2007, p.
3756-3772.

[MOE 03] N.Moes,M.Cloires, P.Cartraud, J.F Remancle: A computational approach to handle
complex microstructure geometries. Computer methods in applied mechanics and engineering,
2003, vol. 192, Pages 3163-3177.

[MOE 99] Moes Nicolas, Dolbow John, Belytschko M.T: A finite element method for crack
growth without remeshing. International journal for numerical methods in engineering, vol.
46, 1999, p. 131-150.

[SET 99] Sethian, J.-A. (1999) Level Set Methods & Fast Marching Methods: Evolving
Interfaces in Computational Geometry, Fluid Mechanics, Computer Vision, and Materials
Science.UK Cambridge University Press.

[SUK 01] Sukumar N., Chopp D. L., Moes N., Belytschko M. T. : Modeling holes and
inclusions by level sets in the extended finite element method. Computer methods in applied
mechanics and engineering, vol. 190, 2001, p. 6183-6200.



