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LE FLOT GEODESIQUE DES QUOTIENTS
GEOMETRIQUEMENT FINIS DES GEOMETRIES DE
HILBERT

par

Mickaél Crampon & Ludovic Marquis

Résumé. — On étudie le flot géodésique des quotients géométriquement finis Q/p de géo-
métries de Hilbert, en particulier ses propriétés de récurrence.

On prouve, sous une hypothése géométrique sur les cusps, que le flot géodésique est uni-
formément hyperbolique. Sans cette hypothése, on construit un exemple o celui-ci a un
exposant de Lyapunov nul.

On fait le lien entre la dynamique du flot géodésique et certaines propriétés du convexe
Q et du groupe I'. On en déduit des résultats de rigidité, qui étendent ceux de Benoist et
Guichard pour les quotients compacts.

Enfin, on s’intéresse au lien entre entropie volumique et exposant critique ; on montre entre
autres qu'ils coincident lorsque le quotient est de volume fini.

Abstract. — We study the geodesic flow of geometrically finite quotients ) /I‘ of Hilbert
geometries, in particular its recurrence properties.

We prove that, under a geometrical assumption on the cusps, the geodesic flow is uniformly
hyperbolic. Without this assumption, we provide an example of a quotient whose geodesic
flow has a zero Lyapunov exponent.

We make the link between the dynamics of the geodesic flow and some properties of the
convex set ) and the group I As a consequence, we get various rigidity results which
extend previous results of Benoist and Guichard for compact quotients.

Finally, we study the link between volume entropy and critical exponent; for example, we
show that they coincide provided the quotient has finite volume.
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1. Introduction

Cet article dynamique fait logiquement suite & larticle géométrique |[CM12|, dans
lequel nous étudions la notion de finitude géométrique en géométrie de Hilbert. Avec
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[CM], ils forment un seul et méme travail que nous avons découpé en trois pour des
raisons €videntes de longueur. Concernant la géométrie des variétés géométriquement
finies, nous ne rappellerons dans ce texte que les résultats dont nous ferons usage et
renvoyons le lecteur a |CM12] pour plus d’informations.

Une géométrie de Hilbert est un espace métrique (€2, dg) ot € est un ouvert proprement
convexe de l'espace projectif réel P = P™"(R) et dg, est la distance définie sur €2 par

1
do(x,y) = 5‘ In ([p Sqi T y])‘, x,y € Q distincts;

dans cette formule, les points p et ¢ sont les points d’intersection de la droite (xy) avec
le bord 02 de ). Ces géométries ont été introduites par Hilbert comme exemples de
géométries dans lesquelles les droites sont des géodésiques. Leur définition imite celle de
I’espace hyperbolique dans le modéle projectif de Beltrami, qui correspond a la géométrie
de Hilbert définie par un ellipsoide.

FIGURE 1. La distance de Hilbert

Lorsque l'ouvert convexe () est strictement convexe, la géométrie de Hilbert est uni-
quement géodésique : les droites sont les seules géodésiques. On peut dans ce cas définir
le flot géodésique sans recourir & des équations géodésiques, comme on le fait de fagon
traditionnelle en géométrie riemannienne. Le flot géodésique est ainsi le flot défini sur le
fibré homogéne HS) = TQ \ {0} g+ de la fagon suivante : si w = (w,[{]) est un point
de HS), consistant en un point = de € et une direction tangente [£], on trouve son image
¢'(w) en suivant la droite géodésique partant de = dans la direction [€].

Les géométries de Hilbert sont des espaces finslériens : la métrique de Hilbert est engendrée
par un champ de normes F': T2 — R sur €2, donné par la formule

Flo,) = (L + ﬁ) (2,6) € TO,

2\ |zz—|
ou z© et z~ sont les points d’intersection de la droite {z + A{, A € R} avec 9 (voir
le paragraphe 2.1 pour plus de précisions). Lorsque 02 est de classe C? & hessien défini

positif, alors on peut définir les géodésiques au moyen d’une équation différentielle, et le
flot géodésique est le flot de cette équation.

La géométrie de Hilbert définie par un ouvert strictement convexe a bord C! posséde
un certain comportement hyperbolique. Par exemple, dans ce cadre-la, on voit apparaitre
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naturellement, au moyen des horosphéres, les variétés stables et instables du flot géodé-
sique. Le flot géodésique est dans ce cas de classe C! et I'espace tangent a HQ) admet une
décomposition en

THQ=R.X @ E* @ E,

ou X est le générateur du flot, E* est la distribution stable tangente au feuilletage stable,
et B est la distribution instable.

Les flots géodésiques des variétés riemanniennes compactes de courbure négative sont les
premiers exemples de flots d’Anosov, ou uniformément hyperboliques. Cette propriété
d’hyperbolicité ne dépend que des bornes sur la courbure et elle reste donc vraie pour
une variété riemannienne non compacte a courbure négative K < —a? < 0.

Pour une géométrie de Hilbert quelconque, on ne peut espérer obtenir de propriété
d’hyperbolicité. En effet, le comportement asymptotique autour d’une géodésique dépend
de la régularité du bord du convexe au point extrémal de la géodésique (voir [Crall]
pour une étude détaillée). Par contre, si la géométrie admet un quotient assez petit, on
peut s’attendre a des propriétés de récurrence sur le quotient.

C’est le cas lorsqu’il existe un quotient compact : dans [Ben04|, Yves Benoist a prouvé
que le flot géodésique d'un quotient compact d’une géométrie de Hilbert (avec ) stric-
tement convexe) était un flot d’Anosov. Notre premier théoréme généralise cela au flot
géodésique de certaines variétés géométriquement finies.

Les variétés géométriquement finies sont en quelque sorte les variétés non compactes
les plus simples. Leur caractéristique essentielle pour nous est que leur coeur convexe se
décompose en une partie compacte et un nombre fini de cusps. C’est essentiel car le coeur
convexe est le support de I'ensemble non errant du flot géodésique; c’est donc la que se
concentre la dynamique. On renvoie au fait 3 ou a I'article [CM12] pour plus de détails.
A chaque fois, on va essayer de comprendre séparément ce qu’il se passe sur la partie
compacte puis sur les parties cuspidales. De facon générale, on ne peut rien dire sans faire
d’hypothéses sur la géométrie des cusps :

Proposition 1.1 (Proposition 8.1). — [l existe une wvariété géométriquement finie
M = Q/p dont le flot géodésique a un exposant de Lyapunov nul. En particulier, le flot
géodésique n’est pas uniformément hyperbolique.

Dans ce texte, nous étudierons donc principalement les variétés géométriquement finies
dont les cusps sont « asymptotiquement hyperboliques » : dans un cusp, la métrique de
Hilbert est équivalente & une métrique hyperbolique qui a les mémes géodésiques (non
paramétrées) ; voir la définition 4.4. Parmi les variétés géométriquement finies a cusps
asymptotiquement hyperboliques, on trouve en particulier les variétés de volume fini,
et plus généralement celles dont les sous-groupes paraboliques maximaux sont de rang
maximal, c’est-a-dire qu’ils agissent cocompactement sur 92 \ {p}, ot p est le point fixe
du groupe parabolique considéré.

Il est fort possible que pour toute variété géométriquement finie M = €2 /F, il existe un
ouvert ¥, I'-invariant, strictement convexe et a bord C!, tel que le quotient M’ = €/ r
soit géométriquement fini a cusps asymptotiquement hyperboliques. La raison principale
qui nous pousse a penser qu'une telle construction est possible est que les sous-groupes
paraboliques d'un tel groupe I' sont conjugués a des sous-groupes paraboliques de

SO, 1 (R).

Pour ces variétés-la, on peut prouver le



4 MICKAEL CRAMPON & LUDOVIC MARQUIS

Théoréme 1.2 (Théoréme 5.2). — Soient 2 un ouvert strictement conveze et a bord
Cl, et M = Q/F une variété géométriquement finie a cusps asymptotiquement hyperbo-
liques. Le flot géodésique de la métrique de Hilbert est uniformément hyperbolique sur son
ensemble non errant NW : le fibré tangent a HM admet en tout point de NW une décompo-
sition p'-invariante
THM =R.X & E° & E",

telle qu’il existe des constantes x,C' > 0 pour lesquelles
(1) |do'Z%|| < Ce ™, ||dp™tZ"|| < Ce™*, Z° € E*, Z" € E*, t > 0.

De facon générale, on prouvera aussi les propriétés de récurrence suivantes :

Proposition 1.3 (Proposition 6.1). — Soient Q2 un ouvert strictement conveze et a
bord Ct, et M = Q/p une variété quotient. Le flot géodésique de M est topologiquement
mélangeant sur son ensemble non errant.

Notre deuxiéme théoréme concerne la régularité du bord des ouverts convexes 2 qui

admettent un quotient géométriquement fini M = Q/p non compact. Ce résultat est li¢ au
fait que les propriétés hyperboliques des orbites du flot géodésique se lisent directement
sur la régularité du bord au niveau de leur point extrémal.
Bien entendu, cela permet de décrire le bord uniquement au niveau de ’ensemble limite
Ar du groupe. Ce n’est pas étonnant puisque celui-ci constitue ’ensemble des points
extrémaux des géodésiques récurrentes. De plus, c’est la seule partie du bord qui est
imposée par le groupe I' : on peut en effet modifier le bord (presque) a sa guise hors de
I’ensemble limite ; ¢’est d’ailleurs ainsi qu’on obtient I’exemple de la proposition 1.1. Pour
un quotient compact ou de volume fini, I’ensemble limite est le bord tout entier et donc
le convexe {2 est entiérement déterminé par le groupe I'.

Théoréme 1.4 (Corollaire 7.3). — Soient Q un ouvert strictement conveze et a bord
Cl, et M = Q/F une variété géométriquement finie a cusps asymptotiquement hyperbo-
liques. Il existe € > 0 tel que le bord 092 du convexe §) soit de classe C1*¢ en tout point de
Ar.

Via la caractérisation des quotients de volume fini par leur ensemble limite, on obtient
le corollaire suivant.

Corollaire 1.5 (Corollaire 7.3). — Soit Q un ouvert strictement convere et a bord C'.
Si Q admet un quotient de volume fini, alors son bord O est de classe C**¢ pour un certain
e > 0.

Lorsque 2 admet un quotient compact, Olivier Guichard a pu déterminer exactement

la régularité optimale du bord, c’est-a-dire le plus grand ¢ tel que le bord 9 soit C'*=.
Celle-ci est encore une fois déterminée par le groupe I', via les valeurs propres de ses
éléments hyperboliques. Cela n’est pas étonnant, étant donné que les orbites périodiques
sont denses, et que celles-ci sont en bijection avec les classes de conjugaison d’éléments
hyperboliques de T'.
Si on se restreint & ’ensemble limite et ’ensemble non errant, cette observation reste va-
lable pour un quotient quelconque. Nous pouvons ainsi prouver un résultat similaire pour
les ouverts convexes qui admettent un quotient géométriquement fini a cusps asymptoti-
quement hyperboliques. Pour I’énoncé, définissons d’abord

e(Ar) = sup{e € [0, 1], le bord 99 est C'** en tout point de Ar}.
Ensuite, pour tout élément hyperbolique v € I', notons

e(y) = sup{e € [0,1], le bord 99 est C'** au point attractif I de v},
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et ¢(T) = inf{e(y), v € T hyperbolique}. Ainsi, le bord 99 est C'**I) en tout point fixe
hyperbolique. On obtient alors :

Théoréme 1.6 (Théoréme 7.4). — Soient 2 un ouvert strictement conveze et a bord
Cl, et M = Q/p une variété géométriquement finie a cusps asymptotiquement hyperbo-
liques. On a

e(Ar) = ().

Notre démonstration de ce théoréme est différente de celle de Guichard et repose sur
I'extension d’un théoréme de Ursula Hamenstddt [Ham94|, qui s’intéresse au meilleur
coefficient de contraction d’un flot uniformément hyperbolique.

Pour I’énoncer, il nous faut définir les meilleurs coefficients de contraction du flot sur
I’ensemble non errant

X(NW) = sup{y, il existe C' > 0 tel que I'inégalité (1) ait lieu en tout point de NW},
et sur les orbites périodiques
X(Per) = inf{x(w) | w € NW périodique}.

Théoréme 1.7 (Théoréme 7.5). — Soient Q0 un ouvert strictement conveze et a bord
Cl, et M = Q/F une variété géométriquement finie a cusps asymptotiquement hyperbo-
liques. On a

x(Per) = x(NW).

Comme corollaire de ces résultats et du travail précédent [CM12], on obtient un résultat
de rigidité :

Théoréme 1.8 (Corollaire 7.10). — Soit Q un ouvert strictement conveze et & bord
Cl, qui admet une action géométriquement finie d’un groupe I' contenant un élément
parabolique. Si le bord O) est de classe C**¢ pour tout 0 < ¢ < 1, alors I est un sous-
groupe d’un conjugué de SOy, 1(R).

Comme cas particulier, on obtient une version volume fini d’un théoréme de Benoist
[Ben04] qui concernait les quotients compacts :

Corollaire 1.9 (Corollaire 7.11). — Soit Q0 un ouvert strictement convexe et a bord
C! qui admet un quotient de volume fini non compact. Si le bord O est de classe C**+¢
pour tout 0 < € < 1, alors 2 est un ellipsoide.

Remarquons que dans I’énoncé de ce théoréme, tout comme dans celui du théoréme 1.5,
I'une des hypothéses strictement convexe/a bord C! est superflue : ¢’est une conséquence
du travail de Daryl Cooper, Darren Long et Stephan Tillmann [CLT11].

A la fin de ce texte, on revient sur la représentation sphérique de SLy(R) dans SLs(R),
que nous avions étudié dans [CM12| car elle permettait de distinguer les deux notions
de finitude géométrique que nous y avions introduites. En particulier, on avait vu que
I’ensemble des ouverts proprement convexes préservés par cette représentation formait, a
action de SL;(R) prés, une famille croissante {§2,, 0 < r < co}. Parmi eux, les convexes
Qg et Q, duaux I'un de lautre, n’étaient ni strictement convexes ni a bord C!. Les autres
par contre I’étaient. En fait, on peut déterminer précisément leur régularité (voir définition
4.5 pour les notions de régularité C1*< et la B-convexité) :

Proposition 1.10 (Proposition 8.2). — Pour 0 < r < oo, le bord de 'ouvert convexe
Q, est de classe CY3 et 4-conveze.
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Nous avons inclus pour finir une premiére étude de la croissance des groupes discrets
dont I'action est géométriquement finie sur 2. L’objet principal est I’exposant critique dr
du groupe I', qui mesure la croissance exponentielle du groupe agissant sur €); & savoir

1

or = limsup = logt#{g € I, dq(z, gx) < R}.
R—+o0 R

Lorsque I' est un groupe cocompact, il est immédiat que ’exposant critique et 1’entropie

volumique de la géométrie de Hilbert sont égaux. Rappelons que l'entropie volumique

de la géométrie de Hilbert (2, dq) est le taux de croissance exponentiel des volumes des

boules :

hypot(€2) = lim sup L log Volg B(x, R).
R—+4o00 R

Lorsque I' n’est plus cocompact, on a de facon générale or < h,, mais il n’y a a priori
plus de raisons pour que ces deux quantités coincident, méme si I' est de covolume fini :
Francoise Dal’bo, Marc Peigné, Jean-Claude Picaud et Andrea Sambusetti ont construit
des exemples de réseaux non uniformes d’espaces de courbure négative pincée ot oy < hye;-
Dans notre cas, le fait que les cusps d’une variété de volume fini soient asymptotiquement
hyperboliques entraine 1’égalité :

Théoréme 1.11 (Théoréme 9.2). — Soient Q un ouvert strictement conveze et & bord
C', et T un sous-groupe discret de Aut(Q) de covolume fini. Alors

(SF — hvol(Q>-

Ce résultat peut méme s’étendre au cas des actions géométriquement finies de la maniére
suivante :

Théoréme 1.12 (Théoréme 9.7). — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(SY) dont
Paction sur Q) est géométriquement finie. Alors

1
or = limsup = log Volo(B(o, R) N C(Ar)),

R—+oc0

ol o est un point quelconque de ).

Plan. — Les sections 2 et 3 sont des préliminaires portant respectivement sur les géomé-
tries de Hilbert et leur flot géodésique.

La section 4 explique ce qui nous sera utile sur les variétés géométriquement finies, en
présentant notamment ’hypothése d’asymptoticité hyperbolique des cusps.

La section 5 est consacrée a la démonstration du théoréme 1.2. Bien que 'idée soit claire
et trés simple, la démonstration reste malgré tout quelque peu technique.

La section 6 se concentre sur les propriétés de récurrence du flot géodésique d’une variété
quelconque M = () /F; en particulier, on y montre la proposition 1.3.

Dans la section 7, on s’intéresse a la régularité du bord de 'ouvert convexe. C’est la qu’on
montre le théoréme 1.4 et le corollaire 1.5. Une bonne partie de cette section est dédiée
au théoréme 1.6, via le théoréme 1.7 dont la démonstration présente quelques technicités.
La section 8 construit le contre-exemple de la proposition 1.1 et détaille la proposition
1.10. Enfin, dans la partie 9, on montre les théorémes 1.11 et 1.12 qui lient exposant cri-
tique et entropie volumique. La encore, les démonstrations présentent quelques difficultés
techniques.
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2. Géomeétries de Hilbert

2.1. Distance et volume. — Une carte affine A de P" est le complémentaire d’un
hyperplan projectif. Une carte affine posséde une structure naturelle d’espace affine. Un
ouvert {2 de P" différent de P™ est convexe lorsqu’il est inclus dans une carte affine et qu’il
est convexe dans cette carte. Un ouvert convexe {2 de P" est dit proprement conveze lors-
qu'il existe une carte affine contenant son adhérence Q. Autrement dit, un ouvert convexe
est proprement convexe lorsqu’il ne contient pas de droite affine. Un ouvert proprement
convexe ) de P" est dit strictement conveze lorsque son bord 02 ne contient pas de seg-
ment non trivial.

Hilbert a introduit sur un ouvert proprement convexe {2 de P" la distance qui porte
aujourd’hui son nom. Pour x # y € €2, on note p, q les points d’intersection de la droite
(xy) et du bord 02 de Q, de telle facon que x soit entre ¢ et y, et y entre = et p (voir
figure 2). On pose

| 1. (layl - lpz|
d = —1 . : . = _1 Tl 1|
a(z,y) =5 ([prgro:y)) = n(\qw|~lpy!

) et do(z,x) =0,
ou
1. la quantité [p: ¢ : x : y| désigne le birapport des points p, q, z,y;
2. | -] est une norme euclidienne quelconque sur une carte affine A qui contient ’adhé-
rence () de €.
Le birapport étant une notion projective, il est clair que dg ne dépend ni du choix de

A, ni du choix de la norme euclidienne sur A.

FIGURE 2. La distance de Hilbert et la norme de Finsler

Fait 1. — Soit Q) un ouvert proprement conveze de P™.
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dq est une distance sur €2 ;
(Q,dq) est un espace métriqgue complet ;
La topologie induite par dg coincide avec celle induite par P™ ;

Lo o~

Le groupe Aut(2) des transformations projectives de SLy,11(R) qui préservent Q est
un sous-groupe fermé de SLy1(R) qui agit par isométries sur (2, dq). Il agit donc
proprement sur €.

La distance de Hilbert dg est induite par une structure finslérienne sur 'ouvert 2. On
choisit une carte affine A et une métrique euclidienne |- | sur A pour lesquelles €2 apparait
comme un ouvert convexe borné. On identifie le fibré tangent T€2 de €2 & €2 x A. Soient
r€Qetve A onnote xt = xT(z,v) (resp. 7) le point d’intersection de la demi-droite
définie par x et v (resp —v) avec 02 (voir figure 2). On pose

@) Flz,v) = %(mi\ * \xi«ﬂ)’

quantité indépendante du choix de A et de | - |, puisqu’on ne considére que des rapports

de longueurs.

Fait 2. — Soient Q) un ouvert proprement conveze de P et A une carte affine qui contient
Q. La distance induite par la métrique finslérienne F est la distance dg. Autrement dit
on a les formules suivantes :

d
— F(z,v) = —| dol(z,z+1tv), pourve A;
t=0
—dg(x,y) = / ) dt, ou linfimum est pris sur les chemins o de classe C*
tel que 0(0) =z et o(1) = y.

Il y a plusieurs maniéres naturelles de construire un volume pour une géométrie de
Finsler, la définition riemannienne acceptant plusieurs généralisations. Nous travaillerons
avec le volume de Busemann, noté Volg,.
Pour le construire, on se donne une carte affine A et une métrique euclidienne | - | sur
A pour lesquelles Q apparait comme un ouvert convexe borné. On note Br,q(r) = {v €
T.Q| F(x,v) < r} la boule de rayon r > 0 de I'espace tangent a € en x, Vol la mesure de
Lebesgue sur A associée a | - | et v, = Vol({v € A||v|] < 1}) le volume de la boule unité
euclidienne en dimension n.

Pour tout borélien A C €2 C A, on pose :

Up,
Vol = [ =5 dVol
Olal4) / Vol(Br.a(D) © 1)
La encore, la mesure Vol est indépendante du choix de A et de | - |. En particulier, elle

est préservée par le groupe Aut(€2).
La proposition suivante permet de comparer deux géométries de Hilbert entre elles.

Proposition 2.1. — Soient €y et {2y deux ouverts proprement convexes de P" tels que
Qy C Q.

— Les métriques finslériennes Fy et Fy de Qy et Qo vérifient : Fy(w) < Fi(w), w €

TQ C TQy, Végalité ayant lieu si et seulement si x, (w) = z (w) et zg (w) =

Tq, (w).
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— Pour tous x,y € Qq, on a dg,(x,y) < dg,(z,y).

— Les boules métriques et métriques tangentes vérifient, pour tout x € €y et r > 0,
Bq,(z,7) C Bo,(x,r) et Br,q,(r) C Br,a,(r), avec égalité si et seulement si 2y = Qs.

— Pour tout borélien A de Qy, on a Volg,(A) < Volg, (A).

2.2. Fonctions de Busemann et horosphéres. — Nous supposons dans ce para-
graphe que 'ouvert proprement convexe ) de P est strictement convexe et & bord C!.
Dans ce cadre, il est possible de définir les fonctions de Busemann et les horosphéres de
la méme maniére qu’en géométrie hyperbolique, et nous ne donnerons pas de détails.

Pour ¢ € 002 et © € Q, notons c,¢ : [0,400) — Q la géodésique issue de z et
d’extrémité &, soit c,¢(0) = x et ce(+00) = & La fonction de Busemann basée en
€€ 00 be(.,.) : 2 x Q — R est définie par :

bg(I,y) = tlg—noo dQ(yacﬂzﬁ(t)) —t= ig% dQ(yvz) - dQ(l’,Z), T,y € Q.

L’existence de ces limites est due aux hypothéses de régularité faites sur €2. Les fonctions
de Busemann sont de classe C*.

L’horosphére basée en £ € 02 et passant par x € {2 est I’ensemble
He(w) = {y € 2| bela,y) = 0}.

L’horoboule basée en £ € 02 et passant par x € {2 est I'ensemble
He(z) = {y € Q| be(z,y) < 0}.

L’horoboule basée en £ € 02 et passant par x € () est un ouvert strictement convexe de
Q, dont le bord est I’horosphére correspondante, qui est elle une sous-variété de classe C!
de €.

Dans une carte affine A dans laquelle {2 apparait comme un ouvert convexe relativement
compact, on peut, en identifiant TC) avec 2 x A, construire géométriquement 1’espace
tangent a He(x) en « : ¢’est le sous-espace affine contenant « et I'intersection T:0QNT;,052
des espaces tangents & 92 en £ et n = (2€) NI~ {£}.

On peut voir que 'horoboule et I’horosphére basées en £ € 02 et passant par x € €2 sont
les limites des boules et des sphéres métriques centrées au point z € €) et passant par z
lorsque z tend vers .

2.3. Dualité. — A Pouvert proprement convexe 2 de P" est associé I’ouvert proprement
convexe dual Q* : on considére un des deux cones C' C R™! au-dessus de €, et son dual

C* = {f € (R"™*, Yoz € C, f(z)> 0}

Le convexe 2* est par définition la trace de C* dans P((R™1)*).

Le bord de 09* est facile & comprendre, car il s’identifie & I’ensemble des hyperplans
tangents a 2. En effet, un hyperplan tangent T, a 02 en = est la trace d’un hyperplan
H, de R™"!. L’ensemble des formes linéaires dont le noyau est H, forme une droite de
(R™*1)*, dont la trace z* dans P((R"1)*) est dans 9Q*. Il n’est pas dur de voir qu’on
obtient ainsi tout le bord 9€2*.
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o - -o -]

F1GURE 3. Une horosphére et son espace tangent

Cette remarque permet de voir que le dual d'un ouvert strictement convexe a un bord
de classe C!, et inversement. En particulier, lorsque ) est strictement convexe et que son
bord est de classe C!, ce qui est le cas que nous étudierons, on obtient une involution
continue x — x* entre les bords de €2 et Q*.

Tout sous-groupe I' de SL, 1 (R) agit par dualité sur (R"™')* et donc sur P((R""1)*),
via la formule suivante :

(v-f)(x)=f(y '2), yeT, z € R".

Le convexe dual * est préservé par un élément v € SL,1(R) si et seulement si €2 est
préservé par v. On obtient de cette fagon une action de tout sous-groupe I' de Aut({2)
sur le convexe dual 2*. Le sous-groupe discret de Aut(£2*) ainsi obtenu sera noté I'*. Bien
entendu, on a (Q*)* =Q et (I')* =T.

Dans tout ce qui suit, sauf mention explicite, () désignera un
ouvert proprement convexe, strictement convexe et a bord C'.

2.4. Isométries. — Les isométries d’'une géométrie (€2, dg) avec € strictement convexe
a bord C! ont été classifices dans [CM12]. Ce sont toutes des transformations projectives
qui préservent (2, et, quitte a considérer leur carré, on les verra donc comme des éléments
du groupe linéaire SL,1(R), agissant sur P". Outre les isométries elliptiques qui sont
de torsion et qui ne nous intéresseront pas ici, on trouve les isométries hyperboliques et
paraboliques.

— Une wsométrie hyperbolique v a exactement deux points fixes x;r,x; € 09, 'un
répulsif et Uautre attractif. Cela veut dire que la suite (7"),en converge uniformément
sur les compacts de € \ {x7} vers o7, et la suite (77")nen converge uniformément
sur les compacts de Q \ {21} vers 7. De plus, les valeurs propres Ao(y) et An(7)

sont positives : c¢’est une conséquence du fait que

associées aux points fixes xfyr et x
le rayon spectral de 7 est valeur propre de 7 (lemme 2.3 de [Ben06| par exemple) ;


MAILTO:MICKAEL.CRAMPON@USACH.CL
MAILTO:LUDOVIC.MARQUIS@UNIV-RENNES1.FR

LE FLOT GEODESIQUE EN GEOMETRIE DE HILBERT 11

elles sont de multiplicité 1 car, sinon, il y aurait un segment dans le bord de €.
Finalement, v agit par translation sur le segment ouvert |z xﬂ de €2, translation de
force 7(y) = In ;:—8%

— Une isométrie parabolique ~y a exactement un point fixe p € 02 et préserve toute
horosphére basée en p. De plus, la famille (y"),cz converge uniformément sur les

compacts de Q ~ {p} vers p.

On dira qu'un sous-groupe discret P de Aut(£2), sans torsion, est parabolique si tous ses
éléments sont paraboliques. Un tel groupe est nilpotent et ses éléments fixent un méme
point p € 992. On dira que le groupe P est de rang mazximal si son action sur 02 \ {p}
est cocompacte.

Si un sous-groupe discret I' de Aut(2) est donné, on dira qu’un sous-groupe parabolique
de I' est mazimal s’il n’est contenu dans aucun autre sous-groupe parabolique.

2.5. Ensemble limite. — Comme en géométrie hyperbolique, on peut définir ’en-
semble limite et le domaine de discontinuité d’un sous-groupe discret de Aut(Q2) de la
facon suivante. On utilise ici de fagon essentielle la stricte convexité de €.

Définition 2.2. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(2) et z € €. L’ensemble limite
Ar de T est le sous-ensemble de 02 suivant :

Ar =T -2~T: 2.

Le domaine de discontinuité Or de I' est le complémentaire de I’ensemble limite de I dans
09.

L’ensemble limite Ar, s’il n’est pas infini, est vide ou consiste en 1 ou 2 points. On dit
que I' est non élémentaire si Ar est infini. Dans ce dernier cas, ’ensemble limite Ar est le
plus petit fermé I'-invariant non vide de 0€2. En particulier, Ar est 'adhérence des points
fixes des éléments hyperboliques de I'.

Définition 2.3. — Soit I' un sous-groupe de SL,1(R). On dira que I' est irréductible
lorsque les seuls sous-espaces vectoriels de R"™! invariants par " sont {0} et R"™!. On dira
que I' est fortement irréductible si tous ses sous-groupes d’indice fini sont irréductibles,
autrement dit, si I' ne préserve pas une union finie de sous-espaces vectoriels non triviaux.

Lemme 2.4. — SoitT" un sous-groupe discret de Aut(S2). Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) Uensemble limite Ar de T' engendre P™ ;
(i1) le groupe T est irréductible ;
(111) le groupe T est fortement irréductible.

Démonstration. — L’implication (i)=>(ii) vient du fait que Ar est 'adhérence des points
fixes des éléments hyperboliques de I'. Pour les implications (ii)=-(i) et (iii)=-(i), il suffit
de voir que 'espace engendré par Ar est invariant par I'.

Montrons pour finir I'implication (i)=-(iii). Supposons donc que Ar engendre P". Si G
est un sous-groupe d’indice fini de I', alors, pour tout élément hyperbolique A de I', il
existe un entier n > 1 tel que h™ € G. Ainsi, A¢ = Ar et donc Ag engendre P, ce qui
équivaut a l'irréductibilité de G.

O
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3. Le flot géodésique

3.1. Généralités. — Le flot géodésique est le principal objet d’étude de ce travail.
Nous le définirons sur le fibré tangent homogeéne, ou en demi-droites, de €2, qui est le fibré
m: HQ — Q, avec HQ) = TQ \ {0}/R+ : deux points (z,u) et (y,v) de T~ {0} sont
identifiés si z = y et u = Av pour un certain réel A > 0.

L’image d’un point w = (x,[¢]) € HQ par le flot géodésique o' : HQ — HQ est le
point ¢'(w) = (z, [§]) obtenu en suivant la géodésique partant de = dans la direction [¢]
pendant le temps ¢. Il est engendré par le champ de vecteurs X sur H2, qui a la méme
régularité que le bord de Q. Ainsi, ¢’ est au moins de classe C!.

Nous ferons les calculs de fagon intelligente en utilisant l'invariance projective. Une
carte adaptée a un point w € HS) est une carte affine munie d’'une métrique euclidienne
telle que

— la fermeture de €2 est incluse dans la carte ;

— D'intersection des plans tangents & 9 en z+ et £~ sont a I'infini de la carte ; autrement
dit, ils y sont paralléles ;

— la droite (zz™) et les plans tangents a 092 en 2 et = sont orthogonaux.

T A - ,»«.h'
'x Tngj..

FIGURE 4. Une carte adaptée en w

3.2. Variétés stable et instable. — On définit les variétés stable W#(w) et instable
W (w) de w = (x, [¢]) € HS) par
We(w) = {w' = (y,[yz"]), y € Hor (2)}, W(w) = {w' = (y,[27y]), y € Ho-(2)}.
I1 n’est pas difficile de voir que, comme € est strictement convexe & bord C!, on a
W (w) = {w' € HQ | im do(mpt(w), 7o' (w')) = 0}
—

Wot) = {uf € HO | T do(m!(w) mel(w) =0},

Les sous-espaces stable E° et instable E* sont les espaces tangents aux variétés stable et
instable. On a clairement que £E° N E* = {0} et donc la décomposition

THQ=R.X @ E* @ EY,
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qu’on appellera décomposition d’Anosov.

FIGURE 5. Variétés stable et instable

On peut définir une norme de Finsler ||.|| sur HM de la fagon suivante : pour Z =
aX +272°+ 7" € RX & E°® E", on pose

(3) 1Z]| = (a2 + F(dnZ®) + F(dnZ"))" .

Cette métrique est précisément celle qui a été introduite dans [Crall], et qui apparait
naturellement via une décomposition en sous-fibrés horizontaux et verticaux. Nous
n’aurons toutefois pas besoin ici de ces notions.

Remarquons qu’en particulier, si Z est un vecteur tangent stable ou instable, c¢’est-a-dire
Z=2ZouZ=2%ona|Z| =F(drZ®) ou | Z"| = F(dnZ").

Rappelons les deux lemmes suivants, dont les démonstrations permettront de fixer cer-
taines notations.

Lemme 3.1. — Soient w € HQ et Z € T,HQ un vecteur stable (resp. instable). L’ap-
plication t — ||dp'(Z)]| est une bijection décroissante (resp. croissante) de (0,+00) dans
(0, 400).

Démonstration. — Choisissons une carte adaptée au point w. Notons z = mw et x; =
mo'(w),t € R. Supposons que Z est un vecteur stable, tangent & HS) en w et notons
z = dn(Z), z = dndp'(Z), t € R. Rappelons que par définition de la norme, on a

ldp*(Z)|| = F(z). Or,
F(z) = — + — |,
( % 2 |$tyt+| |=’Utyt |

oll y; et y, sont les points d’intersection de x + R.z avec 05,
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FIGURE 6. Contraction du flot

Si on considére I'application
he iy € Hor (2) — yp = 70" (y, [yz™]) = (yx 1) N Her (2),
on voit que z; est en fait donné par

o |$t$+|

Zt = dht(2>

B

+ +
o) = e (]l

wat| \|zey | |zeyy |
Que t — ||dp'(Z)] soit strictement décroissante est alors une conséquence directe de

On obtient ainsi

la stricte convexité de Q. La régularité C' au point extrémal ¢*>°(w) de l'orbite de w
entraine que ||dp'(Z)|| tend vers 0 en +oo. La stricte convexité a l'autre point extrémal
@~ °(w) de 'orbite de w implique lim;_, ., ||dp*(Z)| = +oc.

Dans le cas ou Z est un vecteur instable, on obtient, en gardant les mémes notations :
2l (lmz] | [z
F(Zt) = + — .
20aex=| \|zeyy|  [zey; |

On peut donc appliquer le méme raisonnement. O

Remarquons ici le corollaire suivant, qui dit que la décroissance et la croissance du
lemme précédent sont controlées.

Corollaire 3.2. — Pour tout vecteur Z € THS2, on a
e M) Z|| < lldg' (2)]) < )1 Z]).

Démonstration. — Soient w € HQ et Z° € E*(w) un vecteur stable. Posons z := dnZ°.
Soit Z* € E"(w) l'unique vecteur instable tel que drZ* = z. On a vu, dans la démons-
tration du lemme précédent, et avec les mémes notations que, pour tout t € R,

2| (|| |z
|de' Z°| = )
2|z |xtyt+| |zeyy |

et

”dSOtZuH _ |Z| (|xtm |+ |mt$ |>

2ea=| \ |z | |2eyr |
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Alinsi,
lde' Z°|| _ |wea™| |wa|

A

L’égalité dg(x,x;) = t implique directement que

|zt
|z | |z | ’
et donc
" 42| _
|de Z |

Maintenant, le fait que la fonction ¢ — ||dp'Z?|| soit décroissante implique que
: 1 trzs
lim sup — In ||de’ Z°|| < 0;
t——+o0 t
de méme, comme ¢ — ||dp' Z"|| est croissante,
1 t
o1 s Q.
lginﬁgof ; In ||dp" Z"(| > 0
De I’égalité (4), on déduit donc que
1
liminf — In||dp' Z°|| > -2,
t—4oco

et

1
limsup - In ||do’ Z%|| < 2.
t—+4o00 t

Ainsi, on a, pour tout t > 0 et Z* € E* \ {0},
t s
g _ e (2]

< < L
122

De maniére similaire, on obtient pour tout ¢t > 0 et Z* € E* ~\ {0},

1de (ZN] _ o

1<———<e 4
12

On obtient le résultat en décomposant un vecteur Z selon £° @ E* ¢ R.X. O
3.3. Ensemble non errant. — Nous voulons par la suite étudier des propriétés de

récurrence du flot géodésique. Pour cela, il nous faut regarder I’ensemble des points qui
ne partent pas pour toujours a 'infini.

Etant donnée la variétée M = Q/p, on notera HM le fibré tangent homogéne de M,
quotient du fibré HS2 par le groupe I'. L’ensemble non errant du flot géodésique de M
est 'ensemble fermé NW des points w € HM dont l'orbite passe une infinité de fois dans
tout voisinage ouvert de w, dans le passé et dans le futur. Cet ensemble est naturellement
relié & I’ensemble limite : c’est la projection sur HM de ’ensemble

{w= (2,8 € HY | 7 (w), 2 (w) € Ar}.

En particulier, la projection de NW sur M est incluse dans le cceur convexe de M ; cela
nous permettra d’utiliser le fait 3 ci-dessous lorsque nous seront confrontés a des variétés
géométriquement finies.
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4. Variétés géométriquement finies

4.1. Décomposition du coeur convexe. — Les variétés géométriquement finies sont
le contexte de cet article. Des définitions équivalentes de la finitude géométrique ont été
données dans [CM12|. Rappelons seulement le résultat suivant, essentiel dans le présent
travail (voir la section 8 de [CM12]) :

Fait 3. — Soit M = Q/p une variété géométriquement finie. Le ceeur conveve C(M) de

— 0
M est l'union d’un compact K et d’un nombre fini de cusps C; = (H; N C(Ar) )/P;,
1 <i <1, ou H; est une horoboule basée en un point p; € 0S), et P; est le sous-groupe
parabolique mazimal de T fizant p;, soit P; = Stabr(p;).

4.2. Groupes paraboliques de rang maximal. — Les sous-groupes paraboliques
maximaux qui apparaissent ici sont conjugués a des sous-groupes paraboliques d’isomé-
tries hyperboliques ; ¢’est un des résultats principaux de [CM12]. Un cas particulier est
celui ou les sous-groupes paraboliques sont de rang maximal, c¢’est-a-dire que leur action
sur 02 \ {p}, ou p est le point fixe du groupe en question, est cocompacte. Dans ce cas,
on a le résultat suivant.

Théoréme 4.1 (JCM12]|, section 7). — Soit P un sous-groupe parabolique de Aut({),
de rang maximal et de point five p € 0. Il existe deux ellipsoides P-invariants £ et
£t tels que

— QEM N OE = 9E™ N I = IE“ N IN = {p};

_ gt — () C geat ;

— &M est une horoboule de 7.

Anticipons un peu. Pour pouvoir dire quelque chose du flot géodésique d’une variété
géométriquement finie, il va nous falloir maitriser ce qui se passe dans les parties qui
partent a l'infini, les cusps C;. De facon générale, cela ne sera pas possible, comme le
montre le contre-exemple que nous donnons dans la partie 8.1. Toutefois, lorsque les sous-
groupes paraboliques sont de rang maximal, les deux ellipsoides du théoréme précédent

nous donnent deux métriques hyperboliques dans chaque cusp qui contrélent la métrique
de Hilbert.

Corollaire 4.2. — Soit M = Q/p une variété géométriquement finie. Supposons que les
sous-groupes paraboliques mazximaux de I' soient tous de rang maximal. Alors, pour toute
constante C' > 1, on peut trouver une décomposition

C(M) == K |_| ulgiglci
du ceeur conveze de M, et, sur chaque C;, deux métriques hyperboliques h; et b}, telles que
— F, h; et h} ont les mémes géodésiques, a paramétrisation pres ;

1
- Ehighggthig(Jhg.
Démonstration. — Soit p € Ar un point parabolique, P le sous-groupe parabolique
maximal de I fixant p. Soient £™ et £°°! deux ellipsoides donnés par le théoréme 4.1. Ils

définissent deux métriques hyperboliques h et h' telles que h' < F' < h.
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FIGURE 7. Les ellipsoides tangents

L’adhérence de Zariski U de P dans SL,1(R) est isomorphe a R . Les ensembles
IE™ {p} et OE \ {p} sont des orbites de U. Par exemple, dans une certaine base de
R 9Ee*t est d’équation

Tpni1 = T7 + -+ 20y,
et alors O™ est d’équation

—22 4+ 202,701 = 2a(2? + -+ 22 )

pour un certain a > 0.
Soient C' > 1 et z un point de £™. Pour ¢ > 0, on note x(t) le point du segment [xp] tel
que dq(z,z(t)) = t. On considére la fonction

| n(a(t).v)
fortrs e o)

Lemme 4.3. — Il existe T =T(C) tel que, pour tout t > T, 1 < f,(t) < C.

Démonstration. — Pour simplifier les calculs, on peut supposer que les équations de O£
et OE™ sont les précédentes et quon travaille dans la carte affine {z,,; = 1} avec la
structure euclidienne induite par celle de R**1. On peut aussi supposer que le point x
a pour coordonnées (0,---,0,x,) pour un certain x,, > 0; le point p est ici lorigine
et 7,06 = {t, = 0}. La définition de la métrique de Finsler (formule (2)) donne
immeédiatement que, pour v € R-zp ~ {0} ou v € {t,, = 0} ~ {0},

h(z(t),v)

=1.
oo W (x(t), )

Il existe donc T(C) tel que pour t > T(C), ;((Z(é)v C pour v € R-zp ~ {0} ou
v e {t, =0}~ {0}.
De plus, pour tout ¢ > 0, les sous-espaces R - xp et {t, = 0} de T,)$2 sont orthogonaux,
tant pour h(z(t),-) que pour h'(z(t), -). En décomposant le vecteur v € Ty \ {0} selon
R - xp et {t, = 0}, on voit que
h(z(t), v)
b'(x(t), v)
dés que t = T(C). O

<C
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Comme les métriques h et h’ sont invariantes par U, on a aussi 1 < f,..(t) < C, pour
tout u € U et tout t > T'. Il existe donc une horoboule H™ de £™ basée en p telle que,

1
sur H™, Eh < h' < F <h < Ch'. Comme P agit de fagon cocompacte sur 9 \ {p},
H™ contient une horoboule H de Q basée en p telle que, sur H,

— F, h et b’ ont les mémes géodésiques (les droites), & paramétrisation prés;
1

- Ehgh’gthg(Jh’.

On peut maintenant conclure. Considérons un ensemble de représentants {p; }1<;<; des
points paraboliques de Ar. On note P; le sous-groupe parabolique maximal de I" qui fixe le
point p;. On peut faire la construction précédente pour chaque point p;. On obtient ainsi
une horoboule H; de €2 basée en p; et, sur H;, deux métriques hyperboliques P;-invariantes
h; et hl, vérifiant les propriétés précédentes. Elles induisent par projection deux métriques
hyperboliques sur le cusp C; = H;/P;, qui satisfont aux conditions de 1’énoncé.

On peut supposer que H; C C(Ar), 1 < i < [. D’aprés le fait 3, il est aussi possible
de prendre les H; telles que l'union U.eri<i<;y - H; soit disjointe. Le cusp C; = H;/P;
s’identifie ainsi a une partie de C'(M). L’ensemble K = C(M) \ U;C; est nécessairement
compact et cela donne la décomposition annoncée. O

4.3. Cusps asymptotiquement hyperboliques. — Nous allons suivre le chemin in-
diqué par les groupes paraboliques de rang maximal en nous restreignant a ces variétés
géométriquement finies dont nous savons contréler la métrique de Hilbert dans les cusps :

Définition 4.4. — On dira qu’une variété M = /F géométriquement finie est a cusps
asymptotiquement hyperboliques s'il existe une décomposition du coeur convexe C(M) =
K| |Ui<i<iC; telle que, sur chaque C;, il existe une métrique hyperbolique h;, ayant les
mémes géodésiques (non paramétrées) que F' et qui soit équivalente a F', c’est-a-dire que,

pour un certain C; > 1,
1

K]
Si la condition d’étre géométriquement fini porte sur le groupe I', celle d’hyperbolicité
asymptotique des cusps porte sur 2. Le lemme 4.6 qui suit donne une condition sur le
bord de €2, inspirée par les observations précédentes, pour que les cusps soient asympto-

tiquement hyperboliques. Pour I’énoncer, il nous faut rappeler une
Définition 4.5. — Soient € > 0,5 > 1. On dit qu'une fonction f : U C R" — R,
définie et de classe C! sur un ouvert U, est

— de classe C'** si, pour une certaine constante C' > 0,

|f(@) = fly) —dof(y — 2)| < Clz —y|"*, 2,y € U;

— [-convexe si, pour une certaine constante C' > 0,

[f(2) = f(y) = def(y —2)| 2 Clo —y|”, 2,y € U.
On dit que f est de classe C'™ ou B-convexe en un point € U si on a les inégalités
précédentes pour tout y dans un voisinage de x.

Lemme 4.6. — Soit M = Q/p une vari¢té géométriquement finie. Si le bord 0 est de
classe C*1 et 2-conveze en chaque point parabolique de Ay, alors la variété M est a cusps
asymptotiquement hyperboliques.
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Démonstration. — L’hypotheése de régularité de 02 aux points paraboliques nous permet,
pour chaque point parabolique p de Ar de stabilisateur le groupe P = Stabr(p), de trouver
deux ellipsoides £™ et £°%t tels que

— 9EME N PEET = DEM N ON = DE N O = {p};

— &t C Q c g,
Comme les sous-groupes paraboliques de I" sont conjugués a des sous-groupes de SO, 1 (R),
on peut choisir ces deux ellipsoides de telle facon qu’ils soient P-invariants. Soit H une
horoboule de € basée en p, d’adhérence incluse dans £™. Les ellipsoides £™ et £t
définissent sur H deux métriques hyperboliques P-invariantes h et h’, qui ont les mémes
géodésiques que F, et telles que h' < F' < h.
On peut maintenant voir qu'’il existe une constante C' > 1 telle que 1/C < h/h' < C sur
HNC(Ar). Comme H est P-invariante, il suffit de le montrer sur un domaine fondamental
D de P sur HNC(Ar). Soit H 'horosphére au bord de H. Comme M est géométriquement
finie, I'intersection D = D NH est compacte. I suffit donc de voir que pour tout = € D,
la fonction
fz:t €0, 400) — ax a(z(1),v)

vET, iy~ {0} b/ (z(1), v)

est bornée dans (0, +00), ot z(t) est le point du segment [zp] tel que dg(x, z(t)) = t. C'est
un petit calcul.
Comme les métriques h et h’' sont P-invariantes, elles donnent deux métriques hyperbo-
liques sur le quotient H N C(Ar)/P, qui vérifient les conditions voulues. On conclut alors
comme dans la démonstration du corollaire 4.2. O

On doit pouvoir obtenir la méme conclusion que celle du corollaire 4.2 sous I’hypothese
que le bord 02 est deux fois différentiable en chaque point parabolique de Ar. Toutefois,
cette observation plus précise ne nous sera pas utile dans ce texte : nous n’utiliserons que
le corollaire 4.2, dans la partie 9.

De fagon générale, les sous-groupes paraboliques étant conjugués a des sous-groupes de
SO, 1(R), on peut se poser la :

Question 1. — Soit T' un sous-groupe discret de Aut(Y) dont l'action est géométrique-
ment finie. Existe t-il un ouvert convexe ) sur lequel ' agit de facon géométriqguement
finie a cusps asymptotiquement hyperboliques ¢

Beaucoup de résultats dynamiques ne dépendent pas du convexe que 1’on considére et
le résultat précédent permettrait de se ramener & une situation géométrique et dynamique
agréable, qui sera notre propos dans cette article. Par exemple, le spectre des longueurs
ne dépend que du groupe I, les longueurs des géodésiques fermées étant données par les
valeurs propres des éléments hyperboliques du groupe.

4.4. Cas particuliers. — Parmi les variétés géométriquement finies, on peut distinguer
celles qui ont volume fini, et celles dont le coeur convexe est compact.

Dans [CM12], on a pu voir que les quotients /F qui ont volume fini sont précisément
les variétés géométriquement finies dont I’ensemble limite est le bord 0f2 tout entier. En
particulier, si 2 /F est une variété de volume fini, les sous-groupes paraboliques maximaux
de I' sont de rang maximal. Remarquons que dans tous les cas, un cusp C d’une variété
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géométriquement finie a un volume fini (voir la partie 8 de [CM12]).

Les variétés convexes cocompactes sont celles dont le coeur convexe est compact ; autrement
dit, le quotient Q/ est géométriquement finie et le groupe I' ne contient pas d’éléments
paraboliques.

5. Hyperbolicité uniforme du flot géodésique

Rappelons d’abord quelques définitions.

Définition 5.1. — Soit W une variété munie d’une métrique de Finsler || - || continue.
Soient ! : W — W un flot de classe C! engendré par le champ de vecteurs X sur W,
et V une partie o'-invariante de W. On dit que le flot ¢ est uniformément hyperbolique
sur V ¢'il existe une décomposition p'-invariante

TW =R.X & E*&® EY
du fibré tangent a W en tout point de V', et des constantes a, C' > 0 pour lesquelles

ldet 2] < Ce=|| 2%, ||de™t 2" < Ce~|| 2|, Z° € E*, Z" € E*, t > 0.

Dans le cas ou W est une variété compacte et V' = W, on parle plus souvent de flot

d’Anosov. Les distributions E* et E* s’appellent les distributions stables et instables du
flot. Le but de cette partie est de montrer une telle propriété d’hyperbolicité pour notre
flot géodésique, restreint a son ensemble non errant.
Dans le cas ou la variété M est compacte, I’ensemble non errant est HM tout entier,
et Yves Benoist a déja prouvé que le flot géodésique était d’Anosov. Si la variété M
est convexe-cocompacte, c’est-a-dire que son cceur convexe est compact, I’ensemble non
errant est lui-méme compact, et une démonstration similaire fonctionnerait pour prouver
I"uniforme hyperbolicité sur ’ensemble non errant. Nous étendons ce résultat au cas d'une
variété géométriquement finie a cusps asymptotiquement hyperboliques :

Théoréme 5.2. — Soit M = Q/I‘ une variété géométriquement finie a cusps asympto-
tiguement hyperboliques. Le flot géodésique est uniformément hyperbolique sur [’ensemble
non errant, de décomposition

THM =R.X & £E° & E".

Nous montrerons le théoréme en plusieurs temps. Fixons une fois pour toutes une
décomposition du coeur convexe C'(M) de M en une partie compacte K et une union finie
de cusps C;, 1 < ¢ < [, chacun d’entre eux portant une métrique hyperbolique h; telle que

— F et h; ont les mémes géodésiques, a paramétrisation pres;

— —h; < F < Ch;, pour une certaine constante C' > 1.

C

Pour la partie compacte, on se servira du lemme suivant :

Lemme 5.3. — Soient V une partie compacte de HM et T > 0. Il existe un réel 0 <
b(V,T) <1 tel que, si p'(w) € V pour 0 <t < T, alors, pour tout Z € E*(w),

lde™ (Z)]] < b(V. T)||Z].
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Démonstration. — C’est une simple conséquence du lemme 3.1. Notons V ’ensemble des
w €V tels que p'(w) € Vpowr 0 <t < Tet By ={7 € E(w) | we Vp, || Z|| = 1}.
Les ensembles Vet E; sont compacts. La fonction Z € By — ||dp? (Z)|| est continue
et atteint donc son maximum pour un certain vecteur Zp,;. Le lemme 3.1 nous dit que
|de™ (Zyr)|] < 1, d’ott le résultat. O

Pour les cusps, c’est un peu plus délicat. Choisissons un des cusps C;, et oublions les
indices : on note C le cusp et h la métrique hyperbolique sur C.

Lemme 5.4. — Pour tout 0 < a < 1, on peut trouver un temps T, = T,(C) > 0 tel que,
pour tout w € HC tel que ¢'(w) € HC pour 0 <t < T, et Z € E*(w), on ait
Ta
lde Z|| < al|Z].
Avant de montrer ce dernier lemme, voyons d’abord comment en déduire une

Démonstration du théoreme 5.2. — Rappelons la décomposition du coeur convexe en
C(M) =K| |uc.
Choisissons un réel 0 < a < 1 et un temps 7, > 0 comme dans le lemme 5.4, et posons
K.= |J ¢ (HM).
—Tu<t<T,

Pour tout point w de I'ensemble non errant NW, le morceau d’orbite {¢'(w)}o<icr, €st
inclus soit dans K, soit dans un des HC;. Les deux lemmes précédents impliquent alors
que, pour tout Z € E®|y, on a

ldp™ Z|| < Al Z],
t
avec A = max(a,b(K,,T,)) < 1. Ainsi, pour tout ¢ > 0, en posant N = [T]’ on a
_ dgot_NT“ A o 4 _lna—l
Jag (@) < A¥ g (2) < 1 M ot < a2
[ a

Cela prouve la décroissance uniformément hyperbolique sur la distribution stable. On fait
de méme pour la distribution instable en considérant ¢, O

Le reste de cette partie est consacrée a la démonstration du lemme 5.4. Bien entendu,
I'idée est de comparer les flots géodésiques des métriques F' et h sur HC, qui satisfont
C~'h < F < Ch pour une certaine constante C' > 1. Comme F et h ont les mémes
géodésiques a paramétrisation pres, le flot ¢! est en effet une renormalisation du flot ¢!
de la métrique h : on a

t
o' (w) = ™" (w)

pour un certain a(w,t) € R. Bien sir, cette expression ne fait sens que si ¢*(w) est dans
HC pour tout 0 < s < t. La fonction « est donc définie sur ’ensemble

W ={(w,t) | ¢*(w) € HC, 0 < s <t} C HC x R.
Soit g la fonction définie sur HC par F = ¢~ 'h. C’est une fonction de classe C!, qui prend
1
Co
on a X = ¢gXy. On retrouve la fonction « en intégrant g :

o(uw, 1) = / 9(0*(w)) ds;

ses valeurs dans l'intervalle [, C]. Si Xy, est le générateur du flot géodésique de h, alors
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la fonction a est donc de classe C! et satisfait
1
Et <a(w,t) <Ct, t > 0.
L’espace tangent & HC se décompose de deux fagons, selon que 1'on considére le flot de F
oudeh:
THC=F o E"oR.X =E & FE' ®R.X.

Sur HC, on dispose des métriques ||.|| et ||.||» associées respectivement a F' et h et définies
par la formule (3) via les décompositions précédentes. La métrique ||.||, est bien entendu
une métrique riemannienne, qui n’est rien d’autre que la métrique de Sasaki, et pour
laquelle la décomposition THC = E; ® E & R.X est orthogonale. Rappelons que, si
Zy € By, alors
lden(Z)ll = e[| Z3ll, t € R,

sous réserve, bien sir, que Z soit tangent & HC en un point w tel que ¢i(w) € HC pour
0<s<t.

Le lemme essentiel est le suivant :

Lemme 5.5. — La distribution E® est, sur HC, incluse dans un cone d’angle 6 pour ||.||n
autour de la distribution Ey, avec 0 < 0 = 0(C) < 7.

Démonstration. — 1l revient au méme de montrer qu’il existe 8 tel que, pour tout w =
(x,[¢]) dans HC, la projection dm(E*®*(w)) est dans un cone d’angle 6 pour h autour de
dr(Ej(w).

De la démonstration de la proposition 3.6 de [Cra09]|, on peut tirer que la projection
dr(E*(w)) coincide avec l'espace tangent en & € T,C a la boule unité tangente de la
norme F'(z,.); ou £ est le vecteur de norme 1 de [¢]. La méme chose est bien sir valable
pour dr(Ef(w)) et la métrique h.

FIGURE 8. La boule unité de F est coincée entre celles de C~'h et Ch

Or, la boule unité tangente de F' est coincée entre les boules de rayon % et C' de h. Cet
encadrement et le fait précédent impliquent I'existence de 6. n
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Tout vecteur Z° € E* se décompose en
75 =75+ 70+ ZX € B @ B @ R.X,,.

On déduit du lemme précédent que I’angle entre Z° et sa projection Z; sur E; est toujours
inférieur & #; de méme en ce qui concerne l'angle, pour h, entre dnZ° et dnZ;. D’ou le

Corollaire 5.6. — Pour tout vecteur Z° € E*, on a
1 C
SNz <121 < S 1Z3
Démonstration. — On a
C
Z%|| = F(dnZ®) < Ch(dnZ®) < h(drZ]) = —|| Z;]|n,
|12°]| = FdnZ?) < Oh(dnZ’) < ——-n(dnZ) = — || Zi]h
et
|1 Z:]|ln = h(dnZy) < W(dnZ®) < CF(drnZ®) = C||Z?||.
O
On peut maintenant terminer la
Démonstration du lemme 5./. — Fixons (w,t) € W et un vecteur stable Z° € E*(w), qui

se décompose en
75 =75+ 70+ ZX € B ® B ®R.X,,.
On a donc
(5) dy'(Z°) = d¢'(Zy) + d¢'(Zy) + de'(Z)).
D’autre part, considérons les fonctions ¢ et , définies par

gp(w,t) = ‘pt(w)> ‘ph(w>t) = Spfl(w)S

les fonctions ¢ et , sont définies, respectivement, sur W et sur ’ensemble

{(w,t) | pp(w) € HC, 0 < s < t}.

On a ainsi ¢(w,t) = ¢n(w, a(w,t)), d’on
dpy O

() 1(2) = 22 (w,1)(7°) = S22

- (10,)(2°) + dy (7).

0
L’application % a son image dans R.X ; le premier terme %g—g(w, t)(Z?) de la der-

niére expression est donc un vecteur de R.X. Comme dp! préserve la décomposition
THC = E; & E ® R.X,, on déduit de (5) et (6) que

(de'(2°))s = A" (Z3).
On a alors, d’aprés le corollaire 5.6,

C C?

s a(w,t s —a(w s
ldg' 271 < g Z) I = e Zg] <

Al

Mais on peut écrire

2 1 c2
C —t — 67t(17?11’1 cosQ).
cos

on obtient

ld™ Z°|| < all 2]

Aussi, en prenant T, = In —=—,
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Remarque 5.7. — Dans le lemme 5.5, on pourrait voir que plus C' est proche 1, plus
0(C) peut étre pris proche de 0. Or, dans le cusp C choisi pour la constante C', on a
2

ldet 29 < —— e~

0s6(C)
pour tout vecteur stable Z° tangent en un point w € HC tel que ¢*(w) € HC, 0 <

s < t. En particulier, sous I’hypothése de rang maximal des sous-groupes paraboliques

maximaux, on peut, d’aprés le corollaire 4.2, choisir le cusp de telle facon que la constante
2

cos 0(C)

soit aussi proche de 1 qu’on le souhaite.

6. Propriétés de récurrence

6.1. Transitivité et mélange topologique. — Le but de cette partie est d’étudier les
propriétés de récurrence du flot géodésique d’une variété quotient M = ) /F quelconque.
Rappelons qu’un flot ¢! sur un espace topologique X est dit :

— topologiquement transitif s’il existe une orbite dense ou, de fagon équivalente, si pour
tous ouverts U et V de X, il existe T' € R tel que o? (U)NV # 0

— topologiquement mélangeant si pour tous ouverts U et V de X, il existe T" € R tel
que, pour tout t =T, " (U) NV 0.

Le résultat principal est le suivant.

Proposition 6.1. — Soit M = Q/P, avec I' non élémentaire. Le flot géodésique est to-
pologiquement mélangeant sur son ensemble non errant.

Une orbite périodique du flot géodésique sur H M se projette sur une géodésique fermée
de M, parcourue dans un sens ou dans l'autre. Or, les géodésiques fermées orientées sont
en bijection avec les classes de conjugaison d’éléments hyperboliques de I'. La géodésique
fermée orientée définie par un tel v € T est précisément la projection sur M de 'axe
orienté (z7x7).

A un élément v € I' correspond ainsi une unique orbite périodique. Bien siir, 'orbite
périodique associée a v~! se projette sur la méme géodésique fermée que celle associée a
v, mais 'orientation est inversée. Le lemme suivant est immédiat :

Lemme 6.2. — Soient g et h deux éléments hyperboliques de Aut()) tel que l'intersection

des groupes engendrés par g et h est triviale. Posons k, = g"h"™, alors lim x;n = x; et

n—-+4oo
lim z, =ux,.
n—+4o00 kn h

Corollaire 6.3. — Soit ' un sous-groupe de Aut(Q2). L’ensemble {(z},x;) [g € '} est
dense dans Ar x Ar. En particulier, les orbites périodiques de HM sont denses dans NW.

Démonstration. — 1l suffit de se rappeler que I'action de I' sur Ar est minimale, puisque
Ar est le plus petit fermé I'-invariant de 0€2 ; en particulier, ’ensemble des x; pour g € I’
est dense dans Ar. Fixons une métrique riemannienne quelconque sur 9€2. Si on prend un
couple (z,y) dans Ar x Ar, il existe, pour tout € > 0, des éléments g et h hyperboliques de
I" tels que x; et x, sont e-proches de, respectivement, x et y. Le lemme précédent affirme
alors que pour n assez grand, si k, = ¢g"h™ € T, les points x; et x; sont 2e-proches de,
respectivement, x et y. ]


MAILTO:MICKAEL.CRAMPON@USACH.CL
MAILTO:LUDOVIC.MARQUIS@UNIV-RENNES1.FR

LE FLOT GEODESIQUE EN GEOMETRIE DE HILBERT 25

On peut maintenant donner une

Démonstration de la proposition 6.1. — Prenons U et V' deux ouverts de NW. Les orbites
périodiques étant denses dans NW, il existe une orbite périodique passant dans U, et une
autre, distincte de la premiére, passant dans V. Considérons des relevés (xy) et (2'y)
dans HS) de ces orbites. Ce sont les axes d’élements v et 7/ distincts de I'. Le projeté de
Vorbite (zy’) sur HM est alors une orbite qui rencontre a la fois U et V. Ainsi, il existe
t >0 tel que p"(U)NV # (et le flot est topologiquement transitif.

Comme le flot est topologiquement transitif, le mélange topologique est équivalent au
fait que le spectre des longueurs des orbites périodiques engendre un sous-groupe dense

de R (exercice 18.3.4 du livre [KH95]|). Or, la longueur de l'orbite périodique définie par
Xo(y)

An(7)?
de, respectivement, sa plus grande et plus petite valeur propre. Si le groupe engendré par

I’élément hyperbolique v € T' est exactement %ln ot \g(7y) et A, () sont le module
les longueurs n’était pas dense dans R, il existerait [ > 0 tel que pour tout v € I, il existe
k, € N tel que

L. Xo(v)
(7) 5 In WEY

Quitte & se restreindre au sous-espace projectif engendré par Ar, on peut supposer que
I’action de I' est irréductible. D’aprés le lemme 2.4, elle est méme fortement irréductible.

= kL.

La proposition 6.5 nous dit que I’adhérence de Zariski G' de I' est alors un groupe semi-
simple. Le théoréme 6.4 qui suit implique que la relation (7) ne peut étre vérifiée pour
tout v e I. O

Le théoréeme permettant de conclure la démonstration est di & Yves Benoist dans
[Ben00b|. Rappelons-en ici un énoncé dans notre contexte particulier.
Soit G un sous-groupe de Lie semi-simple de SL, ;1 (R). A tout élément g de G, on associe le
vecteur In(g) = (InXo(g),- -+ ,InX,(g)) € R™™ ot A\o(g) = Mi(g) = -+ = M\u(g) désignent
les modules des valeurs propres de g. Pour un sous-groupe I" de GG, on note In I" I’ensemble
des Iny pour v € I'. Le résultat est le suivant :

Théoréeme 6.4 (Yves Benoist, [Ben00b|). — Soient G un sous-groupe de Lie semi-
simple de SL,1(R) et T' un sous-groupe de G. Si U est Zariski-dense dans G, alors le
sous-groupe engendré par InT' est dense dans le sous-espace vectoriel de R™™ engendré
par InG.

L’autre résultat que I'on a utilisé était la proposition suivante, due a Yves Benoist. Pour
faciliter la lecture de ce texte, nous en donnons une démonstration sous ’hypothése 2
strictement convexe, qui n’est toutefois pas nécessaire.

Proposition 6.5 (Benoist, remarque suivant le corollaire 3.2 de [Ben00a])

Soit T' un sous-groupe irréductible de SLy1(R) qui préserve un ouvert Q C P™ propre-
ment conveze et strictement convexe. La composante connezxe G de l’adhérence de Zariski
de I' est un groupe de Lie semi-simple.

Démonstration. — D’aprés le lemme 2.4, I" est fortement irréductible. Quitte a considérer
un sous-groupe d’indice fini, on peut donc supposer que I' est Zariski-connexe et ainsi que
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G est d’indice fini dans ’adhérence de Zariski de I'. Le groupe G est Zariski-fermé a indice
fini prés et agit de facon irréductible sur R+, 11 est donc réductif).

En effet, soit IV un sous-groupe unipotent et distingué de G. Considérons le sous-espace
vectoriel £ de R™™! des points fixes de N. Comme N est distingué¢ dans G, l'espace
vectoriel F est préservé par G. Comme l'action de G sur R™™! est irréductible, on en
déduit que F est trivial. Or, le théoréme de Kolchin affirme que tout groupe unipotent
fixe un vecteur non trivial. On a donc nécessairement £ = R" et N = {1}. Ainsi, G est
bien réductif.

Par conséquent, pour montrer que G est semi-simple, il suffit de montrer que son centre
est trivial. Soit a un élément du centre de G. Comme I est fortement irréductible, d’apres
le lemme 2.4, il posséde au moins un élément hyperbolique . Notons p* son rayon spectral.
L’espace propre ker(y — pT) est donc de dimension 1 (voir le paragraphe 2.4) et préservé
par a. Par suite, a posséde une valeur propre A réelle. L’espace propre ker(a — \) est
préservé par I' et doit donc étre trivial. On en déduit que a est une homothétie. Comme
a €l CSL,y1(R), on conclut que a =1 ou a = —1. O

6.2. Lemme de fermeture et conséquences. — Nous rappelons ici un résultat clas-
sique pour les flots d’Anosov et une de ses conséquences, qui nous servira dans la partie
suivante. On trouve dans un article d’Yves Coudene et Barbara Schapira [CS10| une
démonstration de ces deux résultats dans le cadre de la courbure négative (ou nulle), qui
s’adapte sans changement aucun. On pourra aussi consulter [Ebe96] en ce qui concerne
le lemme de fermeture :

Lemme 6.6 (Appendice de [CS10|, Proposition 4.5.15 de [Ebe96])

Soient M = Q/F une vari€té quotient, avec I' non élémentaire, et K une partie compacte
de HM. Fizons ¢ > 0.
Il existe 0 > 0 et T > 0 tels que, si w € K satisfait d(w,p'(w)) < & pour un certain
t > T, alors il existe un point w' € HM tel que

— w' est périodique de période t' € (t —e,t+¢€);

— pour tout 0 < s < min{t, '}, d(¢*(w), *(w')) < €.

En version courte, cela signifie que si un point revient assez proche de sa position
d’origine aprés un temps ¢, alors il existe une orbite périodique qui suit son orbite pendant
le temps t, et ce en restant aussi proche qu’on le veut.

Prenons une variété quotient M = Q/T", avec I" non élémentaire. Notons M ’ensemble
des mesures de probabilité sur NW invariantes par le flot, qu’on munit de la convergence
étroite des mesures : une suite (7,) de M converge vers 7 si, pour toute fonction f conti-
nue sur NW, [ f dn, converge vers [ f dn. L’ensemble M est un convexe dont les points
extrémaux sont les mesures ergodiques. Parmi les mesures ergodiques, on peut distin-
guer le sous-ensemble M p,, constitué des mesures de Lebesgue portées par les orbites
périodiques. Coudene et Schapira ont remarqué que le lemme de fermeture impliquait la

Proposition 6.7 (Corollaire 2.3 de [CS10]). — Soit M = Q/p une variété quotient,
avec I' non élémentaire. L’enveloppe convexe de Mp,, est dense dans M.

(W ¢est-a-dire que tout sous-groupe unipotent distingué est réduit a lidentité.
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7. Régularité du bord

Définition 7.1. — On dira qu'un point w = (z,[{]) € HS2, ou le rayon géodésique
{mp'(w) }i=0 quil définit, est hyperbolique si, pour tout vecteur stable Z5 € E*(w), on a

1
limsup ~ In ||d’ Z*|| < 0.
t—too
Si w est un point hyperbolique, il existe alors xy > 0 tel que, pour tout vecteur stable
Z° € E*(w),
1
limsup — In ||dp' Z*|| < —
t—4o00 t
Pour tout w € H2, on notera y(w) > 0 le plus grand des réels x qui vérifie I'inégalité
précédente pour tout vecteur Z° € E*(w) ; autrement dit,

= inf i f——l o' Z°
x(w) goouf | limin n||de"Z°|.

Le point w est donc hyperbolique si et seulement si x(w) > 0.

En fait, on peut facilement caractériser les points de H{) qui sont hyperboliques, et
méme déterminer y(w), selon la régularité du bord 9 au point extrémal x* du rayon
défini par w.

Proposition 7.2. — Un point w € HSQ est hyperbolique, de coefficient x(w) > 0, si et

5 -1
seulement si 05 est de classe C1 en o™, pour tout 0 < ¢ < ((—) — 1) .

X (w
Démonstration. — Reprenons les notations du lemme 3.1 : on a choisi une carte adaptée

au point w € H(Q), Z est un vecteur stable tangent & HQ) au point w, et z = dn (%), z =
(drdyp'Z). Tout se passe dans un plan et on peut donc supposer qu’on est en dimension
2. On a vu durant la démonstration du lemme 3.1 que

2l (lza™] | |z
lde"(Z)]] = F(z) = -
ot \ |z | |z |
Ainsi, le rayon géodésique défini par w est hyperbolique si et seulement si
1 + +
lim inf — In (|xt$+| + |$t:v_|) < 0;
t=too 1t lzey | ey |

autrement dit si et seulement s’il existe x,C' > 0 tels que pour t > 0,

+ +
‘ilftl' | |$tx |<O€_Xt,

|xtyt+’ BT
soit
|xt37+|

< Ce X et u < Ce™Xt,
|fl?ty;r’ |21y |

Mais de légalité do(z,z,) =t = 2 In[z™ : 2~ : 2 : x4, on tire

et donc il existe une constante Cy > 1 pour laquelle

E x+| _ 672t|xt37 |
' e ]

e ]xtx+| < Coe—zt
0
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Ainsi, le rayon géodésique défini par w est hyperbolique si et seulement s’il existe
X, D > 0 tels que pour t > 0,

|33t33+|

|7y, |

\$t$+|

|5Uty;r|

X
2
Y

< D|za™|? et < Dlxz™]

soit
lz, |13 < Dlwy| et |z2aT|3 < Dl ).
Appellons f : T,+0¢2 — R le graphe de 0f2, de telle facon que
22| = f(lzy ) = f(—lzeyy ).
La condition précédente est alors équivalente a : pour tout s (assez petit),
f(s) < DsT72.

Or, dans notre carte adaptée, on a d,+ f = 0. L’inégalité précédente veut donc dire que la
1

fonction f est C'* en 2t avec € =

2 _q°
X
m
Cette proposition et le théoréme 5.2 entrainent le
Corollaire 7.3. — Supposons que €2 admette une action géométriqguement finie a cusps

asymptotiquement hyperboliques d’un sous-groupe discret I' de Aut(S2). Alors il existe e > 0
tel que le bord O) de §) soit de classe C**¢ en tout point de Ar.

En particulier, si 2 admet une action de covolume fini, alors le bord 0S) de §2 est de classe
CY pour un certain € > 0.

7.1. Régularité optimale du bord. — Soit I" un sous-groupe discret de Aut(€2).
Notons
(8) e(Ar) = sup{e € [0, 1], le bord 99 est C*™* en tout point de Ar}.

Pour tout élément hyperbolique v € I', notons
e(y) = sup{e € [0,1], le bord 9Q est C'** en z'},

et e(I") = inf{e(v), v € T hyperbolique}. Le bord 9 est ainsi de classe C'**(1) en tout
point fixe d’un élément hyperbolique de I'. Rappelons-nous que ’ensemble des points
fixes d’élements hyperboliques de v est dense dans Ar, dés que I' n’est pas élémentaire ;
on pourrait donc s’attendre au théoréme qui suit, qui est toutefois faux en général.

Théoréme 7.4. — Supposons que €2 admette une action géométriquement finie & cusps
asymptotiquement hyperboliques I' d’un sous-groupe discret I' de Aut(S2). Alors
e(Ar) = e(I).

Dans le cas ou le groupe I' est cocompact, ’ensemble limite Ar est tout le bord 02 et
ce résultat a déja été prouvé par Olivier Guichard. Nous allons donner ici une toute autre
démonstration. Toutefois, remarquons que la méthode de Guichard est plus précise car
elle permet de prouver que le supremum dans la définition (8) est en fait un maximum,
c’est-a-dire que 92 est exactement C'T¢() (et pas plus, sauf si Q est un ellipsoide).
Remarquons que 'hypotheése faite sur les cusps est essentielle. En effet, il est possible de
faire en sorte que la régularité en un point parabolique soit aussi mauvaise que 1’'on veut
car lorsque le groupe parabolique n’est pas de rang maximal, il n’impose la régularité
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du bord au point fixe que dans certaines directions. On consultera la partie 8.1 a ce propos.

Notre démonstration repose sur une approche dynamique et en particulier sur 'ex-
tension d'un résultat de Ursula Hamenstddt concernant le "meilleur” coefficient de
contraction du flot géodésique [Ham94|. Au vu de la proposition 7.2, cette approche est
en fait totalement naturelle. Dans toute la suite, nous supposerons que I' est sans torsion,
ce qui ne change rien d’aprés le lemme de Selberg, et nous étudierons plus en détail le
flot géodésique de M = Q/p.

Rappelons que ’ensemble non errant NW du flot géodésique sur HM est la projection
sur HM de ’ensemble
{w=(z,8) € HQ | 2%, 2~ € Ar}.
Notons x(NW) la meilleure constante d’hyperbolicité du flot géodésique sur I’ensemble non
errant ; autrement dit, x(NW) est le supremum des réels y > 0 tels qu’il existe C' > 0 tel
que, pour tout w € NW et tous Z° € E*(w), Z* € E"*(w), on ait

lde"(Z)|| < Ce™|Z°]], [|de™"(Z2")]| < Ce™X||Z"]], t > 0.
On a en fait
X(NW) = inf x(w).
On a déja vu que les points périodiques formaient un ensemble Per dense dans NW.
Notons
X(Per) = inf{x(w) | w € NW périodique}.

Le résultat, inspiré de celui d’Hamenstadt, est le suivant :

Théoréme 7.5. — Soit M = Q/p une variété géométriquement finie a cusps asymptoti-
quement hyperboliques. On a
X(NW) = x(Per).

Voyons tout de suite comment ce dernier résultat implique directement le théoréeme
7.4. Rappelons que 'ensemble des orbites périodiques est en bijection avec les classes de
conjugaison d’éléments hyperboliques de I' : si v € I" est hyperbolique, la projection de la
géodésique orientée (zxF) sur HM est une orbite périodique du flot géodésique, qu’on
note encore . Associé a cette orbite 7, on dispose du plus petit coefficient de contraction :

. o 1 ——
xX(7) == i, im inf = In lde" Z°|| = x(w),
ol w est un point quelconque de l'orbite . L’égalité principale est la suivante, qui découle
de la proposition 7.2 :

©) Sy p——

x(Per) —
Il s’avére qu’on peut exprimer x () en fonction des valeurs propres de 7, comme 'affirme
le lemme suivant, montré dans [Ben04| ou dans [Cra09] :

Lemme 7.6. — Soit~y € Aut(Q)) un élément hyperbolique. Notons Ao(7y) = M (y) = -+ =
A () > 0 les modules de ses valeurs propres, comptées avec multiplicité. Alors

B InAo(y) —In X, _1(7)
) =2 (1- SRR
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Ce lemme permet d’obtenir le

Corollaire 7.7. — Pour toute variété quotient M = Q/I', on a x(Per) < 1. De plus, si
X(Per) =1, alors T" n’est pas Zariski-dense dans SLy11(R).

Démonstration. — En gardant les notations du lemme, on voit que si 7 € Aut({2) est
hyperbolique, alors

x(y) =2 <1 ~InAi(y) —In An(v)) |

InXo(7) = InAn(7)
Ainsi,

K ex67 =2 (1 R ) <o

Cela implique que soit x(7) < 1 soit x(y™') < 1, et donc que
X(Per) = inf{x(v) | v € I" hyperbolique} < 1.

Maintenant, supposons que x(Per) = 1, c’est-a-dire que x(y) = 1 pour tout élément
v € T hyperbolique. De I'inégalité x(7) + x(7™!) < 2, on déduit que x(7) = 1 pour tout
élément v € I' hyperbolique. D’aprés le lemme précédent, cela veut dire que, pour tout
élément v € ' hyperbolique,

CInd(y) —InM(y) ) _
’ (1 In Ao(7) — In Mv)) -t

soit
InAog(7) + In Ay (y) —2In Ay (y) = 0.

En particulier, 'ensemble In(I") n’engendre pas tout 1'espace
In(SLa1(R)) = {& = (20, ) € R™, S =0},
i=0

D’aprés le théoréme 6.4, cela implique que I" n’est pas Zariski-dense dans SL, 1 (R). O
On peut maintenant donner une

Démonstration du théoréme 7.4. — D’aprés 1'égalité (9), on a

1
e(y) = min (17 2—> :
2
x(7)

et donc, via le corollaire 7.7, que

1
e(l) = —5—— T
x(Per)
De méme, on a
1
5(AF) = 3 1 .
x(ww)
Le théoréme 7.5 implique
e(Ar) = e(T)
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7.2. Conséquences. — La régularité optimale du bord aux points de Ar se lit donc
sur les valeurs propres des éléments de I' :

Théoréme 7.8. — Supposons que () admette une action géométriquement finie a cusps
asymptotiquement hyperboliques d’un sous-groupe discret I' de Aut(€2). Alors

() = )
e(Ar) = inf { I h(7) — 1 (7)

, verl hyperbolique} .

Démonstration. — C’est un simple calcul & partir de I'égalité
1
shr)=———7
x(Per)

]

Les corollaires ci-dessous sont stirement plus parlants, et sont complémentaires du ré-
sultat de rigidité de Benoist concernant la régularité des convexes divisibles (Proposition
6.1 de [Ben04]). Il repose sur le résultat suivant, cas particulier d'un des théorémes prin-
cipaux de [CM12] :

Théoréeme 7.9. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(2). Si I' agit de fagon géomé-
triqguement finie sur €2 et contient un élément parabolique, alors son adhérence de Zariski
est soit SL,11(R) tout entier, soit conjuguée a SO, 1(R).

Corollaire 7.10. — Supposons que 2 admette une action géométriquement finie d’un
sous-groupe discret I' de Aut(S)) qui contienne un élément parabolique. Si le bord OS) est
de classe C1*° pour tout 0 < ¢ < 1 en tout point de Ar, alors T’ est conjugué & un
sous-groupe de SOy, 1(R).

Démonstration. — Les hypothéses impliquent en particulier que £(I") = 1, soit x(Per) =
1. Le corollaire 7.7 implique que I' n’est pas Zariski-dense dans SL,.1(R). D’aprés le
théoréme précédent, I' est Zariski-dense dans un conjugué de SO, 1(R). O

Un cas particulier est le suivant, ot I’'on obtient une vraie rigidité :

Corollaire 7.11. — Si Q) admet un quotient de volume fini non compact, alors le bord
00 est de classe CY1*¢ pour tout 0 < € < 1 si et seulement si € est un ellipsoide.

7.3. Démonstration du théoréme 7.5. — Cette démonstration, largement inspirée
de [Ham94|, est assez technique. En voici d’abord le schéma, qui repousse la partie la
plus délicate, incluse dans le lemme 7.12, a la suite.

Démonstration. — Notons pour simplifier y = y(Per). Cela veut dire que pour tout
e > 0 et point w € NW périodique, il existe une constante C.(w) telle que, pour tout
vecteur tangent stable Z en w, on ait

lde' Z|| < Ce(w)e™ X"\ Z]|.

Considérons I’ensemble
do’Z
A, = {w €NV | VZ € E*(w), % < e<X€>T} .
Un point w n’est pas dans Ar. s'il existe un vecteur stable en w qui est contracté par o’
avec un exposant inférieur & x — €. En particulier, a € fixé, pour tout point w périodique,
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il existe un temps 7T'(w) tel que pour tout t > T'(w), w € A;.. On va montrer qu’en fait
I'orbite de tout point w € NW sous ¢’ passe “la plupart du temps” dans Ar. si T est assez
grand. Pour cela on pose

nTE:_ § ]-AT5

N, 1 compte la proportion des n premiers pomts de lorbite de w sous ¢! qui sont dans
Ar. Le résultat principal est le suivant :

Lemme 7.12. — Pour tous €,0 > 0, il existe T = T(¢,0) et N = N(T) tels que, pour
> N et w € NW,
Nn,Tﬁ(w) 2 1 — (5

Le théoréme découle aisément de ce lemme. En effet, pour tous w € NW et Z € E*(w),
on a

nT 7 H—l)TZ
lde™ 2] Hlld@ . I
12]] lde' T Z]]

11 ldp T Z] 11 ldp DT Z]|
lde™ Z| lde™ Z|

N

0<i<n—1, ¢TwgA; . 0<i<n—1, pTweA; .

< ]_ . ef(ng)Nn,T,s(w)nT_
La majoration par 1 du premier terme découle du lemme 3.1. Si maintenant, & € et J fixés,
on prend T > T'(g,0) et n = N(T), on obtient, pour tout Z € E* :
|dp"" Z|| < o (-0
12
En prenant 6 = —=, cela donne
X—€
HdgonTZH <eo (x— 2£)nT
AN
1Z]
On en conclut qu’il existe une constante C' telle que pour tous Z € E* et t > 0,
lde' Z]]
1Z]l

C’est gagné, puisque ¢ est arbitrairement petit. O

< CG_(X_Qg)t.

Nous allons ici nous servir de la proposition 6.7 pour attaquer la partie technique : le
lemme 7.12. On définit pour k € N et w € NW,

HdsoZkZH
= inf{—

Comme le flot est uniformément hyperbolique, @k est > 0 et majoré, indépendamment
de k. Posons alors

, Z € E*(w)}.

Fie = max{0, (x — &) — Qk}

Ainsi, Fj.(w) > 0 s'il y a un vecteur stable en w qui est contracté avec un exposant
inférieur a x —e. Autrement dit, Fj.(w) > 0 si et seulement si w & Agx ..

Les fonctions ), et I} . sont toutes deux positives, continues sur NW, et majorées indé-
pendamment de k. Le premier lemme est le suivant :
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Lemme 7.13. — Soit € > 0. Pour k assez grand, la fonction Fy, . est a support compact
sur NW.
Démonstration. — Rappelons-nous que le coeur convexe C(M) de M se décompose en

une partie compacte K et un nombre fini de cusps C;, 1 < ¢ < [, asymptotiquement
hyperboliques. On a montré (voir la remarque 5.7) que pour tout point w € HM tel que
©*(w) € HC;, 0 < s < t, on avait

lde' Z°|| < Me™"||Z°||, Z° € E*(w),

pour une certaine constante M > 0. Ainsi, pour tout d > 0, il existe Ts tel que pour
t > Ty, on ait, pour tout point w € HM tel que ¢*(w) € HC;, 0 < s < t,

lde' Z°|| < e 27|, 2° € E*(w).

Comme d’aprés le corollaire 7.7, on a toujours xy < 1, on peut prendre 6 =1 — Hgﬂ et k
tel que 2¥ > Ts. On obtient alors que, pour tout point w € HM tel que ¢*(w) € HC;, 0 <
s < 2k,

1+x—€9k
2 2’

ldp* Z°|| < e 1Z2°|l, 2° € E*(w).

En particulier, Fj, . = 0 sur I'ensemble
{we N | ¢*(w) € HC;, 0 < s < 27},

dont le complémentaire dans NW est compact. La fonction F}, . est donc a support compact
pour k assez grand. O]

Rappelons qu’on a noté M l'ensemble des mesures de probabilités sur NW invariantes
par le flot.

Lemme 7.14. — Pour tous €, > 0, il existe k(e,0) tel que pour tout k > k(e,d) et tout
neM,

/Fk,g d?] < 0.

Démonstration. — Fixons € > 0, et choisissons k assez grand pour que la fonction Fj .
soit & support compact S sur NW. Notons 9t l'espace vectoriel des mesures de Radon
signées sur NW, muni de la topologie de la convergence étroite des mesures. Si A est un
compact de NW et m > 0, I’ensemble des mesures de 9t a support dans A et de masse
totale < m est compact pour cette topologie. En particulier, en notant, pour n € M, ng
la mesure définie par

ns(B) =n(S N B), B Borélien de NW,

I’ensemble
M(S) = {ns, n € M}

est un ensemble compact.

On définit une forme linéaire sur 99 par

\Ilk:neﬁﬁl—>/Fk’€d77€R.
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Remarquons tout de suite que Vy(n) = Wi(ns) pour toute mesure n € M. La forme
linéaire W, est positive et continue, et surtout la suite (V) est uniformément bornée :
pour tout k,

W]l = sup Wk ()| < [[Fkelloc < x < +o0.
nll<1

On munit Pespace 91’ des formes linéaires continues sur 9t de la topologie x-faible : une
suite (®,,) de M’ converge vers O si pour toute mesure n € M, ($,,(n)) converge vers ®(n).
Pour cette topologie, les ensembles bornés sont relativement compacts. En particulier,
on peut supposer, quitte a extraire une sous-suite, que la suite (V) converge vers ¥ € 9.

Notons C(Mpe,) 'enveloppe convexe de ’ensemble M p., des mesures portées par les
orbites périodiques. Si n € C(Mp,,), on a, par construction, ¥(n) = 0. Par densité de
C(Mper) dans M (proposition 6.7) et continuité de ¥, on en déduit que ¥ = 0 sur M.
Maintenant, en écrivant, pour Z € E?,

1 wa7wﬂ< 1 |de”de® z| 1 Mﬁﬂ)

1 S [ty Pt bt st st 1
! 2 ap?zl 2 |7

2k 1Z]] 2
on remarque facilement que
Qr1 > %(Qk 0 ¢® + Qu).
De la, on obtient par définition de Fj, . que
Frie < %(Fk,a 0 ¢® + F.).

Cela entraine que, si n € M est une mesure de probabilité invariante,

1
\Ijk—O—l(U) - /Fk+1,6 dT] < 5 (/Fk,50902k dn+/Fk,s dﬁ) - /Fk,s d77: \Ilk(n)

Ainsi, pour tout n € M, la suite (Vx(n)) est décroissante.

Ainsi, la suite de fonctions Wy : M — R converge en décroissant vers 0. L’ensemble
M(S) étant compact, le théoréme de Dini entraine que la convergence de (V) vers 0 est
uniforme sur M(S), donc sur M puisque Vi (n) = Wx(ng) pour tout n € M. Autrement
dit, pour tout 0 > 0, il existe k(e,d) tel que pour k > k(e,0) et n € M,

%w:/ﬂﬂm<&

Nous aurons enfin besoin de 'observation élémentaire qui suit :

Lemme 7.15. — Soient ¢ > 0 et T > 0. St w & Ar,, alors, pour tout —5 < A\ <
QDAT(w) g AT,&/Q-

£
]

Démonstration. — Soit € > 0. En vertu du corollaire 3.2, pour tout £ > 0 et tout Z € E?,

lde" Z]]
121l

—2t
> e .
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Ainsi, pour tous "> 0, A € R,
lde"™VTZ|| deMde Z]| de" Z]| _ oxrllde” 2]

= >e —.
1] lde™Z]| || Z] 1Z]l
Par conséquent, si w ¢ Ar., alors, pour tout A > 0 et tout Z € E*(p'w),
ldprwe” ZI|_ Nldwe" ' dprwe™ Z|| ||dpro™ 2|
1Z]] ldptwp™ Z|| 1Z]l

o~ 2T |dwp" dotwe™ Z|| _oar
[

=

> oW o= (x—€)T
> 6_(X_5+4>‘)T.

Cela implique que, si w & A, alors p* (w) & Ar .2 pour tout —£/8 < X < /8. ]
On peut maintenant démontrer le lemme 7.12 :

Démonstration du lemme 7.12. — Fixons pour la suite ¢ > 0. Choisissons § > 0 et T' = 2F
avec k > k(g/4,6¢%/16) donné par le lemme 7.14. On a donc, pour toute mesure de
probabilité invariante 7,

62

/Fk,5/4 dn < 516
On procede par 'absurde en supposant qu’il existe un point w € NW et une suite (n;)en
telle que Ny, . r(w) < 1 — 6. D’aprés le lemme 7.15, & chaque fois qu’un point o (w),
i € N, de I'orbite de w sous ¢’ n’est pas dans Ap,., alors O (w) n’est pas dans A1
pour tout —e7'/8 <t < T'/8; et donc Fj,./4(¢'w) > £.
Or, parmi les points ¢ (w),0 < i < n; de Porbite de w sous ¢, il y en a Ny, e (w)n;
qui sont dans Ap, ; cela implique qu’entre les instants 0 et n,;T’, I'orbite de w n’est pas
dans Az, /o pendant au moins le temps n;7de/4. Autrement dit,

1 n;T 1 n;T

t t t
T J, Fyepa(plw) dt > T ) Frepa(@w)(1 — 14, _,(0'w)) dt

1 ¢ 3

>~ n.T6=

Z T 4%
2

— 5
16

On définit la suite de mesures de probabilités (7);) ey par
1 n;T .
[ran =0 [ ) an g e oo
n;T Jo
Toute valeur d’adhérence 7 de la suite (n;) vérifie

(5—82
F e d 2 .
/ TS

Or, une telle mesure 7 est nécessairement invariante par le flot, et cela contredit le choix

de k. O
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8. Quelques exemples

8.1. Un exemple ot le flot géodésique n’est pas uniformément hyperbolique.
— On va construire un exemple “dégénéré” ot le flot géodésique a un exposant de Lyapu-
nov nul. Pour cela, on considére un certain groupe fuchsien I' qui contient un parabolique,
et on le fait agir de facon canonique sur H?; on construit alors un nouvel ouvert convexe
I-invariant dont le bord n’est de classe C'*¢ en aucun point parabolique, pour tout € > 0.
D’apres la proposition 7.2, toute orbite ultimement incluse dans le cusp aura un exposant
de Lyapunov nul.

Le groupe I ici présenté n’est donc pas irréductible sur P? mais il est sans doute possible
de le déformer par pliage, tout en préservant les propriétés de régularité que 'on désirait.
Le résultat s’énonce ainsi :

Proposition 8.1. — Il existe un ouvert proprement convexe §2 de P, strictement conveze
a bord C!, et un sous-groupe discret T' de Aut(SY) tels que

— Dlaction de T' sur Q soit géométriquement finie mais non convexe-cocompacte ;
— le bord 9 de Q nest pas de classe C**¢ auz points paraboliques de Ay, pour tout
e>0.

En particulier, le flot géodésique sur la variété quotient Q/p a un exposant de Lyapunov
nul; il n’est donc pas uniformément hyperbolique.

Démonstration. — Soient ¥ le tore & 1 trou et I' son groupe fondamental; I' est un
groupe libre a 2 générateurs. On munit 3 d’une structure hyperbolique de volume fini de
la facon suivante : on se donne un carré idéal P de H? et on identifie les cotés opposés
de ce carré a ’aide de deux éléments hyperboliques v et §. Ainsi le domaine fondamental
pour I'action de I" sur H? est le carré idéal en question. Pour simplifier la discussion, on
choisit ce carré idéal de telle fagon qu’il ait un groupe diédral d’ordre 8 de symétrie.

A présent, on plonge I' dans SOs;(R) de fagon canonique. Ainsi, I' agit sur I'espace
hyperbolique H? de dimension 3. L’ensemble limite de I' sur H? est un cercle, intersection
d’un plan projectif I et de OH?.

Le groupe I' préserve le plan II et le point M intersection des hyperplans tangents & OH?
en Ar = I1 N OH?3. L’ouvert convexe 2., obtenu en prenant la réunion des deux cones de
bases IINH? et de sommet M est préservé par I' et par SOy 1(R). Un domaine fondamental
D pour Paction de I' sur 2, est la réunion des deux cones de base P et de sommet M.

Nous allons construire une partie convexe Dy de D telle que la réunion (Jy(D;) nous
vel’
donne I'ouvert convexe (2 désiré.

On note p, q,r, s les sommets de P, v I’élément qui identifie [pg| avec [sr] et ¢ celui qui
identifie [rq] avec [sp] (voir la figure 10); le groupe I' est engendré par ces deux éléments
v et §. On appelle 11, , (resp. I, ...) le plan contenant p, ¢ (resp. g, s, ...) et M.

On commence par s’intéresser a l'intersection de {1, avec le plan II,, engendré par p, q
et M. On choisit une premiere courbe C, , qui joint p & ¢ puis g a p et qui

— est incluse dans la face de D contenant [pq], c’est-a-dire 1L, , N D;
— est strictement convexe et de classe C ;
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FIGURE 9. Domaines fondamentaux

— n’est pas de classe C'*¢ en p et ¢ pour aucun ¢ > 0.

On peut remarquer au passage que cette courbe est, par la derniére propriété, incluse
dans H? au voisinage de p et ¢. On utilise & présent les symétries du groupe I' (c’est-a-dire
celles de P) pour copier cette courbe et obtenir des courbes C,s, C,, et Cs, joignant
{p.s}, {r.q} et {s,7}.

Nous allons “relier” ces courbes pour construire le bord de Dy (qu’on appellera le dome).
Pour simplifier la discussion, il est bon de remarquer que cet ensemble de courbes admet le
méme groupe de symétrie que le carré idéal de départ, a savoir un groupe diédral d’ordre 8.

Soit v® (resp. 0%) le groupe & 1-parameétre engendré par «y (resp. §). Les orbites d'un
point de Q. ~\ II sous v* sont des demi-ellipses d’extrémités v~ et v ; de méme pour 6¥.
Le domaine fondamental D privé de 1I,, U 1l, s posséde 4 composantes connexes Dj-,
D.-, Ds+ et D+, naturellement étiquetées par 6~,~~, 6",y L’orbite de C, 4 sous v* est
une surface convexe'?) S, ,, qui contient Cy,.. De méme, en considérant I'orbite de C,, sous
6%, on obtient une surface convexe S, ,. Soit S la surface obtenue comme la réunion

S = (Ds-NSyq) U(Dy-NSpq) U (Ds+ NSpg) U(Dys NSy ).

La surface S posséde encore un groupe diédral d’ordre 8 de symétries.

Appelons Dy 'adhérence dans D de I'enveloppe convexe de la surface S. L’ensemble

Dy est convexe, inclus dans H?. La réunion Qg = |J(Dy) est un ouvert proprement
yel’
convexe. En effet, v(Dy) U Dy est encore convexe puisque, par construction, les surfaces

Sp.q €t 7(Spq) se recollent pour donner une surface convexe; bien sir, le méme chose est
valable pour 0 ; le résultat pour I' s’en déduit & ’aide d’une récurrence sur la longueur
d’un élément pour la métrique des mots de T'.

()On dit qu’une hypersurface de P" est conveze si elle est une partie du bord d’un convexe de P".
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FIGURE 10. Les courbes et le dome

L’ouvert proprement convexe () est strictement convexe mais son bord n’est pas de
classe C' a priori. En dehors des courbes C,, = II,, U 9 et C,s = I, U IQp et de
leurs images par I, la surface 9€) est de classe C'. En lissant )y le long de ces courbes,
on obtient qu’il existe un voisinage V de C,, U C,, dans 92 et un convexe D; tel que

0Dg~\V = 0Dy \ V. L’ensemble Q; = Jv(D;) est alors un ouvert proprement convexe,
yel’

strictement convexe, & bord C! et I'-invariant, mais son bord n’est pas de classe C!*¢ aux
points paraboliques de Ar, pour tout € > 0. O]

8.2. Représentation sphérique de SLy(R) dans SL5(R). — Dans [CM12]|, on avait
introduit deux notions de finitude géométrique, la finitude géométrique sur €2 et sur 0f2.
Dans l'article présent, nous n’avons étudié que la premieére.

Comme exemple d’action géométriquement finie sur 92 mais pas sur €2, on avait donné
la représentation sphérique de SLy(R) dans SLs(R) : il s’agit de P'action de SLy(R) sur
I'espace V; = Ry[X, Y] des polynomes homogenes de degré 4 en deux variables, sur lequel
SLy(R) agit par coordonnées. Notons G < SL5(R) I'image de SLy(R) par cette représen-
tation.

Rappelons ce qui a été vu dans [CM12]. 1l existe un point z € P* dont l'orbite sous G
est la courbe de Veronese, dont une équation est donnée par :

[t:s] € Pt — [t*: 35 : 1257 1 157 s € PL
L’ensemble des ouverts proprement convexes préservés par cette représentation de SLy(R)
dans SL;(R) forme une famille croissante {2, 0 < r < oo}. L’ouvert convexe € est
I’enveloppe convexe de la courbe de Veronese, et (), est son dual; ces deux convexes ne
sont ni strictement convexes ni & bord C!. Les ouverts convexes 2,, 0 < r < oo sont les
r-voisinages de {2y dans la géométrie de Hilbert (Qy,dq. ). On a vu dans [CM12| que

ces convexes étaient strictement convexes et & bord C'. En fait, on peut voir en procédant
comme dans la partie 7 que :

Proposition 8.2. — Pour 0 < r < oo, le bord de 'ouvert convexe Q, est de classe C*/3
et 4-convezxe.

Démonstration. — L’ensemble limite Ag de 'action de G sur 2, est dans tous les cas la
courbe de Veronese. Hors de I’ensemble limite, le bord de €2, est lisse car 'action de G
sur 09, \ Ag est libre et transitive (voir [CM12], section 10); 09, \ A s’identifie donc
a une orbite de GG. De plus, le dual de €2, est un certain €2,.. Le fait que 02, \ Ag soit
lisse implique que 0€),. \. Ag est 2-convexe. Autrement dit, le bord de €2, est lisse & hessien
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défini positif hors de I’ensemble limite.

La courbe de Veronese Ay est une courbe algébrique lisse sur laquelle G agit transitive-
ment. La régularité 02, est donc la méme en tout point de Ag. Or, un point x de Ag
est un point fixe d'un certain élément hyperbolique g € G. La régularité de 02, en x
se lit sur les valeurs propres de g. Il n’est pas dur de voir que si g est I'image par la
représentation d’un élément hyperbolique v de SLy(R). Si A, A™! sont les valeurs propres
de 7, avec A > 1, alors celles de g sont A\*, A2, 1, \72, \=*. D’aprés la proposition 7.2 et le
lemme 7.6, L2, est C'™ en x pour tout ¢ < £(g) avec

InA2—In\™ 1
A —InA2 3
En fait, dans le cas d’'un point fixe hyperbolique, on peut étre plus précis dans la propo-
sition 7.2 et voir que la valeur £(g) est atteinte, autrement dit que le bord est C'*5(9) en
(et pas plus). On obtient donc que 99, est C*? et, par dualité, que 99, est 4-convexe.
(En effet, le bord 0f2 est S-convexe au point x si et seulement si le bord 9Q* du convexe

dual est C'*¢ au point z*, avec 1%6 + % =1, O

e(g) =

9. Entropie volumique et exposant critique

Si I" est un sous-groupe discret de Aut(2), on notera, pour x € Q et R > 0,
Nr(z,R) =#{g €T, do(z,gz) < R}

le nombre d’éléments g de I' tels que gz € B(x, R). L’exposant critique du groupe T,
défini par

Or = lim sup 1 In Nr(z, R),

R—+o00 R

mesure le taux de croissance exponentiel du groupe I' agissant sur €2 ; il est immédiat que
la limite précédente ne dépend pas du point x considéré.
L’exposant critique or de I' est nommé ainsi car c’est I'exposant critique des séries de
Poincaré de I' données par

gr<3,l') _ Z e—sdgz(z,’yx)’ T € Q;
~yel'

cela veut dire que pour s > dr, la série converge, et pour s < dr, elle diverge.

L’entropie volumique d'une géométrie de Hilbert
1
hyot(2) = limsup — In Vol B(z, R)
R—+4o00 R

réprésente le taux de croissance exponentiel du volume des boules de I’espace métrique
(Q,dg).

9.1. Groupes de covolume fini. — Si la géométrie ({2, dg) admet une action cocom-
pacte d’un sous-groupe discret I' de Aut(2), on a évidemment ’égalité
(51" — hvol(Q)

puisqu’alors l'entropie volumique ne dépend pas de la mesure de volume considérée,
pourvu qu’elle soit I'-invariante ; aussi peut-on prendre la mesure de comptage de I'orbite
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d’un point x de €2 sous I' pour retrouver dr. Si le groupe est “trop petit”, cette égalité
devient en général fausse, et on a seulement dr < hy,,. Dans [DPPS09], Frangoise Dal’bo,
Marc Peigné, Jean-Claude Picaud et Andrea Sambusetti ont étudié cette question pour
les sous-groupes de covolume fini de variétés de Hadamard, a courbure négativé pincée.
Ils ont montré le résultat suivant.

Théoréme 9.1. —

— Soit M une variété riemannienne a courbure strictement négative, de volume fini.
Si M est asymptotiquement 1/4-pincée, alors by = hiop.

— Pour tout ¢ > 0, 1l existe une variété riemannienne de volume fini et de courbure
strictement négative (1/4 + €)-pincée telle que hiop < Ryor-

L’hypothése de pincement asymptotique concerne la géométrie de la variété a l'infini,
c’est-a-dire dans ses cusps. Dans notre contexte, c’est le lemme 4.2 qui va nous permettre
de montrer le

Théoréme 9.2. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(2), de covolume fini. Alors
(SF — hvol(Q>-

La démonstration de ce résultat est fort similaire a celle de [DPPS09], elle se simplifie
par certains aspects et nécessite des arguments un peu différents par d’autres. Elle reste
malgré tout un brin technique...

On va commencer par calculer 'exposant critique d’'un sous-groupe parabolique de rang
maximal.

Lemme 9.3. — Soit T un sous-groupe de Aut(Q2) et Aut(Y) avec Q C . Appelons
gra(s,z) et gro(s,x) les séries de Poincaré pour l'action de I' sur 2 et Y, or(Q) et
or(QY) leur exposant critique. Alors, pour tout s > or(Y), gra(s,z) < gra(s,z). En
particulier, or(2) < op(§Y).

Démonstration. — Pour z,y € Q, on a do (z,y) < do(z,y). Donc si z € Q et s > dp(Q),
on a grao(s, ) < gro(s,z). En particulier, la convergence de gr o (s, x) implique celle de
gra(s,z), d’ou le résultat. B

Lemme 9.4. — L’exposant critique d’un sous-groupe parabolique de rang mazximal P de
Aut(Y) est op = 5L et les séries de Poincaré de P divergent en op

2
Ve e, 3 et — yoo
vEP

Démonstration. — Appelons p le point fixe de P. D’aprés le lemme 4.1, on peut trouver
deux ellipsoides £ et £°%t P-invariants tels que

DEM N OE = DE™ N OQ = DE“ N 9N = {p} et E™ € O C £,

n—1 2
5= et que les sé-

Il est connu en géométrie hyperbolique que dp(E™) = §p(E) =
ries de Poincaré de P divergent en 'exposant critique (on pourra consulter par exemple
[DOPO0O0], partie 3, méme si les calculs, élémentaires, remontent & Alan Beardon, dans

les années 1970). D’apreés le lemme 9.3, on a de méme pour P agissant sur €. O

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :
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Lemme 9.5. — Soit C' > 1 arbitrairement proche de 1 et P un sous-groupe parabolique
mazimal de Aut($) fixzant p € 0. Alors il existe une horoboule He basée en p, d’horo-
sphére au bord He et une constante D > 1 telles que

1 R
BNp(x, 5) < Volo(B(z, R)N He) < DNp(z,CR), x € Hey, R > 0.
Démonstration. — Dans 'espace hyperbolique, on sait (voir par exemple la proposition

3.3 de [DPPS09]) que, pour tout sous-groupe parabolique maximal P, toute horoboule
H stable par P, d’horospheére au bord H, il existe un réel D > 1 tel que

1
(10) EVolHn(B(a:, R)N H¢) < Np(x, R) < DVoly(B(z, R)NH), x € H.

Soit donc P un sous-groupe parabolique maximal de Aut({2) fixant p € 9€). Le corollaire
4.2 nous fournit une horoboule Hs basée en p qui porte deux métriques hyperboliques
P-invariantes h and h' telles que

1
5h’<h<F<h’§Ch.

Prenons x € H. D’aprés la proposition 2.1, on a, pour tout R > 0,
R
By (x, 5) C By(z,R) C B(z,R) C By(z,R) C Bn(z,CR),
ol, par By et By, on note les boules métriques pour h et h’. En appelant Vol et Vol les
volumes riemanniens associés a h et h’, on a, toujours d’aprés la proposition 2.1,
VOlh/ < VOIQ < VOlh.
Alinsi,
R
Voly ( By (m, 5) N H) < Volg(B(x,R) N H) < Voly(By(z, CR) N H).

D’aprés 'encadrement (10), il existe une constante D > 1 telle que

1 R
EN;; (95, 5) < Volg(B(z, R) N H) < DNA(z,CR),

ou Np(z, R) est le nombre de points de l'orbite P.x dans la boule de rayon R pour h; de
méme pour h'.

(Bien entendu, les horoboules considérées dans ’encadrement (10) sont les horoboules
hyperboliques et pas celles de F', et il faut donc faire un peu plus attention lorsqu’on dit
qu’une telle constante D existe. Si ‘H, est 'horosphére pour h basée en p et passant par z,
alors la h-distance maximale entre H et Hy est finie, car P agit de fagon cocompacte sur
H ~ {p} et Hy ~ {p}. Donc, pour une certaine constante D’ > 0, on a, pour tout R > 0,

IVoly(Ba(z, R) N H) — Voly(By(x, R) N Hy)| < D'Np(x, R),

ou Hy est 'horoboule définie par Hy. D’ou lexistence de D.)

Pour conclure, il suffit de remarquer que, comme h < F' < h’, on a

NBE(z, R) < Np(z, R) < N&(z,C).

On peut maintenant donner une
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Démonstration du théoréeme 9.2. — On sait déja que or < hyo, et il faut donc seulement
prouver l'inégalité inverse.

Fixons C' > 1 arbitrairement proche de 1, et choisissons o €  ainsi qu'un domaine
fondamental convexe localement fini pour 'action de I' sur €2, qui contienne le point o.
Décomposons ce domaine fondamental en

Co |_| L, Cy,
ou Cy est compact et les C;, 1 < i < [ correspondent aux cusps & € 02 : chaque C;
est une partie d’'un domaine fondamental pour 'action d’un sous-groupe parabolique
maximal P; sur une horoboule H, basée au point §; ; les points §; sont les points de 0f2
adhérents au domaine fondamental. On suppose que les He, sont choisies de telle fagon
qu’elles satisfassent au lemme 9.5 pour la constante C' qu’on a fixée.

La boule B(o, R) de rayon R > 0 peut étre décomposée en
B(o,R) = (I'.Con B(o, R)) U (U\_,I".He, N B(o, R)) ,
de telle facon que

l
Vol (B(0, R)) = Volg(I'.Co N B(o, R)) + ZvolQ (I.He, N B(o, R)).
=1

Pour le premier terme, on a Volo(I'.Cy N BYo, R) < Nr(o, R)Volg(Ch) ; ¢’est donc le
second qu’il nous faut étudier.

Pour chaque horoboule H.¢, = vHy,, appelons z.,; le point d’intersection de la droite
(0v&;) avec 'horosphére OH. ¢, ~ {7&;}, qui n’est rien d’autre que la projection de o sur
H.¢,. Pour chaque v € I', notons 7 € I' un des éléments g € I', en nombre fini, tels que
z,; € g.C;; 7 est le “premier élément pour lequel H., intersecte B(o, R)”. Appelons I’
I’ensemble de ces éléments 7.

La remarque principale est le lemme ci-dessous, équivalent du fait classique suivant en
courbure négative pincée : pour chaque 6 € (0,7), on peut trouver une constante C'(6)
telle que, pour chaque triangle géodésique xyz dont I’angle au point y est au moins 6, le
chemin x — y — z sur le triangle est une quasi-géodésique entre x et z avec une erreur
au plus C'(0).

Lemme 9.6. — Il existe v > 0 tel que, pour chaque v € I, 1 <t <l et 2 € Hy,, le
chemin formé des segments [ox, ;] et [x, 2] est une quasz—geodeszque avec ume erreur au
plus r, c’est-a-dire que

dQ<07 Z) P dQ(0> $7,i) + dQ(x’y,ia Z) - T
Démonstration. — Prenonsy € I', 1 <7 < let z € H,,. Rappelons que 'espace métrique

(Q,dq) est Gromov-hyperbolique (voir [ClVIlZ]7 section 9). Aussi existe t-il un réel 6 > 0
pour lequel chaque triangle géodésique est d-fin. Ainsi, il existe p € [0z] tel que

dﬂ(p7 [*/E’y,iZD < 57 dﬂ(pa [Ox'y,i]) g J.

On peut donc trouver des points o’ € [0z, ;] et 2’ € [z,,2] de telle facon que

do(0',p) + da(p, 2') < 26.
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FiGURrE 11

Par I'inégalité triangulaire, la distance entre o’ et 2’ est alors plus petite que 2§. Puisque
z.,; est la projection de o' sur I'horoboule H., et que 2’ est dans I'horoboule H.,, on
a do(o, ;) < do(0,2') < 20 et, par 'inégalité triangulaire, do(z,,, 2") < 40. Ainsi, on
obtient

da(0', 2 ) + da(xy,, 2") < 60.
Cela ameéne
do(0,2y:) +da(z4,,2) < dglo,0") +da(o, ;) + do(,, 2') + da(2, 2)
< 60 + do(o,p) + da(p, o) + da(%',p) + da(p, 2)
< 86 + dglo, 2).

]

Maintenant, si z est un point dans v.He, N B(o, R), pour certains v € I', 1 < ¢ < [ et
R > 0, le lemme 9.6 implique que

da(0,2y;) +do(z,,,2) < dalo,2) +17 < R+

Or, il existe ¢ > 0 tel que dq(0, z,;) = da(o0,70) — ¢ : il suffit de prendre pour ¢ la distance
maximale entre o et le bord 0C; N 0H, \ {¢;}. D’ou

dﬂ(x%i?z:) SR+r— dQ(0770> +c.
Posons K =7 +c. Pour tousyeI', 1 <i <[, et R >0, on a ainsi

v.He, N B(o, R) C v.He, N B(x.,;, R — da(0,70) + K).
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Cela permet d’évaluer le volume Volg(I'.He, N B(o, R)). En effet,
Volo(T.He, N B(o, R)) =Y _Volo(7.He, N B(o, R))

~el'

<> Volg(§.He, N B(w,,, R — d(0,70) + K))

~er
< ) 3 Volg(7.He, N B(24, R — k + K))
0<k<[R] 7 c F
k < da(o,50) <k+1
< Nz(o, k, k + 1)Volo(He, N B(zi, R — k + K)),
0<k<[R]

ol z; = g, et, pour toute partie S de I' et tout 0 <r < R,
Ns(o,r, R) =t#{y € S, r < dq(o,70) < R}.
Le lemme 9.5 donne
(11)  Volo(I.H,, N B(o,R)) <D Y Np(wi,k, k+1)Np,(z;, C(R — k + K))
0<k<[R]
pour une certaine constante D > 1 qui peut étre choisie indépendante de i. De plus,
comme 'exposant critique de chaque P; est "T_l, il existe un réel M > 1, indépendant de

¢ mais dépendant de C tel que

%e("g(cn)fe < Np (21, B)) < Me "5 +(C-D)R,

D’un coté, cela implique que
Np,(z;,C(R—k+ K)) < LNp,(z;,C(R — k)),
ot L = M2e("s7~(C-D)CK Dyp autre coté, cela nous donne

Np.(z;,CR) < Mel"z +HC-1D)CR

— Me(BFE—(C-D)R (252 +C+1)(C-1)R

< Mge("T—l+c+1)(C—1)RNp(xi,R)'

Avec (11), on obtient
(12)
Volg(I.He, N B(o, R)) < DLM?e("z +C+D)(C-1R > Np(wi, b,k + 1)Np, (21, R — k).

0<k<[R]

Finalement, remarquons que tout élément v € I' tel que dg(x;,vx;) < R peut étre écrit
de fagon unique v = 7;p;, avec do(z;, Viz;) < R et p; € P;, de telle fagon que
do(wi, pizi) + da(zi, ¥izi) = R.
D’ou
(13) Nr(zi, R) > Y Np(wi kb, k+1)Np,(x;, R — k).

0<k<[R)]
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Les inégalités (12) et (13) impliquent alors
Volg(T.He, N B(o, R)) < DLM?e"5 *C+DCDEN (7. R):
et donc, en mettant tout ensemble

Volg(B(o, R)) < Net"z +CH+DC-DEN (o R),

pour un certain réel N > 1. Cela donne

n—1
hvol<(5r+( —I—C’—i—l)(C’—l).
Comme C' est arbitrairement proche de 1, on obtient
hvol g 5F'
m
9.2. Groupes dont ’action est géométriquement finie sur (). — En fait, par la

méme démonstration et les résultats de [CM12|, on peut obtenir un résultat similaire
pour des groupes dont I'action est géométriquement finie sur 2 :

Théoréme 9.7. — Soit I' un sous-groupe discret de Aut(Y) dont l'action sur Q) est géo-
métriquement finie. Alors
1
or = limsup — In Volg(B(o, R) N C(Ar)),
R—+4-o00
ol o est un point quelconque de €.

Nous avons préféré présenter la démonstration dans le cas du volume fini que nous
considérions déja assez technique pour ne pas la surcharger. Les seuls points & vérifier
pour étendre le résultat sont les trois lemmes 9.4, 9.5 et 9.6; le reste se lit tel quel en
pensant seulement & considérer 'intersection avec C'(Ar).

Pour le lemme 9.6, il suffit de se souvenir que, d’aprés [CM12], 'espace (C'(Ar), dq) est
Gromov-hyperbolique.

Pour les deux autres, il nous faut rappeler quelques éléments de [CM12|, dont on
conseille de consulter la partie 7.

Tous les groupes paraboliques apparaissant dans une action géométriquement finie d’un
groupe I' sur Q sont conjugués dans SL,,;(R) & des sous-groupes paraboliques de
SO, 1(R). En particulier, un sous-groupe parabolique P de I' est virtuellement isomorphe
a Z% pour un certain 1 < d < n—1; d est le rang de P. De plus, si p € 9 est le point fixe
de P, il existe une coupe 2, de dimension d 4 1 de (2, contenant p dans son adhérence,
c’est-a-dire 'intersection de €2 avec un sous-espace projectif de dimension d + 1, qui est
préservée par P ; ainsi, P apparait comme un sous-groupe parabolique de rang maximal
de Aut(£2,). On obtient la généralisation suivante du lemme 9.4 :

Lemme 9.8. — L’exposant critique d’un sous-groupe parabolique P de Aut(SY), de rang
d<n-—1, est bp = g et les séries de Poincaré de P divergent en dp :

Vz € (), Z e~ IPda(@?) — | o0
YEP

Démonstration. — Comme rien ne dépend pas du point base considéré, on peut le prendre
dans le convexe (2, pour se ramener au cas original du lemme 9.4. O]
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Le lemme 9.5 s’étendrait immeédiatement sous les conclusions du lemme 4.2. En gé-
néral, on peut étendre au moins la majoration, qui est le point que 'on utilise dans la
démonstration du théoréme :

Lemme 9.9. — Soit C' > 1 arbitrairement proche de 1 et P un sous-groupe parabolique
mazximal de Aut(QY) fizant p € 0. Il existe une horoboule He basée en p d’horosphére au
bord H¢ et une constante D > 1 telle que

Volo(B(xz, R) N HNC(Ar)) < DNp(z,CR), x € Hc N C(Ar), R > 1.
On aura besoin du résultat 9.12 ci-dessous. Il se déduit du fait suivant :

Lemme 9.10 (Bruno Colbois-Constantin Vernicos [CV06|)
Pour tout m > 1 et R > 0, il existe deuz constantes vy, (R), Vi (R) > 0 telles que, pour
tout ouvert proprement convexe () de P™ et x € (1,

um(R) < Volo(B(z, R)) < Vi (R).

Remarque 9.11. — Le lemme précédent est contenu dans le théoréme 12 de [CV06],
qui donne en plus des bornes explicites, dont la dépendance en R est exponentielle. Pour
I’énoncé présenté ici, on peut donner une démonstration qualitative, basé sur le théoréme
de compacité de Benzécri [Ben60]; ce théoréme affirme que 'action de SL,,1(R) sur
I’ensemble des couples (2, z), ou §2 est un ouvert proprement convexe de P" et x un point
de Q, est propre et cocompacte. On peut trouver cette démonstration dans [CM12|.

Lemme 9.12. — Soient r > 0 et 1 < d < n. Il existe deux constantes M,m > 0,
dépendant seulement de r, n et d, telles que, pour tout ouvert proprement convexe ) de
P, tout sous-espace P4 de dimension d intersectant Q) et toute partie A compacte de
louvert proprement conveze Qq = PTNQ de P4, le volume du r-voisinage V,.(A) de A
dans € est comparable au volume du r-voisinage de A dans g :

Vol (V;.(A))

< < M.
VOlea/T(A) N Qd)

Démonstration. — Considérons un ensemble {z; }1<;<n 2r-séparé maximal de A : deux
points z;, x;, i # j, sont & distance au moins 27 et il est impossible de rajouter un point a
I’ensemble qui satisfasse a cette propriété. En particulier, les boules de de rayon r centrées
aux points x; sont disjointes et incluses dans V,.(A), alors que V,.(A) est recouvert par les
boules de rayon 4r centrées aux points x;. On a ainsi, en utilisant le lemme 9.10,

Nu,(r) < XN: Volo(B(z;, 1)) < Volg(V,.(A)) < ZN: Volo(B(z;,4r)) < NV, (4r);

de méme,
Nvd(r) < VOIQd(‘/T(A) N Qd) < NVd(47")
En prenant le quotient, on obtient

S U (7) o Volg(V,.(A)) Vo (4r)

T Va(4r) S Volg, (V,(A) N Q) S vy M.
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Démonstration du lemme 9.9. — Notons d le rang de P et €, = Q NP une coupe de
2 de dimension d + 1, contenant p dans son adérence, et préservée par P. Pour toute
horoboule H basée en p, l'intersection C(Ar) N H est dans un dg-voisinage de taille
r =r(H) > 0 finie de Q, N C(Ar). Cela est simplement di au fait que P agit de fagon
cocompacte sur C'(Ar) NH, ot H est I'horosphére au bord de H. De plus, comme le bord
de Q est C! en p, on peut, en considérant une horoboule plus petite, prendre r aussi petit
que 'on veut.

On fixe 'horoboule H de telle facon que l'intersection H N €2,, qui est une horoboule
de ), basée en p, satisfasse au lemme 9.5 pour (2,, avec la constante C'. On fixe aussi
r > 0 tel que C'(Ar) N H soit dans un dg-voisinage de taille r de €, N C(Ar).

Si x est un point de H N C(Ar), il existe un point =’ de H N €2, a distance moins que r
de z; on a alors B(z,R) C B(z/, R+ ) et

Volg(B(x, R) N HN C(Ar)) < Volo(B(z', R+r) N HNC(Ar)).

Maintenant, si ' € H N €, Pensemble B(z',R + r) N H N C(Ar) est inclus dans le
r-voisinage de Bg,(z', R) N H dans €2. On a donc, d’aprés le lemme 9.12,

(14) Volo(B(z', R+ r)N HNC(Ar)) < MVolg, (4,).
oit A, est le r-voisinage de Bq, (z', R) N H dans €2,.

La partie de A, qui est dans H correspond précisément a l'intersection Bq, (¢, R+r)NH
a laquelle on peut appliquer le lemme 9.5, qui donne :

VO]QP(BQP(:L”’R—}—T) ﬂH) < DNP(Z',O(R—FT)),

Le reste de A, est dans un voisinage de taille v’ = max{r, diam} de ’ensemble fini de
points P.x N B(xz, R + r), ou diam est le diamétre d'un domaine fondamental compact
pour l'action de P sur H N €, N C(Ar) (tout cela pour la distance dg,). Le volume de
cette partie est donc majoré par

Np(x', R+ r)Vy(r'),
ou Vy(r') est la constante donnée par le lemme 9.10. Au final, on obtient
Volg, (A;) < Np(a', R+ 1)Vy(r') + DNp(a',C(R+ 1)) < D'Np(a',C(R + 1)),

pour une certaine constante D’.

En regroupant le tout, on arrive a
Volg(B(z, R)yN HNC(Ar)) < D'Np(2',C(R+r)) < D'Np(x,C(R+ 1)+ 7).
Cela donne le résultat, la condition R > 1 étant due a la présence du r. O

Le théoreme 9.7 souléve la question suivante, sur laquelle nous terminerons ce texte.
C’est une question qu’on peut poser de fagon tres générale mais une réponse dans des cas
particuliers serait déja intéressante.

Question 2. — Soit Q un ouvert proprement convexe de P™ (strictement convere et a
bord C'). A t-on dr = hyo(C(Ar), doarn)) pour tout sous-groupe discret T de Aut(Q) ?
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