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Abstract

Nous proposons une théorie (G) du champ vectorielle G, (x) en s’appyant sur une construction
analogue & la théorie électromagnétique (EM) et sur un principe d’induction de type gravitation-
nelle générée par des courants de masses accélérées. Il s’agit de présenter une premiere réflexion
sur ce travail en construisant d’abord le Lagrangien L = —mc®G,(z)i* (m est la masse et i
I'accélération de la particule, G, le champ vectoriel), en discutant ensuite le principe d’induction
puis en proposant les équations de champs. Nous regarderons ensuite les équations du mouve-
ment & l'ordre des petites vitesses (ordre v/c) et établirons les équations qui décrivent un nou-
veau phénomene de type gravitomagnétique (GEM-G) prédit par la théorie (G) et analogues aux
équations gravitomagnétiques (GEM) qui dérivent de la théorie de la relativité génerale (RG). En-
fin, nous proposerons une premiére reflexion sur l'intégration de la théorie (G) au cadre général de
la relativité et donc a la théorie Einsteinienne de la gravité (RG) et nous discutetons les implications

conceptuelles d'une théorie (RG) complétée par I'ajout du champ G,,.
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I. CONSTRUCTION FORMELLE DU LAGRANGIEN ET IDEE GENERALE

L’idée a lorigine de ce travail est une question formelle : peut-on construire une
théorie de champ vectorielle, analogue a la théorie électromagnétique, ou le potentiel
vecteur noté G, (x) couple avec I'accélération #* des particules massives; rappelons que
le potentiel électromagnétique A,(x) couple avec la vitesse ©* des charges, considérons
ici le probleme relativiste dans un espace de Minkowski ou la métrique est notée 7,
avec la signature (+1,—1,—1,—1). On rappelle les définitions du quadrivecteur vitesse

dat dut _ 2z

u = 2t = E— et du quadrivecteur accélération ¥ = &= = -,
ds ds ds

Nous serons amenés a

.. . , .. . m _
utiliser d’autres notations correpondantes aux définitions de la vitesse v# = ddit =y tut et

212 . I _
de 'accélération a* = cdst = 2y

Lik on le facteur de dilatation temporelle 7 est donné par:

2\ .
v = c% =(/1-%) . remarquons que ces deux “vecteurs” ne sont pas des quadrivecteurs.

Ainsi, par analogie avec le couplage entre le potentiel électromagnétique A, (x) et la

vitesse & d'une particule de charge ¢ (c.f.}) :
Lpn = —qAu(z)i" (1)

nous construisons le Lagrangien suivant:

Lg = —mc®G,(z)i* |, (2)

qui est invariant de Lorentz. Il s’agit d’un champ vectoriel G, () qui couple avec le quadri-
vecteur accélération ¥# associé a la particule en mouvement avec une constante de couplage
mc? olt m est la masse de la particule. Notons que la dimension physique du champs G(x)
est celle d’'une longueur ([Lg] = mc?[G] x [i], ot [Lg| est une énergie et [] I'inverse d’une
longueur).

Bien entendu, nous pourrions introduire une constante de couplage plus générale, notée
par exemple w (de la dimension d’une énergie), ce qui élargirait l'espace des parametres

de la théorie, mais pour le moment nous choisissons w = mc? et la légitimité de ce choix

apparaitra dans les discussions sur le principe d’équivalence qui suivront.

L’action de la particule durant un trajet est donnée par l'integrale sur le temps propre

du Lagrangien total obtenu comme la somme du Lagrangien cinetique Lg = mTCQnWj:“:'L’” :
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S= / %f(LK b Lo)dr (3)

ou l'intervalle élémentaire de temps propre dr = ds/c.

Determinons les équations du mouvement d’une particule dans le champ G, (z). D’une
maniére générale, avec un lagrangien L = L(x, &, %) qui dépend des quadrivecteurs position,
vitesse et accélération, on obtient par le principe de moindre action les équations d’Euler-
Lagrange généralisées a l'ordre 2 données par: (forme relativiste des équations fondamentales

données par Ostrogradski,?, voir aussi®,*?):

d* 0L d , 0L oL

(=) (= — =0 4
ds2<6:'i’“) ds<8:b“) T o ’ )
ol:
oL , oL . ., 9oL
S — ¢ 0,Gy ()", S — M A, oo =me Gu(z) ,
ainsi, d’apres (4) on obtient:
N’ + €T + Aped’d” =01, (5)

ol nous avons défini les tenseurs €, et A, comme:

e =0,G,+0,G,

) (6)
Ao =0,0,Gy = 5(0v€po + Ovepy — Oune)

L’identité de la deuxieme ligne de I’équation (6) s’obtient aisément par définitions des deux
tenseurs.

Nous pouvons remarquer une ressemblance étonnante entre les équations du mouvement

1678.

YA A A

obtenues (5) avec les équations géodésiques de la théorie de la relativité générale (RG)

- Le tenseur ¢, (similaire au tenseur métrique g,, ) est symétrique €, = €,,,; on I'appelle
le tenseur de déformations (gravitationnel) par analogie au tenseur de déformation en
mécanique des milieux continus? (MMC), étant donné qu’il se définit comme la partie
symétrique du gradient (multiplié par deux) du quadrivecteur G, (z). Nous discuterons par
la suite cette analogie avec la (MMC) qui n’est pas anodine.

- Le tenseur A, (similaire & la connection de Christoffel I',,,) est symétrique sur les
deux derniers indices: Ay, = Aoy, et est relié aux dérivées du champ ¢, (6). On appelle

ce tenseur le tenseur gradient des déformations (gravitationnel).
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Formellement, nous pouvons expliquer les similitudes avec les équations du mouvement
en (RG) et celle pour une particule subissant le champ G, (z). En effet, en intégrant par
partie l'action S¢ = [ Lgdr, on obtient l'intégrale d’une dérivée totale plus une action
Se = f dTnger:“j:” et donc action S K+S/G est similaire a ’action en RG et les équations
d’Euler-Lagrange donnent donc des équations du mouvement de la méme forme que les
équations géodésiques. Cet argument explique pourquoi la forme des équations de notre
modele et celle de la (RG) sont similaires, mais a la question de 1’équivalence entre eux
deux, le réponse est immédiate car le champ fondamental G,(z) est un champ vectoriel
alors que le champ métrique est un champ tensoriel de rang 2, et de plus G, couple avec
I’accélération de la particule, alors que le tenseur métrique couple avec le tenseur impulsion-
énergie de la particule. Cependant, s’ils existaient simultanément dans la nature, les deux
effets gravitationnels seraient complémentaires, et nous allons discuter dans la derniere partie

comment il serait possible de les décrire dans un cadre commun.

II. PRINCIPES DE LA THEORIE ET EQUATIONS DU CHAMP

A. L’induction de type gravitationnelle par des courants d’accélération de masses

Pour comprendre 'implication conceptuelle de la précédente remarque formelle sur la con-
struction d’'un champ vectoriel qui couple avec I’accélération, il faut réflechir sur le principe
d’équivalence et sur sa possible réciproque. Nous allons donc d’abord dériver de fagon
heuristique les équations du champ a partir de la discussion sur le principe d’induction en

question.

Considérons d’abord une masse ponctuelle se déplacant dans un champ de gravité uni-

forme et constant 7 = —g?)z, et un observateur placé dans un référentiel galiléen R muni

d’un repere Euclidien (O, ?)x, ?y, ?)Z). Tout le monde s’accorde a dire, d’apres la théorie

usuel de la gravitation Newtonnienne,!,®,7 8, que la I'accélération ne dépend pas de la masse
de la particule a cause de l'identité entre la masse inerte et la masse grave; on a donc

I’équation du mouvement suivante




Dans le cas d’'un champ de gravitation plus général

PT()
= Vo, 7)

ot ®(t, @) est le potentiel de gravitation et d2 @ (t)/dt? I'accélération tridimensionnelle de la
particule. Le principe d’équivalence dit aussi que 'on peut trouver un référentiel localement
inertiel (celui associé a la chute libre) dans lequel le champ de gravitation s’annule. Ainsi
le champ de gravitation est localement équivalent a un champ d’accélération, ce qui signifie
que nous ne pouvons pas distinguer localement 1'effet du champ de gravitation a celui de
I’accélération. On rappelle que 1’équation du champ pour potentiel de gravitation en théorie

Newtonienne est donnée par I’équation de Poisson suivante:
AD(t, ) = 4xGp(t, T) | (7)

ot A = 0%/0x* + 0%/0y? + 8?/9y? est le Laplacien tri-dimensionnel et oft p(t, 77) est la

densité de masse dans I’espace.

Maintenant, considérons qu’il n’existe pas de champ de gravité et imaginons que par une
source extérieure (non gravitationnelle), nous forcions une masse ponctuelle a se mouvoir
de facon accélérée, uniforme et constante du point de vue du référentiel Galiléen R muni
du méme systeme de coordonnées Euclidien que celui qui précede. On suppose aussi que
I'on néglige le champ de gravitation usuel produit par la masse en mouvement, (i.e. que
le potentiel de gravitation Newtonien produit par la particule soit considéré comme nul
® = 0, ou de facon similaire pour la théorie relativiste de la gravité, en négligeant les
perturbation métrique). Alors, par réciproque au principe d’équivalence, I'accélération de la
masse, uniforme et constante, devrait correspondre a un champ de gravitation uniforme et
constant, relativement a un référentiel inertiel dans lequel se place un observateur.

Des lors, si 'on ajoute dans l'espace, une autre masse ponctuelle libre (aucune force
ne s’exerce sur elle), suffisamment petite pour ne pas ajouter un champ de gravitation
Newtonien, on pourrait supposer que celle-ci subisse un champ de gravitation qui serait
induit par le déplacement de la premiere masse forcée de se déplacer de fagon accélérée.
Comme on I’a dit précédement, on suppose que le champ Newtonien (ou que les perturbations
métriques) sont suffisament faibles pour ne pas avoir a s’en préoccuper. Alors, quelle est donc

I'origine et la nature de ce champ 7 L’expression du champ d’accélération gravitationnel,



noté 7g(t, ?) induit par le déplacement accéléré de la masse, doit tenir compte de la
distribution spatiale de masse de la particule accélérée (localisée en un point a chaque
temps ¢t de son mouvement). Donc le champ d’accélération devrait lui aussi étre présenté
comme une distribution dans I'espace (les effets de propagation dans I'espace et dans le
temps du champ, seront pris en compte dans dans le cadre de la cinématique relativiste).
Autrement dit, le principe d’induction qui découle naturellement de la réciproque du principe
d’équivalence, que nous venons d’énoncer dans ’exemple, dit que tout mouvement accéléré
génere un champ de gravitation, peut se formuler de facon analogue au principe d’inertie,
i.e. que la somme du champ de forces généré par le déplacement des masses et du champ de

forces généré par le champ de gravitation est nulle:

plt, D) dp(t) = —pcda(t, @), (8)

ol p(t, 7) est la distribution de masse (par unité de volume), @ p(t) est I'accélération des
masses, 7G(t, 7) est le champ d’accélération et pg est une constante de densité gravita-
tionnelle.

Nous verrons en construisant la théorie de champ que le champ d’accélération 70(75, 7)
s’exprime comme une combinaison linéaire des dérivées seconde du potentiel 5@, 7) Ici,
nous nous contentons d’une constructions heuristique, ainsi de fagon similaire a 1’équation
(7), sauf qu’ici on regarde un potentiel vectoriel et non scalaire, on peut construire 1’équation

suivante reliant les densités de masses en accélération avec le potentiel vecteur :

8t7 +Oz€(€8>:—mpt7)ap, 9)

ol Kk = —=

2pa
fixerons dans la suite. Le terme ou apparait la divergence de Zf dans (9) est similaire a
celui qui apparait dans les équations électromagnétiques pour le potentiel vecteur que 1’on
peut annuler grace a une transformation de jauge; on préfere garder ce parametre pour le
moment. Le passage relativiste, dans I'espace de Minkowski, se fait tout naturellement en
introduisant un quadripotentiel vecteur G,(t, 7), ol B(t, 7) représente sa partie spatiale.

En transformant le Laplacien en d’Alembertien, et la source en densité de courant quadridi-

p@) dut

mensionnelle
v dr

, o1 z est le quadrivecteur position 9 est la quadrivecteur accélération,

Tdr

on a I’équation de champ suivante :

0G,(z) + a0,0,G" (x) = —kp(z)a, (10)




1dut _ dut

S = S La réciproque du principe d’équivalence dans le cadre relativiste

avec a, =
Minkowskien est tout a fait similaire a celui énoncé plus haut dans le cadre Galiléen, en
notant que les objets relativistes (impulsion, accélération) se définissent différemment de
sorte a prendre en compte le principe de covariance relativiste.

Un travail plus subtile et délicat sera a faire lorsqu’il s’agira d’énoncer ce principe dans

le cadre général de la relativité en présence du champ de Gravité Einsteinien, nous le dis-

cuterons dans la derniére section de l’article.

B. Les équations du champ

Remarquons que I'équation (10) est analogue a ’équation de propagation du potentiel
vecteur électromagnétique et qu’en introduisant le tenseur physique €, défini par (6), en
s'inspirant du second groupe des équations de Maxwell pour le tenseur de Faraday F),, (z) =
A, (z) — 0,A,(x) !

™ (2) = —poje,
ou pg est la constante magnétique du vide, j2 = p.(x)v” est le quadrivecteur densité de

courant pour une distribution p.(x) de charge, on pose que le groupe d’équations qui relient

les champs aux sources est donné par :

Dt (2) = —rj () (11)

ot le quadrivecteur courant d’accélération pour une distribution de masses j@¥, est défini

comine:

J® = pla)a (12)

et ou p(z) = >, mad(7 — Z@(t)) est la densité de particule et Paccélération a” =
cdu” /dt. Notons que a” n’est pas un quadrivecteur mais j¥(z) = p(x)a” = po(x)ya” est
un quadrivecteur car ya” = c*du”/ds et po(x) = p(x)/y est la masse volumique propre,
voir!. Pour le comprendre, il faut faire un raisonnement similaire & la construction du
quadrivecteur densité de courant de charge; on cherche un invariant scalaire, base de ’action
qui représente le couplage entre le champ G, et les masses en mouvement accélérées. En se
basant ainsi sur 'action (2), et en rappelant que dVdt = dxdydzdt est invariant, et sachant

que la masse dm = pdV = podVj est elle aussi invariante, avec dV = dVy /v et dt = ~dty, on
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trouve que Gupo(x)%d%dto = Gup(x)®=dV dt est un invariant et que p(z)a” est donc un
quadrivecteur.

On a posé a = 1 de facon arbitraire certes, mais de sorte a ne pas ajouter de terme de
trace du tenseur physique dans 1’équation de champ (11). En prenant le choix de a = 1, les
équations (10) nous donnent alors les équations de propagation du potentiel vecteur G, ().

Notons que d’apres pour la théorie (EM) nous avons o = —1.

Avec ces précédentes équations, nous n’avons que quatre équations pour un total de 20
inconnues (16 pour le champ ¢, et 4 pour le potentiel G,,). Le tenseur ¢, = 0,G, + 0,G,,
est la partie symétrique du tenseur de dérivation du potentiel vecteur gravitationnel 20,G,,
ce qui réduit a 10 le nombre d’inconnues pour celui-ci. Il doit a priori obéir a des équations
de structure tout comme le tenseur de Faraday F), = 9,4, — 0,A, qui se trouve étre la
partie antisymétrique du tenseur de dérivation du potentiel électromagnétique 20, A,. Pour

le tenseur de Faraday, nous avons les équations de structure suivantes:
OuFve + 0 Foy + 0,F, =0 . (13)

Ces équations ne conviennent évidemment pas pour le tenseur symétrique €,,,. Par contre il
existe des équations pour la partie symétrique que 'on retrouve en mécanique des milieux
continus pour le tenseur de déformations.” On les appelle les équations de compatibilités,

elles s’écrivent pour notre probleme de la facon suivante :
010vEop — 0y0nE ppy + 050y — 0,046, = 0 . (14)

Ces équations sont faciles a vérifier en utilisant la définition du tenseur de gravitation (6).
Notons que le nombre d’équations indépendantes sont de 6 en trois dimensions et de 10 en
quatre dimensions, étant donné que nous avons 10 champs indépendants dans le tenseur €,

Ainsi, dix équations seulement sont nécessaires; contractons ainsi les indices p avec p

dans (14), de sorte obtenir les dix équations suivantes:

Hevo + 0,05l = 0,0, + 0,0, . (15)

On peut dériver directement les équations de propagation du champ en introduisant (15)

dans la dérivée symétrisée de (11) :

Oevo () + 0,0,(x) = —rESD () (16)




ou le tenseur symétrique des contraintes Sl(,?(:p) = 0,5 (x) + 8,55 (x) .

Remarquons que contrairement & la densité de courant de masse conservée j* = p(z)vH,
le vecteur densité de masses accélérées j* = p(z)a” ne se conserve généralement pas. Et
d’ailleurs, les équations de propagations du potentiel vecteur (10), ou celles pour le champ
physique (16), sont cohérentes avec cette non-conservation du quadricourant j* puisqu’en
contractant les indices v et o dans cette derniere, on obtient une équation de propagation

pour la divergence du potentiel vecteur:
Oe” = —k0,j P (x) . (17)

Cette équation met en évidence la différence fondamentale avec la théorie (EM) en ce qui
concerne la jauge de cette derniere théorie notamment liée au fait que la théorie possede
des degrés de liberté non-physiques, ce qui est formellement relié a 'antisymétrie du tenseur
physique ou autrement dit a la conservation du courant de charge. Dans la théorie du
chanp (G) formulée ici, nous obtenons ainsi 14 équations, 4 équations reliées aux sources
(équations (11)) et 10 équations de structures dites de compatibilités (équations (15)) pour
14 inconnues, dont 4 étant les champs du potentiel vecteur G, () et 10 étant les champs
physiques €, (x), et donc en conclusion la théorie n’est pas de jauge.

Pour résoudre les équations du champ vecteur (10), une méthode standard consiste a

passer dans 'espace des moments en prenant les composantes de Fourier du champ:

GN(SL’) /Rl dko /Rs Z(kox()i?.?)G(xOv ?>

et des dérivées 0, — —ik,, ou k, sont les composantes du quadrivecteur d’onde £ (choisissons
la définition normalisée de la transformée de Fourier). On écrit alors les équations (10) (avec

a = 1) dans les composantes de Fourier:
K2Gu(k) + kuky G (k) = k7P (k) (18)

olt j® (k) est la transformée de Fourier de la densité de courant j® (z). Il est intéressant
de remarquer que pour le cas de la propagation d’une onde dans le vide (c.f. équations (18)
et avec seconds membres nuls), en plus des composantes transverses de spin 1 et de masses
nulles, on a deux composantes longitudinales de spin 0 et de masse nulle, contrairement

aux ondes (EM). Pour le voir, il suffit de faire le méme exercice que pour I'(EM), a savoir
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projeter les composante du champ @u(k) sur la base ou le quadrivecteur d’onde s’écrit
k = (ko,0,0, |?|) et de remarquer qu’étant donné que le signe entre les deux termes du
membre de gauche de (18) est positif, la projection sur 'axe de propagation spatial de
'onde (0,0,0,1) et temporel (1,0,0,0) ne sont généralement pas nuls car il suffit d’annuler
k% (i.e. la masse de I'onde) pour préserver I’égalité. Cette conclusion est donc cohérente avec
la remarque du paragraphe précédent, a savoir que la théorie possede autant d’équations
que d’inconnues, ce qui en fait une théorie de ”contrainte” analogue a la théorie des milieux
continus® (en référence au tenseur des contraintes), et qui ne posseéde pas de degrés non-
physiques contrairement a la théorie (EM).

Maintenant, considérons les solutions en présence de courant d’accélération de masses.
Remarquons en effet que l'espace est considéré comme ’vide’ pour la théorie s’il est sans
présence de matiere ou que la matiere se déplace sans accélération, i.e. de facon inertielle.
Je rappelle que la notion de gravité induite par 'inertie n’est pas prise en compte dans cette
théorie, mais dans la théorie de la (RG). Pour trouver les solutions pour le potentiel vecteur
G (x) en présence de sources, il suffit de résoudre dans 'espace des moments les équations
(18) et ensuite de prendre la transformée de Fourier inverse (normalisée) des solutions G u(k)

qui d’apres (17) et (18) sont données par :

Golk) = <5ﬁ2)(7€) o M) (19)

k? Kook

Il n’est pas nécessaire pour le moment d’expliciter en détail les solutions générales car comme
nous allons le voir dans la section suivante, les solutions deviennent facilement solubles
dans certains cas particuliers qui nous permettent d’illustrer la théorie suffisamment pour le
moment. Nous nous contenterons donc de discuter succintement la forme des solutions de
(10) (pour o = 1) a partir de la transformée de Fourier inverse de (19). Le premier terme du
membre de gauche de (19) est le terme attendu car il donne une contribution de 'ordre 1/r
(olt r = || 7’| est la distance entre I'observateur et la source au temps t) de facon similaire

au potentiel retardé en électromagnétisme’ :

:(2) - — 7 -
1 ) — ?/]u (t— |7 — /e, )
G (¢ )__“/Rfl Ar|| 7 — 7| 1> 0,

Quant au deuxieme terme, il peut s’écrire comme une convolution spatiale entre 1/7 et le

quadrivecteur (qui joue le role d'une densité de courant effective) K,(t, ) = OMGVG,(})(t, )

11



dont la valeur est prise au temps ¢ — || — 27||/c :

2 _ (= |[7 = || e, )
GL)(t,?)—/ﬁ/}%3d7 poTi T ,t>0.

Notons que contrairement a la théorie (EM), on ne peut pas supprimer ce terme (cela

nécessite une transformation de jauge du potentiel). Mais dans certains cas (voir les exem-
ples donnés dans la section ci-apres), ce terme ne contribuera pas aux solutions. En tout cas,
dans le cas général, ce terme doit étre pris en compte, mais remarquons que si I’observateur
est loin de la source, le terme prédominant sera G(M) car 'ordre de décroissance de celui-ci est

en 1/r tandis que celui de G est en 1/72 & cause des deux convolutions spatiales successives.
Commentaire sur la constante de couplage

Se pose aussi une interrogation sur le signe de la constante s, est-elle positive ou négative?
Contrairement aux lois de la gravitation Newtonienne ou Einsteinienne, on ne peut pas dire
si la force est attractive ou répuslive uniquement en fonction du signe de la constante, notam-
ment car la source n’est pas liée a I'impulsion-énergie des masses mais a leur I'accélération.
La qualité attractive ou répulsive pourrait donc dépendre a priori du signe du produit scalaire
entre le vecteur vitesse ¥ et le vecteur accélération d v’ /dt ainsi que du signe du vecteur
accélération, tous deux intervenants dans l'expression du quadrivecteur densité de courant
des masses accélérées.

Pour la suite, il est commode d’introduire une nouvelle constante A de la dimension d’'une

longueur, de sorte a relier les constantes x et 8:—4G:
TG\

On laisse ainsi le choix sur le signe de k. Cependant, rappelons la discussion de la Section
dans laquelle nous avons discuter les principes de la théorie et donné de facon heuristique les
équations de champs (10) pour G,,. Nous avons alors introduit une constante pg = 1/(kc?)
(de la méme fagon que pg est relié a gg) et ainsi le signe de pg est égale au signe de k.
Mais dans I'interprétation que nous avons faite du principe d’induction, nous avons dit que
la somme des champs de forces dus a l'accélération des masses en mouvement et au champ
vectoriel devaient étre étre nulle d’apres le principe d’action/réaction, voir (8). Ainsi, nous

pouvons interpréter la constante pgc? comme une ”densité d’énergie” gravitationnelle que
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nous assumons donc positive. Ainsi Dans ’équation (20) nous choisissons donc le signe

positif
STGA?

1 .

K= (21)

C
et si 'expérience venait a nous contredire, ¢a ne poserait pas de grands problemes de modifier

les équations qui suivent en changeant le signe de k.

C. Remarque sur ’analogie avec la théorie de déformation d’un milieu continu

Il est intéressant de noter la ressemblance entre le groupe d’équation (11) et les équations

de contraintes sur un milieu continu tridimensionnel®. En posant

o0ule) = s (ele) = 50— @)

on définit le tenseur des contraintes pour des petites déformations (linéaires) sur le milieu
continu ou pg est 'analogue du module d’Young (noté usuellement E), et I’analogue du
coefficient de Poisson (qui se note usuellement v), ici est relié a la valeur 1 — . En posant

a = 1, I'équation (11) peut se réécrire :
0,0t = —p(x)a” . (22)

L’équation (22) peut s’interpréter de fagon similaire a I’équation de contrainte sur un mi-
lieu continu qui se voit comme une équation d’équilibre entre les contraintes et les forces
s’exergant sur le milieu. Ainsi, d’apres les équations (6), (11), (14), on peut lire cette théorie
de champ (G) comme une théorie de déformation linéaire de milieu continu invariante de
Lorentz. L’invariance de Lorentz impose nécéssairement un degré de déformation tem-
porel, d’ou la présence de champ ey et €o;, ¢ = 1,2, 3 qui peuvent se lire comme le champ
de contraction/dilatation temporelle et respectivement comme les champs de cisaillement
spatio-temporels. Pour les champs €;;, ,7 = 1,2,3, on a de fagon similaire au tenseur de
déformation tridimensionnel des champs de contraction/dilatation spatiauz pour la partie
diagonale et des champs de cisaillement spatiaux pour la partie hors-diagonale. Ainsi on
peut interpréter cette théorie comme un milieu continu, vivant dans l’espace quadridimen-
sionnel et qui se déforme suivant les lois d’invariance relativiste, un peu comme une nappe

sur laquelle se propagerait les champs et les particules, celle-ci déformant le milieu si elle
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s’écarte des “lignes droites” (les trajectoires inertielles). Nous reviendrons sur cette remar-
que importante lorsque nous discuterons comment formuler la théorie (G) dans le cadre

générale de la relativité.

III. NOUVEL EFFET DE TYPE GRAVITOMAGNETIQUE, CIRCUIT DE MASSES
ACCELEREES

A. Position du probleme

Imaginons que 'on regarde tourner un objet massif a 1’échelle terrestre ou astronomique,
ou un circuit de masses en mouvement circulaire (en rotation uniforme ou non). Alors dans
ces cas, le mouvement de rotation devrait induire, aussi petit qu’il soit, en plus d'un champ
de gravité prédit par les équations (GEM)!° 8 un champ de gravité prédit par (GEM-G)
du a I'accélération du déplacement, qui dans le cas circulaire se trouve étre radial. Cet effet
n’est pas prédit par les équation (GEM) et ne peuvent pas se déduire des équations (RG)
car le lien entre le champ et les sources est contenu dans la densité d’énergie (d’ou I'analogue
avec I’(EM) lorsque 1'on ne garde que les termes en v/c) et donc leffet explicite (en terme de
couplage direct) du a 'accélération n’est pas pris en compte. Il s’agit donc d’un nouvel effet
que nous pourrions mesurer si bien str le couplage entre I'accélération et le champ supposé
dans la théorie existe dans la nature.

Lorsque j’ai dit que nous supposions 'effet petit, cela signifie que nous nous limitons aux
ordres v/c et a l'approximation de champ faible, i.e. ici ¢,, < 1. Nous avons besoin
d’une hypothese de plus, laquelle venant d'une part du fait que nous supposions l'effet
géométrique de la gravitation (i.e. celui prédit par la (RG) qui couple avec la présence
de densité-énergie) comme une correction linéaire a Minkowski, c’est & dire obéissant aux
équations (GEM) et d’autre part que le couplage entre le champ géométrique g, — 17, et le
champ ¢,, est négligeable, i.e. que I'on néglige tous les termes de la forme h,,£"”, et toutes
les contractions d’indices possibles. On a donc en premieres approximations une théorie
découplées aux ordres v/c et linéaire. Ainsi pour ce modele simple, il suffit d’ajouter les
deux effets, c’est a dire que l'accélération d’une particule test subissant les deux effets se

calcul simplement par:

dv
m% = ?h + ?G y (23)
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ou ?h =m (Eh + %7 X ﬁh est la force de Lorentz gravitomagnétique (GEM) provenant

du champ métrique et ?G = m(ﬁgjtiﬁ X ﬁg) est la force de Lorentz gravito-

magnétique (GEM-G) provenant du champ ¢,,. Il s’agit maintenant de trouver I’expression

de cette derniere et les équations du mouvements des champs intervenant dans I’expression

de la force.

B. Equations (GEM-G)

Considérons ici uniquement la présence d’effet d’accélérations des masses (on néglige

Ieffet usuel de gravitation). Pour obtenir (23) il suffira d’ajouter les deux forces analogues a

la force de Lorentz, celle usuel de gravitation ?h étant déja connue.'® D’apres les équations

du mouvement (5) d’une particule subbissant le champ G, (x):

du” Voo
(77;111 + 5#1/)% = _A,uzxou v,

et en considérant que v/c < 1 et que £,, <K 1, ON & :

du” du”

(’fhw + 8#1/)% ~ nuuﬁ )

Aoooc + 2Agj007, p =10

Apou”v? = .
Nigoc + 205007, p=14#0

et donc nous trouvons les équations approchées du mouvement a l'ordre v/c :

9¢ j _
du, —5 T Jojv?, p=0
; ~ —0,0 + fuu’ = ag o : , ,
t —c5% + cfio+ fiv!, p=1i#0

oll ¢ =egy/2 et avec f,,, analogue au tenseur de Faraday, défini par :
fuu = aMEVO - au%o ;

ou la matrice est donnée par:

0 EG’,x EG’ Y EG,z

_EG,J: 0 _BG,Z BG,y
_EG,y BG,Z 0 _BG:v

)

_EG,z _BG,y BG,:}: 07
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avec d’apres (26) et (27):

Eg=-Vag— 124c
Bo—% x 2o 28)

ou g = g et Zg.?i = —¢€jp.

Remarquons que d’apres (25), nous avons un champ f,,, similaire au champ (EM) , mais
aussi un champ supplémentaire qui tient compte de ¢, qui vient comme conséquence du
fait que le champ A,,, s’écrit comme une somme de trois termes et on ne peut donc pas,
méme en approximation de faibles vitesses, garder uniquement sa partie antisymétrique pour
ne trouver que f,,. Nous avons le méme probleme lorsque I'on écrit les équation (GEM)
a partir de la linéarisation des équations géodésique en (RG). La conséquence est qu’en
régime stationnaire, i.e. lorsque on annule tous les termes ou la dérivée 0, apparrait, au le
champ gravito-électrique BG s’ajoute cette contribution et donne alors une expression du
champ modifiée comme étant le gradient du champ £q0/2 au lieu de £g9. La contribution du
champ gravito-magnétique ?G est alors double car celle-ci n’est pas divisée par deux. Cette
remarque sera a prendre en compte dans les expemples de courant qui seront traités dans la

suite.

Nous allons maintenant regarder les équations auquelles obéissent les champs analogues

aux champs électriques et magnétiques provenant du tenseur f,, d’apres (16):

™ = 9,0"e" — 9,0"e" (29)
-(9) v 87TG)\ v
ou j¥ = %% 7@ est un courant effectif obtenu & partir du quadrivecteur densité de courant

d’accélération effectif j,(,Q)/(:c) pour lequel la transformée de Fourier est donnée par :

kG (k)

JO (k) = GO (k) = k=

(31)

Ve . / 7’ 7 . .
on remarque que ce courant est conservé 9,7 (z) = 0, en cohérence avec la définition du

tenseur antisymétrique f,.

Ainsi, sachant que le tenseur f,, obéit au méme groupe d’équations de structure que le
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tenseur de Faraday, on a les équations suivantes pour les champs gravitomagnétiques :

(Y Balt, @) =0

v x ﬁ (t,2) = a(t, )

V. Eot,7) :—%T(t,?)

|V x Bo(t,7) =12 Eo(t, 7) + =2 T (1, 7)

oil les champs Y (¢, 7) et 7(75, ') sont les composantes temporelles et spatiales de la densité
de courant j*(x) définie plus haut. Cette subtilité est a retenir pour les deux exemples qui
suivent.

Dans le cas stationnaire, i.e. lorsque les termes de dérivées explicites par rapport au
temps dans (28) et (36) sont nuls, d’apres (25), on trouve des équations du mouvement pour
la partie spatiale plus simple et ressemblant aux équations (GEM) :

v 5
dt = +—><Bg, (33)

ou E)’ a = ?((b) est le champ électro-gravitationnel modifié par un facteur 1/2 car &g = 2¢.

Lorsque nous ne sommes pas en régime stationnaire, nous avons déja remarquer que dans
I’équation (25) apparait en plus du tenseur antisymétrique f,,, le quadri-gradient d,¢. Cette
composante joue bien stir un role fondamental dans les équations du mouvement puisqu’il
peut se voir en approximation Newtonnienne (si 'on ne garde que les composantes spatiale
de I’équation) comme un champ de gravitation qui dérive d'un potentiel de gravitation
¢ = €00/2. Nous devons alors écrire les équations de champ pour ¢, ce qui n’a pas était fait,
méme si comme nous ’avons dit plus haut, dans le cas stationnaire on peut I'inclure dans
le champ gravito-électrique. Rappelons-nous que les 10 équations pour les champs €, sont
données par (16), ce qui nous donne au facteur 2 pres celle pour ¢. Mais on voit apparraitre
dans cette équation la trace e/, c’est pourquoi il faut utiliser la méme procédure que celle
utilisée pour trouver (19) ou la solution s’écrit en fonction d’une densité de courant effective.

Ainsi, sachant que egg = 20yGy, en utilisant (18) et (19), on trouve I’équation suivante :

Oo(t, @) = £ 557, 7)) |, (34)

ot la transformée de Fourier du quadrivecteur densité de courant effectif j@"#(x), différent

de clui introduit plus haut j@'#(z), est donné par ;@ #(k) = @k (k) — L+ ki@ (k) (la

différence avec 3(2)//“(14:) vient du facteur 1/2 dans le second terme du membre de droite
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indiquant sa non conservation dans le cas général). Cette équation est fondamentale dans
approximation Newtonienne, ot I’on ne regarde ni les effets gravito-magnétiques ni les termes
en J; (dans les équation de champs, pas des les sources), car elle devient une équation de

Laplace :

AG(T) = =T g (1.7 (35)

qui s’interprete comme 1’équation de champ Newtonienne d’un champ gravitationnelle pour
une densité de masse effective popr(7) = i‘—;&t F@"0((¢,7")). Nous allons voir cet effet dans
I’exemple d’un courant uniformément accéléré sur un fil unidimensionnel. A priori, ce champ
devrait approter un terme correctif a la théorie de Newton lorsque les sources du champ
gravitationnel sont en accélération. Il n’y a, a I’évidence, pas d’observation contredisant la
valeur du potentiel Newtonnien, mais bien entendu tout dépend de la valeur de ag. Il est
possible que selon cette valeur, les corrections ne soient observables que dans des systemes
a des échelles tres grandes ou tres petites devant les échelles habituelles d’observation des
effets gravitationnels. Par exemple, si la valeur de X est petite, on aura peut-étre a chercher
des corrections a petites échelles spatiales (en dessous du micrometre). C’est d’ailleurs un
domaine de recherche actuelle et on espere observer des corrections au potentiel Newtonien,
ce que 'on appelle la ”5eme force”. Par contre, si la valeur de A\ est tres grande, on
aura plutot a regarder a des échelles astronomiques ou astrophysiques. Par ailleurs, il existe
certains phénomenes qui ne sont pas encore expliqués correctement, pensons a la rotation des
galaxies, l'accélération de I'expansion. Ici, je ne prétends pas expliquer ces phénomenes, la
théorie présentée n’en est qu’a sa génese, mais gardons a ’esprit ces remarques qui pourront
motiver les travaux futurs, essayant de voir quelle serait 'effet de la présence d’un tel champ

dans les domaines actuellement encore & 1’étude.

C. Exemples de circuits de courant de masses en accélération

Nous voulons calculer pour des modeles simples les expressions de ces champs et de la

force de Lorentz (GEM-G) avoir des exemple simples pour illustrer les équations précédentes.
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1. Circuit linéaire homogeéne en densité - accélération uniforme et constante

Prenons comme premier exemple le cas le plus évident, a savoir le champ induit par un
courant de densité homogene de masses en accélération uniforme et constante. Considérons
que la densité de masses p(t, 7) = p6(x)0(y) lindique constante selon I'axe z.

On va d’abord calculer I’expression des composantes du courant j®* puis il nous faudra
calculer pour les courants effectifs qui interviennent dans des équations (36) et (34). Au point
P qui se trouve en (r, 6, z) dans une base cylindrique, on peut calculer quelle est 'accélération
au temps t > to = 0. C’est un probleme classique dont je rappellerai succintement les
résultats, I’exercice pouvant se trouver dans la référence classique suivante! ainsi que dans
cette autre référence tres utile!!. On considere qu’au temps ¢t = 0, toutes les particules
sont animées d'une vitesse nulle, si bien que le facteur v = 0. Ainsi, considérant que
I’équation du mouvement d’une particule en mouvement accéléré uniforme et constant est
donnée par %

de T'accélération suivant le méme axe, on trouve comme vitesse v(t) = at/+/1+ at?/c?

= a, ou v est la composante de la vitesse selon 'axe z et a la composante

et comme composante temporelle pour 'accélération a* = dut/dt (du point de vue du
102 . 1. . o . 0__ .3~ - a2t/c
référentiel Galiléen qui se trouve au repos au temps t = 0) qui est a” = v*0v/c = et
On donne alors I'expression du quadrivecteur densité de courant de masses accélérées :
a’t/c

FO(E 2y, 2) = pio(x)d(y) | VI

a?z

Regardons maintenant le probleme en limite non relativiste, i.e. pour des vitesses de
déplacement tres petites devant ¢, ou de fagon équivalente, pour de temps relativement
cours, a savoir ici pour t < ¢/a. On trouve alors que la densité de courant devient :
2
, a’t/c
JOt 2y, 2) = pd(2)a(y) |
ae,
Ce qui nous interesse ici d’apres les équations (36) et (34) c’est plutot la dérivée partielle
par rapport au temps de ce courant. Ainsi dans I'approximation non relativiste, on trouve
que :

A a Apd(x)o(y)a /e
c@t (t.il}y, ) 6) _.7 (t7x7y7z)
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car le courant effectif j('# ne dépend pas explicitement du temps (il est facile de le vérifier en
prenant la transformée inverse de (31) ot le second membre s’écrit comme une convolution
spatiale entre 1/r et 9,0, ®* qui ne dépend plus de t).

On reconnait tout de suite 'analogie avec le champ électrostatique et gravitostatique
créé par une distribution de charges, respectivement de masse, sur un fil infini, I’analogue
de la distribution de masse étant donnée par p;d(z)d(y)a? ?/c* de sorte & homogénéiser les
dimensions. Ainsi la densité effective linéique de masse est donnée par y; = pja®/a3, ot la
constante d’accélération ag = ¢/, et d’aprés (35), (28) et (33), on trouve la formule bien

connu pour le champ gravitostatique créé par un fil infini de densité de masse uniforme :
8nGu  8nGpa’
& r & ra}’

ﬁg(?“) = +€¢: -

On remarque donc que ce comportement stationnaire, au sens d’un courant de masse en
accélération, devrait selon les précédentes équations créer un champ stationnaire, qui est
de nature a priori différente du champ gravitostatique, mais qui possede des propriétés
similaires. En fait, on voit que s’il on ajoute, dans I'approximation Newtonienne, le cal-
cul du champ gravitostatique créé par la distribution de masses (on néglige l'effet gravito-

2

%
magnétique), on doit ajouter au champ ¢®E’g(r) au champ Newtonien (le facteur ¢* vient

de la convention de définition du champ), on trouve donc le champ total :

Ti(r)="g(r)+ CQE)/G(T) = e <1 + a_z) ;

r ag

et donc on peut voir le nouveau champ comme une correction au potentiel Newtonien,

proportionnelle au carré de 'accélération divisé par le carré d’une constante.

2. Spire homogéne en densité - rotation uniforme et constante

Nous allons procéder a une analyse similaire a ’exemplce précédent en considérant cette
fois une spire circulaire dans laquelle circule un courant de masses constant de densité
homogene (identique en tout point de la spire) p(t, ) = pd(2)d(r — R), ot p; est la den-
sité linéique de particule au rayon r = R. L’objectif ici est de calculer le champ gravito-
magnétostatique ?G créé par la spire en un point M de 'espace.

tll

Pour un mouvement circulaire constant’*, on a l’expression pour la vitesse au point en

coordonnées cylindrique (r, 6, 2)

ut = (77 zrw?9> )
C
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avec w la vitesse angulaire constante (ne dépend ni de ¢, ni de ). Notons que v = (1 —
r?w?/c?) et est donc constante, ainsi on trouve comme expression pour 'accélération :

du
at = c% = (0, —yrw*e,) .

D’apres (12) nous trouvons facilement pour la densité de courant de masses accélérées par

la rotation, et on en déduit que la densité de courant effective est donnée par:

Ada* 0

A0
— 22 5@u_ 55 _mZ
J pid(2)o(r — R)
c ot c dt —%pl5(z)5(r — R)Ww?’?g

7" =
car la divergence de % " est nulle (donc pas de terme supplémentaire).

On a donc un courant effectif analogue a un probleme magnétostatique pour le systeme
d’un courant de charges constant dans un circuit circulaire. D’apres (36), on trouve donc

les équations gravitomagnétostatiques suivantes :

V. Bo(t, @) =0
V x Ba(t, @) = ] (1, 7) = —858p (T) T

C

(36)

ol pesr(T) = A—jpluﬂé(r — R)§(2) et ¥ = Rw ey, ce qui donne un courant effectif (des
A s , — .

mémes unités que celle dun courant de masse) j osf(7) = pess(7) V. Les solutions de ce

problemes sont bien connues en magnétostatique et sont données par la formule de Biot et

Savart (le courant étant stationnaire) :

(37)

—
ﬁG:&rGl%dﬁxPM’

c? |PM|?

avec dO? le déplacement élémentaire le long du circuit et ou l'intensité du courant [ s’écrit

comme l'intégrale du courant sur la surface perpendiculaire a la tangente au cercle au point

P
I = // 7eff-d§ = —/dr/dzplé(z)d(r _ R)st _ _prwg

En exemple, on peut calculer le champ en un point sur l'axe z de la spire!? :

2

87TG)\ 3 R —
§G’—_ A pryRw mez,

En perspectives, il sera intéressant de calculer a partir de (37) le champ gravito-

magnétostatique créé par une spire en un point quelconque de 'espace, et ainsi on pourra,
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par intégration, en déduire le champ gravitationnel créé par un astre sphérique de densité
volumique constante en rotation uniforme. Nous pourrons alors comparer les champs grav-
itomagnétiques induits (calculé a partir (GEM) issue de la théorie de la relativité générale et
celle-ci). Le calcul n’est pas compliqué a faire et la solution s’exprime sous forme d’une tripe
intégrale, mais un travail numérique sera a faire en plus d’une réflexion sur la problématique
afin rendre le modele pertinent en physique, notamment en référence aux expériences déja

faites!s.

IV. PREMIERE REFLEXION SUR L’ INTEGRATION DE LA THEORIE D’INDUCTION
DU CHAMP G, AU CADRE DE LA THEORIE DE LA GRAVITATION RELA-
TIVISTE

Nous avons supposé dans les sections précédentes que les deux champs de gravités étaient
indépendants et que nous pouvions donc appliquer le principe de linéarité entre ces deux
derniers. Il va de soit que nous pouvons considérer que cette approche est juste seulement
dans le cadre d’une approximation de champs faibles. Dans le cadre de la théorie (RG), le
probleme est bien entendu plus compliqué étant donné que naturellement le champ vectoriel
va coupler avec la métrique qui est déterminée par les équations du champ d’Einstein.

Nous devons donc d’abord revenir sur les principe de la théorie (G) adaptées au cadre

générale de la relativité avant de proposer les équations de champs.

A. Retour sur le principe d’induction
1. Principe d’induction dans un référentiel localement inertiel

La théorie Einsteinienne de la gravitation relativiste postule le principe d’équivalence qui
stipule qu’en tout point de 'espace, il existe un référentiel localement inertiel dans lequel
s’annule la gravité. Ainsi, pour généraliser ce que 'on a appelé le principe d’induction, on
postule que dans les référentiels localement inertiels, la théorie Minkowskienne du champ
(G) reste valide; i.e. qu'une masse M localement accélérée (au sens ou elle se trouve accélérée
du point de vue du référentiel localement inertiel) génererait un champ vectoriel G, qui

aurait pour effet d’accélérer les particules tests, d’apres les équations de mouvement (5).
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Pour mieux comprendre comment le principe d’induction locale, nous allons partir d’une
expérience de pensée similaire a I’expérience de I'ascenseur d’Einstein, mais qui s’interpretent
ici différemment.

Considérons un ascenseur A dans lequel se trouve un observateur O qui tient une balle B
dans une de ses mains. Nous allons imaginer le systeme dans deux situations. La premiere
des situations est d’imaginer que l’ascenseur est accéléré uniformément dans le vide (loin
de toute attraction gravitationnelle) par un systéme de propulsion. Alors, a un certain
moment, ’observateur O lache la balle B et la regarde tomber. L’observateur verra alors la
balle accélérer uniformément. On néglige le champ de gravité créé par les masses de chacun
des corps (O, A, B). Puisque la balle une fois lachée est en mouvement libre, d’apres le
principe d’induction valide dans la théorie (G) Minkowskienne, comme du point de vue du
référentiel associé a la balle (qui est inertiel), 'ascenseur et I’observateur sont accélérés (par
une force de poussée non gravitationnelle), ils devraient donc générer un champ de gravité
vectoriel.

La deuxieme situation est d’imaginer que l'ascenseur est posé sur la surface de la Terre
et que la taille de I'ascenseur est suffisamment petite pour considérer le champ de gravité
de la Terre constant pour les dimensions de 'ascenseur. Alors, lorsque 'observateur O
lache la balle B, il la voit tomber avec une accélération constante. Si on ne parle pas du
principe d’induction, la conclusion est que rien ne peut faire dire a l'observateur s’il est
en présence d'un champ de gravité ou si l'ascenseur est accéléré; les deux situations sont
équivalentes. Maintenant, assumons le principe d’induction et le principe d’équivalence.
D’apres les conclusions de la premiere expérience et d’apres le principe d’équivalence, on peut
dire que du point de vue du référentiel localement inertiel associé a la balle B, I'observateur
O et 'ascenseur A sont accélérés (ils ne sont pas en chute libre), ils vont tous deux générer

un champ de gravité vectoriel.

2. Retour sur la réciproque du principe d’équivalence

; L , o e
Ce que l'on a appelé précédemment la réciproque du principe d’équivalence, prend tout
son sens maintenant étant donné que nous incluons les lois de la gravité contrairement a

la formulation théorie dans le cas Minkowskien. Mais cette théorie n’est pas inutile comme
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nous venons juste de le voir car si nous assumons le principe d’equivalence (ce qui est
difficilement discutable), on comprend désormais que le principe d’induction est en quelque
sore une conséquence de sa réciproque. En effet, le principe d’équivalence dit qu'un champ
de gravitation est localement équivalent a un champ d’accélération, mais pour un champ
d’accélération donné, existe-il toujours localement un champ de gravitation équivalent 7
Ainsi, imaginons qu’il existe une masse ponctuelle accélérant dans un espace sans gravité,
alors si le principe d’équivalence est réciproque, il devrait exister un champ gravitationnel
équivalent généré par ce mouvement. Il existe en effet deux types d’accélérations qui ne sont
pas équivalentes, 'une étant I'accélération équivalente au champ de gravitation Einsteinien
(qui décrit un mouvement de chute libre et qui généralise donc la notion d’inertie) et l'autre
étant ’accélération des corps provoquée par une source non gravitationnelle qui ne peut donc
pas s’annuler dans un référentiel localement inertiel. Nous supposons donc que celle-ci peut
générer un champ de gravitation de nature différente au champ Einsteinien, comme nous
I’avons vu dans le cas Minkowskien qui reste localement valide en présence de gravitation

Einsteinienne.

3. Formulation du principe d’induction

Revenons plus formellement a la notion d’accélération dans le cas générale de la relativité.
Si une particule est en chute libre, alors son équation du mouvement est donnée par les
équations géodésiques, ou l'accélération généralisée (obtenue comme la dérivée covariante

du quadrivecteur vitesse) s’annule:
Du#

Ds

nous expliciterons dans la suite I'expression de cette dérivée dite covariante.

=0,

Ainsi, le principe d’induction généralisé dit que si l'on force (par un procédé non gravi-
tationnel) une masse ponctuelle M en mouvement 4 suivre une trajectoire qui s’écarte des
trajectoires géodésiques,

Du*
0
DS % Y

un champ vectoriel G, dit de déformation, sera induit et modifiera les trajectoires des masses

et des champs dans [’espace.
Le travail qui va suivre est donc de formuler une théorie de gravité completée constituée

de deux champs, I'un géométrique g,, et 'autre de déformation G, complémentaire au
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premier.

B. Equations covariantes

Toutes les équations des sections précédentes sont covariantes de Lorentz et donc, il
faut maintenant généraliser la théorie (G) en considérant la présence du champ métrique

guw(x). Considérons les connections dans I'espace Riemannien données par les symboles de

Christoffel:

1
F;LVU(:U) = 5(81/.9“0 + aag,ul/ - a,uQuU) ) (38>

a bien différencier des A, reliées au champs vectotiel G,,.
Nous devons rendre covariantes les équations obtenues dans le cas Minkowskien. On
remplace alors les dérivées partielles par les dérivées covariantes bien connues' pour définir

le champ €,

ew = D,G, + D,G, =0,G, +0,G, +2I",G, |. (39)

Les équations (14) et (11) gardent la méme forme, toujours en changeant les dérivées

partielles en dérivées covariantes:

D, D,eyp+ DyD ey = DyDyepy + DpD s (40)

Dt = —rj (41)

ot le quadrivecteur courant d’accélération de masses covariant j®* est défini comme:

o Du”
Ds '’

i = p(x)e

(42)

p(x) = 32, 7270 (7 — Z@(t)) est la densité de particule et le quadrivecteur accélération
est DD—Q;V, h est le déterminant de la partie spatiale de g, relié au determinant g = det (g,v)
par la relation simple g = ggoh. Nous avons construit le quadrivecteur densité de courant de
fagon similaire au cas Minkowskien (12) et en s’inspirant de la construction du quadrivecteur
densité de charge dans le cadre de la (RG)!; on rappelle que d*z./—g est invariant et que
I’élément de volume curviligne est \/deldxgdxg.

Une particule massive subissant le champ de gravitation métrique g, peut alors aussi

étre soumise au champ de gravitation vectoriel. On peut alors écrire le Lagrangien de la
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particule de fagon analogue au Lagrangien (2) en ajoutant le lagrangien libre de la particule

sous le champ métrique:

L= mTCQgW(:c)j:“:'L”’ —mc?G,(z) B | (43)

Ds

I’action est alors donnée par:

D'“
S = /Lds = —g“,, x)itivds — /mc D:is ds . (44)

On peut montrer facilement que le deuxieme terme du membre de droite de 'action
précédente est équivalent a l’action suivante (intégration par partie et annulation de

I'intégrale de la dérivée totale):

2
/ %sw(x):t“:t”ds , (45)

ol €, est donné par (39).
En variant ’action, on obtient les équations du mouvement pour une particules sous un

champ de gravitation vectoriel dans un champ métrique qui sont analogues a (5):
G + T e’ ” = — (" + Aed”a?) (46)
ou la pseudo-connection A, est donnée par:
1
A,ul/o = 5(81/8#0 + 805;111 - a,ugl/o) ’ (47>

qui est analogue a la forme du symbole de Christoffel (38) et qui est symétrique sur deux
indices Auvo = Auov. Par contre, ¢a n’est plus un tenseur et on peut le comprendre en
remarquant que la forme covariante de (47), s’obtient en modifiant les dérivées 0, par des

dérivées covariantes D,, (la dérivée covariante d’un tenseur est un tenseur).

C. Tenseur des contraintes du champ (G) et tenseur impulsion-énergie total
1. Tenseur des contraintes du champ (G) et tenseur impulsion-énergie total

Nous avons discuté dans le cas Minkowskien les analogies formelles entre les équations
de champ pour le tenseur de déformation €,, et celles pour le tenseur de contrainte et

de déformation dans une théorie de déformation d’un milieu continu tridimensionnel. On
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peut a 'évidence constater les méme similitudes ici, d’apres les équations (40) et (41), a la
différence bien str qu’intervient la dérivée covariante puisque nous travaillons dans le cadre
général de la relativité. Cette analogie n’est pas anodine et contient dans le cadre de la
gravitation relativiste un sens plus profond que pour le cas Minkowskien o1 nous ne faisions
pas intervenir les densités impulsion-énergie de la matiere contrairement au cas général ou
cette derniere est la source du champ gravitationnel. Il y a ainsi un lien étroit entre la
conservation de l'impulsion-énergie totale du systeme (ou du milieu) qui tient compte des
contraintes qui s’exercent sur lui.

En vertu de cette analogie, définissons le tenseur des contraintes suivant:

T = 0,, = pace,(z) (48)

qui a toutes les caractéristiques d'un tenseur impulsion-énergie et part ailleurs, on peut

réécrire 'équation (41) de la fagon suivante :

D, (ng) () + T%, (x)) ~0, (49)

ouT, (’jf)(x) = p(x)uru” est le tenseur impulsion-énergie associé aux particules en mouvement,

avec:

D, Tip)(x) = Dulp()u)u” + p(a)u Dyu”

(
Du*
— O - = ‘(Q)M
+ p(x) e =7 (z),

car la densité de courant de masse se conserve D, (p(x)u”) = 0 et par définition u* D, u” =

Du*/Ds. On a donc un tenseur total d’énergie-impulsion donné par:
(G4P) _ (@) (P)
T/J,l/ (SL’) - T/J,l/ (.T) + T,uu (.T) ’ (5())

et ’équation de conservation de ce tenseur total qui tient compte des contraintes en plus de
'énergie de la matiere donne bien les équations du champ attendues (41). Cette approche
encore une fois est tout a fait similaire a ’approche utilisée en théorie de déformation d’'un
milieu continu ou se dérive le bilan des forces qui s’exercent sur le milieu a partir principe

de conservation de I’énergie totale.
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2. Ezxpression générale du tenseur des contraintes pour des déformations linéaires

La formule (48) n’est pas générale car elle suppose que o = 1 et que donc le terme
faisant intervenir la trace du tenseur de déformation n’intervient pas dans ’expression du
tenseur des contraintes et de méme, comme nous le discuterons dans la suite, dans I’équation
du champ (41), que nous obtenons a partir de (49), on considere que A est une constante
universelle dont la dérivée corvariante est nulle. Mais cela aussi dans le cas générale ne peut
pas étre considéré comme vrai a priori. En toute généralité, nous définissons donc le tenseur

suivant :

G
T;EV) = 0 = pec (g — 5(1 - oz)g“,,ez) (51)

qui lui aussi a toutes les propriétés d'un tenseur impulsion-énergie.

D. Equation des champs de gravitations

D’apres ce que nous venons de voir dans la section précédente, le tenseur impulsion-énergie
du systeme particule massive plus champ de gravité induit par I'accélération covariantes des
masses et donnée par (50). Ainsi, d’apres les lois de la gravitation Einsteinienne, le champ de
gravitation métrique g, () est solution des équations d’Einstein’, ot le tenseur impuslion-

énergie est donné par (50)

TG
ST G+P)
A Ty J

1
R,uz/ - iRg,ul/ - Agw/ = (52>

et les équations de champs (41) dérivent directement de la conservation du tenseur impulsion-
énergie.

On obtient dans le cas général, une série de quatre groupes d’équations :

p
1 871G 87G
Ry — 3Rguw — Mg = =0 + T T

py . 8wGA? uv
Dot = a-D,.T

O = pac® (e — 5(1 — a)gWEZ)

D,D%¢,, + D,D,el = D, D%,, + D, D%, ,

\

ol le tenseur impulsion-énergie est donnée par! :

1 3A(m)\/_—g <3A(m)\/_—g)
=T N = — — 80 - . 54
i 9., Oty (54
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ott A(™ est la densité Lagrangienne du champ de matiere et \/—g = \/m . On a par
exemple, le tenseur impulsion-énergie pour une distribution de particule massives, mais on
peut considérer aussi le gaz parfait de particules massives qui est utile en cosmologie, ou
encore le champ électromagnétique. On peut trouver les expressions des tenseurs impulsion-

énergie dans la référence’.

E. Hypotheéses sur ’expression de A\ dans le vide

On voudrait bien str connaitre la valeur de A pour calculer les effets de la déformation.
L’idée serait de contraindre la valeur de A pour certain systeme en calculant des corrections
a des effets gravitationnels attendus par la théorie d’Einstein. Mais, tout ceci n’est pour
Iinstant qu’un projet futur faisant ’objet d’au moins un article a lui tout seul. Nous allons
nous contenter ici de quelques hypotheses pour guider la reflexion.

Si on considere que A est une constante universelle et que o = 1, alors nous avons

81G _ Ew (55)

—O'V__
ct A2

et ainsi on retrouve I'équation de champ (41). On serait tenté de penser que la constante A est
reliée a la constante cosmologique A, étant donné la similitude que le lecteur aura strement
déja remarquée entre le terme ¢, /\* et Ag,,. On peut donc en premier lieu supposer que
A est égale a la longueur de Hubble actuelle, soit de I'ordre de 10%°m.!*.67® On trouverait
ainsi une valeur de x qui serait de l'ordre de 105*m fois la valeur de la constante d’Einstein,
et donc k serait de l'ordre de 10°Joule/m®. Reste a voir si cette valeur est en accord avec
les observations que nous pourrions faire en tenant compte des effets prédits par la théorie
(G). Notons que le fait que cette constante soit la bonne serait tres intéressant pour les
expériences actuelles en microgravité visant a tester 1I’évolutions des contantes physiques
au cours du temps ainsi que d’apporter des tests plus précis aux théories de gravitation,
notamment une expérience spatiale future PHARAO/ACES® dont les horloges atomiques
ameneraient 3 une précision sur les mesures de fréquences de I'ordre de 1076, On pourrait
espérer ainsi observer des effets faisant intervenir la constante cosmologique.

Néanmoins, nous devons aussi nous poser la question de 'universalité de A, i.e. est-elle
constante au cours du temps ou est-elle constante sur un intervalle de temps court par

rapport a un temps charactéristique plus long ? On pourrait aussi la faire dépendre de la
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courbure scalaire R (par exemple A = \/2/R), ce qui la ferait varier en fonction du systeme
gravitationnel. Mais dans ce cas, le second groupe (53) donne une expression différente de

(41) car la dérivée covariante de R n’est pas nulle, on trouverait donc :

B G

ct

R
Dyo" = (D,Ry)e™ + 2 (D) = D, T (56)

F. Remarque épistémologique et retour sur le principe d’induction

Une critique épistémologique forte faite par Einstein!®,? porte sur le fait que la théorie

Newtonienne considere 'espace comme quelque chose de réel alors que selon lui il s’agit en
fait d’'un artefact sans réalité physique ce qui 'amenera a privilégier le principe de relativité
qui ne distingue aucun mouvement les uns des autres et généralisera la notion d’inertie pour
I’adapter aux référentiel non inertiels. Il part donc du constat suivant: si deux référentiels
sont munis d'un mouvement relatif uniformément accéléré, rien ne peut privilégier I'un ou
lautre des référentiel. A partir de la, il utilise le principe d’équivalence pour dire que ce
systeme est localement équivalent a un champ de gravitation et généralise le principe de
relativité. Qu’en est-il de cette remarque si les lois de la gravité n’existent pas 7 Les deux
référentiels accélérés 'un par rapport a 'autres violeraient-ils cette symétrie 7 Autrement
dit, il y a-t-il un référentiel inertiel plus légitime au sens ou 'un des deux est “vraiment”
accéléré 7 En philosophie Einsteinienne, nous pouvons dire que non, mais du point de
vue de la théorie (G) développée ci-dessus, il est naturelle de considérer l'inverse car si les
effets du champ de gravité peuvent étre annulé localement dans un référentiel accéléré ce
qui rend les deux référentiels autant inertiels 'un que ’autre, cela n’est pas le cas pour des
mouvements accélérés par un champ qui n’est pas gravitationnel. Ainsi, nous voyons que
du point de vue de la théorie (G), I'espace et le temps ne sont plus un simple artéfact sans
aucune signification physique, car en rajoutant le couplage A (ou k), nous avons donné une
consistance physique a cet espace, mais toutefois sans contradiction avec le théorie de la
relativité car les équations de déformations respectent les lois d’invariances relativistes.

Il n’y a donc aucune contradiction formelle a considérer 1’espace-temps comme un milieu
privilégié qui peut se déformer sous contraintes. Cette idée peut rentrer en contradiction
avec l'expérience bien entendu mais en aucun cas avec la théorie. La pensée d’Einstein, a
I’époque convaincu de ce que j’ai relaté au-dessus, était plus une conviction philosophique

qu'une preuve scientifique, et l'analogie décrite ci-dessus prouve le contraire. D’ailleurs,
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il est bon de remarque qu’Einstein, lui-méme, soulevera cette contradiction en changeant
radicalement de position & partir de 1918 et y reviendra plusieurs fois ensuite!® 17 18,
Albert Einstein a proposé une autre vision de ’ether en déclarant que la relativité générale
ne pouvait étre considérer sans la présence d'un milieu matériel qui contrairement aux idées
pré-relativiste se verrait ni comme un milieu fixe dans un espace-temps absolu ni comme un

milieu en mouvement; il est intéressant de citer un passage de son texte de 1920, traduit en

Francais, et dont les références du texte original sont données dans':

“Le principe de relativité restreinte nous interdit de considérer ’éther comme constitué
de particules dont on peut suivre le mouvement dans le temps; mais ’hypothése de [’éther
comme telle ne contredit pas la théorie de la relativité restreinte. Il faut seulement se garder
d’attribuer a l’éther un état de mouvement./...] Nier I’éther, signifie en dernier lieu qu’il faut
supposer que l’espace vide ne possede aucune propriété physique. Or, les faits fondamentauz
de la mécanique ne se trouvent pas d’accord avec cette conception. L’état mécanique d’un
systeme de corps qui flottent librement dans [’espace vide dépend, non seulement de ses
positions relatives (distance) et de ses vitesses relatives, mais encore de son état de rotation
qui, du point de vue physique, ne peut pas étre cong¢u comme un caractere appartenant au
systeme en soi. Pour concevoir la rotation du systeme comme quelque chose de réel, ne
fut-ce qu’au point de vue formel, Newton a objectivé [’espace. Par le fait qu’il place son
espace absolu parmis les objets réels, la rotation par rapport a l’espace absolu devient aussi
une réalité. Newton aurait pu aussi appeler son espace absolu éther; ce qui importe, c’est de
supposer comme réel, a coté des objets accessibles a [’observation, un objet qui est inacces-

sible, afin de pouvoir regarder l’accélération ou la rotation comme quelque chose de réel.”

Suivant cette idée, nous avons en quelque sorte formalisé ce concept d’ether via le tenseur
des contraintes 0,, = pgew, qui peut étre vu comme une contrainte appliqué cet éther
constituant le milieu matériel gravitationnel. Alors la notion d’accélération prend un sens
et possede une réalité puisqu’elle existe au sein de ce milieu matériel comme origine d'une
déformation de celui-ci qui se propage au cours du temps (rappelons comme nous l’avons
discuté dans la section sur le principe d’induction qu’il y a deux types d’accélération, nous
parlons ici bien entendu de 'accélération “non naturelle”). Ainsi, si la théorie est vraie, on

devrait étre capable d’observer des modifications effectives de la métrique (ou la métrique
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(eff)

effective prend la forme g,/'" = g, + €, dans les équations (46)), qui pourrait apporter

des corrections sur le décalage des horloges ou d’autres effets reliés tel que le décalage vers

le rouge.
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