
❆❝t✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ ❈r❡❞✐t ❆ss✐❣♥♠❡♥t ✭❆❈❆✮ ✐♥ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❆❧❡①❛♥❞r❡ ▼✉③②✯✱ ❇❡r♥❛r❞ P✳ ❩❡✐❣❧❡r✯✯

✯ ▲■❙❆ ❯▼❘ ❈◆❘❙ ✻✷✹✵✱ ❯♥✐✈❡rs✐tà ❞✐ ❈♦rs✐❝❛ ✕ P❛sq✉❛❧❡

P❛♦❧✐✱ ❈❛♠♣✉s ●r♦ss❡tt✐✱ ❇P ✺✷✱ ✷✵✷✺✵ ❈♦rt✐ ✲ ❋r❛♥❝❡✱ ❊♠❛✐❧✿

❛✳♠✉③②❅✉♥✐✈✲❝♦rs❡✳❢r✳

✯✯ ❈❤✐❡❢ ❙❝✐❡♥t✐st✱ ❘❚❙②♥❝ ❈♦r♣✱ ✺✸✵ ❇❛rt♦✇ ❉r✐✈❡ ❙✉✐t❡ ❆

❙✐❡rr❛ ❱✐st❛✱ ❆❩ ✽✺✻✸✺✱ ❯♥✐t❡❞✲❙t❛t❡s ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ❊♠❛✐❧✿

③❡✐❣❧❡r❅rts②♥❝✳❝♦♠✳

❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✭❆❈❆✮ ❢♦r
t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ♦❢ s②st❡♠s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ str✉❝t✉r❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
s②st❡♠s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞✳ ❆❈❆ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♦♥ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
❢❛st❡r t❤❛♥ r❡♣♦s✐t♦r②✲❜❛s❡❞ r❛♥❞♦♠ s❡❛r❝❤✳ ❆s s②st❡♠s
❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✈❛st ❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞✲
❡❧❡r✱ t❤✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ♦♣❡♥s ♥❡✇ r❡✲
s❡❛r❝❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♣❛♣❡r ❛❧s♦ ♣❧❛❝❡s ❆❈❆ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ❝❧❛s✲
s✐✜❡r s②st❡♠s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆♠♦♥❣ t❤❡ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✲
✐♥❣ ❬❙❇✾✽❪✱s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❝t✐♦♥s ♦♥ ✇♦r❧❞✬s st❛t❡✳ ■♥ s✉♣❡r✲
✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉ts✴♦✉t♣✉ts ✭■✴❖✮
♣❛✐rs✿ {(x1, y1), (x2, y2), ..., (xN , yN )}✱ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡✱ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥sG✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ g : X → Y ✱
✇✐t❤ X t❤❡ ✐♥♣✉t s❡t✱ ❛♥❞ Y t❤❡ ♦✉t♣✉t s❡t✳ ■♥ r❡✐♥❢♦r❝❡✲
♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥ ♦♣t✐✲
♠❛❧ ❛❝t✐♦♥✲✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ Q∗(s, a) = max

π
Qπ(s, a)✱ ✇❤❡r❡

π ✐s ❛ ♣♦❧✐❝②✶✱ s ✐s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❛♥❞ a t❤❡ ❛❝t✐♦♥
♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❧❞✬s st❛t❡ s✳
■♥ s②st❡♠s t❤❡♦r② ❬❇P❩✵✵❪ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ■✴❖ ❢r❛♠❡✿
IOF =< X,Y >✱ ✇❤❡r❡ X ❛♥❞ Y ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ■✴❖ ❢✉♥❝t✐♦♥✿ IOFO =<
X,Ω, Y, F >✱ ✇❤❡r❡ X ❛♥❞ Y ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱
F = {f1, f2, f3, ...} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ■✴❖ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ Ω ✐s
t❤❡ ✐♥♣✉t s❡❣♠❡♥t s❡t✱ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ t♦ str✉❝t✉r❡❞ s②st❡♠s✿
S =< T,X,Ω, Q, Y,∆,Λ > ✱ ✇❤❡r❡ X,Y,Ω ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✲
✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ T ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❜❛s❡✱ Q ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s✱
∆ : Q × Ω → Q ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
Λ : Q × X → Y ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ♣✐♥♣♦✐♥t❡❞ ❜②

✶✏❆ ♣♦❧✐❝②✱ π✱ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ st❛t❡✱ s ∈ S✱ ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥✱
a ∈ A✱ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② π(s, a) ♦❢ t❛❦✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ a ✇❤❡♥ ❬t❤❡ ✇♦r❧❞ ✐s❪
✐♥ st❛t❡ s✑❬❙❇✾✽❪✳

●❡♦r❣❡ ❑❧✐r ✐♥ ❬❑❊✵✸❪✱ s②st❡♠s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢
♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s✱ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧✱ t♦
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢
❛ str✉❝t✉r❡❞ s②st❡♠✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ✭❉❊❱❙✮ ❛♥❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❣♦❛❧✱
❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❬▼❩✵✽✱ ▼❚❱+✶✵❪
✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❛r❣❡t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆❝t✐✈✐t② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡✈❡♥t ♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ✉s❛❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝
✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛ss✐❣♥ ❝r❡❞✐t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢
❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐t ✐s ✐♥✳ ❚❤✐s
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❛❝t✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t
✭❆❈❆✮ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❆♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥② ❉❊❱❙ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛♥② ❉❊❱❙ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❋r❛♠❡✱

✷✳ ❊✈❛❧✉❛t❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤②✱

✸✳ ❈♦♥✈❡r❣❡s ♦♥ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❢❛st❡r
t❤❛♥ r❡♣♦s✐t♦r②✲❜❛s❡❞ r❛♥❞♦♠ s❡❛r❝❤✱

✹✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐s❡s s②st❡♠s ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡
t❤✉s ❡♥❛❜❧✐♥❣ r❡✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤❧② r❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝r❡❞✐t ❛s✲
s✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✈❛❧✐❞❛t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛t✐st✐❝s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❝♦♠♣❛r❡s ❆❈❆ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s
❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣❡r♣❡❝t✐✈❡s✳

✷ ❈r❡❞✐t ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❝r❡❞✐t ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ❢♦r
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ s②st❡♠s✳

✷✳✶ ❆❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❆❈❆ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❆❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢
❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ✐ts ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❘✉♥♥✐♥❣ ♠❛♥② tr✐❛❧s
❛❧❧♦✇s ✜♥❞✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✏❣♦♦❞✑ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✶



✷✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❆❝t✐✈✐t②

❆ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙②st❡♠ ❙♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t✉♣❧❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s c =< X,Y, S, δ, λ, τ >✱
✇❤❡r❡ X ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s✱ Y ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦✉t✲
♣✉t ✈❛❧✉❡s✱ S ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ st❛t❡s✱ δ :
Q × (X ∪ {/O}) → S ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡
Q = {(s, e) |s ∈ S, 0 ≤ e ≤ τ (s)} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ t♦t❛❧ st❛t❡s✱
e ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st tr❛♥s✐t✐♦♥✱ Ø ✐s t❤❡ ♥✉❧❧
✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡✱ λ : S → Y ✐s t❤❡ ♦✉t♣✉t ❢✉♥❝t✐♦♥✱ τ : S → R

+
0 ,∞

✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛❞✈❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ ♥♦ ❡✈❡♥t ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡ s②s✲
t❡♠✱ ✐t ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✐♥ ♣❛rt✐❛❧ s❡q✉❡♥t✐❛❧ st❛t❡ s ❢♦r t✐♠❡
τ (s)✳ ❲❤❡♥ e = τ (s)✱ t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ♦✉t♣✉t λ (s)✱
t❤❡♥ ✐t ❝❤❛♥❣❡s t♦ st❛t❡ (δ(s, e, x), e) =

(

δ(s, τ (s) , /O), 0
)

✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ■❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
❡✈❡♥t✱ x ∈ X✱ ❛rr✐✈❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ st❛t❡ (s, e)✱ ✐t
✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ t♦ st❛t❡ (δ(s, τ (s) , x), 0)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥
❡①t❡r♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❋♦r ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t st❛rts ❛t t ❛♥❞ ❡♥❞s ❛t t′✱ ❛❝t✐✈✐t② ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

• ❊①t❡r♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ Aext✱ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t, t′]✱ ✐s ❞❡✲
✜♥❡❞ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧
tr❛♥s✐t✐♦♥s δext(s, x) = (δ(s, τ (s) , x), 0)✳

• ■♥t❡r♥❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ Aint✱ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [t, t′]✱ ✐s ❞❡✲
✜♥❡❞ ❛s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧
tr❛♥s✐t✐♦♥s δint(s) =

(

δ(s, τ (s) , /O), 0
)

✳

• ❚♦t❛❧ ❛❝t✐✈✐t② ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿ A = Aext +Aint✳

❆ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
N =< X, Y, D, {c} , {Ii} , {Zij} >✱ ✇❤❡r❡ X ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s✱ Y ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦✉t♣✉t ✈❛❧✉❡s✱ D ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ Ii ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts i ∈ D✱ ❛♥❞ Zij ✐s t❤❡ i
t♦ j tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳
❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬▼❚❱+✶✵❪✱ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♠✲

♣♦s✐t❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤❡
❛❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ N ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❛❝t✐✈✐t②
♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts {c}✿ AN = Σi∈DAi

✷✳✶✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❆❈❆

❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ N ✱ ❛t tr✐❛❧ r ∈ N✱ ✇✐t❤
r ≤ R ✱ ✇❤❡r❡ R ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤✐s ❣♦❛❧✱ ❛ s❝♦r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ BN ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s
t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❆❈❆ ✐s t♦ ✜♥❞
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
■♥ ♦♥❡ tr✐❛❧ r✱ t❤❡ ❝r❡❞✐t ςi,r ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

i ∈ D ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐ts ❛❝t✐✈✐t② Ai,r ❛♥❞ ♦❢
t❤❡ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ BN,r✿

ςi,r = Ai,r.BN,r

❚❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❝r❡❞✐t ✭ ♦r ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t✮ ςi,r ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t i ∈ D ♦✈❡r ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ R tr✐❛❧s✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ςi,R = Σ
R

r=1ςi,r

❆t tr✐❛❧ R t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❝r❡❞✐t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ςi,R ✐s
✉s❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦r ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥s✳

✷✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ r✉♥●❡♥❡r❛❧❚r✐❛❧✭✮
♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤✐s ❧♦♦♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s
♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞✿

• ▲✐♥❡ ✶✿ ❚❤❡ tr✐❛❧ ❧♦♦♣✱ ✇✐t❤ ♥❜❚r✐❛❧ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s✱

• ▲✐♥❡ ✷✿ ■❢ ♥❜❚r✐❛❧ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ st❛rt❖❢❇✐❛s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
✏♣r✉♥❡❞✑ ✭✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✮ r❛♥❞♦♠❧②✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②✳ ■❢ ♥❜❚r✐❛❧ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ st❛rt❖❢✲

❇✐❛s✱ t❤❡ ♥❡✇▼♦❞❡❧ ✐s ♣r✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝r❡❞✐t
r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r✉♥❡❲❇❡st❊✈❛❧✉❛t✲

❡❞❈r❡❞✐t❈♦♠♣♦♥❡♥ts✭♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱s❡❛r❝❤▲❡✈❡❧✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳

• ▲✐♥❡ ✸✿ ❚❤❡ ♥❡✇▼♦❞❡❧ ✐s r✉♥✱

• ▲✐♥❡ ✹✿ ❈r❡❞✐t✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s❛✈❡❞ t♦ r❡♣♦s✐✲
t♦r②✳

• ▲✐♥❡ ✺✿ ❚❤❡ ❧♦♦♣ ❡♥❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r❡ ✭❦♥♦✇♥
✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✮ ✐s ❢♦✉♥❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ▼❛✐♥ ❆❝t✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳
r✉♥●❡♥❡r❛❧❚r✐❛❧✭✮✿

✶✳ ❢♦r✭♥❜❚r✐❛❧ ❂ ✵❀ ♥❜❚r✐❛❧ ❁ ♠❛①◆❜❚r✐❛❧❀ ♥❜❚r✐❛❧✰✰✮

✷✳ ♥❡✇▼♦❞❡❧❂♥❜❚r✐❛❧ ❃ st❛rt❖❢❇✐❛s ❄ ♣r✉♥❡❲❇❡st❊✈❛❧✉❛t❡❞❈r❡❞✐t❈♦♠♣♦✲

♥❡♥ts✭♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱❧❡✈❡❧✮✿ ♣r✉♥❡❘❛♥❞♦♠❧②▼♦❞❡❧✭✮

✸✳ r✉♥✭♥❡✇▼♦❞❡❧✮

✹✳ ❝r❡❞✐t❘❡♣♦s✐t♦r②✳❛❞❞✭♥❡✇▼♦❞❡❧✮

✺✳ ■❢ ✭t❡r♠✐♥❛t❡✭❜❡st❙❝♦r❡✮✮ ❚❤❡♥

✻✳ ❜r❡❛❦

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♣r✉♥❡❲❇❡st❊✈❛❧✉❛t❡❞❈r❡❞✐t✲

❈♦♠♣♦♥❡♥ts✭♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱❧❡✈❡❧✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

• ▲✐♥❡ ✶✿ ❋♦r ❧❡✈❡❧s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❝r❡❞✐t✲
❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥✱ ♣r♦❜❛❘♥✱ ✐s ❜✉✐❧t ❛s✿

probaRn = {(p(i, R),M) | i ∈ D, p(i, R) =
ςi,R

Σn
i=1ςi,R

, M ⊆ D}

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

• ▲✐♥❡ ✷✿ ❚❤❡ ❜❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡♣♦s✲
✐t♦r② ✭♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✱

• ▲✐♥❡ ✸✿ ❜❡st▼♦❞❡❧ ✐s ♣r✉♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❜❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✷



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ♣r✉♥❡❲❇❡st❊✈❛❧✉❛t❡❞❈r❡❞✐t❈♦♠♣♦✲

♥❡♥ts✭♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱❧❡✈❡❧✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳
♣r✉♥❡❲❇❡st❊✈❛❧✉❛t❡❞❈r❡❞✐t❈♦♠♣♦♥❡♥ts✭♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱❧❡✈❡❧✮✿

✶✳ ❘❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❘♥❂r❡♣❍✐❡r❛r❝❤②✳❜✉✐❧❞❈r❡❞✐tPr♦❜❛❋✉♥❝t✐♦♥❋r♦♠✭❧❡✈❡❧✮

✷✳ ❜❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts

❂❣❡t❇❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts❋r♦♠❘❡♣✭r❡♣❍✐❡r❛r❝❤②✱♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱♣r♦❜❛❘♥✮

✸✳ ❜❡st▼♦❞❡❧ ❂ ♣r✉♥❡❲✐t❤✭❜❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts✮

✹✳ r❡t✉r♥ ❜❡st▼♦❞❡❧

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❣❡t❇❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts❋r♦♠✲

❘❡♣✭r❡♣❍✐❡r❛r❝❤②✱ ♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣r♦❜❛❘♥✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

• ▲✐♥❡ ✶✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜❡st ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❜❖❢❇❡st❈♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❞r❛✇♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧✳

• ▲✐♥❡ ✷✿ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts ✭✇❤♦s❡ ♥✉♠✲
❜❡r ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♥❜❖❢❇❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

• ▲✐♥❡ ✸✲✹✿ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞
✭r❛♥❞♦♠❈♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳

• ▲✐♥❡ ✹✿ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❝♦♥s✐st ♦❢ ❜♦t❤ ❜❡st❈♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❈♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s
✹ ❛♥❞ ✸✳✶✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞♦ ♥♦t ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛❧
♦♣t✐♠❛✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❣❡t❇❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts❋r♦♠❘❡♣✭r❡♣❍✐❡r❛r❝❤②✱ ♠❛①✲

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣r♦❜❛❘♥✮ ❆❧❣♦r✐t❤♠✳
❣❡t❇❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts❋r♦♠❘❡♣✭r❡♣❍✐❡r❛r❝❤②✱♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱♣r♦❜❛❘♥✮✿

✶✳ ✐♥t ♥❜❖❢❇❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts❂r❛♥❞✳♥❡①t■♥t✭♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮

✷✳ ❜❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts❂❣❡t❇❡st▼♦❞❡❧s✭♣r♦❜❛❘♥✱♥❜❖❢❇❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts✮

✸✳ ■❢✭♥❜❖❢❇❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts ❁ ♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❚❤❡♥

r❛♥❞♦♠❈♦♠♣♦♥❡♥ts

❂❣❡t❇❡st▼♦❞❡❧s✭♣r♦❜❛❘♥✱♠❛①❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱♥❜❖❢❇❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts✮

✹✳ s❡❧❡❝t❡❞❈♦♠♣♦♥❡♥ts❂❜❡st❈♦♠♣♦♥❡♥ts✰ r❛♥❞♦♠❈♦♠♣♦♥❡♥ts

✺✳ r❡t✉r♥ s❡❧❡❝t❡❞❈♦♠♣♦♥❡♥ts

✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❆♥ ❛r❝❤❡t②♣❡ ♠♦❞❡❧ ✭❤♦❝❦❡② t❡❛♠✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❊✣✲
❝❡♥❝② ♦❢ ❆❈❆ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✳

✸✳✶ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

✸✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍♦❝❦❡② ❚❡❛♠ ▼♦❞❡❧

❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❤♦❝❦❡② t❡❛♠✳ ❆ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿

• ❖♥❧② t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❉❡❢❡♥s❡ ❛♥❞
❛tt❛❝❦✱

• ❖♥❧② ❢♦✉r ♣❧❛②❡rs ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛t ❛ t✐♠❡✱ t✇♦ ✐♥ ❞❡❢❡♥s❡
❛♥❞ t✇♦ ✐♥ ❛tt❛❝❦✱

• ❆❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❧② ❣♦♦❞ ♦r ❜❛❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡
23 = 8 ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❧❛②❡rs ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷
❢♦r ♣❧❛②❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✮✱

• ❉❡❢❡♥❞❡rs ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s t♦✿ ♣❛ss t♦ ❞❡❢❡♥s❡✱ ♣❛ss
t♦ ❢♦r✇❛r❞✱ ❛♥❞ st♦♣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ 82 = 64 ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❞❡❢❡♥s❡✳

• ❆tt❛❝❦❡rs ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛❜✐❧✐t✐❡s t♦✿ ✭❣♦♦❞ ♦r ❜❛❞✮ t♦✿ ♣❛ss
t♦ ❢♦r✇❛r❞✱ ❣❡t ♣✉❝❦✱ s❤♦♦t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ 82 = 64 ♣♦ss✐❜❧❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛tt❛❝❦✳

• ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t❡❛♠ s❡❧❡❝t✐♦♥s✿ 642 = 4096✳

❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢r❛♠❡
t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❉✉r✐♥❣ ❛ tr✐❛❧✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢r❛♠❡ s❡♥❞s
♦♥❡ ❛tt❛❝❦ ✭♣✉❝❦ ❡①t❡r♥❛❧ ❡✈❡♥t✮ t♦ ❡❛❝❤ ❞❡❢❡♥❞❡r✳ ❲❤❡♥
❛ ❞❡❢❡♥❞❡r r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ ♣✉❝❦ ❤❡ ♠✉st st♦♣ ✐t✱ ♣❛ss ✐t t♦ t❤❡
♦t❤❡r ❞❡❢❡♥❞❡r ✇❤♦ ♠✉st ❢♦r✇❛r❞ ✐t t♦ ♦♥❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ❚❤❡
❧❛tt❡r ♠✉st ♣❛ss ✐t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛tt❛❝❦❡r ✇❤♦ ♠✉st s❤♦♦t✱ ✐♥
♦❞❡r t♦ s❝♦r❡ ❛ ❣♦❛❧✳ ❆♥② ❜r❡❛❦ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛✐♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ♥♦
s❝♦r❡✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ s❝♦r❡✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❜❡ ✏❣♦♦❞✑✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡
❛r❡ t✇♦ s✉❝❤ ❛tt❛❝❦s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r❡ ✐s t✇♦✳
❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❤♦❝❦❡② t❡❛♠ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✮

❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ♣❧❛②❡rs ✭t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✮✳ ❚❤❡
❝❧❛ss ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❤♦❝❦❡② ♠♦❞❡❧ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬❈▲❘❙✵✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡s✴❛ss✉♠❡s ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡s t♦
✜♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❆❧s♦✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t✐♦♥s
✹ ❛♥❞ ✷✳✷✱ ❢♦r ❆❈❆✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ ♥♦t ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛❧
♦♣t✐♠❛✱ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✳

✸✳✶✳✷ P❛r❛❧❧❡❧ Ps❡✉❞♦r❛♥❞♦♠ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②✿ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r s❡❡❞✱ ❛ ❤✐✲
❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ❛ ❜✐❛s✳ ❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r s❡❡❞ ✐s ✉s❡❞
t♦ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t❡❛♠✱ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
❢♦✉r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✿ ▲❡✈❡❧ ✵ ✐s t❤❡ t♦♣ t❡❛♠ ❧❡✈❡❧✱ ❧❡✈❡❧ ✶
✐s t❤❡ ❧✐♥❡s ❧❡✈❡❧✱ ❧❡✈❡❧ ✷ ✐s t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❧❡✈❡❧
✸ ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ❧❡✈❡❧ ✭❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧✮✳ ❘❡❢❡r✐♥❣ t♦ ❆❧❣♦r✐t❤♠
✶✱ ✜rst t❤❡ ❜✐❛s ✐s s❡t t♦ ✐♥✜♥✐t② ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s r✉♥
✭✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✮✱
✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r
♦❢ tr✐❛❧s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♥❜❊✈❛❧❲✐t❤♦✉t❍✐st♦r②✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣✲
r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❛t s❡❡❞ ❛t t❤❛t
❧❡✈❡❧ t♦ ✜♥❞ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠❧② t❤❡ t❡❛♠ t❤❛t ❝❛♥ s❝♦r❡ t✇♦
❣♦❛❧s✳ ❆❢t❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐❛s ❢r♦♠ ✵ t♦ ♥❜❊✈❛❧❲✐t❤♦✉t❍✐st♦r②✱
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s r✉♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t② ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s r❡q✉✐r❡❞ ❛t t❤❛t ❧❡✈❡❧ ✭t♦
✜♥❞ t❤❡ t❡❛♠ t❤❛t ❝❛♥ s❝♦r❡ t✇♦ ❣♦❛❧s✮✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞
❝❛❧❧❡❞ ♥❜❊✈❛❧❲✐t❤❍✐st♦r②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜✐❛s ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ s♣❡❡❞
✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ speedUp = nbEvalWithoutHistory

nbEvalWithHistory
✳ ◆♦t❡ t❤❛t

speedUp > 1 ❢♦r ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ♥♦t ✇♦rs❡ t❤❛♥ r❛♥✲
❞♦♠ s❡❛r❝❤✳ ❆❧s♦ speedUp < 1 ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✸



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❍♦❝❦❡② ❚❡❛♠ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✐s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣ ❛r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧s✿
❛tt❛❝❦ ❛♥❞ ❞❡❢❡♥s❡ ❧✐♥❡s✳

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✱ ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
❧❡✈❡❧ ✵✱ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s
❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ st❛rt❖❢❇✐❛s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❞✐ts ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥s✳ ❆t ❧❡✈❡❧ ✸✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✶✷ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❛t♦♠✐❝
♠♦❞❡❧s✮✳ ❆ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞
✶✷✱ s✉❝❤ t❤❛t ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
c ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝r❡❞✐t✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡♥✲
s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✿ p(i, R) =

ςi,R
Σn

i=1
ςi,R

✳ ❆❜♦✈❡ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❝♦♠✲

♣♦♥❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s
t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥❜❊✈❛❧❲✐t❤♦✉t❍✐st♦r②✳ ❋♦r ❧❡✈❡❧
✷✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✹ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❧❛②❡rs ✭❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✮✳ ❋♦r ❧❡✈❡❧ ✶✱
t❤❡r❡ ❛r❡ ✷ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❡s ✭❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✮✳ ❋♦r ❧❡✈❡❧s ✷ ❛♥❞
✶✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✉s❡❞ ❡①❝❡♣t t❤❛♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞
❝❤♦✐❝❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❛♥❞ ❧✐♥❡s r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ▲❡✈❡❧ ✵ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❜✐❛s✱ ✸✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭r❛♥❞♦♠ s❡❡❞s✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ ❛ ❙②♠♠❡tr✐❝ ▼✉❧t✐♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✭❙▼P✮ ✇✐t❤
✽ q✉❛❞❝♦r❡✲♣r♦❝❡ss♦rs ✭✸✷ ❝♦r❡s✮✳ ❊❛❝❤ ❧❡✈❡❧ r✉♥s r♦✉❣❤❧②
✹✵ ❜✐❛s❡s ❢♦r ✸✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡❛❝❤✳ ■t t❛❦❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧②
♦♥❡ ❤♦✉r t♦ r✉♥ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛
❞❛②✱ ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t♦ ❞♦ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣✳

✸✳✷ ❊✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❆❝t✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ ❍✐❡r❛r❝❤✐✲

❝❛❧ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♣❡❡❞ ✉♣ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✸ ❢♦r ❛ r❡♣♦s✐t♦r②✲❜❛s❡❞ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ❛t ❧❡✈❡❧ ✶ ✭❧✐♥❡
❧❡✈❡❧✮✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣✉r❡❧②
r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❆❈❆✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐♥t❡♥❞s t♦ ❡✈❛❧✉✲
❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r② ✉s❡ ♦♥ ❆❈❆ ❣❛✐♥s✳ ❍❡r❡✱

❛t ❡❛❝❤ ❜✐❛s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❝❛♥s t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r② ❛♥❞ ❜✉✐❧❞s
r❛♥❞♦♠❧② ♥❡✇ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s r❡✉s✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡
r❡♣♦s✐t♦r②✳ ❆s ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜❡✐♥❣ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛❧
♦♣t✐♠❛✳ ❆❜♦✈❡ ❜✐❛s❂✶✵✵ ❛♥❞ ✉♥t✐❧ ❜✐❛s❂✹✵✵✱ s♦♠❡ s♣❡❡❞
✉♣ s❡❡♠s t♦ ❛r✐s❡✳ ❆t ❧❡✈❡❧ ✶✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦ ❜❡st ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ st❛rt ✉♣ ♣❤❛s❡ ✭❜❡✲
❢♦r❡ t❤❡ ❜✐❛s✮✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r
❜❡st ❧✐♥❡s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡♣♦s✐t♦r②✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r②✲❜❛s❡❞ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣② ❣❡ts
❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❣♦♦❞ ❧✐♥❡s ✐♥ ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❝❛♥✲
❞✐❞❛t❡ s❡t ✭t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r②✮✳ ❆❜♦✈❡ ❜✐❛s❂✹✵✵✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
s♣❡❡❞ ✉♣ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ✶✳✵✳ ❆t ❜✐❛s❂✵✱ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❝♦♥✲
✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❝❝✉rs ✭✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡✮✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❛t t❤✐s ❜✐❛s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❡❞
✉♣ ✐s ♦♥❧② ✵✳✷✾✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤r❡❡ t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ♥♦ s♣❡❡❞
✉♣✳

❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s♣❡❡❞ ✉♣ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹ ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s ❝♦♥✲
s✐st❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♥t✐❧ ✶✵✵ ❛♥❞
t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ♦♥❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❣♦✐♥❣
❜❡❧♦✇✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♥❡✈❡r
❣♦❡s ❜❡❧♦✇ ♦♥❡ ✭s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❜✐❛s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥❡✈❡r ✇♦rs❡
t❤❛♥ ♦♥❧② r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✉s❡
♦❢ r❡♣♦s✐t♦r②✮✳

❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❛s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r
t❤❡ r❡♣♦s✐t♦r②✲❜❛s❡❞ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❛t
♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ✉♣s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
s♣❡❡❞ ✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ ✭♦r ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡✮✳ ❆❧s♦✱ t❤❡
❜✐❛s ❢♦r ❧❛r❣❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ♦♥ s♣❡❡❞ ✉♣✳

❚❛❜❧❡ ✷ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❛s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡
❢♦r ❆❈❆✳ ❋♦r ❧❡✈❡❧ ✸✱ t❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ❜✐❛s ✭✸✵✵✮ ❢♦r

✹



❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉❡❢❡♥s❡ ♣❧❛②❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

▲❡✈❡❧ ▲❛r❣❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ❇✐❛s ❢♦r ❧❛r❣❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ❆✈❡r❛❣❡ ❛t t❤❛t ❜✐❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❛t ❜✐❛s

✸ ✲ ❛t♦♠✐❝ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✵✳✽✹ ✷ ✼✵✵ ✶✳✵✹ ✶✳✷✼

✷ ✲ ♣❧❛②❡rs ✶✳✶✽ ✷ ✾✵✵ ✶✳✷ ✶✳✷✸

✶ ✲ ❧✐♥❡s ✶✳✶✼ ✷ ✾✵✵ ✶✳✷ ✶✳✷✸

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❘❡♣♦s✐t♦r②✲❜❛s❡❞ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣②✿ ▲❛r❣❡st ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ❇✐❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❝❝✉rs✳

✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ✉♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
✭✷✳✻✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛t t❤❛t ❜✐❛s ✭✻✳✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t
t❤❛t ❜✐❛s ✭✶✶✮✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❣✉✐❞✲
❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ r✐s❦❛❞✈❡rs❡ ❛❝t✐✈✐t② ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❜✐❛s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥✲
t❡❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ✉♣ ✇✐t❤♦✉t s❛❝r✐❢②❝✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r s♣❡❡❞ ✉♣✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ r✐s❦②
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❜✐❛s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ♠✐♥✐✲
♠✉♠ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❡✈❡❧s ✶ ❛♥❞ ✷ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡
❦✐♥❞ ♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ r✐s❦❛❞✈❡rs❡ ❜✐❛s ❝❤♦✐❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦
❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✵✵ ✇❤❡r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✶✳✼✻✱ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✼ ❛♥❞
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✷✹ ♦❝❝✉r✳ ❆t ❧❡✈❡❧ ✷✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❧❛r❣❡st ♠✐♥✲
✐♠✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r ❧❡✈❡❧ ✶ ❛♥❞ ❧❡✈❡❧ ✸✱
❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❆❈❆ ❛t t❤✐s
❧❡✈❡❧✱ ❢♦r ❜✐❛s❂✶✵✵✳

❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❆❈❆
r❡s✉❧ts ❛t ❧❡✈❡❧ ✷✳ ❆t t❤✐s ❧❡✈❡❧ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
✐s ♥♦t t♦♦ s♠❛❧❧ ♦r t♦♦ ❧❛r❣❡✳

✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❈r❡❞✐t ❆s✲

s✐❣♥♠❡♥t ▼❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❬▼✐♥✻✶❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣
♣❛rt✐❛❧ ❝r❡❞✐t t♦ s✉❜✲❞❡❝✐s✐♦♥s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❛s❦✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ ♥❡✇ r✉❧❡ ♣❛t❤s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✜rst
st❡♣s ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡✇❛r❞ ✭❡✳❣✳✱ ❛t ❝❤❡ss✱ ②♦✉
❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❧♦♦s❡ ❛ ♣✐❡❝❡ t♦ ✇✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✳✳✳✮

❆ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥
t❤❡ ❜✉❝❦❡t ❜r✐❣❛❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❍♦❧✾✷❪✳ ■♥ t❤❡ ❜✉❝❦❡t ❜r✐❣❛❞❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡r s②st❡♠s✳ ❆ ▲❡❛r♥✲
✐♥❣ ❈❧❛ss✐✜❡r s②st❡♠ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤r♦✉❣❤
❛♥ ■✴❖ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✉s✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ r✉❧❡✲❜❛s❡
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✲❛❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭❝❧❛s✲
s✐✜❡rs✳✮ ❚❤❡ r✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ str✐♥❣s ♦❢ ❝❤❛r✲
❛❝t❡rs ❢r♦♠ t❤❡ t❡r♥❛r② ❛❧♣❤❛❜❡t✿ {0, 1,#}✱ ✇✐t❤ ★ ❜❡✐♥❣ ❛s
✏❞♦♥✬t ❝❛r❡✑ ✇❤❡♥ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❛rt✳ ❆❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡✇❛r❞ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ ✭❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮ ❛ r✉❧❡s r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❘✉❧❡s ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ❜✉❝❦❡t ❜r✐❣❛❞❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✱ ✏t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❜✐❞❞✐♥❣ ❝❧❛ss✐✜❡rs ♠❛② ♣❧❛❝❡ t❤❡✐r ♠❡s✲
s❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝②❝❧❡✱ ❜✉t t❤❡② ❤❛✈❡ t♦
♣❛② ✇✐t❤ t❤❡✐r ❜✐❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❡rs
❛❝t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✐♠❡ st❡♣ ✇❤✐❝❤ s❡t ✉♣ t❤❡ tr✐❣❣❡r✐♥❣

✺



❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❘❡♣♦s✐t♦r②✲❜❛s❡❞ r❛♥❞♦♠ str❛t❡❣②✿ ❆✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞ ✉♣ ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐❛s ✭❛❝❝r♦ss ✸✵
r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮ ✕ ❛t ❧❡✈❡❧ ✶✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆❈❆✿ ❆✈❡r❛❣❡✱ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ✉♣ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ❜✐❛s ✭❛❝❝r♦ss ✸✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮ ✕ ❛t ❛t♦♠✐❝
❧❡✈❡❧ ✸✳

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✭✳✳✳✮ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ❝❧❛ss✐✜❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦t ❛❝t✐✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❣✐✈❡s ♣❛②♦✛ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❤❛❞
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❢♦r s❡tt✐♥❣ t❤❡ st❛❣❡ ❢♦r ❞✐r❡❝t❧② r❡✇❛r❞❡❞
❝❧❛ss✐✜❡rs ❝❛♥ ❡❛r♥ ❝r❡❞✐t ❜② ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ✬❜✉❝❦❡t ❜r✐❣❛❞❡
❝❤❛✐♥s✬✳ ✑ ❬❙❝❤✽✾❪✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✐✜❡rs ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r ❝❤❛✐♥
❣❡ts ❛ ♣❛rt✐❛❧ r❡✇❛r❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡✇❛r❞ ❡①♣❡❝t❡❞✳
❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥
t❤❡ ♣r♦✜t✲s❤❛r✐♥❣ ♣❧❛♥ ❬●r❡✽✽❪✳ ❇✉❝❦❡t ❜r✐❣❛❞❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ s❝❤❡♠❡s✳ Pr♦✜t✲s❤❛r✐♥❣ ♣❧❛♥ ❢♦❝✉s❡s
♦♥ r❡✇❛r❞ s❝❤❡♠❡s ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ❡①t❡r♥❛❧ r❡✇❛r❞s✳ ■♥ t❤✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✱ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈✐♥❣ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❡♣✐s♦❞❡s ❞❡❧✐♠✐t❡❞
❜② t❤❡ r❡❝❡✐♣t ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ r❡✇❛r❞✳ ❆ r✉❧❡ ✐s ❛❝t✐✈❡ ❞✉r✐♥❣ ❛♥
❡♣✐s♦❞❡ ✐❢ ✐t ✇✐♥s ❛ ❜✐❞❞✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✳ ❲❤❡r❡❛s ❜✉❝❦❡t
❜r✐❣❛❞❡ ✐s ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ r✉❧❡s ✜r✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ♣r♦✜t✲
s❤❛r✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❤❛✐♥s ❬●❇❱❪✳

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✴s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❛❝t✐✈✐t②✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✭●❆✮✲
❜❛s❡❞ ❝r❡❞✐t ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✉s✉❛❧ ●❆ ✈♦❝❛❜✲

✉❧❛r②✿

• ❘✉❧❡s✿ ●❆ ♣r♦❞✉❝❡s r✉❧❡s✱ ✐✳❡✳✱ ♣❛✐rs ♦❢ ✭❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✱❛❝t✐♦♥s✮ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐✜❡r s②st❡♠✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❜✐ts
✭♦r ★✮✱ ●❆ s❡❧❡❝ts t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥s t♦ ♠❛❦❡ ♥❡✇ r✉❧❡s✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❆❈❆ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥② ❉❊❱❙ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✴❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t✴❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❝t✐♦♥s✳

• ❙❡❧❡❝t✐♦♥✿

✕ ●❆✱ ❛t ❡✈❡r② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✿ ✶✳ ❘❛♥❦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✜t♥❡ss ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ✷✳ ❑❡❡♣ ❛ ♣❡r✲
❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡st ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❆❈❆✿ ✶✳ ❘❛♥❦s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✐♥ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❡♥✈✐✲
r♦♠❡♥t✱ ✷✳ ▼❛✐♥t❛✐♥s ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❛♥❦✐♥❣✳

✻



▲❡✈❡❧ ▲❛r❣❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ❇✐❛s ❢♦r ❧❛r❣❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ❆✈❡r❛❣❡ ❛t t❤❛t ❜✐❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❛t ❜✐❛s

✸ ✲ ❛t♦♠✐❝ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✷✳✻ ✸✵✵ ✻✳✺ ✶✶

✷ ✲ ♣❧❛②❡rs ✶✳✼✻ ✶✵✵ ✼ ✷✹

✶ ✲ ❧✐♥❡s ✶✳✾✽ ✸✵✵ ✹✳✷ ✻✳✺

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆❈❆ str❛t❡❣②✿ ▲❛r❣❡st ▼✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ❇✐❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❝❝✉rs✳

▲❡✈❡❧ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❙✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✸ ✲ ❛t♦♠✐❝ ❛❜✐❧✐t✐❡s ✵✲✶✷ ✷

✷ ✲ ♣❧❛②❡rs ✵✲✹ ✽

✶ ✲ ❧✐♥❡s ✵✲✷ ✻✹

❚❛❜❧❡ ✸✿ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✳

✕ ●❆✱ ❡✳❣✳ ✐♥ ❜✉❝❦❡t ❜r✐❣❛❞❡✱ s❡❧❡❝t ❛ rule i t♦ ✜r❡
✉s✐♥❣ ❛ ❜✐❞✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

p(i) =
bidi

Σn
i=1bidi

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r✉❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
❆❈❆ s❡❧❡❝t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛
❝r❡❞✐t✲❜❛s❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

p(i, R) =
ςi,R

Σn
i=1ςi,R

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

• ❆✈♦✐❞✐♥❣ tr❛♣s ✐♥ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✿ ●❆ ✉s❡ ♠✉t❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱
❛ ❜✐t ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ r✉❧❡✱ ❧✐❦❡✇✐s❡ ❆❈❆✱
✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡✱ ✉s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❧② r❛♥❦❡❞
♦r r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳

• ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❜✲s♦❧✉t✐♦♥s✿ ●❆ ✉s❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❣❡✲
♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ♣❛rts ♦❢ t✇♦ ♣❛r❡♥t ❝❤r♦♠♦✲
s♦♠❡s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♥❡✇ ❝❤✐❧❞ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡✳ ❆❈❆✱ ✉s✐♥❣
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t ❛♥② ❧❡✈❡❧✱ ❝♦♠❜✐♥❡s ✭❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣♦❧✐❝✐❡s✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡①t
❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❝r♦ss♦✈❡r ❜♦t❤ ❤✐❣❤❧② r❛♥❦❡❞
❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❯s✐♥❣ ❛ ❤♦❝❦❡② t❡❛♠ ❛r❝❤❡t②♣❡✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥✲
❝❡♣t ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❛t ❆❈❆✿

• ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥② ❉❊❱❙ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛♥② ❉❊❱❙ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❋r❛♠❡✱

• ❡✈❛❧✉❛t❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
❤✐❡r❛r❝❤②✱

• ❝♦♥✈❡r❣❡s ♦♥ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✴❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❢❛st❡r
t❤❛♥ ♣✉r❡❧② r❛♥❞♦♠ s❡❛r❝❤✱

• ✐s ❜✉✐❧t✲✐♥ t♦ t❤❡ ❉❊❱❙ s✐♠✉❧❛t♦rs ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ♦✈❡r❤❡❛❞
❛♥❞ ❛ ♠✐♥❛❜❧❡ t♦ ❤✐❣❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛♥❞

• ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s②♥t❤❡s✐s❡s s②st❡♠s ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡
t❤✉s ❡♥❛❜❧✐♥❣ r❡✉s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤❧② r❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ❜✉❝❦❡t ❜r✐❣❛❞❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❡tt❡r ❛❞❛♣t❡❞ t♦ r✉❧❡s ✜r✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ♣r♦✜t✲
s❤❛r✐♥❣ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛❝t✐✈❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❆❈❆ ❝❛♥
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