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Abstract

Weakly locally internal stabilization of elastic Bresse system

In [1], Alabau et al. studied the exponential and polynomial stability of the Bresse system with one globally
distributed dissipation law. In this note, our goal is to extend the results from [1], by taking into consideration the
important case when the dissipation law is locally distributed and to improve the polynomial energy decay rate.
We then study the energy decay rate of the Bresse system with one locally internal distributed dissipation law
acting on the equation about the shear angle displacement. Under the equal speed wave propagation condition,
we show that the system is exponentially stable. On the contrary, we establish a new polynomial energy decay
rate.

Résumé

Dans [1], Alabau et al. ont étudié la stabilisation exponentielle et polynomiale de systéme de Bresse sous I'action
d’une seule loi de dissipation globalement distribuée. Dans cette note, notre but est d’étendre les résultats de [1],
pour prendre en considération le cas important ou la loi de dissipation est localement distribuée et pour améliorer
le taux de décroissance polynomial de I’énergie. Nous étudions alors, le taux de décroissance de I’énergie du systeme
de Bresse sous 'action d’une seule loi de dissipation interne localement distribuée et agissant sur ’équation de
rotation angulaire. Sous la condition d’égalité des vitesses de propagation, nous montrons que le systeéme est
exponentiellement stable. Dans le cas contraire, nous établissons un nouveau taux de décroissance polynomial de
Iénergie.

I- Abridged English Version

1. Introduction

In this note, we study the locally internal stabilization of an elastic Bresse system with one damping
acting on the equation about the shear angle displacement. We consider the system:
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prow — k(e + 9+ lw)y — Kol(we — lp) =0 in (0,L) x (0, 00), (1)
p2thit — bigy + k(e + U + lw) + a(z)hy =0 in (0,L) x (0, 00), (2)
p1wie — Ko(We — 1)z + Kl(pz + 9 +lw) =0 in (0,L) x (0,00), (3)

with the following boundary conditions

o(t,x) = (t,2) = we(t, ) =0 for z=0,L, (4)
o(t,z) =Y(t,x) =w(t,z) =0 for ©=0,L, (5)

where ¢, 1, w are the vertical, shear angle and longitudinal displacements; a € L*([0, L];R*) and we
assume that there exist o, § such that 0 < a < 8 < L and a > ag > 0 on Ja, B[. Here p1 = pA, p2 = pl,
ko = FEA, k = kGA, b= EI and | = R™! are positive constants for the elastic material properties. To
be more precise, p for density, E for the modulus of elasticity, G for the shear modulus, " for the shear
factor, A for the cross-sectional area, I for the second moment of area of cross-section, and R for the
radius of the curvature (for more details see Lagnese et al. [6]).

The Bresse system consists of three coupled wave equations, there are number of publications concerning
the stabilization of this system [8], [10], [4] and [1]. In particular, in [1], Alabau et al. consider the Bresse
system (1)-(5) with one globally dissipation law acting on the equation about the shear angle displacement
i.e the function a is constant on |0, L[. Under the equal speed wave propagation condition, K = ko and
P

oy = %, they established an exponential energy decay rate for usual initial data. On the contrary, when

K # Ko or /;’—; #* %, they, first, showed that the Bresse system loses the exponential stability. Next, under
the condition kK = kg and % # %, they established a polynomial energy decay rate of type ﬁ% for
smooth initial data. Otherwise, they showed that the energy of the regular solution decays polynomially
to zero with rates tl% Then, the stabilization of the Bresse system with one locally internal distributed
dissipation law and the optimality of the polynomial decay rate seems still open problem. Therefore, our
goal is to extend the results from [1], by taking into consideration the important case when a is a function
in L*°([0, L]; R4) strictly positive in an open interval Ja, 8[C]0, L] (the cases a = 0 or = L are not
excluded) and to improve the polynomial energy decay rate.

In this note, we consider the Bresse system damped by one locally internal distributed dissipation
law with Dirichlet-Neumann-Neumann or Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet boundary conditions type. Under

the equal speed wave propagation condition, k = kg and Z—; = %, we establish the same exponential
energy decay rate for usual initial data. On the contrary, when x # kg or % # %, we first prove

the non-exponential decay rate for the Bresse system with Dirichlet-Neumann-Neumann condition type.
Therefore, under the condition k = kg and ;’—; # 7, we establish a new polynomial energy decay rate of

type % for the smooth solution. Otherwise, we show that the energy decays to zero with rate tl%

2. Energy decay rate

First, we state stability results of system (1)-(5) under one locally distributed dissipation law in the
case of equal speed wave propagation condition. We establish the following energy decay rate:
Theorem 2.1 (Ezponential decay rate) Assume that K = Ko and % = %. Then there erist positive

constants M > 1, w > 0 such that for all initial data (o, Yo, wo, Y1,Y1,w1) € Hi, @ = 1,2, the energy of
the system (1)-(5) satisfies the following decay rate:

E(t) < Me *'E(0), Vt>O0. (6)
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Next, under the non equal speed propagation condition, we show that the energy E(¢) of the system
(1)-(4) loses the exponential decay rate obtained when k = kg and ;’—; =%

Theorem 2.2 (Non-exponential decay rate) Assume that k # ko or ;’—; # 2. Then the system (1)-(3),

K
b
with the boundary conditions (4), is not uniformly stable.

Nevertheless we establish the following polynomial type decay rate:
Theorem 2.3 (Polynomial decay rate) Assume that k # ko or ;’—; # . Then there exists a positive
constant C' > 0 such that for all initial data Uy € D(A;), i = 1,2, the energy of the system (1)-(5)

satisfies the following decay rate:

1 ) 1 .
E(t)§C¥||UO|\%,(AJ_) if k=kryp et E(t)ngHUOH%(AJ_) it K # Ko, VE>0. (7)

II- Version francaise

1. Introduction

Dans cette note, nous étudions la stabilité interne locale de systeme élastique de Bresse sous I'action
d’un seul controle agissant sur I’équation de rotation angulaire. Nous considérons le systéme suivant :

p1ote — K@ + 0 + lw)y — Kol(we — 1) =0 dans (0, L) x (0, 00), (8)
P2t — bzy + K(pz + ¥ + lw) + a(z)y =0 dans (0,L) x (0, 00), (9)
prws — Ko(we — @)z + Kl(pe + ¥ + lw) =0 dans (0, L) x (0, 00), (10)

avec les conditions aux bords de type Dirichlet-Neumann-Neumann et Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet sui-
vantes :

o(t,x) = (t,2) = we(t, ) =0 pour = =0, L, (11)
o(t,z) =Y(t,x) =w(t,z) =0 pour x =0,L, (12)

ou les fonctions ¢, ¥, w désignent, respectivement, le déplacement transversal, I’angle de rotation d’un
filament et le déplacement longitudinal de la poutre; la fonction a € L*([0, L]; R™) vérifiant a > ag > 0
dans Ja, B[ ot 0 < a < B < L. Les coefficients p; = pA, pa = pl, kg = FA, k = K'GA,b=FEl et | = R~}
sont des constantes positives caractérisant les propriétés élastiques des matériaux. Physiquement, p est
la densité, E est le module d’élasticité, G est le module de cisaillement, ' est le facteur de cisaillement,
A est ’aire de la section transversale, I est le second moment de la section transversale, et R est le rayon
de courbure (pour plus de détails voir Lagnese et al. [6]).

Le systéme de Bresse est un modele linéaire couplant trois équations des ondes. Par ailleurs, il y a un
nombre de publications récentes concernant la stabilisation de ce systeme [8], [10], [4] et [1]. Dans [1],
Alabau et al. ont considéré le systeme de Bresse (8)-(12) avec une seule loi de dissipation globale agissant
sur 'équation de rotation angulaire i.e. la fonction a(x) est constante sur ]0, L[. Dans le cas d’égalité
des vitesses de propagation (k = kg et % = ), ils ont établi un taux de décroissance exponentiel de
Pénergie du systeme. En revanche, quand les vitesses de propagation sont différentes (k # ko ou ‘Z—; #7),
ils ont montré, d’abord, que le systeme n’est pas uniformément stable. Ensuite, sous la condition x = kg

et Z—; # %, ils ont établi un taux de décroissance polynomial de type tz% Puis, dans les autres cas, ils

ont montré que l’énergie du systeme décroit vers zéro comme tl% Alors, la stabilisation du systeme de

Bresse avec un controle interne localement distribué et I'optimalité du taux de décroissance polynomial
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restent un probléeme ouvert. Notre travail consiste donc & étendre les résultats de [1] : pour prendre en
considération un cas important ot a est une fonction dans L*°(]0, L]; R4) strictement positive seulement
dans un intervalle ouvert quelconque ], [C]0, L[ (les cas & = 0 ou § = L ne sont pas exclus), et pour
améliorer le taux de décroissance polynomial de I’énergie.

Dans cette note, nous considérons le systeme de Bresse avec une seule loi de dissipation localement
distribuée a l'intérieur du domaine et agissant sur 1’équation de rotation angulaire. Sous la condition
d’égalité des vitesses de propagation (k = ko et ;’—; = ), nous établissons le méme taux de décroissance
exponentiel de I'énergie du systéme. Dans le cas contraire, (k # kg ou Z—; # %), nous montrons, d’abord,
que le systeme n’est pas uniformément stable. Ensuite, dans le cas ou k = kg et % # 7, nous établissons

un nouveau taux de décroissance polynomial de type % Puis, dans les autres cas, nous obtenons un
nouveau taux de décroissance polynomial de type tl%
Notons que la condition d’égalité des vitesses de propagation n’a pas un sens physique, par conséquent,
I’énergie du systeme décroit vers zéro comme tl%

Soit (¢, 1, w) une solution réguliere du systeme (8)-(10), avec les conditions aux bords (11) ou (12).
Son énergie associée est définie par :

1 L
E(t) = 5/ {800 + v + 1w + blra* + Kolwa — lol* + prlnl* + p2lve* + prlwe[* Y. (13)
0

Par un calcul direct nous obtenons :

d L
—E(t) = 7/ a(x)|h[Pdz < 0. (14)
dt 0

Supposons que L # %% et posons Q = (0,L), Ly = {f € L2(0,L) : fOL

f(z)dz = 0} et Hl(Q) =
HY(Q)NL2(Q). Définissons les espaces d’énergie par 7—[1 = H} x (H})?x L? x (L%)? et Ho = (H})? x (L?)

E3
munis de la norme :

U113, = llew + ¥+ 1wl® + bllpall* + ollws — Ipl|* + prllull® + p2llvl* + pall2]1%, (15)

ot ||| désigne la norme dans L?(€2). Il est clair que la norme (15) est équivalente & la norme usuelle
dans H;, i = 1, 2. Définissons aussi les opérateurs linéaires A;, i = 1,2, correspondant aux conditions aux
bords (11) et (12) respectivement, par :

DA) ={UcH,:p€ HYNH? ,we H NH? s, w, € Hy, v,2€ HL}, (16)
D(A)) ={U € Ha: p,0,w € HyNH?, u,v,z¢€ H}}, (17)

u

v

z
el I O R (18)

p%wm - p—’i(% U+ I) — —a(a)y
Ko

Kl
0y —10) e — (4 1h 4 1w
pl( ©) pl(w (0 )

Notons que A; est m-dissipatif et engendre un C°-semi-groupe de contractions e
Hi, i = 1,2. Comme le systeme (8)-(12) est équivalent a

U =AU dans H;, t>0, U0)=Uy, i=1,2

avec U = (o, %, w, ¢t, s, we), nous en déduisons l'existence et 'unicité de la solution.

tAi sur 'espace d’énergie
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Comme souligné précédemment, nous allons étudier le taux de décroissance de 1’énergie dans deux cas
différents.

2. Stabilité exponentielle et polynomiale du systeme

Dans cette section nous montrons les résultats suivants :
Théoréme 2.1 (Taux de décroissance exponentiel) Supposons que k = kg et % = 3. Alors il existe des

constantes M > 1 et w > 0 telles que pour toute donnée initiale (o, ¥o,wo, v1,¥1,w1) € Hj, § = 1,2,
Uénergie du systéme (8)-(12) satisfait l’estimation suivante :

E(t) < Me *'E(0), Vt>0. (19)

Idée de la démonstration
D’aprés un résultat de Huang [5] et Priiss [9], un C°-semi-groupe de contractions e*4 sur un espace de
Hilbert H;, j = 1,2, est exponentiellement stable si et seulement si les conditions suivantes :

(H1): iR C p(A4;) et (H2): sup|(iA —A;)7 < +oo
AER

sont vérifiées. Nous montrons que A; n’a pas de valeur propre sur ’axe imaginaire. Alors, le fait que la
résolvante de A, est compacte, entraine bien la condition (H1). La condition (H2) se démontre en utilisant
un argument de contradiction (voir théoréme(2.3)). O
Théoréme 2.2 (Taux non-exponentiel) Supposons que Kk # Ko ou ;’—; # %. Alors, le systeme (8)-(10)
avec les conditions aux bords (11), n’est pas uniformément stable.

Idée de la démonstration

Nous construisons une suite (A\,) C R et une suite (U™) C D(A;), telles que |A,| — 400, ||U™||%, = 1 et
(i — A1)U™ ||, — 0. Alors, la résolvante de A; n’est pas uniformément bornée sur axe imaginaire
et par conséquent le systeéme (8)-(11) n’est pas uniformément stable (voir [5] et [9]). O
Théoréme 2.3 (Tauz polynomial) Supposons que k # Ko ou ‘Z—; # ¢ Alors il existe une constante

C > 0 telle que pour toute donnée initiale Uy = (po, %0, wo, ¢1,¥1,w1) € D(A;), j=1,2, Uénergie du
systéme (8)-(10), avec (11) ou (12), satisfait lestimation suivante :

1 . 1 :
E(t)SC’EHUOHQD(Aj) si k=Ko et E(t)SC’mHUOHQD(Aj) si k # Ko, Vt>0. (20)

On suppose que k # Kg. La démonstration du théoréme (2.3) nécessite la démonstration de plusieurs
lemmes.

Soit (Ay) une suite dans R et (U™) une suite dans D(A;), telles que
|)\n| — +00, ||UnHHj = H((pn’wn,wn’un’,un,Zn)HHj =1, (21)

et
)\i(l}\nl - Aj)(wnvwnvwnvunvvnazn) = (f{lvf;a fgag?vggvgg) — 0 dans H] (22)

Nous écrivons (22) sous la forme :



K Kol T T

N+ e+ ) + S ity = S DI (23
1 P1 )\n

b K 1 gy + i 3
Myt 4 Zpt — (" " ") — —a(z)" = -2 24
U~ S " 4 - —a(o) i (24)

l gy + i, f3
/\Qw"+@w" B gt 4 ) = 2R3 25
o+ 0, — 1) - Sl 4o + o) =B (25)

Lemme 2.4 Sous les mémes notations précédentes, nous avons
L
n o(1)

| @ pas = 52 (26)

Démonstration
11 suffit de multiplier (22) par U™ = (™, 9™, w™, u™, v™, z™) pour obtenir :

L L
/ a(z)[v"*dz = Re((iAn] — A)U™, U™y, = % et / a(z)[y"|?dr = %.D (27)
0 n 0 n

Soit € > 0 tel que a < a+¢ < 3 — ¢ < B. Considérons une fonction n € C1([0, L]) définie par 0 < n <1,
n=1sur[a+e¢e,B—¢letn=0sur0,a]U[5,L].
Lemme 2.5 Sous les mémes notations précédentes, nous avons

[z =23, (29)

Démonstration
Dans un premier temps, notons que d’apres (21) et (22) nous avons [[¢"[| = O(1/A,), [[¥"| = O(1/An)
et |Jw™|| = O(1/Ay). Ensuite, multiplions 1’équation (24) par 7Y™, nous obtenons :

L L L L
n|2 __ n|2 I in n n n n n 0(1)
b/o vz —pz/o A" | —b/o 'y /O [K(2 4+ Y™ + lw™) + av™]ned MiSvet (29)

Nous utilisons (27) et le fait que [[¥7 ||, ||¢? 4+ 1™ + lw™|| sont uniformément bornées dans (29)x A3. Nous

déduisons alors (28). O
Lemme 2.6 Sous les mémes notations précédentes, nous avons
L L
o(1)
[l =owy w [Talerr=25h (30)
0 0 n
Démonstration

Multiplions (24) par ngl, (23) par n@" et utilisons (27) et le fait que ||¢%| = O(1). Nous obtenons
respectivement :

v 2 r 2 = r 15 g ’ = g 0(1)
fﬁ/ nley| =p2/ nknw”wz—b/ URYR . w”zz—b/ nw;‘w%—/ (klw" +av)ngy + 5= (31)
0 0 0 0 0 n

et

L L L L
n n n 1 n 7 n 0(1)

o [ e = [ lor P a—mgn) 4 [ e )k B [l P S (32
0 0 0 0 n

D’abord, utilisons (27), (28) et le fait que ||©?|| = O(1), ||¢2.|]| = O(As) et [|[w™]] = o(1) dans (31), nous

obtenons la premiere partie de (30). Ensuite, utilisons de plus le fait que ||¢"]| = ||¢2|| = o(1) dans (32),

nous déduisons la deuxieme. O



Lemme 2.7 Soit % <~ < 1. Sous les mémes notations précédentes, supposons que

L
n o(1)
/O s |2 = 2 (33)
Alors, nous avons
L
njz _ 0(1)
/O eyl = SR (34)

Démonstration
N

1 ~ o(1
Soit Iy = E o> Dous allons démontrer par récurrence sur N que /0 nle”|? = %
k=0 n

Utilisons (27), (30), (33) et le fait que ||l = O(A\,) et [|w™] = O(ﬁ) dans (31)xAY, nous obtenons

n?’

L
1
/ nle"|? = of ) Alors, Iégalité est vraie pour N = 0. Supposons
0

b
L
NS o). (35)

=i
Utilisons (30), (33), (35) et le fait que |w™| = O(ﬁ) et vly < 2 dans (32)x A}~ nous obtenons
L
n|2 0(1)
/0 " = AZHIN (36)

Utilisons (36) dans (23) nous obtenons

17%[1\]

[neiall = On =), (37)
Notons que vy + 3in = yln41. En utilisant (27), (33), (35), (36), (37) et le fait que [|w"|| = O(ﬁ) dans
o(1)

L
(31)><)\711N“, nous obtenons / Nl |* = X . Par conséquent, (35) est vraie pour tout N > 0. Enfin,
0

YIN+1
n
—+o0
. . 1 1
en utilisant le fait que Z oF = 2, nous déduisons (34). O
k=0
Lemme 2.8 Sous les mémes notations précédentes, nous avons
L L L
o(1) o(1) o(1)
[tz =22 [l =23 e [ =23 (39)
0 n 0 n 0 n
Démonstration
N L
. ~ 1 , , n|2 0(1)
Soit N € N*, posons Iy = Z —-. Nous allons démontrer par récurrence sur N que nlre = -
k=1 2k 0 ’ A\2H2N
= n

D’abord, I’équation (28) assure ’égalité pour N = 1. Ensuite, supposons que

L
/0 algnp? = —2D (39)

24+20n_
)\n+N1

Notons que 3 + [y_1 = 2+ 2y et utilisons (27), (39), le lemme(2.7) et le fait que ||w™|| = O(5-) dans
(29) x A%*‘QiN. Nous déduisons alors le résultat pour tout entier N > 1. Finalement, en utilisant le fait
+oo
1
que Z oF = 1, le lemme (2.7) et I’équation (32), nous concluons (38). O
k=1



Lemme 2.9 Sous les mémes notations précédentes, nous avons

L
[ kel = ot (40)
0

Démonstration
Multiplions ’équation (23) par nw? et utilisons (38) et le fait que ||w}]| est uniformément bornée. Nous
déduisons :

L L
(ks + o)l / nl? = / P A7, + o(1). (41)
0 0

Utilisons (38) et le fait que ||w?, || = O()\,) dans (41), nous concluons (40). O
Démonstration du théroréme(2.3) (cas k # ko)

Nous définissons une fonction 7 € C1([0, L]) vérifiant 0 < 7 < 1,79 = 1 sur [0, a+¢] et 7§ = 0 sur [a+2¢, L].
Multiplions (23) par 2p1xi¢?, (24) par 2pexiy? et (25) par 2p;riw? et sommons les identités. En utili-
sant le fait que [|[U™||3,; = o(1) sur la+¢, —¢[ (lemmes (2.8) et (2.9)) et le fait que supp?)’ C supp,
nous obtenons |[U"||3,; = o(1) sur ]0,a + ¢[. Par le méme raisonnement sur |3 — ¢, L[, nous concluons
que [[U"|3; = o(1) sur ]B — e, L[. Par conséquent, nous avons ||[U"||3, = o(1), ce qui contredit le fait
que [|[U"||3,; = 1 et nous permet de déduire que

1
sup —4||('L')\I_Aj)71|| < +4o0.
AeR [A|
Finalement, sous le fait que iR C p(A;) (théoreme (2.1)), le ”"théoreme 2.4” de [3] (voir aussi [7,2])
affirme que I’énergie du systeme décroit comme - a
t3
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