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s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❯s❡r q✉❡r② ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛♥♥♦✲
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t✐❝ q✉❛♥t✐✜❡rs ✭s✉❝❤ ❛s ❛❧♠♦st ❛❧❧✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢
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r❡q✉✐r❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s q✉❛❧✐t② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡✱ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ❡t❝✳✮✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❡r② ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
s❡r✈✐❝❡s ❜✉t ♦♥❧② t❤♦s❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✉s❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆
r❡❝❡♥t tr❡♥❞ t♦✇❛r❞s q✉❛❧✐t②✲❛✇❛r❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❬✺✱✻✱✼❪✱ ❜✉t ✐t
✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛t♦♠✐❝ s❡r✈✐❝❡s✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✐s t♦ ❣♦ ❢✉rt❤❡r t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥t♦ ❛
✉♥✐q✉❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ✐♥ s❡r✈✐❝❡ r❡tr✐❡✈❛❧✳ ❚❛r❣❡t✐♥❣ t❤✐s ❣♦❛❧ ♣♦s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✿ ✭✐✮
❆t t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ s♣❡❝✐❢② ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛♥✉❧❛r✐t② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥❀
✭✐✐✮ ❆t t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❧❡✈❡❧✱ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡s
t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t❛r❣❡t s❡r✈✐❝❡ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛ ✉s❡r q✉❡r②✳

▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦
❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿ ✭✐✮ ❙❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦✈❡r ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❣✐✈❡♥ ♦r ❞❡r✐✈❡❞
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❝✉r❛❝✐❡s❀ ✭✐✐✮ ❯s❡rs ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❝✐s❡❧② s♣❡❝✐❢② t❤❡✐r
♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts❀ ✭✐✐✐✮ ❯s❡rs ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇ ♦✈❡r ✇❤❛t ✐s
❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② s❡r✈✐❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts❀
✭✐✈✮ ❚❤❡ s❡r✈✐❝❡ r❡tr✐❡✈❛❧ s❤♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ ❡♠♣t② ♦r ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ❛♥s✇❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♠♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✬s q✉❡r②✳

Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛② t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ✉s❡r q✉❡r②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❡♠♣t②
r❡t✉r♥s ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈❡r② str✐❝t ✉s❡r ❝♦♥str❛✐♥s ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ s❡t ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✉s❡r s♣❡❝✐✜❡s t♦♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢✉③③② ❧♦❣✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❦❡② t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❤✉♠❛♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❬✽❪✳

■♥ ❬✾❪✱ ✐t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ◗♦❙✲❛✇❛r❡ ♣r♦❝❡ss ❞✐s❝♦✈❡r② ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✉s❡r
q✉❡r② ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ◗♦❙ ❢❛❝t♦rs✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❬✾❪✱ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡s ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s❡r✈✐❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❜♦t❤ ❜❡❤❛✈✐♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ◗♦❙ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❯s❡r q✉❡r② ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣r♦❝❡ss
♠♦❞❡❧s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❣r❛♣❤s✱ ✇❤❡r❡ q✉❡r✐❡s ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
♦♥ ◗♦❙ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❛r❣❡ts ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ◗♦❙ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❢✉③③② s❡ts ❛s t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ t❡r♠s ✭s✉❝❤ ❛s ❤✐❣❤ ♦r ❢❛st✮ t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
✇❛② ❢♦r ✉s❡rs t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❡♠♣t② ❛♥s✇❡rs ❢♦r ❛ q✉❡r②✱
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉③③② ❧✐♥❣✉✐st✐❝ q✉❛♥t✐✜❡rs
✭s✉❝❤ ❛s ❛❧♠♦st ❛❧❧✮ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞
❞✐s❝✉ss❡s r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❞❡s❝r✐❜❡s ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❛❞❞r❡ss❡s ❢✉③③② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥
✺ ♣r❡s❡♥ts ♦✉r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❣✉✐st✐❝
q✉❛♥t✐✜❡rs✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❞✐s❝✉ss❡s s❡r✈✐❝❡ r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥
✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✽ ♣r❡s❡♥ts ❛ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✾ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳



✷ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❍❡r❡✱ ✇❡ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ♥♦t✐♦♥s ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✭❡✳❣✳✱ P❛r❡t♦ ❛♥❞ ❢✉③③② s❡t
❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s✮ ❛♥❞ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✷✳✶ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡❛✿ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❤❡❧♣ ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ✉s❡r q✉❡r✐❡s ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ♦❢ ❡♠♣t②
❛♥s✇❡rs✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦
❛ t♦t❛❧ ♣r❡✲♦r❞❡r ❬✶✵✱✶✶✱✽❪✳ ❲❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❙◗▲❢ ♣r♦♣♦s❛❧ ❬✶✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❛❧❣❡❜r❛ t♦ ❢✉③③② s❡t t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛♠✐❧②
❛ss✉♠❡s t❤❛t ❝♦♠♠❡♥s✉r❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♥♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✐s
❛❧❧♦✇❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬✶✷✱✶✸✱✶✹❪✳

❖♥❡ ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤✐s ❧❛st ❢❛♠✐❧② ✐s Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❙◗▲ ❬✶✸❪✳ ■t ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ P❛r❡t♦✲❜❛s❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❛t❛❜❛s❡ s②st❡♠s✳ ❆
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ str✐❝t ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ❛ttr✐❜✉t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■t
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❡①♣r❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
▲❡t ✉s ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t✉♣❧❡s r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❛ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❙◗▲ q✉❡r② s❛t✐s❢② t❤❡ P❛r❡t♦
♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦r② str❛t❡❣② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❙◗▲ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s
❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❛ t✉♣❧❡ ❞✐s❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ t✉♣❧❡s ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣
❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❤♦✇ ❜❡tt❡r ✐s ♦♥❡ t✉♣❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳

❋✉③③② s❡ts ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❝❧❛ss❡s ♦r s❡ts ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❛❞✉❛❧
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ♠✐s♠❛t❝❤ ✭❛♥ ♦r❞❡r r❡❧❛t✐♦♥
♦♥ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✮✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❢✉③③② ❝❧❛ss❡s
❛r❡ t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛❞❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ s✉❝❤ ❛s ❝❤❡❛♣✱ ❢❛st✱
❡t❝✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❢✉③③② s❡t F ♦♥ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ X ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
❢✉♥❝t✐♦♥ µF : X → [0, 1]✱ ✇❤❡r❡ µF (x) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ x
✐♥ F ✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❢ µF (x) = 0 t❤❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t x ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ ❛t ❛❧❧ t♦
t❤❡ ❢✉③③② s❡t F ✱ ✐❢ µF (x) = 1 t❤❡♥ x ❢✉❧❧② ❜❡❧♦♥❣s t♦ F ✳ ❲❤❡♥ 0 < µF (x) < 1✱
♦♥❡ s♣❡❛❦s ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣✳ ❚❤❡ s❡t {x ∈ F |µF (x) > 0} r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
s✉♣♣♦rt ♦❢ F ❛♥❞ t❤❡ s❡t {x ∈ F |µF (x) = 1} r❡♣r❡s❡♥ts ✐ts ❝♦r❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r µF (x) t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ F ✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❣✐✈❡♥ x, y ∈ F ✱ ♦♥❡ s❛②s t❤❛t x ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ y ✐✛ µF (x) > µF (y)✳ ■❢
µF (x) = µF (y)✱ t❤❡♥ x ❛♥❞ y ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♠❡♠❜❡r✲
s❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❋ ✐s ♦❢t❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ tr❛♣❡③♦✐❞ ✭α✱ β✱ ϕ✱ ψ✮✶✱
✇❤❡r❡ [α, ψ] ✐s ✐ts s✉♣♣♦rt ❛♥❞ [β, ϕ] ✐s ✐ts ❝♦r❡✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❢♦r♠s ✭●❛✉ss✐❛♥✱
s✐❣♠♦✐❞❛❧✱ ❜❡❧❧✱ ❡t❝✮✱ t❤✐s ♦♥❡ ✐s ✈❡r② ❡❛s② t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✳

✶ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t (α, β, ϕ, ψ) ✐s ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈✐t②
♣r♦♣❡rt②✳



❆ ❢✉③③② s❡t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ q✉❡r✐❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✽❪ ✐s ❢♦✉♥❞❡❞
♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢✉③③② s❡t ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦✜❧❡s
♦❢ t❤❡ ✉s❡r ♦♥ ❡❛❝❤ ❛ttr✐❜✉t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✲
✉✉♠ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐s t♦ ❜❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡s ✐♥
t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡♥ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❢✉③③② s❡t ❝♦♥♥❡❝t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ❝♦♥✲
❥✉♥❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐s❥✉♥❝t✐✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥s ✭❜② ♣♦ss✐❜❧② ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❢✉③③② q✉❛♥t✐✜❡rs✱ ✐❢
t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ q✉❡r② ✐s r❡q✉✐r❡❞✮✳

✷✳✷ Pr❡❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ ❙❡r✈✐❝❡ ❉✐s❝♦✈❡r②

❈r✐s♣ ▲♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r②
✉s✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r✐s♣ ❧♦❣✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ s❡r✈✐❝❡s
❛s ❜❧❛❝❦ ❜♦①❡s ❬✶✻✱✻✱✶✼❪✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❞♦
♥♦t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s❀ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡r✈✐❝❡ ❛ s❝♦r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ s❡t ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❬✶✻❪✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❞♦❡s ♥♦t ♣r♦♣♦s❡ ♦r ✉s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs t♦ ❤❡❧♣ ✉s❡r ❜❡tt❡r ❞❡✜♥❡ ❤✐s
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ r❡s✉❧ts ❬✻✱✶✼❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛r❡ ♥♦t ❛❜str❛❝t
❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥t❡①ts❀ s♦♠❡ ♦❢
t❤❡♠ ✐♠♣♦s❡s ❛ r❡str✐❝t❡❞ s❡t ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ ✉s❡r ❝❛♥ ✇♦r❦✳

❋✉③③② ▲♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ s❡✈❡r❛❧ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♣✲
♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢✉③③② s❡t t❤❡♦r② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✶✽✱✶✾❪✳ ■♥ ❬✶✾❪ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
tr❡❛t t❤❡ ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉③③② ❝♦♥str❛✐♥t s❛t✐s✜❛❜✐❧✲
✐t② ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡② ❛ss✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ ◗♦❙ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✜✈❡ ❢✉③③② s❡ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✐ts
❝♦♥str❛✐♥t ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ❬✷✵✱✷✶❪✱ ◗♦❙ ❜❛s❡❞ s❡r✈✐❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ❢✉③③②
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❬✷✷❪✱ ❛ s❡r✈✐❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❜r♦❦❡r t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❡t ♦❢ s❡r✈✐❝❡s ❢r♦♠ ❛ q✉❡r②
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐♠♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❢✉③③② s❡ts✳ ❚❤❡ q✉❡r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦✈❡r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ➇♦r❛ ❡t ❛❧✳
❬✺❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❢✉③③② r✉❧❡s ❢r♦♠ ✉s❡r ♣r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s ❛♥❞ r❛♥❦ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s❡r✈✐❝❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❢✉③③② ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧
s❝♦r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ s❝❛❧❡ ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❧❡✈❡❧s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❚❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❢✉③③② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❤❡r❡❛s t❤❡② ✐❣♥♦r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡s✳ ▼♦st
♦❢ t❤❡♠ ❞♦ ♥♦t ✈❡r✐❢② t❤❡ s✉❜❥❡❝t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✉s❡r ♣♦✐♥t ♦❢
✈✐❡✇ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❞❡❛❧ ♦♥❧②
✇✐t❤ s❡r✈✐❝❡s ❛s ❜❧❛❝❦ ❜♦①❡s✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✉s❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r
t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②
❛♥❞ ✉s❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✸ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ Pr♦❝❡ss ▼♦❞❡❧ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

▼❛♥② ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s✱ ❡✳❣✳✱
❲❙✲❇P❊▲ ❛♥❞ ❖❲▲✲❙✳ ❚❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✲
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❋✐❣✳ ✷✳ ◗✉❡r② ●r❛♣❤ q1

✐t✐❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ str✉❝t✉r❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s
❝❛♥ ❜❡ ❛❜str❛❝t❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❣r❛♣❤ G = (V,E)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t
❛❝t✐✈✐t✐❡s ✭❡✳❣✳✱ ❤♦t❡❧ r❡s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♣❛②♠❡♥t✮ ♦r ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ♥♦❞❡s ✭❡✳❣✳✱ ❛♥❞✱ ♦r✮✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❣r❛♣❤s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ◗♦❙ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ ✉s❡r q✉❡r✐❡s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s ❣r❛♣❤s ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶
♣r❡s❡♥ts ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❛❝t✐✈✐t② ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♦t❤❡r ◗♦❙ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ s♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡
✷ s❤♦✇s ❛ s❛♠♣❧❡ ✉s❡r q✉❡r② ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✉s❡r
♣r❡❢❡rs s❡r✈✐❝❡s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❘❙❆ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛❝t✐✈✐t② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐♥✈♦❧✈✲
✐♥❣ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦st✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧
❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛s ❖❲▲✲❙✳

❲❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❛r❣❡t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧r❡❛❞② ❛♥♥♦t❛t❡❞
✇✐t❤ ◗♦❙ ❛ttr✐❜✉t❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉s❡r ✐s t❤❡ ♦♥❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
♦❢ ❤✐s q✉❡r②✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ◗♦❙ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✸❪✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛✐r (m, r)✱ ✇❤❡r❡ m ✐s ❛ ◗♦❙ ❛ttr✐❜✉t❡
❛♥❞ r ✐s ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r m✷✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♦✈❡r ❛ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❣r❛♣❤ ✭❣❧♦❜❛❧
❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮ ♦r ♦✈❡r ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✭❛❝t✐✈✐t② ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❆ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡s✐r❡ ♦❢ t❤❡
✉s❡r ♦✈❡r t❤❡ ◗♦❙ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ ❛ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ♦r ❛❝t✐✈✐t②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞
♦✈❡r ❛ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❣r❛♣❤ ✭❣❧♦❜❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✮ ♦r ♦✈❡r ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t②
✭❛❝t✐✈✐t② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ♦♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠s✸✿

✷ ❲❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉♥✐ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳
✸ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✶✸❪✳



✕ around (m, rdesired, µaround)✿ ✐t ❢❛✈♦rs t❤❡ ✈❛❧✉❡ rdesired ❢♦r ❛ttr✐❜✉t❡ m❀ ♦t❤✲
❡r✇✐s❡✱ ✐t ❢❛✈♦rs t❤♦s❡ ❝❧♦s❡ t♦ rdesired✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ µaround

❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡ r s❛t✐s✜❡s rdesired❀
✕ between (m, rlow, rup, µbetween)✿ ✐t ❢❛✈♦rs t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [rlow, rup]❀

♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ❢❛✈♦rs t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐ts✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ µbetween ❡✈❛❧✲
✉❛t❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡ r s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [rlow, rup]❀

✕ max (m,µmax)✿ ✐t❢❛✈♦rs t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❢❛✈♦r❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✐s ❡q✉❛❧ ❜②
❞❡❢❛✉❧t t♦ ✶✵✵✪✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ µmax ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ✈❛❧✉❡ r
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ m❀

✕ min (m,µmin)✿ ✐t ❢❛✈♦rs t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❢❛✈♦r❡❞✱ ❛s ❡①❛♠♣❧❡✿ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ t✐♠❡ ♦r ❝♦st ✐s
❡q✉❛❧ ❜② ❞❡❢❛✉❧t t♦ ✵✳ µmin ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ❞❡❣r❡❡ ❛ ✈❛❧✉❡ r s❛t✐s✜❡s t❤❡
❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ m❀

✕ likes (m, rdesired)✿ ✐t ❢❛✈♦rs t❤❡ ✈❛❧✉❡ rdesired❀ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥② ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡ ✐s
❛❝❝❡♣t❡❞❀

✕ dislikes (m, rundesired)✿ ✐t ❢❛✈♦rs t❤❡ ✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ rundesired❀
♦t❤❡r✇✐s❡✱ rundesired ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞❀

✕ P❛r❡t♦ ⊗ (pi, pj)✿ ✐t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ t✇♦ s♦❢t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s pi ❛♥❞ pj
❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t❀

✕ Pr✐♦r✐t✐③❡❞ &(pi, pj)✿ ✐t st❛t❡s t❤❛t t❤❡ s♦❢t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ pi ✐s ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ s♦❢t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ pj ✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬✶✸❪ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✿ ❛t♦♠✐❝ ✭around✱ between✱
max✱ min✱ likes ❛♥❞ dislikes✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ✭⊗ ❛♥❞ &✮✳ ■t ❛❧s♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t✇♦
t②♣❡s ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✭around✱ between✱ max ❛♥❞ min✮ ❛♥❞
♥♦♥✲♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✭likes ❛♥❞ dislikes✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♥♦♥✲♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥t♦❧♦❣② ♦❢ t②♣❡ ✏✐s✲❛✑ O ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

✹ ❆ ❋✉③③② ▼♦❞❡❧ t♦ ❊✈❛❧✉❛t❡ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

❍❡r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉③③② s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥
t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛
♠❡tr✐❝✱ ❝❛❧❧❡❞ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ✭δ✮✱ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s ❤♦✇ ✇❡❧❧ ❛ s❡t ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ t❛r❣❡t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ s❛t✐s✜❡s ❛ s❡t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ q✉❡r②✳ ❚❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❡❣r❡❡ ✐s ❞♦♥❡ ❜♦t❤ ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

✹✳✶ ❆t♦♠✐❝ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

❋♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s
t♦ ✉s❡r✲s♣❡❝✐✜❝ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❢✉③③② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ p ❛♥❞ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥
a : (m, r)✱ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ a
s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢✉③③② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ p✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r between✿ ❛ ❢✉③③② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ p : between
(m, rlow, rup) ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ (α, β, ϕ, ψ)✱ ✇❤❡r❡



❚❛❜❧❡ ✶✳ ❋✉③③② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

NUMERICAL 

PREFERENCE 
FUZZY INTERPRETATION 

      岫                  岻 
  

       岫 岻  {  
                                                                            

 

         (         �          )         岫 岻  
{   
                                         �       �    �      

 

   岫      岻     岫 岻  {                            

 

   岫      岻     岫 岻  { 
                             

 

 

β = rlow❀ ϕ = rup❀ α ❛♥❞ ψ ❛r❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ X✳ ▲❡t a : (m, r) ❜❡
❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❣r❛♣❤✱ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ p ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ a ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿ ✭✐✮ p ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❛t✐s✜❡❞ ✐✛ r ∈ [rlow, rup]✿ µbetween (p, a) = 1✱
✐✳❡✳ δ (p, a) = 1❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ♠♦r❡ r ✐s ❧♦✇❡r✴❤✐❣❤❡r t❤❛♥ rlow✴rup✱ t❤❡ ❧❡ss p ✐s
s❛t✐s✜❡❞✿ 0 < µbetween (p, a) = δ (p, a) < 1❀ ✭✐✐✐✮ ❢♦r r ∈ ]−∞, α] ∪ [ψ,+∞[✱ p ✐s
♥♦t s❛t✐s✜❡❞✿ µbetween (p, a) = δ (p, a) = 0✳

❋♦r ♥♦♥✲♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ❦♥♦✇♥ s❡♠❛♥✲
t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣② O ❛♥❞ t✇♦
❝♦♥❝❡♣ts c1 ❛♥❞ c2✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② wp ❜❡t✇❡❡♥ c1 ❛♥❞ c2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
wp (O, c1, c2) = 2N3/N1+N2+2N3✱ ✇❤❡r❡ c3 ✐s t❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡r✲❝♦♥❝❡♣t ♦❢
c1 ❛♥❞ c2✱ N1 ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ c1 t♦ c3✱ N2 ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
♣❛t❤ ❢r♦♠ c2 t♦ c3✱ ❛♥❞ N3 ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❢r♦♠ c3 t♦ t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡
♦♥t♦❧♦❣②✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥♦♥✲♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ p ❛♥❞ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ a✱ t❤❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ δ (p, a) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

✕ ■❢ p = likes (m, rdesired)✱ t❤❡♥ δ (p, a) =

{

1, rdesired = r

wp(O, rdesired, r), otherwise

✕ ■❢ p = dislikes (m, rundesired)✱ t❤❡♥ δ (p, a) = 1− δ (likes (m, rundesired) , a)



❖♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♦t❤❡r s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉s✐♥❡ss ♣r♦❝❡ss❡s
❬✷✺✱✷✻❪✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞②✳

✹✳✷ ❈♦♠♣❧❡① Pr❡❢❡r❡♥❝❡s

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥str✉❝t
❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❡❡ tp t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s Sp✳ ■♥ t❤❛t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❡❡✱ t❤❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✭♣r✐♦r✐t✐③❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱
❞❡♥♦t❡❞ ❜② &✮ ❢r♦♠ ♣❛r❡♥t t♦ ❝❤✐❧❞✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞
❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❡♥t ❡①♣r❡ss P❛r❡t♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊗✳ ❊❛❝❤ ❧❡✈❡❧ i ♦❢
t❤❡ tr❡❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t ωi = 1/i ❡①❝❡♣t t❤❡ level✵✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❡❡ ♦❢ q1 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ p11
✐s ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ p5 :
& (p2, p3) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s p2 ❛♥❞ p3❀ ✐t ♠❡❛♥s
t❤❛t p2 ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ p3✳ p7 : ⊗ (p3, p4) ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s p3 ❛♥❞ p4❀ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t p3 ❛♥❞ p4 ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ pi ❤❛s ❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ δi✱ ❛
♥❡✇ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ δ′i ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✇❡✐❣❤t ωi ✉♥❞❡r✲
❧②✐♥❣ pi ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ❬✽❪✳ δ′i ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✮ ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
maxi=1,n wi = 1✮✳

δ′i = max (δi, 1− ωi) ✭✶✮

❚❤✐s ♥❡✇ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ pi ❝♦♥s✐❞❡rs ❛s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ✐ts
s✉♣♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ 1−ωi✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧❛r❣❡r ωi ✭✐✳❡✳✱ pi ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✮✱
t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ pi✳ ❆t
t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✉s❡r ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡♠✳

✺ Pr♦❝❡ss ▼♦❞❡❧ ❙✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❆ ▲✐♥❣✉✐st✐❝ ◗✉❛♥t✐✜❡r✲❇❛s❡❞

▼❡t❤♦❞

❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❝❡ss
♠♦❞❡❧ ❣r❛♣❤s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡✲
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❋✐❣✳ ✸✳ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❡❡✳



t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ❣r❛♣❤s✳ ❇♦t❤ ❞❡❣r❡❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❛♥❦ ♣♦t❡♥t✐❛❧
t❛r❣❡ts ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳ ❲❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛t t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣
❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s❀ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts
s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ✉s❡r ♣r❡❢❡r✲
❡♥❝❡s✳ ■♥ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ♣❧❡❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❬✹❪ ❢♦r ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t r❡t✉r♥s
❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t✇♦ ❣r❛♣❤s q ❛♥❞ t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦
✉s❡ ❛ ❣r❛♣❤ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧✐❦❡ ✐♥ ❬✹❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣
M ❛♥❞ ❛ s❡t E ♦❢ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ q ✐♥t♦ t✳ ❆ ♠❛♣♣✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ q ❛♥❞ t ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs (v, w)✱ s✉❝❤ t❤❛t v ✐s ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ q ❛♥❞ w
✐s ❛♥ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t✳ ❚❤❡ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❣r❛♣❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿
♥♦❞❡✴❡❞❣❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❡r②
❣r❛♣❤ q1 ❛♥❞ t❛r❣❡t ❣r❛♣❤ t1✳ ▲❡t SS (v, w) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s v ❛♥❞ w❀ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✹❪✳ ▲❡t δ (q1.Sp, t1.Sa)
❜❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❧♦❜❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡t
δ (v, w) ❜❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❝t✐✈✐t✐❡s v ❛♥❞ w ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳

◆❡①t✱ ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ q✉❛♥t✐✜❡r ✏❛❧♠♦st ❛❧❧ ✑ ❢♦r t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐✜❡r ✐s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✐✜❡r ✏❛❧❧ ✑
❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦♦❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ❡♠♣t② ❛♥s✇❡rs s✐♥❝❡ ✐t r❡tr✐❡✈❡s
❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❡r ✏❛❧❧ ✑✳

✺✳✶ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ Pr♦❝❡ss ▼♦❞❡❧s

❆ ♥❛t✉r❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ q✉❡r② ❛♥❞ t❛r❣❡t P▼s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr✉t❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

γ1✿ ❆❧♠♦st ❛❧❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ q ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s ❛ ❢✉③③② q✉❛♥t✐✜❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✏Q X
❛r❡ P ✑✱ ✇❤❡r❡ ✭✐✮ Q ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡ q✉❛♥t✐✜❡r ✭❡✳❣✳✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧✱ ❛r♦✉♥❞ ❤❛❧❢✱ ❡t❝✳✮
❬✷✼❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ µQ s✉❝❤ ❛s µQ (̟) ✐s t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ tr✉t❤ ♦❢
✏Q X ❛r❡ P ✑ ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ̟ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ X ❢✉❧❧② s❛t✐s❢② A ❛♥❞ t❤❡
♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ♥♦t s❛t✐s✜❡❞❀ ✭✐✐✮ X ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts❀ ✭✐✐✐✮ P ✐s ❛ ❢✉③③②
♣r❡❞✐❝❛t❡✳ ■♥ ❬✷✽❪✱ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ tr✉t❤ ❞❡❣r❡❡ δγ ♦❢
γ : QX ❛r❡P ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿

✕ ▲❡t Ω = {µ1, . . . , µn} ❜❡ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ X ✇✳r✳t✳ P ✱
♦r❞❡r❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❛②❀ ✐✳❡✳ µ1 ≥ . . . ≥ µn❀

✕ ❚❤❡ tr✉t❤ ❞❡❣r❡❡ δγ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✮✱ ✇❤❡r❡ µQ (i/n) ✐s ❛ ♠❡♠✲
❜❡rs❤✐♣ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t i/n t♦ Q✳

δγ = max
1≤i≤n

min (µi, µQ (i/n)) ✭✷✮

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ Ω =
{

µ1 : δ
′

1, . . . , µn : δ
′

n

}

✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛❧❧

✭❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t②✮ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ q✉❡r② q✱ ✇❤❡r❡ δ
′

i ✐s t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ pi ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❢♦r♠✉❧❛ ✭✶✮✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢
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❋✐❣✳ ✹✳ ❙❛♠♣❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ M ❜❡t✇❡❡♥ q✉❡r② ❣r❛♣❤ q1 ❛♥❞ t❛r❣❡t ❣r❛♣❤ t1✳

t❤❡ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ q✉❛♥t✐✜❡r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✭✐✮ t❤❡ ✉s❡r
✐s t♦t❛❧❧② s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ✽✵✪ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t❤❡ ✉s❡r ✐s
♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❛t ❛❧❧ ✐❢ ❛t ♠♦st ✺✵✪ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

✺✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ Pr♦❝❡ss ▼♦❞❡❧s

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ❢✉③③② q✉❛♥t✐✜❡rs t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ str✉❝t✉r❛❧
s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡❣r❡❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
❛ q✉❡r② ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr✉t❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✏γ1, γ2 ❛♥❞ γ3✑ ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✮✿

γ2✿ ❆❧♠♦st ❛❧❧ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ q ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t✱ ❛♥❞
γ3✿ ❆❧♠♦st ♥♦ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ q ✐♥t♦ t

❚❤❡ tr✉t❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ γ2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭✷✮✱ ✇❤❡r❡
Ω = {µ1 : SS1, . . . , µn : SSn} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛❧❧
♠❛♣♣❡❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ q✱ ❛♥❞ SSi ✐s t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ q✉❡r②
❛❝t✐✈✐t② v ♠❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❛r❣❡t ❛❝t✐✈✐t② w✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ γ3✱
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✧❛❧♠♦st ♥♦ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛♥s❢♦r♠ q ✐♥t♦ t✧ ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✧❛❧♠♦st ❛❧❧ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦
tr❛♥s❢♦r♠ q ✐♥t♦ t✧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts tr✉t❤ ❞❡❣r❡❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

δγ = max
1≤i≤n

min (1− µi, 1− µQ (i/n)) ✭✸✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ Ω = {µ1 : C1, ..., µn : Cn} ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦sts ♦❢
♠❛♣♣❡❞ t❛r❣❡t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ q✱ ❛♥❞ Ci ✐s t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❛❝t✐✈✐t② w ✐♥t♦ ❛ q✉❡r② ❛❝t✐✈✐t② v✳

❙♦✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ q ❛♥❞ t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



❚❛❜❧❡ ✷✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s γ1✱ γ2✱ γ3✳

PROPOSITION SET   MEMBERSHIP FUNCTION   (  ⁄ ) 
   

  岶    岫     岻       岫     岻岼, 
where   is the number of mapping 

elements 

 

   

  岶     岫     岻        岫     岻岼, 
where   is the number of mapping 

elements 

 

   

  岶    岫  岻       岫  岻岼, 
where   is the number of query 

activities 

 

 

N          岶    岫     岻       岫     岻岼   岶     岫     岻        岫     岻岼   岶         岼
 (  ⁄ )

0

SS = min (δγ2
, δγ3

) ✭✹✮

■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛❡ ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮✱ ✇❤❡r❡
µQ (i/n) = i/n✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❞❡❣r❡❡s ❤❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❧❡❛r
s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ✉s❡r ❬✷✾❪✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ γ1✱ γ2 ❛♥❞ γ3 ♠❡❛♥s t❤❛t✿
✧❆t ❧❡❛st δ∗γ1

✪ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ q ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t t♦ ❛t ❧❡❛st ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ δγ1
✱ ❛t

❧❡❛st δ∗γ2
✪ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ q ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ✇✐t❤ t t♦ ❛t ❧❡❛st ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ δγ2

✱ ❛♥❞

❛t ❧❡❛st δ∗γ3
✪ ♦❢ q ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ q ✐♥t♦ t t♦ ❛t ❧❡❛st ❛

❞❡❣r❡❡ ♦❢ δγ3
✧ ✭✇❤❡r❡ δ∗γi

= 100× δγi
✮✳

✻ Pr♦❝❡ss ▼♦❞❡❧ ❘❛♥❦✐♥❣

Pr❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❢✉③③② s❡t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐♠✲
✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ q✉❡r② ❛♥❞ ♦♥❡ t❛r❣❡t ❣r❛♣❤s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢
t❛r❣❡t ❣r❛♣❤s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ q✉❡r②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ r❛♥❦✲
♦r❞❡r t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ▲❡t
δ (q, t,M) ❜❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ❜❡t✇❡❡♥ q✉❡r② ❣r❛♣❤ q ❛♥❞ t❛r❣❡t ❣r❛♣❤ t
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ M ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❧❡t SS (q, t,M,E) ❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐✲
❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ q ❛♥❞ t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ M ❛♥❞ ❛ s❡t E ♦❢ ❡❞✐t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❝❧❛ss✐❢② r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

❘❛♥❦✐♥❣ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ■♥ t❤✐s ✜rst ❝❛t❡❣♦r②✱ r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞❡❣r❡❡ ✉s❡❞
t♦ r❛♥❦✲♦r❞❡r t❤❡ t❛r❣❡t ❣r❛♣❤s✳ ❚✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿



❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡✲❇❛s❡❞ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ SS (q, t,M,E)
❛♥❞ δ (q, t,M) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

rank (q, t) = ωSS × SS (q, t,M,E) + (1− ωSS)× δ (q, t,M) ✭✺✮

✇❤❡r❡ 0 < ωSS < 1 ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳

▼✐♥✲❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐♥✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✸✵❪ s❡✲
❧❡❝ts t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡❣r❡❡s SS (q, t,M,E) ❛♥❞ δ (q, t,M)✿

rank (q, t) = min (SS (q, t,M,E) , δ (q, t,M)) ✭✻✮

❘❛♥❦✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ✇✐t❤♦✉t ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡❣r❡❡s ❛r❡
✉s❡❞ t♦ r❛♥❦✲♦r❞❡r t❛r❣❡t ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❛♥s✇❡rs ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡①✐❝♦✲

❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✳ ❆ ♣r✐♦r✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❜r❡❛❦ t✐❡s✳

✼ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❊①❛♠♣❧❡

❲❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❢♦r q✉❡r② q1 ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❛ s❡t {t1, . . . , t8} ♦❢ ❡✐❣❤t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥s✇❡rs t♦ q1 r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ❛ ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ q1 ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❛r❣❡t ❣r❛♣❤s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✮✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ q1 ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❛r❣❡ts ✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ q1 ❛♥❞ t❛r❣❡t t1 ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳

Pr❡❢❡r❡♥❝❡s ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ δ′i ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ pi ♦❢ q1 ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②
❞❡❣r❡❡ δ2 = δ (p2, a2) ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ p2 ❛♥❞ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ a2 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❢✉♥❝t✐♦♥ µmax [reliability]✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ tr❡❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❝♦❧✉♠♥ δ′i✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ tr✉t❤ ❞❡❣r❡❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶ t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡ ❜❡t✇❡❡♥ q1 ❛♥❞ t1✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ δγ1

(q1, t1) ❂ ♠❛①
✭♠✐♥ ✭1, µQ (1/9)✮✱ ✳✳✳✱ ♠✐♥ ✭0.5, µQ (9/9)✮✮ ❂ 0.67✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ✻✼✪
♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ q1 ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② t1 t♦ ❛t ❧❡❛st ❛ ❞❡❣r❡❡ 0.67✳

❙tr✉❝t✉r❛❧ ❙✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② SS (A,A′) = 0.72✱ SS (B,B′) = 0.85 ❛♥❞ SS (C,C ′) =
0.66✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦sts ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❛r❣❡t ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ C (start) = C (end) =
C (A′) = 0✱ C (AND − split) = 0.1✱ C (B′) = C (C ′) = 0.2✱ C (D′) = 0.4✱
C (AND − join) = 0.1✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡❣r❡❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ q1 ❛♥❞ t1 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s δγ2

(q1, t1) = 0.66 ❛♥❞ δγ3
(q1, t1) = 0.75✳ ◆♦✇✱

SS (q, t,M,E)❂min (δγ2
, δγ3

) = 0.66✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t ❧❡❛st 66✪ ♦❢ q✉❡r② ❛❝✲
t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛t ❧❡❛st ❛ ❞❡❣r❡❡ 0.66 ❛♥❞ ❛t ♠♦st 66✪ ♦❢ t❛r❣❡t ❛❝t✐✈✐t✐❡s
❤❛✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦st t♦ ❛t ♠♦st 0.66✳



❚❛❜❧❡ ✸✳ ❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳

SATISFIABILITY DEGREE CALCULATION 

ATOMIC PREFERENCES COMPLEX PREFERENCES 

PREF. MEMBERSHIP FUNCTION    PREFERENCE TREE        -  岫     岻    

 

             [           ]  岫             岻  岫     岻                    [        ]  岫           岻  岫     岻                         [    ]  岫          岻  岫     岻                        [        ]  岫           岻  岫     岻                 [        ]  岫         岻  岫     岻                      [           ]  岫             岻  岫       岻                       [    ]  岫         岻  岫      岻            0.75            [        ]  岫          岻  岫      岻             

 

❚❛❜❧❡ ✹✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ t❛r❣❡t
❣r❛♣❤s✳
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❚❛❜❧❡ ✺✳ ❘❛♥❦✐♥❣ ♦❢ t❛r❣❡t ❣r❛♣❤s ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♠✐♥✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
❛♥❞ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r ♠❡t❤♦❞s✳
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❘❛♥❦✐♥❣✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡✲
❣r❡❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❛r❣❡t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❛❜❧❡ ✺ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ✭✇❤❡r❡ ωSS = 0.75✮✳

❚❤❡ ▲❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ✜rst ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st ✐s t❤❛t
❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡st str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t✐❡s✱ t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❜❡st
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t3 ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r t❛r❣❡t ❣r❛♣❤s
❜❡❝❛✉s❡ ✐ts str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t t❤❡ r❛♥❦ ❝❛♥ ❜❡ t♦♦ ❞r❛st✐❝✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t5 : (0.78, 0.21)
❛♥❞ t6 (0.68, 0.72)✳ ■♥ ❛ s✉❝❤ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡
s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ◆♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ t6 ✐s ❜❡tt❡r
t❤❛♥ t5 ❜✉t ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❧❡❛r s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦r❞❡r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ✇♦rst s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤



s❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✈❡rs✉s t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡
s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠✐♥✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳

✽ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✜rst st✉❞② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ✭✐✮ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t✐♠❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ t❛s❦ t❛❦❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ t♦ ✭✐✐✮ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

✽✳✶ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐ts❡❧❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ t✐♠❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ m ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♣❡r ❛❝t✐✈✐t②✱
t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ n ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ✉s❡r q✉❡r② ✐s O (n ·m)✱ ✐❢
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❡✐t❤❡r tr✐✈✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✹

❬✷✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡♠❛✐♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❡❛❝❤ q✉❡r②
❛❝t✐✈✐t② ❞❡✜♥❡s ❛s ♠✉❝❤ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥♦♥✲
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ✐s ✇❤❡♥ ❛❧❧
❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ q✉❡r② ❛❝t✐✈✐t② ❛r❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t✐♠❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❡❛❝❤ ❛t♦♠✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ t♦
❝♦♥str✉❝t ❛♥❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❡❡✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ tr❡❡ ✐s
❧✐♥❡❛r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥
❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ t✐♠❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❡❡ ✐s ❛❧s♦
❧✐♥❡❛r ✇✳r✳t✳ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❣✉✐st✐❝
q✉❛♥t✐✜❡rs ✐s ❛❧s♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♣❧✉s t❤❡
❝❤♦♦s✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✽✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❙❡t✉♣

❚♦ r✉♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ ♣r♦t♦t②♣❡ t❤❛t ✇♦r❦s ♦✈❡r t❤❡ s②s✲
t❡♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✹❪✳ ❲❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡✐r ❜✉s✐♥❡ss ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r q✉❡r② ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❛❧s♦ r❡✉s❡❞ t❤❡✐r t❡st s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ q✉❡r✐❡s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ t♦✿ ✭✐✮ ▼❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ t✐♠❡
✇✳r✳t✳ t❤❡ ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ t✐♠❡✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❛r❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡❀ ✭✐✐✮ ▼❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❉✐s❝♦✉♥t❡❞ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ●❛✐♥ ✭◆❉❈●✮ s❝♦r❡❀ ✭✐✐✐✮ ❈♦♠♣❛r❡ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✐s♣ ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳

✹ ❚❤❡ ❧❡❛st ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❝❡st♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣② ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ♦✛ q✉❡r② t✐♠❡✳



❚❡st s❡t s❡t✉♣ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ r❡❛❧✲❞❛t❛ s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❛r❣❡t ❣r❛♣❤s✿ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✷✹ ❣r❛♣❤s ♦❢ ✢✐❣❤t r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥
❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ ✶✽ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛s ✸✷ ❣r❛♣❤s ♦❢ ❤♦t❡❧
r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐③❡ ♦❢ ✶✷ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ❣r❛♣❤s ❤❛✈❡ ❛ q✉✐t❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s✐③❡✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r
str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ ❛♥❞ ♥♦t ❡♠♣t②✳ ❲❡
❛♥♥♦t❛t❡❞ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t❛r❣❡t ✇✐t❤ ✶✵ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
✶✵ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ◗♦❙ ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✳

❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❡r② ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞✿ ❋❧✐❣❤t❘❡s❡r✈❛t✐♦♥◗✉❡r②✶
✭❋❘✲✶✮✱ ❋❧✐❣❤t❘❡s❡r✈❛t✐♦♥◗✉❡r②✷ ✭❋❘✲✷✮ ❛♥❞ ❍♦t❡❧❘❡s❡r✈❛t✐♦♥◗✉❡r②✶ ✭❍❘✲✶✮✳
❚❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ q✉❡r✐❡s ✇❡r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ t❡①t✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♣❡rt✐♥❡♥t
t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚❤❡s❡ t❡①t✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✲
✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❛♥❞
❝♦♠♣❧❡① ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❞❛♣t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ q✉❡r✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❋✉③③② ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✮ ❛♥❞ ✐♥ ❬✾❪ ✭❈r✐s♣ ❧♦❣✐❝✲❜❛s❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤✮✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛❧s♦ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛❧ r❛♥❦✐♥❣ ❆ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡①♣❡rts ✇❛s ✐♥✈✐t❡❞ t♦ ♠❛♥✉❛❧❧② ❛♥❛✲
❧②③❡ t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ t❛r❣❡t ❣r❛♣❤ ✇✳r✳t✳ t♦ t❤❡ t❡①t✉❛❧ q✉❡r✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ◗♦❙ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❡①♣❡rts
❣❛✈❡ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♥♦t❡ t♦ ❡❛❝❤ t❛r❣❡t ✐♥ ❛ ✶✲✼ ▲✐❦❡rt s❝❛❧❡ ✭✶ ❢♦r str♦♥❣❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱
✼ ❢♦r str♦♥❣❧② s✐♠✐❧❛r✮✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞✱ ❛♥ ❡①♣❡rt r❛♥❦✐♥❣ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❡r②✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❋✐✈❡ r❛♥❦✐♥❣s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r q✉❡r② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✿

✶✳ ✭❈r✐s♣ ❆❱●✮ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝r✐s♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡
♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②❀

✷✳ ✭❈r✐s♣ ▲❊❳ ✮ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❝r✐s♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r
♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②❀

✸✳ ✭❋✉③③② ❆❱●✮ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②❀

✹✳ ✭❋✉③③② ▲❊❳ ✮ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r
♦❢ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②❀

✺✳ ✭❋✉③③② ▼■◆ ✮ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②❀

❋r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ r❛♥❦✐♥❣✱ t❤❡ t♦♣✲❦ t❛r❣❡ts ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ◆❉❈●
s❝♦r❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ t✐♠❡ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢
r❡s✉❧ts✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ✐✺ ✷✳✽●❍③
♣r♦❝❡ss♦r✱ ✹●❇ ♦❢ ♠❡♠♦r②✱ r✉♥♥✐♥❣ ❲✐♥❞♦✇s ✼ ❖❙ ❛♥❞ ❏❛✈❛ ❱▼ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✻✳

✽✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✱ t❤❡ ❡①tr❛ t✐♠❡ t❛❦❡♥ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❤❛r❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s ✐♥s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ t✐♠❡✳ ■t
❜❛r❡❧② r❡♣r❡s❡♥ts ✶✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ t✐♠❡✳



❚❛❜❧❡ ✻✳ ▼❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳

◗✉❡r②✴❚✐♠❡ ✭♠s✮ ❆▼❚ ❆P❊❚
❋❘✲✶ ✽✷✳✽ ✵✳✾
❋❘✲✷ ✶✽✵✳✽ ✵✳✽
❍❘✲✶ ✺✵✳✾ ✵✳✽

▲❡❣❡♥❞✿
✲ ❆▼❚✿ ❆✈❡r❛❣❡ ▼❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ ❚✐♠❡
✲ ❆P❊❚✿ ❆✈❡r❛❣❡ Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❚✐♠❡

FR-1 FR-2 HR-1

Crispy AVG 0.920 0.971 0.968

Crispy LEX 0.943 0.946 1.000

Fuzzy AVG 0.973 0.979 1.000

Fuzzy LEX 0.951 0.925 1.000

Fuzzy MIN 0.943 0.909 0.907

0.900

0.925

0.950

0.975

1.000

Crispy AVG Crispy LEX Fuzzy AVG Fuzzy LEX Fuzzy MIN

❋✐❣✳ ✺✳ ❊✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✉s✐♥❣ ◆❉❈● ♠❡❛s✉r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ◆❉❈● s❝♦r❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❡❞ r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ s❝♦r❡ ✐s t♦ ✶✱
t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ t❤❡ r❛♥❦✐♥❣
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡rts✳ ❋♦r q✉❡r② ❋❘✲✶✱ ❛❧❧ s❝♦r❡s ♦❢ ❢✉③③② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦✈❡r❝❛♠❡
t❤❡ ❝r✐s♣ ♦♥❡s✳ ❋♦r q✉❡r② ❋❘✲✷✱ ❢✉③③② ❆❱● s❝♦r❡ ✇❛s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❝r✐s♣ r❡s✉❧ts✳
❋♦r q✉❡r② ❍❘✲✶✱ s♦♠❡ ❝r✐s♣ ❛♥❞ ❢✉③③② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❡①♣❡rt r❛♥❦✐♥❣✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ ❝r✐s♣ ❛♥❞ ❢✉③③② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛
❣♦♦❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❝♦r❡s ♦❢ ❢✉③③② ❆❱● ♠❡t❤♦❞ ❛❧✇❛②s ♦✈❡r❝♦♠❡
❝r✐s♣ s❝♦r❡s✳ ❋✉③③② ▲❊❳ s❝♦r❡ ✇❛s ✈❡r② ✉♥st❛❜❧❡ ✇✳r✳t✳ t♦ t❤❡ ❡①♣❡rt r❛♥❦✐♥❣ s✐♥❝❡
t❤❡ ❡①♣❡rts tr✐❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t②✱ ✇❤❡r❡❛s
✐♥ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❜r❡❛❦ t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡str✐❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❋✉③③② ▼■◆
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ✐ts r❡s✉❧ts ✐s ✈❡r② str♦♥❣✳

✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❦✲
✐♥❣✳ ■♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ ✭✐✮



str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✳ ❯s❡r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♠♦❞✲
❡❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❢✉③③② ♣r❡❞✐❝❛t❡s✳ ❇♦t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✲
✐t② ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❧✐♥❣✉✐st✐❝ q✉❛♥t✐✜❡rs✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣
♣r♦❝❡ss ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝✳ ❙♦♠❡ r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❛s ✇❡❧❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ s❤♦✇❡❞
t❤❛t t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❛✐s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧
♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦✈❡r ❛♥
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❛t❤❡r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦✲
♣♦s❡s ❛ ❜❡tt❡r r❛♥❦✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝r✐s♣ s♦❧✉t✐♦♥✳

❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✇❡ ❡♥✈✐s✐♦♥ t♦ ❛♣♣❧② ❢✉③③② s❡t✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r ◗♦❙ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ ♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣✳ ❲❡ ❛❧s♦
♣r❡t❡♥❞ t♦ ❛♣♣❧② ♦t❤❡r ❢✉③③② ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❦✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s
t❤❡ r❡str✐❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t

❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s r❡❝❡✐✈❡❞ s✉♣♣♦rt ❢r♦♠ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❣❡♥❝② ❢♦r ❘❡s❡❛r❝❤
✭❆◆❘✮ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❆◆❘✲ ✵✽✲❈❖❘❉✲✵✵✾✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ▼✳ ❑❧✉s❝❤✱ ❇✳ ❋r✐❡s✱ ❛♥❞ ❑✳ ❙②❝❛r❛✱ ✏❆✉t♦♠❛t❡❞ s❡♠❛♥t✐❝ ✇❡❜ s❡r✈✐❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r②
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✸✳ ❇✳ ❉♦♥❣❡♥✱ ❘✳ ❉✐❥❦♠❛♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼❡♥❞❧✐♥❣✱ ✏▼❡❛s✉r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉s✐♥❡ss
♣r♦❝❡ss ♠♦❞❡❧s✱✑ ✐♥ Pr♦❝✳ ♦❢ ❈❆■❙❊✱ ✷✵✵✽✱ ♣♣✳ ✹✺✵ ✕ ✹✻✹✳

✹✳ ❉✳ ●r✐❣♦r✐✱ ❏✳ ❈✳ ❈♦rr❛❧❡s✱ ▼✳ ❇♦✉③❡❣❤♦✉❜✱ ❛♥❞ ❆✳ ●❛t❡r✱ ✏❘❛♥❦✐♥❣ ❜♣❡❧ ♣r♦❝❡ss❡s
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✶✶✳ P✳ ❇♦s❝ ❛♥❞ ❖✳ P✐✈❡rt✱ ✏❙q❧❢✿ ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❢✉③③② q✉❡r②✐♥❣✱✑
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