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Cloture intégrale et opérations de tores algébriques de complexité
un dans les variétés affines

Kevin Langlois

Résumé

Dans cet article, nous nous intéressons aux algébres affines multigraduées de complexité 1. Un
des résultats principaux donne une description des idéaux homogénes intégralement clos en termes
de diviseurs polyédraux d’Altmann-Hausen. Un autre résultat important concerne le calcul de la
normalisation d’une variété affine avec une opération de tore algébrique de complexité 1. On décrit
également la cloture intégrale des idéaux homogénes.

Introduction

Dans cet article, nous nous intéressons aux algébres affines multigraduées de complexité 1 sur un
corps commutatif k algébriquement clos de caractéristique zéro. Un des résultats principaux donne
une description des idéaux homogénes intégralement clos en termes de diviseurs polyédraux, voir §3.8,
théoréme 8. Un autre résultat important concerne le calcul de la normalisation d’une variété affine avec
une opération de tore algébrique de complexité 1. On décrit également la cloture intégrale des idéaux
homogénes, voir §2, théoréme 4, §3.5, théoréme 8.

Voici deux exemples classiques qui illustrent notre problématique. On considére I'algébre des poly-
noémes de Laurent a n variables

Ligy = Ly (k) =k [t 87 to, 5t 8]

On remarque que Ly, est I'anneau des coordonnées de la variété (k*)™. Soit A une sous-algébre en-
gendrée par un nombre fini de monomes dont les exposants forment un sous-ensemble E de Z™. Alors
il est connu [Ho| que la normalisation de A est I’ensemble des combinaisons linéaires des monoémes de
Ly, dont les exposants appartiennent au cone rationnel w C Q" engendré par E. On a donc I'égalité

A= &y KL

(m1,..., mp)EwWNZ™

olt A est la normalisation de A. Par exemple, si n = 1 et si A est la sous-algébre engendrée par les
mondmes t2 et 3 alors la normalisation de A est I'algébre des polynomes kt1].

Un probléme analogue existe pour les idéaux monomiaux. Supposons que l'algébre A est normale.
Soit I un idéal de A engendré par des monémes. L’enveloppe convexe dans Q" de tous les exposants
des mondémes apparaissant dans I est un polyédre P contenu dans w. Le polyédre P est stable par
translation de w. La cloture intégrale de I est égale a

I= $ kit
(m1, ..., mn)E PNZ™

(voir [Vit]). On peut déterminer P a l'aide d'un systéme fini de générateurs monomiaux de I. Par
exemple, si n = 2, A = C[t1,ts] et I est I'idéal engendré par les monomes ¢} et 3 alors

I= (8, tita, 183, £3) .



Pour plus de détails sur la cloture intégrale des idéaux et leurs applications, voir [LeTel|, [HS], [Va].
Notons que I’étude des idéaux intégralement clos est liée au probléme de normalisation des éclatements
(voir [KKMS] pour les variétés toriques et |Br| pour les variétés sphériques) et des modifications affines
(voir [KZ], [Dul).

Dans cet article, par les analogies avec le cas monomial présenté ci-dessus, nous abordons le cas
suivant, a savoir les opérations de tores algébriques de complexité 1. Avant de passer a la formulation
des résultats, rappelons quelques notions.

Un tore algébrique T de dimension n est un groupe algébrique isomorphe & (k*)™. Si M est le réseau
des caractéres de T et A est une algébre affine sur k alors une M-graduation de A est équivalente &
une opération algébrique de T dans X = Spec A. La complexité de I'algébre affine M-graduée A est
la codimension d’une T-orbite générale dans X. Dans I'exemple présenté ci-dessus, I’algébre A admet
une Z"-graduation naturelle, celle donnée par les monoémes et 'opération de (k*)™ correspondante est
de complexité 0.

Le but de cet article est de répondre aux questions suivantes : étant donnée une algébre A affine
M-graduée de complexité 1 sur k et des éléments homogénes ay,...,a, tels que

A=Xklay,...,ar],

peut-on décrire de maniére explicite la normalisation de A en fonction du r-uplet (ai,...,a,)? Si en
outre A est normale alors peut-on décrire la cloture intégrale d’un idéal homogeéne I C A en fonction
d’un systéme de générateurs homogénes fini de I 7 Ces deux questions sont liées. En effet la réponse
a la seconde question peut étre déduite de la premiére en examinant la normalisation de ’algébre de
Rees A[It] correspondant a I'idéal I. Voir [Ri| pour plus de détails.

Pour répondre a la premiére question, il est utile d’attacher un objet combinatoire & chaque algébre
M-graduée normale. Par exemple dans le cas monomial, le cone rationnel w permet de reconstruire A
lorsque A = A.

Rappelons qu'une T-variété est une variété normale munie d’une opération algébrique fidéle de T.
Les T-variétés de complexité zéro sont les variétés toriques. Il existe plusieurs descriptions combinatoires
des T-variétés affines. Voir [De], [AH] pour la complexité arbitraire, [KKMS], [Ti] pour la complexité
1 et [FZ| pour le cas des surfaces. Notons que les descriptions dans [AH|, [Ti|] se généralisent aux
T-variétés qui ne sont pas affines [AHS|. Voir [AOPSV| pour des applications diverses de la théorie des
T-variétés.

Dans cet article, nous utilisons le point de vue de [AH| et de [Ti]. Pour simplifier, supposons
M =7" et T = (k*)". Une T-variété affine de complexité 1, X = Spec A, peut étre décrite par son
cone des poids w C Q" et par un diviseur ® sur une courbe algébrique lisse C' dont les coefficients sont
des polyeédres de Q™. Pour chaque élément m = (my,...,m,) de w NZ"™, on a une évaluation D(m)
appartenant au Q-espace vectoriel des diviseurs de Weil rationnels sur C. A la donnée combinatoire
(w,C,®) on associe I'algébre M-graduée

AlC,D]:= P H(C,0c(|D(m)])x™

mewnM

ou X" est le monéme ¢7" ... ¢ Voir [AH| pour des définitions et des énoncés précis. Un des résultats
principaux de cet article est le suivant (voir le théoréme 4, §2).

Théoréme. Soit C' une courbe algébrique lisse. On considére une sous-algébre
B =K[Cl[fix™, ..., ix*] C Ly (k(C)) = k(O) [t1, 87, tns 1]

satisfaisant les conditions suivantes : pour i = 1,...,r, f; est une fonction rationnelle non nulle sur C,
s; est un vecteur de 2" et x® est le mondme de Laurent correspondant & s;. L’algebre B a méme corps



des fractions que Ly (k(C)). Sous ces conditions, la normalisation de B est l’algebre A[C,D] dont le
cone des poids w est engendré par s1, ..., S, et le coefficient du diviseur polyédral ® au point z € C est

A, ={veQ, (si,v)>—v.(fi),i=1,...,1}

ot v, (f;) est ordre d’annulation de la fonction f; au point z.

Ce théoréme donne une réponse a la premiére question ci-dessus. Cela généralise des résultats connus
pour le cas des surfaces affines munies d’une opération de k* [FZ, 3.9, 4.6].

La réponse a la deuxiéme question est donnée par le théoréme 7 de la section 3.5. Il est connu
que ’ensemble des idéaux homogénes intégralement clos d’une variété torique affine non dégénérée de
cone des poids w est en correspondance bijective avec ’ensemble des polyédres entiers contenus dans
w et stables par translation de celui-ci. Nous adaptons cet correspondance pour les idéaux homogénes
intégralement clos des T-variétés affines de complexité 1 (voir le théoréme 8 de la section 3.8).

Nous décrivons un idéal homogene intégralement clos I d'une T-variété affine X = Spec 4 de
complexité 1 par un couple (P,®) ou P est un polyédre entier de Q™ qui peut étre interprété comme
I'analogue du polyédre de Newton dans le cas monomial. Le diviseur polyédral ® correspond a I’algébre
de Rees normalisée de I. Nous donnons une interprétation géométrique des coefficients de ©. Par
exemple, lorsque le cone des poids de A est saillant, si A, est le coefficient de ® au point z € C alors
le théoréme 8 donne des contraintes sur les équations des faces de codimension 1 de A, pour que D
corresponde & la normalisation de l’algeébre de Rees A[It].

Donnons un bref résumé du contenu de chaque section. Dans la premiére section, nous rappelons
les notions sur les opérations de tores algébriques de complexité 1 et sur les diviseurs polyédraux
d’Altmann-Hausen. Nous faisons le lien avec la description de Timashev. Dans la deuxiéme section, nous
traitons le probléme de normalisation des algébres multigraduées et démontrons le théoréme 4. Nous
donnons quelques exemples. La troisiéme section concerne ’etude des idéaux homogénes intégralement
clos. Des paragraphes 3.1 & 3.4, on rappelle quelques faits sur les idéaux intégralements clos et sur
les polyédres entiers. Dans le paragraphe 3.5, on étudie le cone des poids de 'algébres de Rees de A
correspondant & un idéal homogéne. On déduit le théoréme 7. Ensuite dans les paragraphes 3.6, 3.7,
3.8 on étudie la description (P, ’}5) des idéaux homogeénes intégralement clos. On conclut par quelques
exemples.

Tout au long de cet article, k est un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique zéro.
Une variété est un schéma séparé intégre de type fini sur k.

Remerciements : L’auteur remercie Mikhail Zaidenberg pour ses encouragements perpétuels et pour
avoir poser le probléme de la section 2. Nous remercions également Ronan Terpereau et Mateusz
Michalek pour des discussions utiles.

1 Préliminaires : Description combinatoire des T-variétés affines de
complexité un.

Nous rappelons ici les notions basiques sur les opérations de tores algébriques que nous aurons besoin
par la suite.



1.1. Tore algébrique. Soit N un réseau de rang n et M = Hom(N,Z) son réseau dual. On note
Ng =Q®z N et Mg = Q ®z M les Q-espaces vectoriels duaux associés. Au réseau M, on associe un
tore algébrique T de dimension n dont son algébre des fonctions réguliéres est définie par

K[T] = €D kx™,

meM

la famille (x™)mens satisfaisant les relations x - ™ = x"™ pour tous m, m’ € M. Le choix d’une

base de M donne un isomorphisme entre k[T| et I’algébre des polynoémes de Laurent a n variables.
Chaque fonction x™ s’interpréte comme un caractére algébrique de T.

1.2. Multigraduation. Soit X une variété affine et supposons que T opére algébriquement dans X.
Alors cela induit une opération de T dans A = k[X] définie par (¢- f)(z) = f(t-z) avec t € T, f € k[X]
et x € X, faisant du k-espace vectoriel A un T-module rationnel.

Le T-module A admet une décomposition A = @, s Am en somme directe de sous-espaces
vectoriels ol pour tout m € M,

Ap={feAIVteT, t- f=x"{t)f} .
Cela munit l'algébre A d’'une M-graduation!. La partie
S ={me M| A, #{0}}

de M contenant 0 et stable par 'addition est appelée semi-groupe des poids de A. Comme ['algébre A
est de type fini sur k, S engendre un coéne polyédral w C Mg dit cone des poids de A.

L’opération de T dans X est fidéle si et seulement si .S n’est pas contenu dans un sous-réseau propre
de M. Dans ce cas, w est de dimension n et il existe un unique coéne polyédral saillant o C Ng tel que

w={m e Mg|Vv € o, m(v) >0} .

On dit que w est le cone dual de o et on le note par 0.

Une T-variété est une variété normale munie d’une opération algébrique fidéle de T.
Notations 1.3. Désormais nous notons w N M par wys, pour tout cone polyédral w C Mg.

1.4. Complexité. Nous appelons complerité de l'opération de T dans X = Spec 4, le degré de
transcendance de l’extension de corps k(X)T/k. La complexité s’interpréte géométriquement comme
la codimension d’une T-orbite de X en position générale et lorsque 'opération est fidéle, elle est égale
a dim X —dim T.

Elle fat introduite dans [LV] pour les opérations algébriques de groupes algébriques réductifs dans
les espaces homogeénes.

Les T-variétés affines de complexité 0 sont les variétés toriques affines. 11 existe une description
bien connue des variétés toriques affines en terme de cones polyédraux saillants. Elle est obtenue en
associant a chaque variété torique affine le dual du cone des poids de son algébre des fonctions.

1. Réciproquement, toute M-graduation de la k-algébre A est obtenue par une opération algébrique de T dans
X = Spec A.



Nous notons par X, la variété torique affine associée a l'algébre M-graduée

kloj] = € kx™ CK[T].

Vv
meoy,

Pour plus d’informations sur les variétés toriques, voir [CLS|, [Dal, [Ful, ainsi que [Od].

1.5. Description combinatoire d’Altmann-Hausen. Nous rappelons la description combinatoire
des T-variétés affines de complexité 1 obtenue en spécifiant les résultats de [AH| donnés en complexité
arbitraire.

Une approche alternative et équivalente est donnée dans [Ti| a partir d’une description antérieure
des opérations de groupes algébriques réductifs de complexité 1 [Ti 2|. Nous la rappelons ci-apres.
Voir également [KKMS, Chap 2 et 4] et [Vo| pour le lien avec les variétés toroidales, et [De| pour les
anneaux normaux N-graduées.

Dans [FZ], on généralise la description classique de Dolgachev-Pinkham-Demazure (D.P.D.) aux
cas des surfaces affines normales avec opération algébrique de C* (voir [AH, Example 3.5] et [Ti, 5.2]
pour le lien avec [AH] et [Ti]).

Soit C' une courbe algébrique lisse et ¢ C Ng un coéne polyédral saillant. Une partie A C Ng est
un o-polyédre si A est somme de Minkowski de o et d'un polytope @ C Ng. On note Pol,(Ng) le
semi-groupe abélien des o-polyédres de loi la somme de Minkowski et d’élément neutre o.

Pour A € Pol,(Ng), on définit la fonction ha : ¥ — Q par ha(m) = minyea m(v), pour tout
m € o”. On dit que ha est la fonction de support de A. Elle est identiquement nulle si et seulement si
A = o. Pour tous m,m’ € ¥, on a I'inégalité de sous-additivité

(1) ha(m) + ha(m') < ha(m +m').

Un diviseur o-polyédral sur C est une somme formelle

D= A,z

zeC

otl chaque A, appartient a Pol,(Ng) avec pour presque? tout z € C, A, = . On note supp(D), dit
support de ®, ensemble fini des points z € C' tels que A, # o.
On dit que D est propre lorsque pour tout m € oy, 'évaluation

D(m) =Y _ ha.(m).z

zeC

est un Q-diviseur semi-ample et abondant (big) pour m appartenant & l'intérieur relatif de V.

1.5.1. La propreté de © est décrite en distinguant les deux cas suivants (voir [AH, 2.12]).

(i) Lorsque C' est une courbe projective lisse, ® est propre si et seulement si pour tout

m € oy,
deg(D(m)) > 0 et si deg(D(m)) = 0 alors m appartient au bord de ¢V et il existe r € Z~q
tel que r®(m) est principal.
(ii) Lorsque C' est une courbe affine lisse, aucune condition n’est imposée sur I’évaluation de
D.

2. Cela signifie qu’il existe un sous-ensemble fini £ C C tel que pour tout z € C — E, A, = o.



Notations 1.5.2. D’aprés l'inégalité 1.5(1) ci-dessus, si © est un diviseur o-polyédral sur C alors
pour tous m,m’ € oy, Papplication

H(C,0c(|D(m)])) x HY(C,0c(|D(m')])) = H*(C,0c(|D(m +m)])), (f,9) ~ f-g

est bien définie. On obtient une algébre multigraduée

AlC,D]:=  HC,0c(|D(m)))X™,

v
meo

ou encore notée A[D] lorsque la mention de C' est claire.
Pour tout élément homogene fx" de A[C, D], nous sous-entendons que f € k(C)* est une fonction
rationnelle non nulle et que x™ est un caractére de T.

Le théoréme suivant est démontré dans [AH] et fait le lien entre diviseurs polyédraux et opérations
de tores algébriques.

Théoréme 1. Si D est un diviseur o-polyédral propre sur une courbe algébrique lisse C alors ’algébre
multigraduée A = A[C,D] est normale de type fini sur k et sa M-graduation fait de X = Spec A une
T-variété de complexité 1. Inversement, pour toute k-algébre multigraduée A de T-variété affine de
complexité 1 dont le dual du cone des poids est o, il existe une courbe algébrique lisse C' et un diviseur
o-polyédral propre © sur C' tels que A[C, D] soit isomorphe 4 A en tant que k-algébre multigraduée.

Notations 1.5.3. Avec les mémes notations que dans 1.5.2, si © est propre alors on note par X [C, D]
ou par X [9D] la T-variété affine Spec A[C, D] correspondante.

L’assertion suivante est bien connue [AH, §8| [Li, Theorem 1.4(3)|. Elle permet de comparer deux
données combinatoires (C,0,D) et (C',0’,®’) donnant des k-algébres M-graduées isomorphes.

Théoréme 2. Soient C,C’ des courbes algébriques lisses et ©,D’ des diviseurs polyédrauz propres
respectivement sur C,C" selon des cones polyédrauz saillants 0,0’ C Ng. Alors X[C,D] et X[C', D]
sont T-isomorphes si et seulement si il existe un automorphisme de réseau F : N — N tel que®
Fg(o) = o', un isomorphisme ¢ : C' — C' de courbes algébriques, v1,...,v, € N et fi,..., fr € k(C)*
des fonctions rationnelles non nulles tels que pour tout m € o'y},

¢*(D')(m) = F.(D)(m) + > m(v;)div(f;)

i=1

avec

D= A2, @ =) AL.Z, ¢"(@)= > AL ¢ () et (D) =D (Fg(A:) +0). 2

zeC z'eC’ e’ zeC

Notation 1.5.4. Pour un o-polyédre A C Ng, on note V(A) I'ensemble de ses sommets.

3. Un automorphisme de réseau F' : N — N induit un automorphisme de ’espace vectoriel Ng que 1'on note Fy.



L’assertion suivante nous sera utile par la suite.

Proposition 1. Soit ¢ C Ng un cone polyédral saillant, A € Pol,(Ng) et S C A une partie non vide.
Alors A = Conv(S) + o si et seulement si pour tout m € ", ha(m) = minyes m(v). En particulier,
pour tout m € 0¥, ha(m) = minyey ) m(v).

Démonstration. Supposons que A = Conv(S)+0.SiAi,..., A\ € Qsptelsqued ;A =1,v1,...,0, €
S et ¢ € o alors pour tout m € ¢,

m (c + Z )\ivi> > min  m(v;) > minm(v).

=1,2,...,r vES
=1

Donc pour tout m € 0¥, ha(m) > minyegs m(v) et puisque S C A, ha(m) = minyes m(v).
Réciproquement, notons A’ = Conv(S) + 0. Comme S C A/, on a pour tout m € oV,

ha(m) = glelgl m(v) > ha/(m)

et puisque A" C A, ha = has. Done par [AH, Proposition 1.5], A = A’. Pour la seconde affirmation,
comme o est saillant, V' (A) est non vide. Puisque A = Conv(V(A)) + o, on peut conclure. O

La terminologie suivante est classique pour les surfaces affines avec opérations algébriques de k*
[FZ]. Elle est introduite dans |Li| pour les opérations algébriques de T de complexité 1 dans les variétés
affines.

Définition 1.5.5. Soit X une variété affine. Une opération algébrique de T de complexité 1 dans X
est dite elliptique? si 'algébre multigraduée correspondante

A=K[X]= P An avec Ay, ={f € A|VLtET, t-f=x"(t)f}
meM
vérifie Ay = k.

Remarques 1.5.6. Si A = A[C, D] alors A est elliptique si et seulement si C' est projective.

Par ailleurs dans [LS, Proposition 2.6], on montre que les T-algébres qui ne sont pas elliptiques
n’admettent que des singularités toriques. Tandis que lorsque C' est projective de genre g > 1, X[C, D]
est toujours singuliére et admet au moins une singularité qui n’est pas rationnelle [LS, Propositions
5.1, 5.5].

La proposition suivante peut étre vue comme une généralisation de [FZ, Lemma 1.3(a)|.

Proposition 2. Soit X une T-variété affine de complexité 1 et notons o C Ng le dual du cone des
poids de ’algébre multigraducée

A=K[X]= P An avec Ay ={f €A|VtE T, t-f=x"(t)f}
meM

obtenue par lopération de T. Si l'opération de T n’est pas elliptique alors le semi-groupe des poids de
K[X] est o), et pour tout m € o), Ay, est localement libre de rang 1 comme Ag-module. Si l’opération
est elliptique alors o # {0} et lintersection du sous-ensemble

E = {m € oY | An # {0}} C Mg

avec toute droite vectorielle rencontrant lintérieur relatif de oV est finie.

4. Dans ce cas, on dit également que ’algébre multigraduée A est elliptique.



Démonstration. Sil’opération de T n’est pas elliptique alors par le théoréme 1, on peut supposer qu’il
existe une courbe algébrique affine lisse C' et un diviseur o-polyédral propre ® sur C' tels que pour
tout m € oy,

(2) A = HY(C,0c(|D(m)| )™ et K[X]= @D An.

Vv
mEUM

Comme C est affine, pour tout m € oy, A, # {0}. D’ou la premiére assertion.

Si lopération est elliptique alors on peut supposer que k[ X] vérifie (2) avec C une courbe projective
lisse de genre g. Si o = {0} alors 0¥ = Mg et il existe m € oy, tel que deg(®(m)) > 0. Donc I'inégalité
D(—m) 4+ D(m) < D(0) = 0 implique deg(D(—m)) < 0, ce qui contredit la propreté de D.

Soit maintenant m € oy, appartenant a l'intérieur relatif de oV. Alors il existe rg € Zs¢ tel que
pour tout z € supp(®D) et tout v € V(A,), rov appatient & N. Ainsi, par la proposition 1,

3) D(rom) = [D(rom))].

Grace a la propreté de ®, quitte a multiplier ¢ par un entier strictement positif, on peut supposer que
deg(D(rom)) = deg([D(rom)]) > d +g -1

ot d est le cardinal de supp(®). Donc pour tout r € N,

(4)  deg([D((ro + r)m)]) = deg(|D(rom)]) + deg([D(rm)]) = deg(|D(rom)]) —d > g — 1.

Dans (4), la premiére égalité provient de (3) et l'inégalité > de deg(D(rm)) > 0. Comme o # {0},

la demi-droite Q<o - m ne rencontre o¥ qu’en lorigine [CLS, Exercice 1.2.4]. D’aprés le théoréme de

Riemann-Roch et les inégalités de (4), pour tout » € N, on a Alrgroym # {0}. Par conséquent, on a
I'inclusion

Q-mnEC{0,m2m,...,(ro —1)m}.

D’ou le résultat. O

Remarques 1.5.7. En général, E n’est pas un ensemble fini. Par exemple

Le diviseur polyédral ® est propre sur P! et pour tout r € N,
HO(BY, Op: (|D(1,7)]))x ") = {0}
De plus, 'exemple du diviseur polyédral propre

D = AY(0) + AY(1) + Al (o), Af= (1

1
2,O> +o, A} = <—§,0> +o, AL, =][(1,0),(0,1)] + 0o

montre qu’en général, il existe des demi-droites vectorielles contenues dans le bord relatif de oV qui
rencontrent F avec une infinité de points. En effet, pour tout r € N,

HO(P', Op (|9 (2r +1,0) ))x 1 = {o}.



1.5.8. Lacunes. La partie F de la proposition 2 est appelée ensemble des lacunes de ’algébre M-
graduée A (ou ensemble des lacunes de © si A est 'algébre multigraduée A[C,D]). On vérifie aisément
que o), — E est un sous-semi groupe de oy;.

1.6. Description combinatoire de Timashev. Nous passons & la description des T-variétés af-
fines de complexité 1 selon |Ti|. Cette description est obtenue en examinant ’ensemble des valuations
invariantes du corps des fonctions rationnelles de chaque T-variété X = Spec A. Elle nous permet de ce
point de vue d’obtenir une donnée combinatoire (C,0,®) de 'algébre M-graduée A (voir le corollaire
1 ci-apres).

Soit C' une courbe algébrique projective lisse. On considére la T-algébre ®

k(C) @k k[T @k

meM

dont I'opération est donnée par ¢ - fx™ = x"(t) fX" avec t € T, f € k(CN') et m € M. Notons K le
corps des fractions de k(C) @k k[T]. Alors 'opération de T dans k(C') @y k[T'] se prolonge naturellement
dans K.

Une valuation v de K/k est dite T-invariante si elle est constante sur les T-orbites de K. Par
exemple, a partir d'un triplet (z, A\,v) € C' x Q>0 X Ng, on définit une valuation invariante v de K/k
par la relation

1,...7

(5) v (Z fz‘Xm') = o Mhin (Avz(fi) +mi(v)),
i=1

pour tous mq, ..., m, € M distincts et pour tous fi,..., fr € k(CN')*, ou v,(f;) est Vordre de f; le long
de z.
On appelle hyper-espace I’ensemble

5XQ20XNQ

V= Z

ou Z est la relation d’equivalence définie sur l’ensemble C x Q>0 x Ng de la maniére suivante;
(2, \,0)Z(Z' N, v') st v = v lorsque A = 0 et (z,\,v) = (2/,N,v) sinon. Par (5) et [Ti, Lemma
1], on obtient une bijection naturelle entre I’ensemble des valuations discrétes T-invariantes de K/k a
valeurs dans Q et 7.

Définition 1.6.1. Une partie

U.ea iz} x %

v = Z

cv

avec ¢, C Q>¢ x Ng pour tout z € C , est appelée hypercone si elle vérifie les conditions suivantes.

(H1) Pour tout z € C, 6, C Q x Ng est un cone polyédral saillant et
g = (gz N ({0} X N@)

ne dépend pas du point z.

5. On écrit k(C)x™ au lieu de k(C) @ x™.



(H2) Pour presque tout z € C, on a légalité €, = Q>0 x 0.

H3) Notons pour tout z € C » Ienveloppe convexe de la projection sur Ng des sommets de
( p ; pp proj Q
ng N (Q21 X N@) .

Alors la somme® Q = 375 Q. est incluse dans o — {0}.

(H4) Pour toute face F' de o rencontrant @ et pour tout m € oy, s’annulant sur F, si pour z € CN',

a, := min,cg, m(v), alors un multiple entier non nul de Zzeé a, .z est un diviseur principal sur C.

Remarque 1.6.2. Avec les mémes notations et conditions que dans 1.6.1, posons

C={z€C|Q:#0},
et pour tout z € C, A, = Q. + 0. D’aprés (H2), C est un ouvert non vide de C. Par 1.6.1 et par la
proposition 1, le diviseur o-polyédral ® = _~ A, .z est propre sur C.

Notation 1.6.3. A partir d’un hypercone € C ¥, on construit une sous-algébre T-stable de k(a) Rk
k([T],

vecty {fxm |f €ek(C), me M et V(z,\v) €€, \.(f) +m(v) > 0}
notée par A[C,¥].

Le lemme suivant sera utile pour la suite. Par commodité, nous donnons une courte preuve.

Lemme 1. Soit C' une courbe algébrique lisse et soit A une sous-algébre T-stable de k(C') @y k[T]. Si
Frac A = Frack(C)®@x k[T] alors le semi-groupe S des poids de A n’est contenu dans aucun sous-réseau
propre de M et on a ’égalité (Frac A)T = k(C).

Démonstration. Supposons que 'égalité Frac A = Frack(C) ®x k[T] est vraie. Soit m € M. Alors il
existe f,g € A avec g non nul tels que gx™ = f. Notons

r r’
F=>"ax™, g=> bx",
i=1 j=1

avec pour tous i,j, a;,b; € k(C) et my,...,m, (resp m},...,m,,) des éléments distincts de S. Pour
tout j € {1,...,7'} tel que b; # 0, il existe i € {1,...,7} tel que ijm+m; = a;x™. Ce qui donne
m = m; — m;» et m appartient donc au sous-réseau de M engendré par S. L’autre affirmation est

claire. 0

La preuve du théoréme suivant se déduit du lemme 1 et de [Ti, Theorem 2|.

Théoréme 3. Soit C une courbe algébrique projective lisse et A C k(CN') ®xk k[T] une sous-algébre
normale M -graduée de type fini sur k et de corps des fractions K. Alors il existe un unique hypercone
¢ CV tel que A= A[C,¥]. Le cone o C Ng dans (H1) correspond au dual du cone des poids de A.

6. il existe z € C tel que Q. est vide alors on convient que (H3) et (H4) sont vraies. Dans le cas contraire, les

conditions (H1), (H2) entrainent que la somme formelle ) _za. .z est un Q-diviseur sur C.

10



Le corollaire suivant est bien connu (voir |Ti, §6]). Par commodité, nous donnons un court argument.

Corollaire 1. Soit C' une courbe algébrique lisse et A une sous-algébre normale M-graduée de k(C') ®x
Kk[T], de type fini sur k, de corps des fractions Frack(C) ®y k[T] et vérifiant AT = k[C]. Si o C Ng
est le dual du cone des poids de A alors il existe un unique diviseur o-polyédral propre ® sur C tel que
A= AlC,D].

Démonstration. Par le théoréme 3, il existe un hypercéne € C ¥ tel que A = A[é,(ﬁ] ot C est la
compactification lisse de C' [Ha, §1,6]. L’hypothése entraine C = {z € C'|Q. # 0}. Considérons le
diviseur o-polyédral propre ® sur C' comme dans la remarque 1.6.2.

Montrons que A[é,%] = A[C,D]. 1l suffit de montrer que ces algébres ont les mémes éléments
homogeénes. Considérons un élément homogéne fx™ € A[C,D]. Soit z € C et (z,\,v) € €. Si A # 0
alors par la condition (H3),

div(f) +D(m) > 0 et % €A,
et on a
ML (f) +m() = A () +m(5)) 2 0.
Si A =0 alors par (H1), v € o et puisque m € oy,
Avz(f) +m(v) = m(v) > 0.

En outre, par (H1), si 2/ € C — C alors €y = {0} x 0. On conclut que fx™ appartient a A[CN',%].
Réciproquement, si fx™ € A[C~',C€] alors par (H1), m € oy, et pour tous z € C et v € @, on a

I'inégalité v,(f) +m(v) > 0. Donc par la proposition 1, fx™ € A[C,D]. Cela montre l'existence de ©.

L’unicité provient du théoréme 3, voir aussi [AH, Lemma 9.1]. O

2 Normalisation des algébres affines multigraduées de complexité 1.

Le but de cette section est de donner une méthode pour calculer explicitement la normalisation des
algébres affines multigraduées de complexité 1.

Le cas de la complexité 0 est bien connu. Toute algébre affine M-graduée sans multiplicité peut
étre réalisée comme sous-algebre T-stable de k[T]. La normalisation de A est décrite dans k[T]. Elle
est obtenue par saturation de son semi-groupe des poids [CLS, Theorem 1.3.5]. Voir également [Ho,
Proposition 1] pour le cas monomial.

Par analogie, toute algébre affine M-graduée de complexité 1 est plongée dans une algébre k(C') ®y
k[T] ot C est une courbe algébrique lisse, voir [Ti, Corollary 5], [AH, §6]. Nous rappelons comment
obtenir un tel plongement.

2.1. Soit A = @,,cps Am une algebre intégre M-graduée de type fini sur k. Notons K son corps
des fractions. On suppose que degtry KT = 1. Sans perte de généralités, on peut supposer que la
M-graduation de A est fidele. Alors pour tout m € M,

Ky ={f/g|f€Ante, g€ Ac, g#0} C K

est un sous-espace vectoriel de dimension 1 sur Ky = KT. Le choix d’une base de M permet de
construire une famille (x™);nens de K* vérifiant pour tous m,m’ € M,

/

Ky = Kox™ et x™-x™ =x

11



Quitte a remplacer Ag par Ay, on peut supposer que Ag est normale. Notons que Ag est de type fini
sur k, voir par exemple [AH, Lemma 4.1]. Soit C' la courbe algébrique compléte lisse sur k obtenue a
partir de 'ensemble des valuations discrétes de Ko/k (voir [Ha, §1,6]). Alors on a Dégalité Ky = k(C).

Si Popération de T dans X = Spec A n’est pas elliptique alors K est le corps des fractions de Ag.
En effet, si b € K alors b est un élément algébrique sur Frac Ay et il existe donc a € Ag non nul tel
que ab soit entier sur Ag. Par normalité de A, ab € AN Ky = Ag et on a l'inclusion Ky C Frac Ag.
L’inclusion inverse est immédiate.

On conclut que dans tous les cas, il existe un unique ouvert non vide C C C tel que

A =X[C] et AC @D Kn =k(C) @k K[T].
meM

L’égalité K = Frack(C) ®y k[T] montre que P'algébre M-graduée A vérifie les hypothéses du corollaire
1.

Fixons un systéme de générateurs homogénes

A =X[C][fix™, ..., fx™]

avec f1,..., f, des fonctions rationnelles non nulles sur C et my, ..., m, des éléments de M. Notons A
la normalisation de I'anneau A. Il s’agit de déterminer le diviseur polyédral ® sur C correspondant a
A en fonctions de ((f1,m1),...,(fr,m,)). Dans [FZ], on donne la décomposition D.P.D. de A pour le
cas des surfaces affines complexes avec opérations paraboliques et hyperboliques de C*. Nous rappelons
ces résultats dans le corollaire 2.

Le résultat suivant nous sera utile pour la suite.

Lemme 2. Soit 0 C Ng un cone polyédral saillant et Ay, Ay des o-polyédres. Alors Ay = Ay si et
seulement si pour tout m € oy, appartenant a lintérieur relatif de o, ha,(m) = ha,(m).

Démonstration. Supposons que l'égalité ha, (m) = ha,(m) est vraie pour tout m € M dans U'intérieur
relatif de oV. Soit m € ¢V appartenant a l'intérieur relatif. Alors il existe r € Zsq tel que rm € o).
Donc :

7ahA1 (m) = hAl (rm) = hA2 (Tm) = ThAz (m)a

et ha,,ha, sont égales sur l'intérieur relatif de o¥. Un argument de topologie donne ha, = ha, et par
[AH, Proposition 1.5], A; = A,. La réciproque est facile. O

Notations 2.2. Soient C une courbe algébrique lisse et f = (fix™,..., frx™") un r-uplet d’éléments
homogenes de k(C) @k k[T tels que Y ;_; Qm; = Mg. Alors posons o C Ng le cone polyédral saillant
dual de Y7 ; Q=9 m; et pour tout z € C, A,[f] C Ng le o-polyédre défini par les inégalités

m; > —v.(fi) 1=1,2,...,7

On note D[f] = D[C, f] le diviseur o-polyédral ) .~ A.[f].z sur C. Le support de D[f] est contenu
dans la réunion réduite des supports des diviseurs principaux associés a fi,..., fr.
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L’assertion suivante donne le diviseur polyédral ® de la normalisation de l'algébre A = @, s Am
donnée dans 2.1.

Théoréme 4. Soit C une courbe algébrique lisse et
A=K[C|[fix™,..., fix™] Ck(C) @k K[T]

une sous-algeébre T-stable engendrée par des éléments homogénes fix™, ..., frx™". Si A a méme corps
des fractions que k(C)@yK([T] et si A est la normalisation de A, vu comme sous-algebre de k(C)@yk|[T],
alors le dual o du cone polyédral ., Q>om; est saillant et

D(f1=D[fix™, . frx™]
est l'unique diviseur o-polyédral propre sur C vérifiant A = A[C,D|[f]].

Démonstration. D’aprés [HS, Theorem 2.3.2], la sous-algébre A C k(C) ®y k[T] est M-graduée. Donc
par le lemme 1, le cone o est saillant et par le corollaire 1, il existe un unique diviseur o-polyédral
propre ® sur C tel que A = A[C,D].

Posons B := A[C,®D[f]]. Alors pour tout ¢ € {1,...,7} et tout z € C, on a I'inégalité

ha.ip(mi) > —va(fi),

de sorte que pour tout i € {1,...,r},

Df)ma) = ha,py(ma) .z > —div(f).

zeC

On obtient I'inclusion A C B. En appliquant le méme argument que dans I’étape 6 de la preuve de [AH,
Theorem 3.1], on déduit que B est normale. (Les coefficients d’une relation de dépendance intégrale
d’'un élément homogéne de B de degré m peuvent étre supposés homogénes et appartenant a I’algébre
graduée normale

By = P H(C, Oc([rD[f](m) )X,

r>0

voir aussi [De, 2.7, Lemme]). Cet argument existe également dans [FZ]. D’ott I'inclusion A = A[D] C B.
Montrons I'égalité © = D[f]. Supposons que C' est une courbe algébrique projective lisse de genre
g. Alors on a pour tout m’ € oy,

(6) H(C,0c(1D(m")])) € H(C, Oc(ID[f](m)])).

Soit m € oy, appartenant a l'intérieur relatif de 0¥ et s € Z~ tels que sD(m) et sD[f](m) soient des
diviseurs de Weil a coefficients entiers. Alors par (6), par le théoréme de Riemann-Roch et puisque ©
est propre, il existe rg € Z~ tel que pour tout entier r > rg,

R(C, Oc(rsD[f](m))) > rdeg(sD(m)) +1 —g > 1.

D’aprés [Ha, IV, Lemma 1.2|, pour tout entier r > rg, deg(rs®|[f](m)) > 0 et donc D[f](m) est semi-
ample. Donc par [AH, Lemma 9.1|, ©[f](m) > ©(m). Cette inégalité est aussi vraie lorsque C' est une
courbe algébrique affine lisse.

Revenons a 'hypothése ou C' est une courbe algébrique lisse quelconque. Notons {z,..., 24} la

réunion réduite des supports des diviseurs principaux de fi,..., f.. Ecrivons ® = Y .ec Az .z Soit
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z € C tel que z & {z1,...,24}. Alors z & supp(D[f]) et pour tout m € oy, appartenant a l'intérieur

relatif de o, ha,(m) < 0. Par ailleurs, pour tous aq,...,a, € N, on a
T T T
D (Z CL@"I’I%) + div <Hff’> >0 soit ha, <Z aﬂm) >0
i=1 i=1 i=1

et ha, est positive sur oy,. Par le lemme 2, A, = ¢ et donc z & supp(®D). On conclut que supp(D) C

{21, ey Zd}.
Ainsi, on peut écrire pour tout ¢ € {1,..., 1},

d
”D(mz) = Z hAzj (ml) <25 .
j=1

Les inégalités
D(m;) +div(f;) >0, i=1,...,r

entrainent que pour tout j € {1,...,d}, A, C A,[f]. Donc pour tout m € o, D(m) > D[f](m) et
par le lemme 2, © = D[f]. O

Exemple 2.3. Soit z une variable et soit T le tore (k*)2. Considérons la sous-algébre T-stable

z 22
A=k [—Z X PO O oy 2, —— 1x(3’2)] C K[T] @y k(2).

Alors on a les égalités AT = k et (Frac A)T = k(z). Le cone des poids 0¥ C Q? de A est le quadrant

positif. Donc par le théoréme 4, la normalisation A de A est égale & A[PL, D] ot D = Ag(0) + Ay (1) +
Ao (00) est le diviseur o-polyédral propre sur P! défini par

1 1 1 1
A0 = - <§,0> + o, AI = (55()) + o, Aoo = |:<§,0)?(0’ §>:| + 0.

Par exemple, le polyédre Ag est donné par les inégalités

2r > —1p <Ll> =-1, y=-w(l) =0, 2z+2y > —1p(z) = -1,
- —

22
3:U—|—2y2—1/0< >:—2.
z—1

Un calcul directe montre qu’en fait A = A[P!,®]. Si I'on pose

z
tri= —x®0, = O, ty 0= 2x

2 32)

(2,2)
- 1X )

, Tg =

alors les fonctions t1, to, t3, t4 vérifie la relation irréductible
t3 — t23t3 — 113 = 0.

On conclut que I'hypersurface V(23 — 222223 — z123) C A* est normale.
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Rappelons que pour une variété algébrique affine X, on note SAut X le sous-groupe des automor-
phismes de X engendré par toutes les opérations algébriques de G, dans X. Pour plus d’informations
voir [AKZ] et [AFKKZ]| ot la notion de variété flexible est introduite. I’exemple suivant est inspiré de
[LS, Example 1.1] correspondant & d = 2 et e = 3.

Exemple 2.4. Soient d,e > 2 des entiers tels que d + 1 = 2. Notons
Dae = AG(0) + AT(1) + A (00)

le diviseur polyédral propre sur P! avec

1 e
A 0010010 e 8= (< L0) o 8 = (5 -1.0) o

oil g4, est le cone de Q? engendré par les vecteurs (1,0) et (1,de), et X4 := X[Dge]. Alors Xg, nest
pas torique. En effet, X, n’est pas T-isomorphe & X[®] avec © un diviseur polyédral propre sur P!
porté par au plus 2 points, i.e Card Supp® < 2 (voir [AL, Corollary 1.4] et le théoréme 2).

Montrons que le groupe SAut X; . opére infiniment transitivement dans le lieu lisse de X4 .. Pour
cela considérons la sous-algébre
(1-2)7"

e—1) 1—2 (¢ 1—2)°¢
e 122 o L= @0 () @y kT)

. (0,1)
Ad,e =k X ) Zde—l e >

ot T est le tore (k*)? et z est une variable sur k(T). Si 'on pose

00 e =D e, 1-2 (0

U= X de 1 Tim X VS X

alors les fonctions w, v, z,y vérifient la relation irréductible
w4zt —y° =0 (F)

identifiant Spec A4 . avec I'hypersurface Hy, d’équation (E) de A*. L’origine O de A% est I'unique
point singulier de Hy .

D’aprés |Vie, Proposition 2|, Hg. est normale en O et par [KZ, §5] ou [AKZ, Theorem 3.2],
SAut Hy . opére infiniment transitivement dans Hg . — {O} vu comme suspension du plan affine. Par
ailleurs,

de sorte que (FracAg.)T = k(z) et Frac A4, = Frack(z) ®x k[T]. Un calcul facile montre que
Du,v,z,y] = Dge. On conclut par le théoréme 4. Notons que le calcul de D4, peut étre obtenue
a partir de Hg . en utilisant [AH, §11].

Le théoréme 4 appliqué & T = k* donne le corollaire suivant. Les parties concernant les cas parabo-
liques et hyperboliques ont été établies dans [FZ, 3.9, 4.6].

Corollaire 2. Soit C une courbe algébrique lisse, x une variable sur k(C') et X = Spec A une surface
affine avec une opération algébrique fidéle de k* = Speck[x, x~!] o (Frac A)X" = k(C). Si l'opération
est parabolique ou elliptique et

A =K[C][fix™, ..., f-X™] Ck(C) @k k[x. x '],
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avec f; € K(C)* et my,...,m, € Lo premiers entre eux, alors la décomposition de Dolgachev-Pinkham-
Demazure (D.P.D.) de A= Ac,p est donnée par le Q-diviseur sur C

D = — min M
1<i<r  my

Si Uopération est hyperbolique, C = Spec Ay,
A = k[C] [flx_mla ey fT’X_mr7glxn17 R 7gSXnS] C k(C) ®k k[X7 X_l]a

avec Frac A = Frack(C)®yxk[x, x7!] et ni,...,ns € Zsg respma, ..., my € Zq, alors la décomposition
D.P.D. de A = Ao[D_, D] est donnée par les Q-diviseurs
div(f; div(g;
D_ = — min M et Dy = — min iv(g:) .
1<i<r  m; 1<i<s  n;

Rappelons que dans [FZ, Theorem 3.11], on montre que toute surface normale affine avec une
opération parabolique de C* et fibrée sur A! est obtenue comme normalisation d’une hypersurface
% — P(2)y = 0 dans A% pour d € N et P € C[z] un polynéme. L’exemple suivant est une généralisa-

tion de ce fait.

Exemple 2.5. Soit ® un diviseur polyédral propre sur A' = Speck[z] selon un céne ¢ C Q™ engendré
par une base de Z". Supposons que ’évaluation de ® soit linéaire. Nous allons donner une interprétation
géométrique de X[A! D].

D’aprés le théoréme 2, on peut supposer que o = (Q>9)",

9 =3 "(vi +0)(a)
i=1

avec ai,...,a, des points distincts de Al et vy,...,v, € Q" des vecteurs satisfaisant les conditions
suivantes. Il existe d € Z~ tel que pour tout i € {1,...,r}, on a une décomposition
€i,1 €i2 ei,n) n
v = (==, 2=, 2R e
‘ < d’ d " d Q

ou pour j vérifiant 1 < j < n, on a

e
eij €N, et %<1.

Posons T := (k*)™. Soient myq, ..., m, les vecteurs de la base canonique de M = Z" et considérons la
sous-algébre T-stable
del den
A =Kk[z] [x™, s X =——| C k(z) @k k[T
2|0 ™ ] € K

Py(z) = [ [ (z = ai)*.

i=1
Par le théoréme 4, A = A[A!, D] et X[A!,D] est la normalisation de la sous-variétée X de A2"H!
d’équations

x;’l:Pj(z)'yja J=12...,n.
La projection
W:X—)Al, (:cl,y1,---,£6n,yn,z)'—>z

est un bon quotient et pour tout t € Al — {ay,...,a,}, 771(2) s’identifie & A™.
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Notation 2.6. Pour un Q-diviseur D =) _~a..z et y € C, on dénote par D, I'élément a, appelé
spécialisation de D en y. On a la décomposition D =3 - D, .z .

Remarque 2.7. Si®D =) A, .z est un diviseur o-polyédral sur une courbe algébrique lisse C,

zeC
alors on peut toujours trouver des éléments myq,...,m, € M générateurs de o), d € N un entier non
nul et des diviseurs de Weil Dy, ..., D, sur C a coefficients entiers tels que pour tout z € C,

AZ:{UENQ|mZ-(v) > %(Di)z, ¢:1,...,r}.

Plus généralement, nous avons le résultat suivant vrai pour toute T-variété affine de complexité 1
obtenue par diviseur polyédral sur Al.

Corollaire 3. Soit ® = > .1 A, .2z un diviseur polyédral propre selon un cone polyédral saillant
o C Ng et représenté par (d,m1,...,my, D1,...,D,) comme dans la remarque 2.7. Alors A[A', D] est
la normalisation de l’algébre

A=K [ g X™ fiX™ g (X Fr(2X™ | C K(2) @ KT
avec k[AY] = Kk[z] et pour tous indices i, j,
(D, 11D,
fi@) = [l =) P gz = [ (z =y @,
yeA! yeA!

Démonstration. Puisque myq, ..., m, engendrent oy, on a Frac A = Frack(z) ®x k[T]. Un calcul direct
montre que

D =9 [g X N g (X (X

On conclut par le théoréme 4. O

Le résultat suivant sera utile dans la section 3.

Proposition 3. Soient C' une courbe algébrique lisse, fi,..., fr € k(C)* des fonctions rationnelles et
mi,...,m, des éléments non nuls de M tels que

A =K[C][fix™, ..., fiX""] C k(C) @ik K[T]

ait méme corps des fractions que k(C') @y K[T]. Notons o le dual du cone engendré par my, ..., m., f
le r-uplet (fix™, ..., frxX™) et A le faisceau de O¢-algébres

A= P oc(D[f.Clm) x™

Alors pour tout ouvert non vide U C C, A(U) est la normalisation de ’algébre

AU) = K[U][fix™, ..., frxX"™]
vu comme sous-algebre de k(U) ®y k[T].

Démonstration. Soit U C C un ouvert non vide. Puisque Frac A = Frack(C) ®x k[T], le lemme 1
montre que les vecteurs my, ..., m, engendrent le réseau M. Donc le corps des fractions de I'anneau
A(U) est égal a celui de k(U) ® k[T]. Par le théoréme 4, la normalisation de A(U) est A[U,D[f,U]].
On conclut en remarquant que D[f, U] = D[f, C]|U. O

17



3 Idéaux homogénes intégralement clos des algébres affines normales
multigraduées de complexité 1.

Dans cette section, on étudie les idéaux homogénes intégralement clos des T-variétés affines de
complexité 1. Comme motivation, cette caractérisation peut étre mise en paralléle avec la description
connue dans le cas torique (complexité 0) que 'on rappelle ci-apreés.

En utilisant les résultats de la section 2, on donne une méthode pour calculer explicitement la
cloture intégrale des idéaux a partir d’un systéme de générateurs homogénes.

3.1. Idéaux intégralement clos. Puisque nous restons dans un contexte géométrique, la lettre A
désigne une algébre intégre de type fini sur k. Soit I C A un idéal. Un élément a € A est dit entier
(ou satisfaisant une relation de dépendance intégrale) sur I s’il existe r € Z~g et des éléments

T
MeIl, el?. .. \el telsque ar—i—ZAia’"_i:O.
i=1

L’idéal I est dit intégralement clos (ou complet) si tout entier de A sur I appartient & I. On dit que I
est normal si pour tout entier i > 1, I' est intégralement clos.

Le sous-ensemble I C A, appelé cléture intégrale (ou fermeture intégrale) de I dans A, est 'ensemble
des éléments entiers sur I. C’est le plus petit idéal intégralement clos de A contenant I [HS, Corollary
1.3.1]. La démonstration de ce fait utilise les réductions d’idéaux (voir [NR]).

Pour plus d’informations sur les idéaux intégralement clos, voir par exemple [LeTe|, [HS], [Va].

Considérons l'algébre de Rees

:A@@ﬁti

i>1
correspondante & un idéal I de A. Alors la normalisation de B est

(7) B=Ao@PAIt

i>1

ot A est la normalisation de A (voir aussi [Ri]). La normalisation de B est égale a celle de A[ATIt] (voir
[HS, Proposition 5.2.4]) et si A est normale alors A[It] est normale si et seulement si I est normal.

Supposons maintenant que A est M-graduée normale. Un idéal I de A est dit homogéne si I est
non nul et si I est stable par 'opération de T correspondante a la M-graduation de A (ou de maniére
équivalente, si I est engendré par des éléments homogeénes de A). Chaque idéal homogeéne de A est
un T-module rationnel [Br, §1.1] et admet donc une décomposition en somme directe de sous-espaces
propres. D’aprés [HS, Corollary 5.2.3], si I est homogéne alors I est homogéne.

Voir [Fa] pour des exemples d’idéaux homogénes normaux dans les anneaux positivement gradués.

Le résultat suivant est bien connu. En I'absence de références, nous donnons un court argument.

Lemme 3. Soit A une algébre normale de type fini sur k et soit I un idéal de A. Alors la fermeture
intégrale de A[It] dans son corps des fractions est égale a celle de A[It]. En particulier, pour tout
’L' c Z>0, IZ — fz

Démonstration. Pour tout i € Zsg, on a I' C I', soit A[It] C A[It]. D’ott on a A[It] C A[It]. Par (7)
et puisque A = A est normale, It est inclus dans A[It], donc A[It] C A[It] et finalement A[lt] C A[I t].
La deuxiéme affirmation est une conséquence de (7) et de Dégalitée A[It] = A[I1]. O
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3.2. Polyédres entiers. La théorie des idéaux homogénes intégralement clos en complexité inférieure
a 1 fait intervenir celle des polyédres.

Soit o C Ng un cone polyédral saillant. Une partie P C Mg est un o”-polyédre entier s'il existe
un polytope @ C Mg dont 'ensemble de ses sommets est contenu dans M tel que P = Q + o est
la somme de Minkowski de @ et de oV. On note Pol,v(M) le semi-groupe abélien des oV-polyédres
entiers de Mg. Pour un diviseur o-polyédral © propre sur une courbe algébrique lisse C, Pol,v (M, D)
est la partie de Pol,v (M) des polyedres contenus dans o dont I’ensemble de leurs sommets est disjoint
de l'ensemble des lacunes de © (voir 1.5.8).

Si P € Pol,v(M) alors pour tout entier e > 1, on pose eP := P + .. + P la somme de Minkowski
de e exemplaires de P. Le polyédre eP est I'image de P par 'homothétie de centre 0 et de rapport e.
Si e = 0 alors on pose eP = ¢”. On dit que P est normal si pour tout entier e > 1,

(eP)NM ={mi+ ..+ me|mq,..me € PN M}.
Lemme 4. Pour un cone polyédral saillant o C Ng et un polyédre entier P € Pol,v (M), on note
S=Sp={(m,e)e M xN|me (eP)NM}.
Alors S est un sous-semi-groupe saturé de M x Z. De plus, pour tout e > 1, l’enveloppe convexe de
Eie.p) = {m1+ .. + me|my,..,me € POM}
dans Mg est égale a eP.

Démonstration. Soit s € Z~q et (m,e) € M X Z tels que s(m,e) € S. Alors sm € (seP) N M. Donc
il existe m;; € P avec 1 <i<s,1<j<etelsquesm=>", ijl m;j, de sorte que

IR 1
m:;z;mlj—i—..—i—gz;msje(eP)ﬂM.
= j=

Donc (m,e) € S. Puisque oy, est un sous-semi-groupe saturé de M, on conclut que S est saturé. Cela
montre la premiére assertion.

On montre la seconde par récurrence sur e > 1. Puisque P € Pol,v (M), il existe un polytope @
dont I'ensemble de ses sommets V(Q) est contenu dans M et tel que P = @Q + ¢¥. On a pour tout
m € oy,

m+ Q = Conv(m + V(Q)) C Conv(P N M) soit : oy + Q C Conv(PNM).
Donc pour tout m’ € Q,
m' + 0¥ = Conv(m’' + oy;) C Conv(ay; + Q) C Conv(P N M).

D’ou dans le cas e =1 on a P = Conv(P N M).
Supposons le résultat établi pour un entier e > 1 fixé. Alors pour tout m € PN M,

m + eP = Conv(m + Ej, p)) C Conv(Ejc41p)),
par le cas e = 1. Pour tout m’ € eP, on a les égalités
m/ 4+ P = Conv(m' + PN M) C Conv(Ej.11p])-

Il s’ensuit que (e +1)P = Conv(E[4qp)). D'ott le résultat. O
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3.3. Coéne associé 4 un polyédre entier. D’aprés le lemme 3, pour tout oV-polyédre entier P C
My, il existe un unique cone polyédral saillant & C Ng x Q tel que son dual intersecté avec M x Z
soit S = Sp. Nous dirons que & est le cone associé ¢ P. Le cone ¢ vérifie pour tout entier e > 0,

(eP)NM ={m e M|(m,e) €c}.

3.4. Idéaux intégralement clos et variétés toriques affines. Rappelons que chaque idéal ho-
mogéne intégralement clos d’une variété torique est caractérisé par son polyédre de Newton. Voir par
exemple [Vit, 3.1|, [HS, §1.4] pour les faits basiques sur les idéaux monomiaux.

Dans [Br|, on donne une description des idéaux invariants intégralement clos des variétés sphériques
affines généralisant I’approche de ce paragraphe. Ce point de vue ne sera pas utilisé dans cet article.

Les preuves des résultats suivants (théorémes 5 et 6) sont disponibles dans [CLS, Propositions 7.19
et 11.3.4].

Théoréme 5. Soit 0 C Ng un cone polyédral saillant de dimension n = dim(Ng) et soit X, la variété
torique” associée. Alors Uapplication

P—IPl= P kx”
mePNM

est une bijection entre l’ensemble des oV -polyeédres entiers contenus dans o et l’ensemble des idéauz
homogenes intégralement clos de k[X,]. Plus précisément, si I = (x™,...,x"™") est un idéal homogéne

de k[X,] alors sa fermeture I est I[P] ou

P = Conv(my,...,m;)+o".

De plus, si P C 0" est un 0" -polyedre entier alors P est normal si et seulement si I[P] est normal.

Le théoréme suivant est une conséquence d’un résultat important sur la normalité des polytopes
entiers de dimension n [BGT, Theorem 1.3.3].

Théoréme 6. Soit 0 C Ng un cone polyédral saillant de dimension n = dim(Ng) > 1 et P C Mg un
oV -polyedre entier. Alors pour tout e > n — 1, eP est normal. En particulier, si X, est une surface
torique affine alors tout idéal complet homogéne de k[X,| est normal.

Remarques 3.4.1. Notons que dans le cas particulier ou k[X,| = k[z1,...,z,] est Palgébre des
polynomes a n variables, un idéal monomial I de k[z1,...,z,] est normal si et seulement si pour tout
i=1,...,n—1, I' est intégralement clos [RRV, 3.1].

Par ailleurs, d’aprés la théorie de Lipman-Zariski (voir [ZS, Appendix 5|, [HS, §14.4.4]) et puisque
la notion d’intégralité des idéaux est locale (voir [HS, 1.1.4]), tout idéal intégralement clos d’une surface
affine lisse est normal. Cependant cela ne s’applique pas aux variétés toriques affines de dimension 3.
En effet, si 0 € Q3 est I'octant positif et si 'on pose

P := Conv((2,0,0), (0,3,0), (0,0,7)) + ¢

alors I[P] n’est pas normal. Ceci est une traduction dans le langage torique d’'un exemple de Jockush
et Swanson (voir [HS, Exercice 1.14]).

7. L’étude des idéaux stables se réduit au cas des variétés toriques affines X, qui ne sont pas produit d’un tore non
trivial et d’une variété torique affine.
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3.5. Calcul explicite de la cléture intégrale des idéaux homogénes des T-variétés affines
de complexité 1.

Jusqu’a la fin de cet article, C' désigne une courbe algébrique lisse, le sous-ensemble o C Ng est
un cone polyédral saillant et nous fixons un diviseur o-polyédral © propre sur C. Nous posons A :=
AlC,D].

Nous allons tout d’abord attacher un polyédre entier & chaque idéal homogéne intégralement clos
comme dans le cas torique. Pour cela nous décrivons le cone des poids de 'algébres de Rees de A par
rapport a un idéal homogéne I.

Proposition 4. Soit I C A un idéal homogéne. Alors il existe un unique polyédre P € Pol,v (M, D)
tel que le dual du cone des poids de la sous-algébre T x k*-stable

Al Ck(C) @k k[T x K= @ k(O™
(m,e)e M XZ
soit le cone o C Ng x Q associé a P.

Démonstration. Montrons Pexistence du o¥-polyedre entier P C Mg. Soient

giX"™ g X fiX T T

des éléments homogenes de k(C') ®x k[T] tels que

A =k[C] [glxm'l,---,gwxm'r’] cet I=(Ax™, ..., rxX™).
On a donc
Allt] = k[C] {glx’”/l,---,gwx’”'r’,ﬁx’”lt, N 1

Notons

/

Q[g] ::9 ngm17---7g'r‘,er/:| ’ @l:f:l ::Q [glxml7"'7gr,er/7f1Xmlt7"'7ermrt:|
(voir 2.2) et B = A[It].
Comme l'opération de T est fidele les vecteurs m/, ..., m/, engendrent le réseau M. Donc chaque
vecteur m; s’exprime comme combinaison Z-linéaire de m/,...,m/,. Ainsi les vecteurs

(m1,0),...,(m,,0),(my,1),...,(m.,1)

r’

forment une famille génératrice du réseau M x Z. Le semi-groupe des poids de B n’est pas contenu
dans un sous-réseau propre.

D’aprés [A-H, Lemma 6.4(i)], on a (Frac A)T = k(C), soit (Frac B)™*k" = Kk(C) et on conclut que
Frac B est le corps des fractions de k(C') @y k[T x k*|. Donc par le théoréme 4, B = A[C,D[f]]. Soit
U C C un ouvert affine non vide. Alors d’aprés la proposition 3, on a les égalités

AlU,D[f]|U] = k[U] [glx’”'l, g XM fiXTt -,frxmrt]

= AU D[gl|U][fix™t,..., fext] = AU, D[g]|U][J¢]
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ou J est l'idéal de A[U,D | U] engendré par fix™,..., frx™" . Comme A[U,D[f]|U] a méme cone des
poids que B, par l'égalitée A[U,D[f]|U] = A[U,D|U][Jt], on peut supposer que C est affine et que I est
homogeéne intégralement clos (voir le lemme 3).

Avec ces nouvelles hypothéses, notons w C Mg x Q le cone des poids de B, I = @,,cpIm la
décomposition de I = (f1x™, ..., frx™") en homogénes,

wpy) == {m € Mg |(m,1) € w} et P:= Conv(my,...,my)+0".

Alors P est un o"-polyedre entier. Par 3.1(7), on a

t=Ili= @ H(C 0D

mewNM

Comme C est affine, F' = wpy N M.
Montrons I'égalité F' = P N M. Par convexité de wyy), on a pour tout m € F,

m+¢" = Conv (m + oy;) C Conv(F) C wpyy, soit F + o’ C wry)-
En outre, pour tout m’ € oV,
m/ + Conv(F) = Conv (m' + F) C wyy) donc P C Conv(F) 40" C wy

et il s’ensuit que PN M CwyyN M = F.

Inversement, soit m € F. Alors I contient un élément homogéne ax™ et il existe a1,...,a, € A
tels que ax™ = i ; a;gix™. On peut supposer que chaque a; est homogeéne ou nul. Donc pour
i=1,...,r, tel que a; # 0, on a ’égalité

m=m; +dega; € PN M.

On conclut que F = PN M.
Notons o C Ng x Q le cone associé a P. Alors

o/ x {0} C Conv (oj; x {0}) C w.
Par le lemme 4 et Uinclusion PN M x {1} C w, quelque soit e € Z~y,
eP x {e} = Conv (B, p; x {e}) Cw

et donc 0V C w. Notons S C M x Z le semi-groupe des poids de A[It]. Alors par I'inclusion FF C PNM,
o contient (o), x {0}) U (F x {1}). Donc S est contenu dans . D’ou

\Y \Y

w=Cone(S)Cc" et w=0".

La construction de P montre que P € Pol,v(M,D). L’existence de P provient du fait que B a méme

cone des poids que A[It].
L’unicité est aisée compte tenu de la définition de &. O

Définition 3.5.1. Soit I C A un idéal homogene. On dit qu'un élément P de Pol,v(M,D) est le
polyédre de Newton de I sile dual du cone associé a P est le cone des poids de A[It].
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Remarque 3.5.2. On observe que tout élément de Pol,v(M,®D) est le polyédre de Newton d’au
moins un idéal homogéne de A. De plus, si I C A est un idéal engendré par des éléments homogénes
de degrés mq,...,m, alors d’aprés la preuve de la proposition 4,

P := Conv(my,...,m;)+c"
est le polyédre de Newton de I. Ce polyédre ne dépend donc pas du choix d’'un systéme de générateurs

homogénes de 1.

Le théoréme suivant donne un calcul explicite de la cloture intégrale des idéaux homogénes de A. La
preuve de ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme 4 et de la proposition 4.

Théoréme 7. Soit I un idéal de A = A[C, D] donné par un systéme de générateurs homogénes

I=(fix™,....fix"™).

Notons P le polyédre de Newton de I, o le cone associé a P et D= Y ec AZ z le diviseur o-polyédral
défini par les égalités

A= {(w.p) € Ng x Q, mi(v) +p > —v:(fi) } N (A x Q).
i=1

pour tout z € C. Alors pour tout entier e > 1, on a

F= @ HC,0c(D(m,e)]))x™
mée(eP)NM

Exemple 3.5.3. Reprenons 'exemple 2.3. On considére 1'idéal homogéne

o klmi,mo, 23,74
I = (tg,t3,t4) C A= k[t1,t2,t3,t4] = [ ]

(2% — afadws — z1a)

Le polyédre P de Newton de I est (0,1) + (Qx0)%. Notons ¢ C Q3 le cone associ¢ a P. Soit )
le diviseur o-polyédral sur P! construit par les générateurs ts,t3,t4s comme dans le théoréme 7. Le
diviseur polyédral ® est porté par les points 0, 1, 00. Les coefficients correspondants sont

~ 1 ~ 1 ~ 1 1
Ag = — <§,0,0> +o, A= <§,0,0> + 0, Ay = Conv ((0,1,—1), <§,0,0> , (O, 5,0)) +0.

Exemple 3.5.4. Nous considérons 'opération de T = (k*)? dans A® = Speck|x, y, z] ot les fonctions
coordonnées z, vy, z satisfont deg z = (0,0), degy = (1,0) et deg z = (0, 1). Soient o, 8,7 € Z~o. Par le
théoréme 8, on a pour tout e € Z-~,

(xa’yﬁjzv)e - @ HO(AlaOAl(L/}S(mlvm27e)J))ymlzm2

(m1,mo)eEN2
ot Al = Speck[z] et D = Ag. (0), avec
Ao = {(u,v,w) € Q3 u>0,0>0,w > —a,Bu+w > 0,70 +w >0}
a o«
= Conv ((070, 0), (B, ;7 —a>> + (on)g
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Les piéces graduées de (z®,y?, 27)¢ sont décrites de la maniére suivante. Si %ml + %mg —ea > 0 alors
HO(AY, 01 (|D(m1,ma,€)]))y™ 2™ = Kla]y™ 2.

Si %ml + %mg —ea < 0 alors

o

HO(A, 041 (|D (1, ma, ) |))y™ 22 = o~ LEmt5mamealp gy mma,

Remarque 3.5.5. Voir [Vit], [RRV], [Al] pour plus de renseignements sur la normalité de la cloture
intégrale des idéaux de la forme

(xi‘l,...,xfln) C klzy,..., ]

de l’algébre des polynémes & n variables.

Remarque 3.5.6. Rappelons que pour une extension d’anneaux entiére S/R, si I C R est un idéal
alors on a I’égalité I = ISNR [H-S, Proposition 1.6.1.]. Ainsi, les théorémes 4 et 7 permettent également
de décrire la cloture intégrale des idéaux homogénes des algébres affines multigraduées de complexité
1 qui ne sont pas normales.

3.6. Diviseurs polyédraux verticalement négatifs.

Tout au long de ce paragraphe, on fixe un polyédre P de Pol,v(M,D) et on considére o le cone
associé & P. Notons

p1:NgxQ—= Ng et pp: NgxQ—=Q

les projections usuelles sur le premier et le second facteur. Pour un diviseur -polyédral ’}5, nous notons
par A, le coefficient de ® correspondant au point z € C. On vérifie aisément que p1(g) = o et que

pour tout z € C, p1(A;) € Poly(Ng).
Lorsque la mention de ® est claire, nous posons pour tout e € N,

I[e] = @ HO(Cv OC(U’B(WM e)J))Xm
mée(eP)NM

On a donc I'égalité A[D] = P,y Lot

Afin d’étudier les idéaux homogenes intégralement clos de A[C,D], nous introduisons la notion
suivante.

Définition 3.6.1. Un diviseur g-polyédral 35 est verticalement négatif (ou a ses sommets verticale-

ment négatifs) sur D si pour tout 2z € C, p1(A,) = A, et® pa(V(A,)) C Q<.

8. On rappelle que V(ﬁz) désigne ’ensemble des sommets de A..
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L’assertion suivante donne une caractérisation algébrique des diviseurs o-polyédraux verticalement
négatif au dessus de D.

Lemme 5. Soit ® un diviseur o-polyédral sur C. Alors D est verticalement négatif sur ® si et seule-
ment si pour tout entier positif e, I est un idéal homogéne de A[C, D] et Ijq) = A[C,D].
Démonstration. Soit z € C et posons A := A[C,D]. Alors par [AH, Proposition 1] et lemme 2, on a

p1(Az) = A, si et seulement si pour tout m € oy,
hxz_(m,0) = ha,(m), ie. Ig = A.

On suppose jusqu’a la fin de la démonstration que I'égalité Ijg) = A est vraie. Pour tout e € N, la partie

I} est un sous-A-module M-gradué de E := k(C) @ k[T] pour la multiplication usuelle A x E' — E.

Ainsi, I'inclusion Ij,) C A comme T-module est équivalente a ce que Ijg soit un idéal homogeéne de A.
Supposons que l'inclusion

p2(V(A.)) € Q<o

est vrale. Soit (m,e) € 7}, 5. Alors on a

hz (m,e) < min  m(v) = ha,(m).

vEP1L (Zz)

Donc pour tout entier e > 0, I est un idéal homogene de A. Réciproquement, soient (v,p) € V(A,).
Alors la partie

)\:{(m,e) € Mg x Q, hx_(m,e) :m(v)—i-ep}

est un cone polyédral contenu dans 0" et d’interieur non vide dans Mg [AH, §1]. 1l existe donc un
éléement (m’,€’) de A\yrxz tel que ¢ > 1. Soit o' € A, tels que

Par hypothése et par [AH, Lemma 9.1|, on a

m'(v) +e'p=hx (m',€) < ha,(m') =m'(v).
Puisque v appartient a A, = pl(ﬁz), m’(v") est plus petit que m/(v). L'inégalité ci-dessus montre que
p est négatif. D’ou le résultat. O

Lemme 6. Soit ® un diviseur o-polyédral sur C verticalement négatif sur ©. Alors pour tout e € N,
Ie) est un idéal homogene intégralement clos.

Démonstration. Soit e € N et posons A := A[C,D]. Montrons que [} est intégralement clos. Il suffit
de montrer que tout élément homogene de I|, appartient a I[).
Soit @ € Ifg un élément homogene de degré m € oy Alors il existe un entier r > 1 et \; € [ [ie],

pour tout ¢ =1,2,...,7r, tels que :
a" = Ma"" 4+ Xod" 2 4 ...+ A avec A, # 0.
On peut supposer que chaque A; est homogéne de degré im ou nul, et que pour tout i =1,2,...,7,1il

existe un polynome @ € A[xy,...,x4] homogeéne de degré i et ay,...,aq € I;e) homogenes de degré m;
tels que \; = Q(aq,...,aq).
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Quitte & agrandir (aq,...,aq), on peut supposer que tous les coefficients non nuls de @ sont égaux
a 1. Ainsi, pour tout ¢ = 1,2,...,r, \; est somme de monomes de la forme af' ... aZd (n; € N) avec

Z;l:l n;=1et 27:1 njm; = im. Donc m € (eP) N M et

M&

div (ag" .. )—|—z® (m,e) nj (le aj) 5(mj,e)> >0.

]:1
Donc pour tout i, A; € HO(C, O([i®(m, e)])x™™ et d’apres [De, 2.7 Lemme], 'algébre graduée
A(m,e) = @ HO(C7 O( I_Z:D (m7 G)J )Xim
i>0

est normale comme intersection d’anneaux de valuation discréte de Frac Ay, ). L’élément a appartient
a la normalisation de A, ) et donc a € Ifj. On conclut que I}, est intégralement clos. O

L’exemple suivant montre qu’il existe des diviseurs g-polyédraux D verticalement négatif sur © tels
que A[C, D] n’est pas une algébre de Rees normalisée de A[C, D] par rapport & un idéal homogéne. Ce

qui signifie qu’en général 1’égalité E = I|y¢), POur tous r,e € Zxo, est fausse.

Exemple 3.6.2. Considérons 'algébre graduée
A= Ayg[D @HO (Al (LT( )D)Xm avec Ag = k[z]
meN

I’algébre des polynémes & une variable et D = %(O) Alors X = Spec A s’identifie & la surface torique
dans A3 donnée par I'équation 2 = zox3. Soit R l'algébre Z2-graduée normale

® e (o([30]) v

(m, e)EUV2

ou & C Q2 est le cone associé au 0¥ = Q>o-polyédre entier P = Q>;. Alors on a R = A[Al,é] avec
D = ((3,0) +7)(0). Pour tout e € N,

1o @ (w050 )

est un idéal de A. Cependant, R n’est pas la normalisation de l'algébre de Rees A[] mt]. En effet,
on a A[ljt] = k2, x, %X27Xt7 %th] et par le théoréme 4, sa normalisation est A[A! D] avec D' =

3.7. Complément sur les Q-diviseurs.

Nous définissons une opération sur certains Q-diviseurs de C' qui nous sera utile pour le paragraphe
3.8.

Lemme 7. Soit D un Q-diviseur sur C' tel que le module des sections globales V := H°(C,O¢(|D]))
est non nul. Alors le diviseur

[D] := —min divie(f)
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est indépendant du choix d’un ensemble G de générateurs de V ne contenant pas 0. De plus, avec les
mémes hypothéses sur D, lopération [ . | a les propriétés suivantes.

(i) [D] est a coefficients entiers et [D] < | D] ;

(i) [[DJ] = D)

(iii) Si C' est affine alors [D] = | D] ;

(iv) Si C est projective de genre g et deg |D| > 2g+ 1 ou D est principal alors [D] = | D] ;
(v) Si D est semi-ample alors lim,_,o[rD]/T = D ;

(vi) Si D1, Dy sont des Q-diviseurs vérifiant les mémes hypothéses que D alors Dy < Dy
implique [D1] < [Do].

Démonstration. Supposons qu'il existe z € C et h € V non nuls tels que

vy(h) < I]}?élél v,(f).

Alors il existe fi,...,fr € G et ay,...,a, € k[C] non nuls tels que h = Y_; a;f;. Comme pour tout
i, vy(a;) > 0, il vient

va(h) > min (va(a) + v(f) = minva(f).

i=Loueer fec

D’ot une contradiction. On conclut que [D] ne dépend pas du choix de G.
Supposons que C' est affine ou projective de genre g avec deg |D| > 2g + 1 alors la k[C]-algebre

Ac,p) = @ H(C,Oc(m|D]))x™

meN

est engendrée par H°(C, Oc(|D]))x (comparer avec [OS, Lemma 5.2]). Donc par le corollaire 2, [D] =
| D]. D’ou (iii) et (iv).

Si D est semi-ample alors par (iii) et (iv), il existe rg € Zs¢ tel que pour tout r > rg, [rD] = |rD]
et donc lim,_,oo[rD]/r = lim, o [rD|/r = D, ce qui donne (v).

Les assertions (i), (ii), (vi) sont évidentes. O

3.8. Idéaux homogeénes intégralement clos de A[C,D].

Dans ce paragraphe, on conserve les mémes notations que dans 3.5 et 3.6. On fixe un diviseur
o-polyédral ® verticalement négatif sur ©. Pour tout vecteur m € P N M, nous posons

D,, = ’}5(m, 1).

Nous notons Pﬁl I'ensemble des vecteurs m de P N M tels que (m, 1) n’est pas une lacune de D (voir
1.5.8). Pour les énoncés qui suivent, nous utiliserons 3.7. Notons que si m est un élément de P]\I}Il alors
Pexpression [Dy,] est bien définie. N N

Nous allons donner un critére géométrique sur © pour que A[C, D] soit une algeébre de Rees normali-
sée de A[C, D] selon un idéal homogeéne. Notre but est d’établir pour la complexité 1 une correspondance
analogue au théoréme 5.

Nous introduisons ici la notion clé de ce paragraphe.
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Définition 3.8.1. On dit que D est un diviseur polyédral de Rees sur ®© si pour tout point z de C,

le polyédre A, est 'intersection dans A, x @Q d’un nombre fini de demi-espaces de la forme

Ape={(m,1) > e} :={(v,p) € Ng xQ, m(v)+p>e}

avec m € PH et e € Z satisfaisant 1'inégalité® e < [Djy]..

Exemple 3.8.2. Reprenons exemple 3.6.2 de la surface torique affine d’équation 27 = zax3. On

vérifie aisément que ® = ((3,0) + 5)(0) n’est pas de Rees, tandis que ®" = ([(3,0), (1,-1)] + )(0)
Pest.

Lorsque C est affine, la caractérisation des diviseurs polyédraux de Rees se simplifie.

Proposition 5. Supposons que C' est une courbe algébrique affine lisse. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) D est un diviseur polyédral de Rees sur ® ;
(ii) Pour tout z € C, A, est l'intersection dans A, X Q d’un nombre fini de demi-espaces de
la forme A, . avec m € PN M et e € Z.

Démonstration. Fixons z € C. Montrons I'implication (ii) = (i). Soient my,...,m, € PN M et
et,...,er € Z tels que I'intersection dans A, x Q des demi-espaces A, ¢, soit le polyédre A,. Comme
C est affine, on a

Pyl =PnM.
Pour tout (v,p) € A, et tout i € {1,...,7},
mi(v) +p > e,
de sorte que par le lemme 7 (iii), on a
[Dmi]z = LszJz > €.

D’ou assertion (i). La réciproque est facile. O

Notations 3.8.3. Pour tout m € PJ\I}[1 et tout z € C', nous notons
A,z = {(m,1) > [Dp]:}.

Pour z € C fixé, 'ensemble A, , est I'intersection dans A, x Q de tous les demi-espaces A,, ; ou m
parcourt I’ensemble P]{}[l.
Pour tous z € C, m € P]\I}Il et v € A, on a les inégalités

m(v) > ha.(m) > [Dul..

Quelque soit z € C, A, , est donc une partie non vide de Ng x Q.

9. Voir la notation 2.6 et le paragraphe 3.7.
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Lemme 8. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) D est un diviseur polyédral de Rees sur ® ;
(i) Pour tout z € C, A, = A, .
(iii) Il existe my,...,m, € M et f1,..., f, € k(C)* tels que

A[C, D] = A[C, D][fix™t, ..., X" 1].

Démonstration. Soit z € C. Montrons I'implication (i) = (ii). Supposons que A, est lintersection
dans A, x Q des demi-espaces Ay, ¢, avec €; < [Dy,,] et m; € P]\r}}, pour ¢ = 1,...r. Pour chaque 7, on
a A,z C Ay, e;, donnant I'inclusion

A, . CA,
De plus, I'inégalité
hgz (m, 1) > [Dm]27

pour tout vecteur m € P]{}[l, implique Az C A, . (voir la preuve de [AH, Proposition 1.5]). Ce qui
montre (ii).

Montrons (ii) = (iii). Soit fx™ € Ijj un élément homogene. Par le lemme 5, Ij; est un idéal
homogéne de A[C,D]. Soit

I[l} = (leml,- . . ’fTer)

un systéme de générateurs homogenes. Alors il existe un sous-ensemble J C {1,...,7} non vide et des
éléments homogenes a;x* € A[C, D] tels que pour tout j € J,

X" =D aix L X
jeJ

et m = m; + s;. Notons A, 'intersection dans A, x Q des polyedres Amj,_yz( ;) ou j parcourt J. Soit
(v,p) un élément de A’. Alors pour tout j € J, on a I'inégalité

m(v) +p = s;(v) + m;(v) +p > ha.(s;) —va(f;) = —va(a;f;).
Donc

m(v) +p > fjf.lg}(—’/z (ajfj)) = —I]¥lei§1(vz (ajfi)) = —v(f).

Comme ceci est vrai pour tout m € PJ\I}[1 et tout
I € H(C,0c(|D(m,1)))) — {0},

on obtient (v,p) € A, .. D’out l'inclusion A, C A, , = A.. Par les mémes arguments que précédemment,
on obtient A, = A,. L’assertion (iii) suit du théoréme 4.
L’implication (iii) = (i) est aussi une conséquence immédiate du théoréme 4. O

Comme conséquence du théoréme 4, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4. Si D est un diviseur polyédral de Rees sur ® alors D est propre sur C.
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L’exemple suivant montre ’équivalence de la proposition 5 est fausse lorsque A[C, 6] est elliptique.

Exemple 3.8.4. Dans cet exemple, on suppose k = C. Soient gs, g3 des nombres complexes vérifiant

g5 —27g3 #0.

Considérons la courbe elliptique E C ]P’% d’équation de Weierstrass
y? =42® — gow — g3.

Notons O« le point a l'infini de E et p(z), ¢(2) les fonctions coordonnées de Weiertrass sur E—{Ox} C
A% satisfaisant la relation ci-dessus. On considére ’algébre graduée

A= P H (E, 08 (mO)) X™

meN

En utilisant [Ha, Proposition IV.4.6], on obtient 1’égalité
A=C[x, p(2)x*, ¢'(2)x"] .
Donc X = Spec A s’identifie & la surface affine complexe dans A% d’équation
y2 — (x — aluz) (3: — a2u2) (x — a3u2) =0
oll vy, g, a3 sont les racines distinctes du polynéme 422 — goxr — g3 (voir [Ha, Exercice IV,4.1]). Notons
o =0Q>0(1,-1) + Q>0(0,1)

ot ® = 5000 - Oy avec 5000 = (1,0) + 0. Alors D est propre sur E, verticalement négatif sur
D = [1,00[- O et vérifie la condition (ii) de la proposition 5. Cependant un calcul aisé¢ montre que
Ay 0. # Ao, - D’apres le lemme 8, © n’est pas un diviseur polyédral de Rees.

Remarque 3.8.5. On constate des résultats précédents que si D est un diviseur polyédral de Rees
alors pour tout ouvert affine non vide U C C, D | U l'est aussi. L’exemple 3.8.4 montre que la réciproque
est fausse en général.

Le théoréme suivant donne une classification des idéaux homogénes intégralement clos de A[C,D)].

Théoréme 8. On a une bijection entre l’ensemble des couples (P, 5) ot P est un polyédre de Polyv (M, D)
et © est un diviseur polyédral de Rees sur © (c’est a dire © est verticalement négatif sur D et vérifie
3.8.1.) selon le cone associé a P, et l’ensemble des idéaux homogénes intégralement clos de A[C,D].
L’application est donnée par

(P.D)— P HC,0c(|D(m,1)])x™.

mePNM

Démonstration. Les lemmes 5 et 6 montrent que I’application est bien définie. La surjectivité est une
conséquence immédiate du théoréme 7, du lemme 5 et du lemme 8. L’injectivité provient de I'égalité

AlC, D] = A[C, ][I 1]

obtenue par la condition (iii) du lemme 8. On conclut par 'égalité 3.1(7). O
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Exemple 3.8.6 Soit D un Q-diviseur sur une courbe algébrique affine lisse C' et A = Ay[D] l'algébre
de la k*-surface correspondante [F-Z, §3]. Alors I'ensemble des idéaux homogenes intégralement clos
est bijection avec I’ensemble des couples (d,®) vérifiant les conditions suivantes.

(i) d est un nombre entier positif et D est un diviseur polyédral selon le cone
o4 = on(l, —d) + @20(0, 1)

(ii) Pour tout z € C, la projection de Kz C Q2 sur le premier facteur est [D,, +o0o[ et les
sommets _
de A, appartiennent au demi-plan inférieur Q x Q<.

(iii) Pour tout z € C, toute droite L contenant une face de dimension 1 de A, et qui n’est
pas
{D.} x Q a sa pente appartenant & Z<_4. L’'ordonnée & I’origine d’une telle droite L est un
nombre entier.

Comme application, nous donnons une description des idéaux d’augmentation de ’algébre des sur-
faces affines normales avec opérations paraboliques de k*.

Corollaire 5. Soient une courbe C affine lisse et D = Y _~a..z un Q-diviseur sur C. Notons
A=@,,cn Am avec pour tout m € N, A, = HY(C,Oc(lmD]))x™. Si

A+ = @)Am
m>

est l'idéal d’augmentation de A alors A4 est intégralement clos et pour tout entier e > 1,

A% = @ H(C, 00([D(m, ) )™

m>e
ou D = > .o 32 .z est le diviseur polyédral défini par

A, = {(u,v) €Q* u+v>0,u>0VYm>1Lmu+v>|ma.l},
pour tout z € C.

Démonstration. Puisque Ay est premier, Ay intégralement clos. Le reste provient du théoréme 8 et
de la caractérisation (i) du lemme 8. O
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