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✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ✐♥
❡✛❡❝t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ s✉❝❤ ❛ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♠❛② ❡✈❡♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✜♥✐t❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ st❛t❡ s②st❡♠ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❡ss❡♥t✐❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❢r❡❡❞♦♠ ❢r♦♠ ❞❡❛❞❧♦❝❦s✳

❆♥♦t❤❡r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s t❤❛t
✐t ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤r❡❛❞
✐❞❡♥t✐✜❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡
t❤r❡❛❞ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ♦r ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t❤r❡❛❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤
❡❛s✐❧② ❛❞❛♣ts t♦ ✇❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❧❧♦✇❡❞ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t t♦
♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆s s❤♦✇♥ ❧❛t❡r ♦♥✱ ✉s✐♥❣ ❢❡✇❡r
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♣r♦❝❡ss ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❛r❡
♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t❤r♦✉❣❤ ❡①t❡♥s✐✈❡

✶✸✷



❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡
❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ s②st❡♠
♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ P❡tr✐ ♥❡ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt② r❡q✉✐r❡❞ ♦❢
t❤❡ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✖ ✐ts ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦✈❡r s②st❡♠ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✖
❤♦❧❞s t❤❛♥❦s t♦ ♠✐❧❞ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ♣❧❛❝❡❞ ✉♣♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♥❡t✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♣❛♣❡r ♣r❡♣❛r❡s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r s②st❡♠❛t✐s❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥❞s ♦✉r ❡❛r✲
❧✐❡r ✇♦r❦ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ ❬✶✶✱ ✶✷❪✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ P❡tr✐ ♥❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② s✐♠♣❧✐✜❡❞✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♥♦✇ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞✱ ❛♥❞ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❞r❛✇
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r✐❣♦r♦✉s ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡r✈❡r s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤
❛ ❜✉♥❝❤ ♦❢ t❤r❡❛❞s ❧✐st❡♥ ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❝❧✐❡♥ts r❡q✉❡st✐♥❣
s♦♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s ❛ ♠❡ss❛❣❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❤❛rt ♦❢ ❛
t②♣✐❝❛❧ s❡ss✐♦♥✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛ ♥❡✇ r❡q✉❡st ❛rr✐✈❡s✱ ❛ ❧✐st❡♥❡r t❤r❡❛❞
❝r❡❛t❡s ❛ ❤❛♥❞❧❡r t❤r❡❛❞ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡ r❡q✉❡st✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ❝❛❧❧s
❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡♥ s❡♥❞s t❤❡ ❛♥s✇❡r ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✳ ❚❡r♠✐♥❛t❡❞ ❤❛♥❞❧❡rs
❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❜② t❤❡ t❤r❡❛❞ t❤❛t ❝r❡❛t❡❞ t❤❡♠✳
❚❤❡ ❝❧✐❡♥t ♣❛rt ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t② ❜✉t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❦❡❡♣ t❤✐♥❣s s✐♠♣❧❡r✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②s ♦❢ ❝❛❧❧✐♥❣ ❛ s✉❜✲
♣r♦❣r❛♠✿ ❡✐t❤❡r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s❧② ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ t❤r❡❛❞✱ ♦r s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s❧② ❜② ❝❛❧❧✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ ❜♦t❤ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ❛♠♦✉♥t t♦ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♥❡✇ t❤r❡❛❞✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✐s t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧ ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ t❤r❡❛❞ ❛♥❞ ✐♠✲
♠❡❞✐❛t❡❧② ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r ✐ts t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ ✜rst ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢
❧❛❜❡❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
st❛t❡s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❬✶✶❪✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t t❤❡ ❡✛♦rt ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
✇❤✐❝❤ r❡❛✣r♠s ♦✉r ✐♥✐t✐❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
✇❛②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝❧❛ss
♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ P❡tr✐ ♥❡ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ t❤r❡❛❞ ❝r❡❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡t ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s
❛❧❧ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✳
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Client Listener Handler Function

submit(pid,req)
create(pid,addr,req)

call(pid,req)
comp(pid,req)

ret(pid,res)
answer(pid,res)

wait(pid)

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿ s❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ s❡ss✐♦♥✳

✷ ▼✉❧t✐✲t❤r❡❛❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② D t❤❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❜② P
df

= {π, π′, π′′, . . .} ❛ ❞✐s❥♦✐♥t
s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡ss ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ✭♦r ♣✐❞s ❢♦r s❤♦rt✮ t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♦♥❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t t❤r❡❛❞s ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛
s❡t I ⊂ P ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✐❞s✱ ✐✳❡✳✱ t❤r❡❛❞s ❛❝t✐✈❡ ❛t t❤❡ s②st❡♠ st❛rt✉♣✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡
✇❛② ♦❢ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♣✐❞ ❝r❡❛t✐♦♥✖❛♥❞ ♦♥❡ ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✖
✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ❛s ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡rs ✭✇r✐tt❡♥ ❞♦✇♥ ❛s
❞♦t✲s❡♣❛r❛t❡❞ str✐♥❣s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ 1.2 ♦r 2.3.1✮✳ ■♥ ♠♦❞❡❧❧❡❞ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s
♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛ ♣✐❞ ✭❡✳❣✳✱ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♣❛r❡♥t ♣✐❞ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐❞✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ✈❛❧✉❡ ✭❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦①✮✱ ♥♦r ✐t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦
✉s❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣✐❞ ✈❛❧✉❡s ✭❧✐t❡r❛❧s✮✳

❚♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣✐❞s ✇✐t❤✐♥ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ s❡t ♦❢ ❜✐♥❛r②
r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ ♣✐❞s✱ Ωpid

df

= {=,∢1,∢,⋔1,⋔}✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

• = ✐s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦♥ ♣✐❞s❀

• π ∢1 π
′ ✭✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r i s✉❝❤ t❤❛t π.i = π′✮

♠❡❛♥s t❤❛t π ✐s t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ π′ ✭✐✳❡✳✱ t❤r❡❛❞ π ❝r❡❛t❡❞ t❤r❡❛❞ π′✮❀

• π∢π′ ♠❡❛♥s t❤❛t π ✐s ❛♥ ❛♥❝❡st♦r ♦❢ π′ ✭✐✳❡✳✱ ∢ ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡
∢
+
1 ✮❀

• π ⋔1 π
′ ✭✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣✐❞ π′′ ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r i s✉❝❤

t❤❛t π = π′′.i ❛♥❞ π′ = π′′.(i+ 1)✮ ♠❡❛♥s t❤❛t π ✐s ❛ s✐❜❧✐♥❣ ♦❢ π′ ❛♥❞
π ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ π′ ✭✐✳❡✳✱ ❛❢t❡r ❝r❡❛t✐♥❣ π✱ t❤❡ ♣❛r❡♥t
π′′ ♦❢ π ❛♥❞ π′ ❞✐❞ ♥♦t ❝r❡❛t❡ ❛♥② ♦t❤❡r t❤r❡❛❞ ❜❡❢♦r❡ ❝r❡❛t✐♥❣ π′✮❀ ❛♥❞

• π ⋔ π′ ♠❡❛♥s t❤❛t π ✐s ❛♥ ❡❧❞❡r s✐❜❧✐♥❣ ♦❢ π′ ✭✐✳❡✳✱ ⋔ ✐s t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡
❝❧♦s✉r❡ ⋔

+
1 ✮✳

✶✸✹



■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ Ωpid ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣✐❞s✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ s❝❤❡♠❡ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐❞s❀ ✐t ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡❛s②
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❀ ❛♥❞ ✐t ♠❛② ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
♣✐❞s✱ ♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐❞ ✐♥st❛♥❝❡s s♣❛✇♥❡❞ ❜② ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞✳

✸ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛ ❧❛❜❡❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ▲❚❙ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
❛❧❧ r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ s♦♠❡ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ s②st❡♠✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦✈❡r s♦♠❡
✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s L✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ st❛t❡s✳ ❆s
✉s✉❛❧✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♦t❤❡r st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡
r❡❛❝❤❡❞✳ ▲♦❝❛t✐♦♥s ♠❛② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠
✉♥❞❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦r t♦ ❛♥② ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ✏❞❛t❛ ❤♦❧❞❡r✑✳ ❊❛❝❤ st❛t❡ q

df

= (σq, ηq)
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s✿

• ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ σq ❢r♦♠ L t♦ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ ✈❡❝t♦rs ✭t✉♣❧❡s✮ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞
♣✐❞s❀

• ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ηq ✇❤✐❝❤ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❡ t❤r❡❛❞ ✭✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣s t♦
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ηq✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ✐t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❝r❡❛t❡❞✳

●✐✈❡♥ ❛ st❛t❡ q ❛s ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❋♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❡ ♣✐❞ π ✐♥ q t❤❡ ♥❡①t ♣✐❞ ❝r❡❛t❡❞ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♥❡①t✲♣✐❞✮
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② nextq(π)

df

= π.(ηq(π) + 1)❀

• ❚❤❡ ♥❡①t✲♣✐❞s ♦❢ q ❛r❡ nextpidq
df

= {nextq(π) | π ∈ dom(ηq)}❀

• pidq ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣✐❞s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ σq❀ ❛♥❞

• (Gq, Hq)
df

= (pidq, ηq) ✐s t❤❡ t❤r❡❛❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ q✳

❊❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ q
t

−−−−−−−−→ q′ ♦❢ ❛♥ ▲❚❙ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡
♥❛♠❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦r ❛❝t✐♦♥ ✭♣♦ss✐❜❧② ✐♥t❡r♥❛❧✮ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ♣✐❞s ♣r❡s❡♥t ✐♥ pidq✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❲❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ q t♦ q′ ❛❧♦♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ q
t

−−−−−−−−→
q′✱ t❤❡ ♣✐❞s ♣r❡s❡♥t ✐♥ q′ ♠✉st ❡✐t❤❡r ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ q ♦r ❜❡ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ✉s✐♥❣

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ηq ✭ ✐✳❡✳✱ pidq′ ⊆ pidq ∪ nextpidq✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❛♥② ♣✐❞ ❛❝t✐✈❡ ❛t q′ ♠✉st ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ q ♦r ❜❡ ❛ ♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ♦♥❡ ✭ ✐✳❡✳✱
dom(ηq′) ⊆ dom(ηq) ∪ nextpidq✮✳

✶✸✺



◆♦t ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✈❛❧✐❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡
s❤♦✉❧❞ ♣r♦❤✐❜✐t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ♣✐❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡q✉✐r✐♥❣ t❤❛t ♥♦ ♣✐❞ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ σq ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s ❛ ❢✉✲
t✉r❡ ❝❤✐❧❞ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ t❤r❡❛❞✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❊❛❝❤ st❛t❡ q r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t t❤r❡❛❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭♦r ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ (Gq, Hq) ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t✿

• dom(Hq) ⊆ Gq✱ ✐✳❡✳✱ ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❡ ♣✐❞ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛t❡❀ ❛♥❞

• ❢♦r ❛❧❧ π ∈ dom(Hq) ❛♥❞ π′ ∈ Gq✱ ✐❢ π.k ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ π′ t❤❡♥ k ≤ ηq(π)✱
✐✳❡✳✱ ♣✐❞s ♣r❡s❡♥t ✐♥ q ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛❣❛✐♥✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r
r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡s ♦❢ ❛♥ ▲❚❙✳ ❋✐rst✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✳

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲❚❙ ❢♦r t❤❡
s❡r✈❡r s②st❡♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ✇❤❡r❡✿

• I = {1, 2}❀

• L = {L,H, F} ❛r❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s❀

• ✶✱ ✷✱ ✶✳✶✱ ✶✳✷✱ ✷✳✶✱ ✷✳✷✱ ✶✳✶✳✶ ❛♥❞ ✷✳✶✳✶ ❛r❡ ♣✐❞s❀ ❛♥❞

• ✷✵✵✾✱ ✵ ❛♥❞ addr ❛r❡ ❞❛t❛ ✐t❡♠s✳

■t ♣♦rtr❛②s t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❛r✐♦ ♣❧❛②❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡❛❞s✳ ■♥ t❤✐s s❝❡✲
♥❛r✐♦✱ ❛ s❡r✈❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ②❡❛r ✐s ❛ ❧❡❛♣ ②❡❛r✳
❆ ❧✐st❡♥❡r r❡❝❡✐✈❡s ❛ ❞❛t❛ req = 2009✱ ❝r❡❛t❡s ❛ ❤❛♥❞❧❡r✱ ❛♥❞
♣❛ss❡s t♦ ✐t req t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❝❧✐❡♥t✬s ❛❞❞r❡ss addr ✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡r
❝❛❧❧s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❛ss✐♥❣ req t♦ ✐t✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ r❡✲
s✉❧t res = 0✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ✐t t♦ t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧❡r ♣❛ss❡s
♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ✭♥♦t ♠♦❞❡❧❧❡❞✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧✐st❡♥❡r
t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❤❛♥❞❧❡r✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s✱

q0
t1−−−−−−−−→ q1

t2−−−−−−−−→ · · ·
t5−−−−−−−−→ q5 ❛♥❞ q′0

t′
1−−−−−−−−→ q′1

t′
2−−−−−−−−→ · · ·

t′
5−−−−−−−−→ q′5 ,

❛r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ ♣✐❞s 1 ❛♥❞ 2 ❝❛♥ ❜❡
s✇❛♣♣❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ q0 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ q5 ❛♥❞ q′5✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ q5 ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s q0 ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ η(1)✳
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q0
L : 〈1〉 〈2〉
H :
F :

1 7→ 0
2 7→ 0

q1
L : 〈1〉 〈2〉
H : 〈1.1, addr, 2009〉
F :

1 7→ 1
2 7→ 0
1.1 7→ 0

q2
L : 〈1〉 〈2〉
H : 〈1.1, addr, 2009〉
F : 〈1.1.1, 2009〉

1 7→ 1
2 7→ 0
1.1 7→ 1
1.1.1 7→ 0

q3
L : 〈1〉 〈2〉
H : 〈1.1, addr, 2009〉
F : 〈1.1.1, 0〉

1 7→ 1
2 7→ 0
1.1 7→ 1
1.1.1 7→ 0

q4
L : 〈1〉 〈2〉
H : 〈1.1, addr, 0〉
F :

1 7→ 1
2 7→ 0
1.1 7→ 1

q5
L : 〈1〉 〈2〉
H :
F :

1 7→ 1
2 7→ 0

q′1

L : 〈1〉 〈2〉
H : 〈2.1, addr, 2009〉
F :

1 7→ 0
2 7→ 1
2.1 7→ 0

q′2

L : 〈1〉 〈2〉
H : 〈2.1, addr, 2009〉
F : 〈2.1.1, 2009〉

1 7→ 0
2 7→ 1
2.1 7→ 1
2.1.1 7→ 0

q′3

L : 〈1〉 〈2〉
H : 〈2.1, addr, 2009〉
F : 〈2.1.1, 0〉

1 7→ 0
2 7→ 1
2.1 7→ 1
2.1.1 7→ 0

q′4

L : 〈1〉 〈2〉
H : 〈2.1, addr, 0〉
F :

1 7→ 0
2 7→ 1
2.1 7→ 1

q′5

L : 〈1〉 〈2〉
H :
F :

1 7→ 0
2 7→ 1

create(1, addr, 2009) create(2, addr, 2009)

call(1.1, 2009)

comp(1.1.1, 2009)

ret(1.1, 0)

wait(1)

call(2.1, 2009)

comp(2.1.1, 2009)

ret(2.1, 0)

wait(2)

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ▲❚❙ ❢♦r t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿ σq ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t
❛♥❞ ηq ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ str❡ss❡❞ t❤❛t ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❛t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛❜str❛❝t t❡r♠s ✐♥ ❬✽❪✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s
t❤❛t ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t✇♦ st❛t❡s ❜❡✲
✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❵❧♦♦❦s ❛❤❡❛❞✬ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♣✐❞s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❈❧❡❛r❧②✱ s✉❝❤ ❛ ❧♦♦❦❛✲
❤❡❛❞ str❛t❡❣② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ❚✇♦ st❛t❡s q ❛♥❞ q′ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ h : (pidq ∪ nextpidq) → (pidq′ ∪ nextpidq′) s✉❝❤ t❤❛t

❢♦r ❛❧❧ r❡❧❛t✐♦♥s ≺ ∈ {∢1,∢} ❛♥❞ f ∈ {⋔1,⋔}✿

• h(dom(ηq)) = dom(ηq′)❀

• ∀π ∈ dom(ηq)✱ h(nextq(π)) = nextq′(h(π))❀

• ∀π, π′ ∈ pidq✿ π ≺ π′ ✐✛ h(π) ≺ h(π′)❀

• ∀π, π′ ∈ pidq ∪ nextpidq✿ π f π′ ✐✛ h(π)f h(π′)❀

• σq′ ✐s σq ❛❢t❡r r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣✐❞ π ❜② h(π)✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❜② q ∼h q′ ✭♦r q ∼ q′✮✳

❚❤❡ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ h ✉s❡❞ t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♣✐❞s ✐♥ pidq ∪
nextpidq ❛♥❞ pidq′ ∪ nextpidq′ ✱ ❛♥❞ s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣✐❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♠❛♣♣✐♥❣ halt ✐♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢✱ ❡✳❣✳✱ ❬✽❪ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ halt : pidq →
pidq′ ✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② str♦♥❣ ❜❡❝❛✉s❡
♥♦ ♠❛♣♣✐♥❣ halt ❝♦✉❧❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r② s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚♦ ♣r♦✈❡
t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥❡❡❞ t❤❡ ♥❡①t✲♣✐❞s ✭✐✳❡✳nextpidq ❛♥❞ nextpidq′✮ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✱
✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳

❈♦✉♥t❡r❡①❛♠♣❧❡✳ ▲❡t q ❛♥❞ q′ ❜❡ st❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t pidq =
{1, 1.1}✱ ηq(1) = 1✱ pidq′ = {5, 5.1} ❛♥❞ ηq′(5) = 3✳ ❚❤❡♥ ❝♦♥✲
s✐❞❡r ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ halt : pidq → pidq′ s✉❝❤ t❤❛t halt(1) = 5 ❛♥❞
halt(1.1) = 5.1✳ ❊✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ✜♥❡ ❛s ❢❛r ❛s ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛r✲
❡♥t❤♦♦❞✴s✐❜❧✐♥❣❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐❞s ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✳ ▲❡t
✉s ♥♦✇ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ t❤r❡❛❞s✱ ✶ ❛♥❞
✺✱ ❝r❡❛t❡❞ ♥❡✇ ♣✐❞s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ♥❡✇ st❛t❡s r ❛♥❞ r′

s✉❝❤ t❤❛t pidr = {1, 1.1, 1.2} ❛♥❞ pidr′ = {5, 5.1, 5.4}✳ ❚❤❡♥
t❤❡ t✇♦ ♥❡✇ st❛t❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ 1.1 ⋔1 1.2
②❡t 5.1 6⋔1 5.4✳ ❚❤✐s ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
s✐❜❧✐♥❣❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐❞s✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ t✇♦
♥❡✇ st❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❇② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥❡①t✲♣✐❞s ✐♥ t❤❡ ❞❡❢✲
✐♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❛♣♣✐♥❣ h✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s q ❛♥❞ q′ ❛r❡
♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t st❛t❡s✳
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❚♦ ❜❡ ♦❢ ✉s❡ ❢♦r st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ■❢ q ∼h q′ ❛♥❞ q
t

−−−−−−−−→ r t❤❡♥ q′
h(t)
−−−−−−−−−−→ r′ ❛♥❞ r ∼h′ r′ ✇❤❡r❡

h ❛♥❞ h′ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r

q′
t′

−−−−−−−−→ r′✳

◆♦t❡✿ h(t) ❞❡♥♦t❡s t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ π ∈ pidq r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② h(π)✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✲
❝r❡t❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❛s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✮ ♠❡❛♥s t❤❛t ∼ ❜❡✲
❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ str♦♥❣ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s
s✉✣❝✐❡♥t✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ st❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡❛❞❧♦❝❦ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ h ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡t❛✐♥❡❞ ♣✐❞s ♦✈❡r
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ s✉✣❝✐❡♥t ✐❢ ♦♥❡ ❞❡❛❧s
✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭❛❜str❛❝t❡❞✮ t❤r❡❛❞s ♦✈❡r s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ st❛t❡s✱
♠❛❦✐♥❣ ✐t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❜❛s❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✶✵❪✳

✹ ❈❤❡❝❦✐♥❣ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❈❤❡❝❦✐♥❣ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❡❞s ✐♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛t❡s
❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❧❛②❡r❡❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ✭♦r ▲●s✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ▲●s
❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

▲●s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ✜rst ❧❛②❡r ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ❧♦❝❛t✐♦♥s✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❜② ✭❛❜str❛❝t❡❞✮ ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡ t❤✐r❞ ❧❛②❡r ❜② ✭❛❜str❛❝t❡❞✮
❛❝t✐✈❡ ♣✐❞s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❧❛②❡r ❜② ✭❛❜str❛❝t❡❞✮ ♥❡①t✲♣✐❞s✳ ❚❤❡ ❛r❝s ❛r❡
♦❢ t✇♦ s♦rts✿ t❤♦s❡ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ♦❜❥❡❝t t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞
♦❜❥❡❝t ✭❧♦❝❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ ✈❡❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♣✐❞s✮✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❧❛②❡rs r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐❞s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐♥ Ω⋆

pid

df

= {⊳1, . . . , ⊳k}✱ ✇❤❡r❡
Ω⋆
pid ✐s Ωpid ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r❡❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t

♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ▲❚❙ ❞♦❡s
♥♦t ✉s❡ s✉❝❤ ❛ r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❋✐❣✉r❡s ✸ ❛♥❞ ✹ s❤♦✇ ❡①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ Ω⋆

pid = {∢1}✳
❚❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ⌊ ⌋ : D ∪ P → D ∪ {ǫ} ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥
D ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛♣♣✐♥❣ ǫ ♦♥ P✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ t♦ ✈❡❝t♦rs✳

▲❡t q
df

= (σq, ηq) ❜❡ ❛ st❛t❡ ♦❢ ❛♥ ▲❚❙✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧❛❜❡❧❧❡❞

❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

LG(s)
df

= (V ;A,A⊳1 . . . , A⊳k ;λ) ,

✶✸✾



✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♥❛♠❡s✱ ✈❡❝t♦rs
❛♥❞ ♣✐❞s✮✱ A,A⊳1 ✱ ✳ ✳ ✳ ✱ A⊳k ❛r❡ s❡ts ♦❢ ❛r❝s ❛♥❞ λ ✐s ❛ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ♦♥ ✈❡rt✐❝❡s
❛♥❞ ❛r❝s✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❋✐rst ❧❛②❡r✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ℓ ∈ L s✉❝❤ t❤❛t σq(ℓ) 6= ∅✱ ℓ ✐s ❛ ✈❡rt❡①
✐♥ V ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ✐ts❡❧❢✱ ✐✳❡✳✱ ℓ✳

✷✳ ❙❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ℓ ∈ L ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r v ∈ σq(ℓ)✱ v
✐s ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ V ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ⌊v⌋ ❛♥❞ ℓ −−−−−−−−→ v ✐s ❛♥ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛r❝ ✐♥ A✳

✸✳ ❚❤✐r❞ ❧❛②❡r✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡rt❡① v ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐❞ π ✐♥
v ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ n ✭✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r✮✱ π ✐s ❛♥ ǫ✲❧❛❜❡❧❧❡❞ ✈❡rt❡① ✐♥ V ❛♥❞
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛r❝ v

n
−−−−−−−−→ π ✐♥ A✳

✹✳ ❋♦✉rt❤ ❧❛②❡r✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝t✐✈❡ ♣✐❞ π✱ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥❡①t ❝❤✐❧❞✱ nextq(π)✱
✐s ❛ ✈❡rt❡① ✐♥ V ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❜② ǫ✳

❋♦r ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s π✱ π′ ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❧❛②❡rs✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ j ≤ k✱

t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛r❝ π
⊳j
−−−−−−−−→ π′ ✐♥ A⊳j ✐✛ π ⊳j π

′✱ ✐✳❡✳✱ A⊳j ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥ ⊳j ♦♥ V ∩ P✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ✈❡rt❡① ♥♦r ❛r❝ ✐♥ LG(s)✳

■♥ ❞✐❛❣r❛♠s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s❤♦✇ ❛r❝s ❢♦r r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ x
∢1−−−−−−−−→ y

∢1−−−−−−−−→ z✱

t❤❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣✐❝t t❤❡ ❛r❝ x
∢

−−−−−−−−→ z ♥♦r x
∢

−−−−−−−−→ y ♥♦r y
∢

−−−−−−−−→ z✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ▲❡t q1 ❛♥❞ q2 ❜❡ t✇♦ r❡❛❝❤❛❜❧❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡♥ LG(q1) ❛♥❞ LG(q2)
❛r❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✐✛ q1 ∼ q2✳

Pr♦♦❢✿ ✭s❦❡t❝❤✮ ▲❡t LGi
df

= LG(qi) = (Vi;Ai, Ai⊳1
, . . . , Ai⊳k

; λi) ❢♦r i ∈
{1, 2}✳

✭⇒✮ ▲❡t h : V1 → V2 ❜❡ ❛♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ LG1 ❛♥❞ LG2✱ s✉❝❤
t❤❛t ∀v ∈ V1✱ λ1(v) = λ2(h(v)) ❛♥❞ ∀u, v ∈ V1✱ λ1((u, v)) = λ2((h(u), h(v)))✳
❚❤❡ st❛t❡s qi

df

= (σqi , ηqi) ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ LGi✿ ✭✐✮ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡rt✐❝❡s
♦❢ t❤❡ ✜rst ❧❛②❡r❀ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ σqi ❀ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉rt❤
❧❛②❡r ❛❧❧♦✇ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ηqi ✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ ✈❡rt❡① π.j ∈ Vi✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
❛❝t✐✈❡ t❤r❡❛❞ π ✐♥ qi ❛♥❞ ηqi(π) = j − 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ♣✐❞s ✭♣r❡s❡♥t ❛s
✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❧❛②❡r✮ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ h✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✇❛②s
t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ ❞❛t❛✳ ❙♦✱ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇s✳

✭⇐✮ ▲❡t q1 ∼h q2✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ LG1 ❛♥❞ LG2 ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❜② t❤❡
✐❞❡♥t✐t② ♦❢ s♦♠❡ ✈❡rt✐❝❡s ✭t❤❡✐r ♥✉♠❜❡r✱ ❛r❝s ❛♥❞ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ❜❡✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✮✳
❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ h ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ r❡❧❛t❡s
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}
layer 1

}
layer 2

}
layer 3

}
layer 4

L

〈ǫ〉

ǫ

ǫ

〈ǫ〉

ǫ

ǫ

H

〈ǫ, addr, 2009〉

ǫ

ǫ

F

〈ǫ, 2009〉

ǫ

ǫ

0

∢1

0

∢1

∢1

0

∢1

∢1

0

∢1

}
layer 1

}
layer 2

}
layer 3

}
layer 4

L

〈2〉

2

2.1

〈1〉

1

1.2

H

〈1.1, addr, 2009〉

1.1

1.1.2

F

〈1.1.1, 2009〉

1.1.1

1.1.1.1

0

∢1

0

∢1

∢1

0

∢1

∢1

0

∢1

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ▲● ♦❢ q3 ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✐ts ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t ✈❡rt❡① ♥❛♠❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞
t♦ ✐♠♣r♦✈❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳

♣✐❞s ❜❡t✇❡❡♥ q1 ❛♥❞ q2✳ ❙♦ h r❡❧❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ ✐❞❡♥t✐t✐❡s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s
✐♥ V1 ❛♥❞ V2✳ ✷

❘✉♥♥✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ ♦✉r s❡r✈❡r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s✐❜❧✐♥❣❤♦♦❞
r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣✐❞s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥t ✐s t❤❛t ❛ ♣❛r❡♥t t❤r❡❛❞ ✇❛✐ts ❢♦r ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ t♦
t❡r♠✐♥❛t❡✳ ❙♦ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ⋔1 ♥♦r ⋔ ✐♥ Ω⋆

pid ✳
❆❢t❡r t❛❦✐♥❣ t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ▲❚❙ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ st❛t❡ s♣❛❝❡✳
❋✐rst✱ t❤❡ ▲●s ♦❢ q3 ❛♥❞ q′3 ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs qi✱ q

′

i ❢♦r 1 ≤ i ≤ 5✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧②
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❤♦✇ s②♠♠❡tr✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ s✐❜❧✐♥❣❤♦♦❞ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r LG(q3)
❛♥❞ LG(q′3) ✇♦✉❧❞ ❛❞❞ ❡①tr❛ ❛r❝s✱ ❡✳❣✳✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡ ♦❢ ♣✐❞ ✶ t♦✲
✇❛r❞s t❤❛t ♦❢ ♣✐❞ ✷✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠
♦❢ t❤❡ t✇♦ ▲●s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
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r❛t❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ Ω⋆
pid ♦♥❧② t❤♦s❡ r❡❧❛t✐♦♥s t❤❛t

❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ▲❚❙✳

L

〈ε〉

ε

ε

〈ε〉

ε

ε

0

∢1

0

∢1

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▲● ♦❢ q0✳

▲❡t ✉s t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ q0 ✇❤♦s❡ ▲● ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ✐t ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡ ▲●s ♦❢
q5 ❛♥❞ q′5✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❡①✲
❡❝✉t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❧♦♦♣ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐st❡♥t❧②
❛❜str❛❝t ❛✇❛② t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ♥❡✇❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣✐❞s✳

✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❆s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥✱
✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❤♦✇ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✈✐s❡❞ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♥❞ t❤♦r♦✉❣❤ s❡r✐❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛✐♠❡❞ ❛t
❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② t✇♦ st❛t❡s✳ ❲❡ st❛rt❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❈❤❡❝❦✐♥❣ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✇✐❧❧✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡

st❛t❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♥♦♥✲❡♠♣t② ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦r ♣✐❞s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳

❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s t❤❡ ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❡✳❣✳✱
✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ✇✳r✳t✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛✐rs ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ st❛t❡s✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❞✐✛❡r ❜② ❛ ✇✐❞❡ ♠❛r❣✐♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❡st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ st❛t❡ q ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ❛ ♥✉♠✲
❜❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✭❜♦t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦r ♥♦♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✮ st❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡ q✳
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❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② st❡♠s ❢r♦♠ ♦✉r ♦✈❡r❛❧❧ ❛✐♠ ♥♦t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛
✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ s✉❝❤ ❛ t♦♦❧✳
❯s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ♦✉r
♣✉r♣♦s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❜✐❛s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛♥② ❝❛s❡
st✉❞② ✇♦✉❧❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ②✐❡❧❞ st❛t❡s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❤❛♣❡ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❛t
❛♥② s❡t ♦❢ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ❝♦♥t❛✐♥s ❜❛❧❛♥❝❡❞ s✉❜s❡ts ♦❢ ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡✱ ♥❡✉tr❛❧ ❛♥❞
✉♥❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❝❛s❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ st❛t❡s ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ s❡t ♦❢ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦♥❧② s✐♠✐❧❛r st❛t❡s ❛♥❞ t❤✉s ♦♥❧②
t❤❡ ❧❡ss ❢❛✈♦✉r❛❜❧❡ ❝❛s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦✉r r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡s ♦❢ ❛♥②
s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ st✉❞②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r✉♥♥✐♥❣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ♠✉❝❤
♠♦r❡ t❤❛♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜✐❛s s✐♥❝❡
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♠❛♥② ♠♦r❡ ✭❞✐✣❝✉❧t
t♦ ❝♦♥tr♦❧✮ ❢❛❝t♦rs✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣r✐s✐♥❣ t✇♦ ✈❡❝✲
t♦rs✿

L : 〈 2:2, 2 〉 〈 3, 2.1:0 〉
L′ : 〈 1:0, 3, 4:0 〉 〈 2.2:0 〉

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♣✐❞ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ✐t ❤❛s
❛❧r❡❛❞② ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❡r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❚r❛♥s❢♦r♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✈❡❝t♦rs s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✿

L : 〈 2.3.2.5:5, 2 〉 〈 3, 2.3.2.5.4:3 〉
L′ : 〈 2.3.2.4:3, 3, 2.3.2.7:3 〉 〈 2.3.2.5.5:3 〉

• ❊①❝❤❛♥❣❡ ✈❡❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✿

L : 〈 3, 2.1:0 〉 〈 1:0, 3, 4:0 〉
L′ : 〈 2.2:0 〉 〈 2:2, 2 〉

• ❊①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤✐♥ ✈❡❝t♦rs✿

L : 〈 2, 2:2 〉 〈 2.1:0, 3 〉
L′ : 〈 4:0, 3, 1:0 〉 〈 2.2:0 〉
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• ❊①❝❤❛♥❣❡ ❞❛t❛ ❛♥❞✴♦r ♣✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs✿

L : 〈 2:2, 3 〉 〈 2, 2.1:0 〉
L′ : 〈 1:0, 3, 4:0 〉 〈 2.2:0 〉

L : 〈 2.1:0, 2 〉 〈 3, 2:2 〉
L′ : 〈 4:0, 3, 2.2:0 〉 〈 1:0 〉

L : 〈 2.1:0, 3 〉 〈 2, 2:2 〉
L′ : 〈 4:0, 3, 2.2:0 〉 〈 1:0 〉

• ❘❡♣❧❛❝❡ ♣✐❞s✿

L : 〈 26.25.25:0, 2 〉 〈 3, 32.32.33:1 〉
L′ : 〈 35.35.34:0, 3, 32.32.33:1 〉 〈 32.32.33.1:0 〉

• ■♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦✉♥t ♦❢ ❝r❡❛t❡❞ ♣✐❞s✿

L : 〈 2:4, 2 〉 〈 3, 2.1:0 〉
L′ : 〈 1:2, 3, 4:4 〉 〈 2.2:3 〉

❆❧❧ t❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇❡r❡ r❛♥❞♦♠✐s❡❞ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♥tr♦❧✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ♣✐❞s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ ❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ ✇❡ ✉s❡❞ ◆❡t✇♦r❦❳ ❬✺❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✲
✐♥❣ t❤❡ ❱❋✷ ❬✹❪ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❙❛❣❡ ❬✶✼❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ◆❛✉t② ❬✶✹❪
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ♦♥❡✳ ❲❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✿

• ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ s✐③❡ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐❞s ✐♥
✈❡❝t♦rs ✭✇✳r✳t✳ ❞❛t❛✮❀ ❛♥❞

• ✐♠♣r♦✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s✳

❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s✉r♣r✐s✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❧❡❛❞s t♦
❧❛❜❡❧❧❡❞ ♥♦❞❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ q✉✐❝❦❧② ♠❛t❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ❣r❛♣❤s✳ ❲❡
❢✉rt❤❡r ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ◆❛✉t② ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❱❋✷✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s
❜❡❧♦✇ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ◆❛✉t②✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r p ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♣✐❞s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳
❲❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡r❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❣r♦✉♣✐♥❣s ♦❢ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts✮✿

✶✹✹



• t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦s ❧✐♥❡❛r✱ ♦r s❧✐❣❤t❧② s✉❜✲❧✐♥❡❛r❀ ❛♥❞

• t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ✈✐s✉❛❧❧② ✜ts ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ O(p2) ❛♥❞ O(p log p)
❝✉r✈❡s✳

❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❛s ❛♥❛❧②s❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞✳
❲❡ ✜rst ❡①tr❛❝t❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ✈❡❝t♦rs ♦❢ ✐♥❞❡①❡❞ ♣❛✐rs (pi, ti)

✇✐t❤ ti ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r pi ♦❢ ♣✐❞s
✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡ ✺✮✿

C1
df

=
[
(pi, ti) | (1 ≤ i ≤ k1) ∧ (pi ≥ 200) ∧ (ti <

20 pi
1800 )

]

C2
df

=
[
(pi, ti) | (1 ≤ i ≤ k2) ∧ (pi ≥ 200) ∧ (ti >

20 pi
1800 )

]
,

✇❤❡r❡ ti = 20 pi
1800 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ str❛✐❣❤t ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ❛♥❞

pi ≥ 200 ✐s ✇❤❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡❞
t❤❛t ❜♦t❤ C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ s♦ t❤❛t pi ≤ pj ✇❤❡♥❡✈❡r i < j✳ ❆s ✐t t✉r♥❡❞
♦✉t✱ C1 ❝♦♠♣r✐s❡s ✼✽✪ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦r p ≥ 200✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ✷✷✪ ❛r❡
✐♥ C2✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts C1 ❛♥❞ C2✱ t ❝❛♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② O(p) ❛♥❞ O(p log p)✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡❞ t✇♦ ♠♦r❡ ✈❡❝t♦rs✿

D1
df

=
[
ti
pi

| (pi, ti) ∈ C1

]
❛♥❞ D2

df

=
[

ti
pi log pi

| (pi, ti) ∈ C2

]
.

❇② ❞r❛✇✐♥❣ ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❡❛❝❤ Dj ✇❡ ❝❤❡❝❦❡❞ t❤❛t ✐ts ✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ ❣r♦✉♣❡❞
❛r♦✉♥❞ 0.0045 ❢♦rD1✱ ❛♥❞ 0.0075 ❢♦rD2✳ ❚♦ ❣❛✐♥ ♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛❜♦✉t t❤✐s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❡ s✉❜✲❞✐✈✐❞❡❞ ❡❛❝❤Dj ✐♥t♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s❡❣♠❡♥ts ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❣r♦✇✐♥❣ pis✮ ❛♥❞ ❞r❛✇♥ t❤❡✐r ❤✐st♦❣r❛♠s✳ ❚❤❡♥✱ t❛❦✐♥❣ D1 ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿

• ✐❢ t = O(p) t❤❡♥ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t❀

• ✐❢ t > O(p) t❤❡♥ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ r✐❣❤t✲s❤✐❢t❡❞
✇✳r✳t✳ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❣♠❡♥t❀ ❛♥❞

• ✐❢ t < O(p) t❤❡♥ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t s❤♦✉❧❞
❜❡ ❧❡❢t✲s❤✐❢t❡❞ ✇✳r✳t✳ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❣♠❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❢♦r D1 ❛♥❞ D2 ✇✐t❤ ✹ s❡❣♠❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇
♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ♦t❤❡r
♥✉♠❜❡rs ♦❢ s❡❣♠❡♥ts t❤❛t ✇❡ tr✐❡❞✮✿

✶✹✺



❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚♦♣✿ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s t ✇✳r✳t t❤❡ ♥✉♠❜❡r p ♦❢ ✉♥✐q✉❡
♣✐❞s ✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ st❛t❡s ✭❞❛r❦❡r ♣♦✐♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♠♦r❡ ❢r❡q✉❡♥t ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✐s O(p)✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❝✉r✈❡ ✐s O(p log p) ❛♥❞ t❤❡
❧♦✇❡r ❝✉r✈❡ ✐s O(p2)✳ ❇♦tt♦♠✿ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ C1 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ C2 ✭r✐❣❤t✮✳

✶✹✻



• t❤❡ ❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t = O(p) ✇✐t❤✐♥ C1❀

• ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ r✐❣❤t✲s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❤✐s✲
t♦❣r❛♠s ✇❤❡♥ ✇❡ ❣♦ ❞♦✇♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ❛♥❞ s♦ t > O(p log p) ✇✐t❤✐♥
C2❀ ❛♥❞

• t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ❢♦r D′

2
df

=
[

ti
pi2

| (pi, ti) ∈ C2

]

❝♦♥✜r♠s t❤❛t t < O(p2) ✇✐t❤✐♥ C2✳

❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢✉❧❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✈✐s✉❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❢♦r
❋✐❣✉r❡ ✺✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ t❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥ ✐♥
t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦♥❡✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❢♦r D2 t ✐s ❝❧♦s❡r t♦ O(p log p) t❤❛♥ O(p2)✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣
st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s ✈❡r② ❧♦✇ ❢♦r st❛t❡s t❤❛t ❞✐✛❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✭✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♣❛✐rs✮✱ ❛♥❞ ✐s st✐❧❧ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❢♦r st❛t❡s t❤❛t ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦r s✐♠✐❧❛r✿ ❢♦r ✼✽✪ ♦❢ t❤❡♠✱ ✐t ✐s ❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
p ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ♣✐❞s ✐♥ t❤❡ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✷✷✪✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ O(p log p)✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t st❛t❡s ❛❧❧♦✇s
♦♥❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ P♦t❡♥t✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛② ❛❧s♦ ❛❧✲
❧♦✇ t♦ ❛♥❛❧②s❡ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✐♥✜♥✐t❡ st❛t❡ s♣❛❝❡s✱ ♦r st❛t❡ s♣❛❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ✜t ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r✬s ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✲
tr❛❝t❛❜❧❡ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✻ P❡tr✐ ♥❡t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ P❡tr✐ ♥❡ts✹ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧✇❛②s ✇♦r❦s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝
r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♥❡ts ✇✐❧❧ ✐♠♣❧② ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✲✸✱ ❛♥❞ s♦ ❢♦r
❡❛❝❤ ♥❡t ✐♥ t❤✐s ❝❧❛ss t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧❛❜❡❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✇✐❧❧ s❛t✐s❢② ❛❧❧
t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣✳

❚❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✭✜♥✐t❡✮ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ P❡tr✐ ♥❡t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♠✐♥❞ ✐s ❛ t✉♣❧❡
N

df

= (S, T,Λ,M0) ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s❡t S ♦❢ ♣❧❛❝❡s✱ ❛ s❡t T ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✭❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ S✮✱ ❛ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ Λ ♦❢ ♣❧❛❝❡s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❝s ✭✐♥ (S × T ) ∪
(T ×S)✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❛t ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦
❡❛❝❤ s ∈ S ❛ ✜♥✐t❡ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥ Λ(s)✮ s✉❝❤ t❤❛t✿

✹❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧
P❡tr✐ ♥❡ts ❬✶✸❪✳

✶✹✼
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥✿ t❤❡ j✲t❤ r♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ✭0 ≤ j ≤ 3✮ s❤♦✇s t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ti

pi
❢♦r (pi, ti) ∈ D1 s✉❝❤ t❤❛t j

4k1 < i ≤ j+1
4 k1 ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ j✲t❤

s❡❣♠❡♥t ♦❢ D1✮✳ ▼✐❞❞❧❡ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥s✿ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ti
pi log pi

❛♥❞ ti
pi2

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❢♦r (pi, ti) ∈ D2✳

✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ s ∈ S✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ s✱ Λ(s)✱ ✐s ❛ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t
X1 × · · · ×Xk ✭k ≥ 1✮✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Xi ✐s P ♦r D✳

✷✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛❝❡s ♦❢ N ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♣❧❛❝❡ sη ❤❛✈✐♥❣
t❤❡ t②♣❡ P×N✳ ■t ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ η t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥ ♥❡✇ t❤r❡❛❞s ❛r❡ s♣❛✇♥❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤
❛❝t✐✈❡ t❤r❡❛❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② π✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♣❧❛❝❡ st♦r❡s ❛ t♦❦❡♥ 〈π, i〉
✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❝♦✉♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞ t❤r❡❛❞s ❛❧r❡❛❞② s♣❛✇♥❡❞
❜② π✳ ❚❤✉s t❤❡ ♥❡①t t❤r❡❛❞s t♦ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② π ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣✐❞s
π.(i+ 1)✱ π.(i+ 2)✱ ❡t❝✳

✶✹✽



✸✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦✐♥❣ M0 ♦❢ N ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r
♣❧❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ t♦❦❡♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❧❛❝❡s ❛r❡ ❡♠♣t②✳ ❚❤✐s
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t I ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡♠❡♥t✳✺

✹✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ∈ T ✱ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛r❝ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r
♣❧❛❝❡ t♦ t ✐s ❛ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

Λ(sη, t)
df

= {〈p1, c1〉, . . . , 〈pk, ck〉}

✇❤❡r❡ k ≥ 0 ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ pi✬s ❛♥❞ ci✬s ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ♣✐❞ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛r❝ ❢r♦♠ t t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♣❧❛❝❡ ✐s
❛ s❡t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Λ(t, sη)
df

=





〈p1, c1 + n1〉, . . . , 〈pm, cm + nm〉,
〈p1.(c1 + 1), 0〉, . . . , 〈p1.(c1 + n1), 0〉,
. . .
〈pk.(ck + 1), 0〉, . . . , 〈pk.(ck + nk), 0〉





✇❤❡r❡ m ≤ k✱ ❛♥❞ nj ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ j✳✻ ❆♥ ❡♠♣t② ❛r❝ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❛r❝ ✐s ❛❜s❡♥t✳
❇❡❧♦✇ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Πt t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s pi.(ci + j)
✉s❡❞ ✐♥ Λ(t, sη)✳

✺✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ∈ T ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❧❛❝❡ s ∈ S \ {sη}✱ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❛r❝ ❢r♦♠ s t♦ t ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞
❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛r❝ ❢r♦♠ t t♦ s ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢
✈❡❝t♦rs ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❞❛t❛ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ Πt ∪ {p1, . . . , pm}✳

✻✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ∈ T ✱ Λ(t) ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❇♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣✉❛r❞ ♦❢ t✱ ❜✉✐❧❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛♥♥♦✲
t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t ❛♥❞ ❞❛t❛ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ♣✐❞s ✐s
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ Πt ∪ {p1, . . . , pk} ✉s✐♥❣
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❢r♦♠ Ωpid ✳

✺❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s✐♥❝❡ ❛♥② ❞❡s✐r❡❞ ♠❛r❦✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✐♥✐t✐❛❧❧② ✜r✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥s❡rts t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦❦❡♥s ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧❛❝❡s ♦❢ t❤❡
♥❡t N ✳

✻◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst r♦✇ 〈p1, c1 + n1〉, . . . , 〈pm, cm + nm〉 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤♦s❡ ♣✐❞s
p1, . . . , pk ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✜r✐♥❣ ♦❢ t✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
♥❡✇❧② ❝r❡❛t❡❞ ♣✐❞s✳ ■❢ nj = 0 t❤❡♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ r♦✇ 〈pj .(cj + 1), 0〉, . . . , 〈pj .(cj + nj), 0〉 ✐s
❛❜s❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ♥♦ ❝❤✐❧❞ ♣✐❞s ✇❡r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r pj ✳

✶✹✾



◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ♥❡ts ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ ♣✐❞s ✐♥ ❛ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡❞ ✇❛②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ♠❛② ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ♣✐❞s ♦♥❧② ❢r♦♠ ❡①✐st✐♥❣ ❛♥❞
❛❝t✐✈❡ ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝r❡❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✭❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❛❝❡ sη✮✳

❆ ❜✐♥❞✐♥❣ β ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ∈ T ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣✉❛r❞ ♦❢ t ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t t♦
❝♦♥❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t②♣❡s✳ ❲❡ ✉s❡ β(e) t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ e ✉♥❞❡r t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ β✳ ❚❤❡♥✱ t ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❛t ❛
♠❛r❦✐♥❣ M ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐♥❞✐♥❣ β s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞✿

• ❢♦r ❛❧❧ s ∈ S✱ β(Λ(s, t)) ≤ M(s)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦❦❡♥s ✐♥ t❤❡
✐♥♣✉t ♣❧❛❝❡s ♦❢ t❀

• β(Λ(t, s)) ✐s ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦✈❡r Λ(s)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❧❛❝❡s
♦❢ t ❛r❡ r❡s♣❡❝t❡❞❀ ❛♥❞

• β(Λ(t)) ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ tr✉❡✳

❙✉❝❤ ❛♥ ❡♥❛❜❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ t ♠❛② ✜r❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠❛r❦✐♥❣ M ′

s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ S✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

M ′(s)
df

= M(s)− β(Λ(s, t)) + β(Λ(t, s)) .

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ❜② M [t, β〉M ′✳ ❚❤❡♥ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M ✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ M0 ❜② ✜r✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

■♥ ❬✶✶❪ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ P❡tr✐ ♥❡ts ❛✐♠❡❞ ❛t
♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss ❝r❡❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝
r✉❧❡s t❤❡r❡ ✇❡r❡ ♦✈❡r✲❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ s♦ ✐t ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s t♦
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ s✉✐t❛❜❧❡ P❡tr✐ ♥❡ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❧❛ss
s✉♣♣♦rts ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❡✜♥❡❞ ✇❛② ♦❢ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ s②st❡♠s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ ♦✉r ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❥✉st ❞❡✜♥❡❞
❝❧❛ss ♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ P❡tr✐ ♥❡ts s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✲✸✳ ❚♦ st❛rt ✇✐t❤✱ ✐♥
t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✱ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ♦❢ N ✳ ❋♦r ❡❛❝❤
s✉❝❤ ❛ ♠❛r❦✐♥❣ M ✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t❡ qM

df

= (σM , ηM ) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

σM
df

= {(s,M(s)) | s ∈ S}
ηM

df

= {π 7→ k | 〈π, k〉 ∈ M(sη)} ,

❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ctcM
df

= (G,H)✱ ✇❤❡r❡ H = ηM ❛♥❞
G ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣✐❞s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ M ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ηM ✐s ❛
✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♥♦ ♣✐❞ ♦❝❝✉rs ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐♥ sη ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
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s❤♦✇♥ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭s❡❡ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐①✮✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ qM
❛♥❞ ctcM ❛r❡ ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳

❲❡ ♠❛② ♥♦✇ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ r❡str✐❝✲
t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t❡♠s ✹ ❛♥❞ ✺ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✮✳ ❆s t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
t✇♦ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✭P❡tr✐ ♥❡t r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✮ ▲❡t M ❜❡ ❛ r❡❛❝❤✲

❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ N ✳ ❚❤❡♥✱ ctcM ✐s ❛ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

▲❡t M ❛♥❞ M ′ ❜❡ r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s s✉❝❤ t❤❛t qM ∼h qM ′ ✳ ❚❤❡♥ t❤❡
t✇♦ ♠❛r❦✐♥❣s ❛r❡ ❛❧s♦ h✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ M ∼h M ′✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✭P❡tr✐ ♥❡t r❡♥❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✮ ▲❡t M ❛♥❞ M ′ ❜❡

h✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡❛❝❤❛❜❧❡ ♠❛r❦✐♥❣s ♦❢ N ✱ ❛♥❞ t ❜❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t M [t, β〉M̃ ✳

❚❤❡♥ M ′[t, h ◦ β〉M̃ ′✱ ✇❤❡r❡ M̃ ′ ✐s ❛ ♠❛r❦✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t M̃ ∼
h̃
M̃ ′ ❢♦r ❛ ❜✐✲

❥❡❝t✐♦♥ h̃ ❝♦✐♥❝✐❞✐♥❣ ✇✐t❤ h ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ r❡s✉❧t st✐❧❧ ❤♦❧❞s ✐❢ Ωpid ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛♥② ♦❢ ✐ts s✉❜s❡ts ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s

♣✐❞ ❡q✉❛❧✐t②✳

❇♦t❤ t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✭♥♦t❡ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡
♣r♦♦❢s ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣✉❜❧✐s❤❡❞✮✳

✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✐♥ ❬✼✱ ✷✱ ✾❪ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬✶✻❪ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t
s✉r✈❡②✮ ❛❞❞r❡ss t❤❡ st❛t❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
s②st❡♠ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤♦s❡ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞✳ ❙♦♠❡ ♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤
❛s ❬✶✱ ✻✱ ✶✺❪✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ t♦♦❧s ❛♥❞
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢✱ ❡✳❣✳✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞
❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❝t✉❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s
♦♥ ❛❜str❛❝t✐♥❣ t❤r❡❛❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ✇❤✐❧❡ s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧②✳
❙♦✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ r❡❞✉❝✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
✐♥✜♥✐t❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s②♠♠❡tr②
r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❡❛❝❤ st❛t❡✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸❪ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛s ❤❛r❞ ❛s ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❣r❛♣❤
✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❙♦✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❧❡ ❝❛♣t✉r✐♥❣ s②♠♠❡tr② r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ✐s ♥♦t
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳
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■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
❛♥② ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ♦✛❡rs s②♠♠❡tr② r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❜❛✲
s✐❝❛❧❧② ♥❡❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥t♦ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛②❡r❡❞ ❣r❛♣❤s ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢♦r ❝❤❡❝❦✐♥❣ st❛t❡s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛❝t✐✈❡ ♣✐❞s ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❞s ♦❢ t❤❡✐r ♥❡①t s✐❜❧✐♥❣s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ Ω⋆

pid ✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❣r❡❛t❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜✉t ✇♦✉❧❞
❡♥s✉r❡ t❤❛t s②♠♠❡tr② ❞✐s❝♦✈❡r② ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❡ r❡q✉✐r❡
✐♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✲✸✳

❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ P❡tr✐ ♥❡t ♠❛r❦✐♥❣s✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐❢✲
✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❛t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ✭✇❤✐❝❤✱ ✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②✱ ❝♦✈❡rs t❤♦s❡
✐♥ ❬✼✱ ✷❪✮ ✇❤❡r❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛✐♠❡❞ ❛t r❡❞✉❝❡❞ st❛t❡
s♣❛❝❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❬✾❪ ❞❡✜♥❡s t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡s❡✱ ♦r✲
❞❡r❡❞ ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮ ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✜♥✐t❡✮
❝❛♥♥♦t ❧❡❛❞ t♦ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣✐❞s✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡✱ ✉♥♦r❞❡r❡❞✱ ❝❛♥
✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✾❪ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛ ❞❡✜✲
♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ t②♣❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐❞s✳
❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r ❣r❛♣❤s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛s
s✉❣❣❡st❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❛❝t✐✈❡ ♣✐❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ♥❡①t s✐❜❧✐♥❣s ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥② r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t P❡tr✐ ♥❡t
♠❛r❦✐♥❣s ❢❛❧❧s ✐♥t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✽❪✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ❬✽✱ ❞❡❢✳ ✶❪✱
✐✳❡✳✱ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❤❛s ❜❡❡♥
s♣❧✐t ♦✈❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✲✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❬✽❪ ❞❡✜♥❡s
❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❤❡❧♣ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐t ✐s ❡✈❡♥ str❡ss❡❞ ✐♥ ❬✽❪ t❤❛t t❤✐s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t
t❛s❦✱ ✇❤✐❝❤✱ st✐❧❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✽❪✱ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡
♥♦t ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❛♥❞ ✇❤② ❧❡ss ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr② r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳

✽ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞
st❛t❡ s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♠✉❧t✐✲t❤r❡❛❞❡❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s②st❡♠s✱
❛✐♠❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛t ❛❧❧❡✈✐❛t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss

✶✺✷



❝r❡❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♥❡✇ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
s②st❡♠ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ❜❛s❡❞ ✐t ❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❛❜❡❧❧❡❞ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t♦ s❛t✐s❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶✕✸✳ ❙✉❝❤
❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛s ❧❛❜❡❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♠✐❧❞ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s②st❡♠
♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡♠✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝❧❛ss
♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ P❡tr✐ ♥❡ts ❞♦❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ s②st❡♠s s❛t✐s❢②✐♥❣
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ✜rst ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❲❤❛t ✐s ♠♦r❡✱ s✐♠✐❧❛r r❡✲
str✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ s✉♣♣♦rt ❡①♣❧✐❝✐t
t❤r❡❛❞ ❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
s②st❡♠ st❛t❡s✳ ■t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss ✐❞❡♥t✐✜❡rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ st❛t❡s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ✐♥ ❡✛❡❝t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❧♦♦❦❛❤❡❛❞✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❝❤❡❝❦✐♥❣ st❛t❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② ❜② r❡✉s✐♥❣ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
❣r❛♣❤ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡rs ❢♦r t❤❡✐r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r ✇❤♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ✉s t♦ ❡✈❛❧✉✲
❛t❡ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✽❪ ❛♥❞ ❬✾❪✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❆♥r ♣r♦❥❡❝t ❆✉t♦❝❤❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❇r✐t✐s❤ ♣r♦❥❡❝ts
❘❛❡✫❊♣sr❝ ❉❛✈❛❝ ❛♥❞ ❊♣sr❝ ❱❡r❞❛❞✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬✶❪ ❉✳ ❇♦s♥❛❝❦✐✱ ❉✳ ❉❛♠s✱ ❛♥❞ ▲✳ ❍♦❧❡♥❞❡rs❦✐✳ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❙♣✐♥✳ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❚♦♦❧s ❢♦r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❚r❛♥s❢❡r✱ ✹✭✶✮✿✾✷✕✶✵✻✱
✷✵✵✷✳

❬✷❪ ●✳ ❈❤✐♦❧❛✱ ❈✳ ❉✉t❤❡✐❧❧❡t✱ ●✳ ❋r❛♥❝❡s❝❤✐♥✐s✱ ❛♥❞ ❙✳ ❍❛❞❞❛❞✳ ❆ ❙②♠❜♦❧✐❝
❘❡❛❝❤❛❜✐❧✐t② ●r❛♣❤ ❢♦r ❈♦❧♦✉r❡❞ P❡tr✐ ◆❡ts✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐✲

❡♥❝❡✱ ✶✼✻✿✸✾✕✻✺✱ ✶✾✾✼✳

❬✸❪ ❊✳ ▼✳ ❈❧❛r❦❡✱ ❊✳ ❆✳ ❊♠❡rs♦♥✱ ❙✳ ❏❤❛✱ ❛♥❞ ❆✳ P✳ ❙✐st❧❛✳ ❙②♠♠❡tr② ❘❡✲
❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❆✐❞❡❞ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❈❆❱✬✾✽✮✱ ✈♦❧✳ ✶✹✷✼ ♦❢ ▲❡❝✲
t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣♣✳ ✶✹✼✕✶✺✽✱ ✶✾✾✽✳

✶✺✸



❬✹❪ ▲✳ P✳ ❈♦r❞❡❧❧❛✱ P✳ ❋♦❣❣✐❛✱ ❈✳ ❙❛♥s♦♥❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❱❡♥t♦✳ ❆ ✭❙✉❜✮●r❛♣❤
■s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ▼❛t❝❤✐♥❣ ▲❛r❣❡ ●r❛♣❤s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s

♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✻✿✶✸✻✼✕✶✸✼✷✱ ✷✵✵✹

❬✺❪ ❆✳❍❛❣❜❡r❣✱ ❉✳ ❙❝❤✉❧t✱ P✳ ❙✇❛rt✳ ◆❡t✇♦r❦❳✱ ❍✐❣❤ Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❙♦❢t✇❛r❡
❢♦r ❈♦♠♣❧❡① ◆❡t✇♦r❦s✳ ❤tt♣✿✴✴♥❡t✇♦r❦①✳❧❛♥❧✳❣♦✈

❬✻❪ ▼✳ ❍❡♥❞r✐❦s✱ ●✳ ❇❡❤r♠❛♥♥✱ ❑✳●✳ ▲❛rs❡♥✱ P✳ ◆✐❡❜❡rt✱ ❛♥❞ ❋✳❲✳ ❱❛❛♥✲
❞r❛❣❡r✳ ❆❞❞✐♥❣ ❙②♠♠❡tr② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❯PP❆❆▲✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢

t❤❡ ❋✐rst ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢

❚✐♠❡❞ ❙②st❡♠s ✭❋❖❘▼❆❚❙✬✵✸✮✱ ✈♦❧✳ ✷✼✾✶ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠✲

♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣♣✳ ✹✻✕✺✾✱ ✷✵✵✹✳

❬✼❪ ❈✳ ◆♦rr✐s ■♣ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ▲✳ ❉✐❧❧✳ ❇❡tt❡r ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❚❤r♦✉❣❤ ❙②♠♠❡tr②✳
❋♦r♠❛❧ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❙②st❡♠ ❉❡s✐❣♥✱ ✾✿✹✶✕✼✺✱ ✶✾✾✻✳

❬✽❪ ❏✳ ❇✳ ❏ør❣❡♥s❡♥ ❛♥❞ ▲✳ ▼✳ ❑r✐st❡♥s❡♥✳ ❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦❧♦✉r❡❞ P❡tr✐
◆❡ts ❯s✐♥❣ ❙t❛t❡ ❙♣❛❝❡s ✇✐t❤ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❈❧❛ss❡s✳ ▲■◆❈❖▼ ❙t✉❞✐❡s ✐♥

❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✿✶✼✕✸✹✱ ✷✵✵✸✳

❬✾❪ ❚✳ ❏✉♥tt✐❧❛✳ ❖♥ t❤❡ ❙②♠♠❡tr② ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r P❡tr✐ ◆❡ts ❛♥❞

❙✐♠✐❧❛r ❋♦r♠❛❧✐s♠s✳ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ❍❯❚✱ ❊s♣♦♦✱ ❋✐♥❧❛♥❞✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✵❪ ❱✳ ❑❤♦♠❡♥❦♦✳ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ❇❛s❡❞ ♦♥ Pr❡✜①❡s ♦❢ P❡tr✐ ◆❡t ❯♥❢♦❧❞✲

✐♥❣s✳ P❤❉ ❚❤❡s✐s✱ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆❡✇❝❛s✲
t❧❡✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✶❪ ❍✳ ❑❧❛✉❞❡❧✱ ▼✳ ❑♦✉t♥②✱ ❊✳ P❡❧③✱ ❛♥❞ ❋✳ P♦♠♠❡r❡❛✉✳ ❚♦✇❛r❞s ❊✣❝✐❡♥t
❱❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❝❡ss ❈r❡❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s

♦❢ t❤❡ ✺t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❆s♣❡❝ts ♦❢ ❈♦♠♣✉t✲

✐♥❣ ✭■❈❚❆❈✬✵✽✮✱ ✈♦❧✳ ✺✶✻✵ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣♣✳
✶✽✻✕✷✵✵✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✷❪ ❍✳ ❑❧❛✉❞❡❧✱ ▼✳ ❑♦✉t♥②✱ ❊✳ P❡❧③✱ ❛♥❞ ❋✳ P♦♠♠❡r❡❛✉✳ ❆♥ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦
❙t❛t❡ ❙♣❛❝❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❉②♥❛♠✐❝ Pr♦❝❡ss ❈r❡❛t✐♦♥✳
■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s ✭■❙❈■❙✬✵✾✮✱ ♣♣✳ ✺✹✸✕✺✹✽✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✸❪ ❑✳ ❏❡♥s❡♥ ❛♥❞ ▲✳▼✳ ❑r✐st❡♥s❡♥ ❈♦❧♦✉r❡❞ P❡tr✐ ◆❡ts✿ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❙②st❡♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✹❪ ❇✳ ❉✳ ▼❝❑❛②✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ●r❛♣❤ ■s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ❈♦♥❣r❡ss✉s ◆✉♠❡r❛♥t✐✉♠✱
✸✵✿ ✹✺✕✽✼✱ ✶✾✽✶✳
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❬✶✺❪ ❑✳ ▼❝▼✐❧❧❛♥✳ ❙②♠❜♦❧✐❝ ▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✳ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝✱ ✶✾✾✸✳

❬✶✻❪ ❆✳ ▼✐❧❧❡r✱ ❆✳ ❉♦♥❛❧❞s♦♥✱ ❛♥❞ ▼✳ ❈❛❧❞❡r✳ ❙②♠♠❡tr② ✐♥ ❚❡♠♣♦r❛❧ ▲♦❣✐❝
▼♦❞❡❧ ❈❤❡❝❦✐♥❣✳ ❆❈▼ ❈♦♠♣✉t❡r ❙✉r✈❡②s✱ ✸✽✭✸✮✿❆rt✐❝❧❡ ✽✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✼❪ ❲✳ ❙t❡✐♥✳ ❙❛❣❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ ❙❛❣❡ ●r♦✉♣ ✭✷✵✵✼✮
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❛❣❡♠❛t❤✳♦r❣

❆ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠s ✷ ❛♥❞ ✸

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ H ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ctc = (G,H)
✐s ♦❢t❡♥ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs✳ ❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜❡✐♥❣ ❛ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐s ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♣✐❞ ❞❡❧❡t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ▲❡t (G,H) ❜❡ ❛ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■❢ dom(H) ⊆ G′ ⊆ G ❛♥❞

H ′ ⊆ H✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ (G′, H) ❛♥❞ (G,H ′) ❛r❡ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

Pr♦♦❢✿ ❋♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ✷

❚❤❡ ♥❡①t r❡s✉❧t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ctc = (G,H)
❛❢t❡r t❤❡ s♣❛✇♥✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥❡✇ t❤r❡❛❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t ✇❡ ✜rst s❡❧❡❝t
π ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ H ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ (π, i) ✐♥ H ❜② (π, i+ 1)✱
❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❞❞ π.(i+ 1) ❛♥❞ (π.(i+ 1), 0) t♦ G ❛♥❞ H✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦✿

ctcπ
df

=
(
G ∪ {π.(i+ 1)} , H \ {(π, i)} ∪ {(π, i+ 1), (π.(i+ 1), 0) }

)
.

■♥ t❤❡ ♣r♦♦❢s ❜❡❧♦✇ ✇❡ ✉s❡ ❈❚❈✶ ❛♥❞ ❈❚❈✷ t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❢❡r t♦ t❤❡
✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❚❤❡ ctcπ ❛❜♦✈❡ ✐s ❛ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ π.(i+1) /∈
G✳

Pr♦♦❢✿ ▲❡t ctcπ = (G′, H ′)✳ ❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❜② ❈❚❈✷ ❢♦r ctc✱

π.(i+ 1).τ /∈ G✱ ❢♦r ❛❧❧ τ ✳ (∗)

❍❡♥❝❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② (∗) ❛♥❞ ❈❚❈✶ ❢♦r
ctc t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ dom(H ′) = dom(H) ∪ {π.(i+ 1)}✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t H ′ ✐s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ctcπ s❛t✐s✜❡s ❈❚❈✶ s✐♥❝❡ ctc s❛t✐s✜❡s ❈❚❈✶ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡
G′ = G ∪ {π.(i+ 1)} ❛♥❞ dom(H ′) = dom(H) ∪ {π.(i+ 1)}✳

✶✺✺



❚♦ s❤♦✇ t❤❛t ❈❚❈✷ ✐s ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙✐♥❝❡ ctc

s❛t✐s✜❡s ❈❚❈✷✱ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐s ♥♦t tr✉❡ ♦❢ ctcπ✱ t❤❡♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ♠✉st ❤♦❧❞✳

❈❛s❡ ✶✿ π.(i+1) = π′.k.τ ❛♥❞ k > m✱ ❢♦r s♦♠❡ (π′,m) ∈ H \ {(π, i)}✳ ■❢ τ ✐s
❡♠♣t②✱ t❤❡♥ π = π′✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ (π′,m) ❛♥❞
H ❜❡✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ τ = τ ′.n✱ ❛♥❞ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t π = π′.k.τ ′ ∈ G✱
♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈❚❈✷ ❢♦r ctc✳

❈❛s❡ ✷✿ k > i + 1✱ ❢♦r s♦♠❡ π.k.τ ∈ G✳ ❚❤❡♥ ❛❧s♦ k > i✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈❚❈✷ ❢♦r ctc✳

❈❛s❡ ✸✿ π.(i+ 1).τ ∈ G✱ ❢♦r s♦♠❡ τ ✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♥tr❛✲
❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ (∗)✳ ✷

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✿ ❋♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ctcM0
✐s

❛ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ❛r❝s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦
❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡② ✐♠♣❧② t❤❛t ✐❢ M [t, β〉M ′ t❤❡♥ ctcM ′ ❝❛♥
❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ctcM ❜② ③❡r♦ ♦r ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ❛t ♠♦st t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ✷

❲❡ ♥♦✇ t✉r♥ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛r❦✐♥❣s✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱
t✇♦ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ h✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t st❛t❡s ✇✐❧❧
❛❧s♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ h✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ next(H) = {π.(i + 1) | (π, i) ∈ H}✱
❢♦r ❡✈❡r② ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (G,H)✳ ❲❡ ❝❛♥ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t h✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢
❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ❝♦❤❡r❡♥t ❞❡❧❡t✐♦♥s ♦❢ ♣✐❞s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ▲❡t (G,H) ❛♥❞ (G′, H ′) ❜❡ h✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱

❛♥❞ dom(H) ⊆ G̃ ⊆ G ❛♥❞ H̃ ⊆ H✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❧❡t Ĝ = h(G̃)✱ ❛♥❞ ❧❡t Ĥ ❜❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ H ′ ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ ❡❛❝❤ (π, i) s✉❝❤ t❤❛t π /∈ h(dom(H̃))✳

• (G̃,H) ❛♥❞ (Ĝ,H ′) ❛r❡ h̃✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ h̃ ✐s h
r❡str✐❝t❡❞ t♦ G̃ ∪ next(H)✳

• (G, H̃) ❛♥❞ (G′, Ĥ) ❛r❡ h̃✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ h̃ ✐s h
r❡str✐❝t❡❞ t♦ G ∪ next(H̃)✳

Pr♦♦❢✿ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ (G̃,H)✱ (Ĝ,H ′)✱ (G, H̃) ❛♥❞ (G′, Ĥ) ❛r❡ ❛❧❧
❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❛s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ ♥❡✇ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✐s
❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ h✳ ✷

✶✺✻



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ▲❡t ctc = (G,H) ❛♥❞ ctc′ = (G′, H ′) ❜❡ h✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝t✲

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧❡t (π, i) ∈ H ❛♥❞ (π′, j) ∈ H ′ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t π′ = h(π)✳
❚❤❡♥ (G,H)π ❛♥❞ (G′, H ′)π

′

❛r❡ h̃✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❢♦r s♦♠❡

❡①t❡♥s✐♦♥ h̃ ♦❢ h✳

Pr♦♦❢✿ ▲❡t c̃tc = (G̃, H̃) = (G,H)π ❛♥❞ ĉtc = (Ĝ, Ĥ) = (G′, H ′)π
′

✳ ❋r♦♠
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ctc ❛♥❞ ctc′ ❛r❡ h✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱
✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t h(π.(i + 1)) = π′.(j + 1)✱ G̃ = G ⊎ {π.(i + 1)} ❛♥❞ Ĝ =
G′ ⊎ {π′.(j + 1)} ❛s ✇❡❧❧ ❛s✿

next(H̃) = next(H) \ {π.(i+ 1)} ∪ {π.(i+ 2)}

next(Ĥ) = next(H ′) \ {π′.(j + 1)} ∪ {π′.(j + 2)} .

❲❡ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞ h t♦ h̃ ❜② ❛❞❞✐♥❣ h̃(π.(i + 2))
df

= π′.(j + 2)✳ ❚❤❡♥ h̃ ✐s ❛
❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ π.(i+2) /∈ G ❛♥❞ π′.(j +2) /∈ G′ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥
❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❈❚❈✷ ❢♦r ctc ❛♥❞ ctc′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t
c̃tc ❛♥❞ ĉtc ❛r❡ h̃✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ✷

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ P❡tr✐ ♥❡ts
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✿ ❲❡ ✜rst ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t ✇✐t❤ t❤❡
❜✐♥❞✐♥❣ h ◦ β ✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛r❦✐♥❣ M ′✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❣✉❛r❞ ♦❢ t
❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ true ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ β ❛♥❞ M✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣✐❞s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♥✲
✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ Ωpid ❛♥❞ t❤❡ ❝t✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
ctcM ❛♥❞ ctcM ′ ❛r❡ h✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❲❡ t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ h̃ s❛t✐s❢②✐♥❣ M̃ ∼

h̃
M̃ ′ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ③❡r♦ ♦r ♠♦r❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛t ♠♦st t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳
✷

✶✺✼


