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Résumé

Ce papier présente une série d’études comparatives menées sur une
poutre sandwich simplement supportée soumise à une pression uniforme
à l’aide de différents éléments proposés dans ANSYS 5.2 : l’influence du
raffinement du maillage ainsi que celle du rapport des modules d’Young
entre les couches sont étudiées.

À travers ces études, nous constatons une nécessité du développement
d’une méthode de post-traitement, appelée Reissner local, qui permet d’amé-
liorer la précision des contraintes aux interfaces pour les grands rapports
entre modules d’Young des peaux et âme. La validité et l’efficacité de cette
méthode est montrée au travers de ces études.

1 Introduction
Les structures sandwich sont maintenant réellement appréciées dans l’indus-

trie, et notamment dans le domaine du transport (automobile, aéronautique,
construction navale ou ferroviaire) ou en génie civil. Il est donc important de
savoir quel élément utiliser pour leur modélisation.

Une structure sandwich est composée de trois couches :
– deux couches extérieures, les peaux, fines et rigides, travaillant en mem-

brane ;
– une couche centrale épaisse et de faible densité, l’âme, soumise essentielle-

ment au cisaillement transverse.

Dans le processus de conception, les contraintes d’interface sont particuliè-
rement importantes car elles jouent un rôle crucial dans les modes de rupture,
comme exposé dans [1, 2]. L’âme étant essentiellement soumise au cisaillement
transverse, cette composante, généralement beaucoup plus faible que les autres, ne
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peut pas être négligée : dans certains cas, les effets dus à cette composante peuvent
supplanter tous les autres phénomènes (de flexion par exemple), comme montré
dans [3, 4, 5, 6]. La détermination des contraintes de cisaillement transverse est
donc particulièrement importante dans la conception de matériaux optimisés.

Si nous supposons que les couches restent parfaitement collées aux interfaces :
– le champ de déplacements doit être continu ;
– les composantes normales de la trace du tenseur des contraintes doivent

être continues.

Dans ce papier, nous étudierons un cas très simple avec ANSYS 5.2 en vue
d’illustrer la nécessité d’un post-traitement [7] qui permet de vérifier les condi-
tions de continuité précitées. Cette méthode de post-traitement est basée sur la
formulation de Reissner afin d’améliorer la précision des contraintes aux interfaces
des structures sandwich.

Par contre, les éléments spéciaux hybrides développés au sein du département
[7, 8], les éléments mixtes [9, 10, 11, 12], les éléments basés sur la théorie des
plaques stratifiées homogénéisées [13, 14, 15] et les méthodes de post-traitement
[16, 17] ne sont pas abordés.

2 Description de l’étude
L’un des exemples les plus simples est celui de la poutre simplement supportée

et soumise à une pression uniforme sur sa face supérieure, comme présenté en
figure 1.

Figure 1 – Poutre sandwich

2.1 données

Les données géométriques sont les suivantes :
– longueur totale de la poutre L = 24 mm;
– épaisseur totale HT = 2 mm, épaisseur de la peau supérieur Hst = 0, 2 mm,
épaisseur de âme HC = 1, 6 mm, épaisseur de la peau inférieur Hsb =
0, 2 mm;
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– largeur de la poutre B = 1 mm.
Les propriétés des matériaux et le chargement sont les suivants :
– les peaux sont en aluminium de module d’Young Es = 70000 MPa et de
coefficient de Poisson νs = 0, 34 ;

– intensité de la pression q = −1 N/mm.

les propriétés des matériaux de l’âme varient suivant les cas d’étude :
– Cas A : en époxide (Ec = 3400 Mpa et νc = 0, 34) ;
– Cas B : en mousse (Ec = 340 Mpa et νc = 0, 4) ;
– Cas C : en mousse légère (Ec = 70 Mpa et νc = 0, 4) ;
– Cas D : autre : νc = 0, 4 est fixé et Es/Ec varie.

Grâce à la symétrie du problème, seule une demi poutre est modélisée.

2.2 Modélisations par éléments finis

Avant de construire les modèles utilisant différents éléments disposés dans
ANSYS 5.2, nous introduisons les termes abbrégés suivants pour le maillage :

– ncuts = nombre d’éléments dans la direction de l’axe de la poutre ;
– nskin = nombre d’éléments suivant l’épaisseur de chaque peau ;
– ncore = nombre d’éléments suivant l’épaisseur de l’âme.

La solution analytique de Pagano [18] est reprise comme solution de référence
pour la commparaison avec les résultats par éléments finis.

Les modèles utilisés sont les suivants :
– modèle Plane 82 : nskin = ncore = 1, i.e. 3 éléments suivant l’épaisseur
de la poutre. Il y a un deuxième modèle Plane 82/2 ayant ncore = 2 afin
de comparer convenablement les résultats d’ANSYS à ceux obtenus par la
méthode de post-traitement, Reissner local ;

– modèle Solid 46 (cubique multicouche 20 nœuds) : 1 élément suivant l’épais-
seur totale, représentant toutes les couches de la poutre ;

– modèle Shell 91 (coque quadrilatère multicouche 8 nœuds) avec l’option
sandwich (keyopt(9)=1) : 1 élément suivant l’épaisseur totale, représentant
toutes les couches de la poutre ;

2.3 Valeurs de comparaison

Dans cette étude, nous nous intéressons plus particulièrement aux résultats
suivants :

– le déplacement maximal de la structure suivant z, noté Uz ;
– la composante discontinue des contraintes, σxx, au point A dans la peau et

dans l’âme, et la composante continue σzz ;
– la contrainte interlaminaire : il s’agit de la composante continue σxz, tou-

jours au point A.
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Le point A se situe à l’interface entre peau supérieure et âme, et à x1 = L/4
suivant l’axe de la poutre.

3 Étude de la poutre sandwich
Nous présentons maintenant les résultats obtenus avec ANSYS 5.2 suivants

les cas.

3.1 Influence de ncuts

Dans cette partie, nous traitons les cas A, B et C (respectivement Ec =
3400 MPa, Ec = 340 MPa et Ec = 70 MPa pour l’âme).

La figure 2 présente les déplacements du cas B, les figures 3 et 4 les deux
composantes continues σzz et σxz, et les figures 5 et 6 σxx dans l’âme et dans la
peau respectivement.
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Figure 2 – Influence de ncuts : Uz (cas B)

Les tableaux 1, 2 et 3 présentent respectivement les résultats numériques et
pourcentages d’erreur après convergence pour ces 3 cas.

De ces figures et tableaux, nous pouvons tirer les conclusions suivantes :
– L’élément Plane 82 est le plus adapté. Toutefois il semble diverger concer-

nant les déplacements pour le maillage choisi (grossier avec nskin = ncore
= 1) ;

– Solid 46 est le plus mauvais. Il ne converge jamais vers la solution de réfé-
rence (que ce soit pour les déplacements ou pour les contraintes) ;
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Figure 3 – Influence de ncuts : σzz (cas B)
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Figure 4 – Influence de ncuts : σxz (cas B)

– Shell 91 est particulièrement intéressant pour les composantes continues des
contraintes σzz et σxz ;

– Plane 82 est le seul modèle donnant une détermination correcte de la com-
posante discontinue σxx dans la peau et l’âme ;

Enfin, notons qu’il semble que l’erreur augmente en fonction du rapport Es/Ec.
Nous allons étudier ce point dans le paragraphe suivant.
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Figure 5 – Influence de ncuts : σxx dans l’âme (cas B)
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Figure 6 – Influence de ncuts : σxx dans la peau (cas B)

3.2 Influence du rapport Es/Ec

Tout matériau pouvant être obtenu sous forme de peau fine étant acceptable
pour les peaux, et tout matériau de faible densité étant acceptable pour l’âme, les
structures sandwich peuvent avoir des caractéristiques extrêmement différentes
entre peaux et âme.
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Table 1 – Cas A : Ec = 3400 Mpa

|Uz| |σzz| |σxz| |σxx| |σxx| ncuts
peau âme

Ref 0.21596 0.94624 3.1635 123.13 6.2844
P82 0.21527 0.95033 3.2616 123.08 6.2843 400

0.319% 0.432% 3.10% 0.04% 0.001%
S91 0.21388 0.90000 3.1587 126.35 6.1369 1000

0.963% 4.887% 0.15% 2.61% 2.35%
S46 0.20355 0.50000 3.0000 123.28 8.4202 1000

5.746% 47.16% 5.17% 0.12% 34.0%

Table 2 – Cas B : Ec = 340 Mpa

|Uz| |σzz| |σxz| |σxx| |σxx| ncuts
peau âme

Ref 0.51353 0.95461 3.2956 103.71 0.8262
P82 0.52618 0.96321 3.3091 102.38 0.8701 400

2.463% 0.901% 0.41% 1.28% 5.31%
S91 0.55712 0.90000 3.3024 132.09 0.6599 1000

8.488% 5.721% 0.22% 27.4% 20.1%
S46 0.45994 0.50000 3.0000 130.68 1.2042 1000

10.44% 47.62% 8.97% 26.0% 45.7%

Table 3 – Cas C : Ec = 70 Mpa

|Uz| |σzz| |σxz| |σxx| |σxx| ncuts
peau âme

Ref 1.740 0.96121 3.2926 20.43 0.3614
P82 1.741 0.96847 3.1561 20.77 0.3301 400

0.06% 0.755% 4.15% 1.66% 8.66%
S91 1.987 0.90000 3.3161 132.64 0.1364 1000

14.2% 6.368% 0.71% 549 % 62.2%
S46 1.506 0.50000 3.0000 131.43 0.4802 1000

13.4% 47.98% 8.89% 543 % 32.9%

Un paramètre intéressant est donc le rapport des modules d’Young Es/Ec

entre peaux et âme. Ce paramètre peut varier de 4 (sandwich proche d’un stra-
tifié) à 1500 (pour les nouveaux sandwichs high-tech). Il faut toutefois noter que
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ce rapport varie généralement entre 200 et 1000.

Dans ce paragraphe, nous allons étudier l’influence de ce rapport pour les
différents modèles lorsque ncuts est fixé à 20.

Les déplacements obtenus sont présentés dans la figure 7, les composantes σzz
et σxz dans les figures 8 et 9, et la composante discontinue σxx dans les figures 10
et 11 pour l’âme et la peau respectivement.
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Figure 7 – Influence de Es/Ec : Uz (ncuts=20)

De ces figures, on peut tirer les conclusions suivantes :
– Plane 82 est le meilleur modèle pour les déplacements, σzz et σxx dans l’âme
et la peau ;

– Shell 91 et Solid 46 sont acceptables pour les déplacements et σxx dans
l’âme. Ils sont encore acceptables pour σxx dans la peau, mais seulement
pour Es/Ec ≤ 50 ;

– Shell 91 donne une approximation acceptable de σzz, et il est très intéressant
pour σxz ;

– Plane 82, qui était exceptionnellement bon dans l’étude précédente, montre
quelques difficultés, tout spécialement pour des rapports Es/Ec importants
pour σxz. L’influence du maillage pour le modèle Plane 82 est étudié au
paragraphe suivant.

3.3 Élément Plane 82 : influence du maillage

Dans les études précédentes, nous avons mis 1 seul élément dans chaque couche
du sandwich avec Plane 82. Maintenant, nous allons voir l’influence du nombre
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Figure 8 – Influence de Es/Ec : σzz (ncuts=20)
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Figure 9 – Influence de Es/Ec : σxz (ncuts=20)

d’éléments suivant l’épaisseur des peaux (nskin) et de l’âme (ncore).

Les déplacements sont donnés à la figure 12, σzz et σxz aux figures 13 et 14,
et σxx aux figures 15 and 16 dans l’âme et la peau respectivement. Ces calculs
sont faits pour Es/Ec = 500.

De ces figures, on tire les conclusions suivantes :
– les résultats sont toujours bons quand ncore = 8 nskin, i.e. lorsque le

maillage est régulier suivant l’épaisseur ;
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Figure 10 – Influence de Es/Ec : σxx dans l’âme (ncuts=20)
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Figure 11 – Influence de Es/Ec : σxx dans la peau (ncuts=20)

– nskin et ncore n’ont pas d’influence sur la convergence des déplacements
car cette convergence dépend essentiellement de la flexion : le nombre de
découpages longitudinaux, ncuts, est donc le paramètre prépondérant.

– un maillage très raffiné (nskin=4) doit être utilisé pour assurer la conver-
gence vers la bonne valeur de σzz ;

– un maillage grossier (nskin=1) ne permet pas d’obtenir une valeur accep-
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Figure 12 – Influence de nskin et ncore : Uz (ncuts=20 et Es/Ec = 500)
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Figure 13 – Influence de nskin et ncore : σzz (ncuts=20 et Es/Ec = 500)

table pour σxz ;
– la convergence vers la valeur de référence de σxx dans l’âme est contrôlée par

ncuts. Les résultats ne sont pas améliorés en augmentant nskin ou ncore ;
– cette remarque précédents est aussi vraie en ce qui concerne la convergence

de σxx dans la peau.

11



3.24

3.25

3.26

3.27

3.28

3.29

3.30

3.31

3.32

5 10 15 20 25 30

|σ
x
z
|(

M
P
a)

ncore

nskin=1

+
+ + + + +

+
nskin=2

×

× × × × × ×

×
nskin=3

?
? ? ? ? ?

?
nskin=4

◦
◦

◦ ◦ ◦

◦
Référence

Figure 14 – Influence de nskin et ncore : σxz (ncuts=20 et Es/Ec = 500)
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Figure 15 – Influence de nskin et ncore : σxx dans l’âme (ncuts=20 et Es/Ec =
500)

4 Post-traitement : méthode de Reissner local
Comme nous pouvons le voir à la figure 9 et au tableau 4 (qui résume les

résultats et donne les «zones de travail» pour les différents modèles), Plane 82
n’est pas capable de donner précisément la contrainte interlaminaire σxz avec un
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Figure 16 – Influence de nskin et ncore : σxx dans la peau (ncuts=20 et Es/Ec =
500)

maillage grossier. Comme cette composante est très importante dans la concep-
tion, il faut absolument améliorer ces résultats.

Une première façon d’améliorer les résultats est de raffiner le maillage. À la
figure 9, la courbe «Plane 82/2» représente les résultats obtenus avec nskin =
1 et ncore = 2 (au lieu de 1). Cette faible modification du maillage (4 éléments
suivant l’épaisseur du sandwich au lieu de 3) est suffisante pour obtenir de très
bons résultats pour Es/Ec ≤ 200.

Mais, comme mentionné précédemment, les sandwich ont des rapports Es/Ec

allant de 200 jusqu’à parfois 1500. Dans ce domaine, la convergence n’est atteinte
qu’avec un maillage très raffiné : nskin≥ 3 et ncore = 8 nskin. Un tel maillage
conduit à un temps de calcul inacceptable pour les structures de grand taille.

Afin d’améliorer la précision des contraintes, nous devons répondre à la ques-
tion suivante : comment sont calculées les contraintes nodales ?

Les contraintes nodales τ peuvent être obtenues à partir des déplacements
nodaux q par une technique des moindres carrés :∫

Ω

(σm − σu)2 dΩ = 0 (1)

où σm est la façon «mixte» de calculer les contraintes :

σm = Nστ (2)

et σu la façon «en déplacements» :

σu = DLNuq (3)
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ou en utilisant une méthode équivalente de projection de contraintes, comme
présenté dans [19], i.e. en minimisant :∫

Ω

(σm − σu) dΩ = 0 (4)

Dans ces équations, D est la matrice de Hooke généralisée liant contraintes et
déformations, L l’opérateur différentiel liant déformations et déplacements, Nσ

et Nu les matrices des fonctions de forme pour les contraintes et déplacements,
et Ω le volume (ou la surface) considéré(e). Notons que ces méthodes convergent
vers la solution de Reissner.

Comme exposé dans [20], le processus de minimisation peut être global (ef-
fectué sur la totalité de la structure) ou local (effectué sur un seul élément).
Puisque le processus local converge vers la même limite que le processus global,
la minimisation peut être faite localement.

Toutefois, au lieu de minimiser la différence entre deux solutions, il peut être
plus intéressant (simple et rapide) de trouver les contraintes directement avec
la formulation de Reissner. Dans la solution de Reissner, les contraintes nodales
sont liées aux déplacements nodaux par [21, 22, 23, 24] :

τ = A−1Bq (5)

avec :
A =

∫
Ω

tNσSNσ dΩ (6)

et :
B =

∫
Ω

tNσLNu dΩ (7)

S = D−1 étant la matrice de souplesse.
Afin d’améliorer le calcul des contraintes aux interfaces, nous utilisons cette

dernière formulation sur deux éléments adjacents, situés de part et d’autre d’une
interface. En faisant cela, nous assurons mieux l’équilibre à l’interface. Nous ap-
pellerons cette technique, la méthode de Reissner local [7]. Remarquons de plus
que ce type de méthode ne demande pas plus de temps de calcul que les méthodes
de moindre carrés ou de lissage généralement utilisées, dans ANSYS par exemple.

Si nous regardons maintenant la figure 17, qui est un zoom de la figure 9 pour
des sandwich ayant Es/Ec ≥ 200, nous remarquons que :

– Plane 82 (courbe Plane 82/2 car ncore = 2) ne conduit à aucune améliora-
tion des résultats pour les hauts rapports Es/Ec ;

– l’utilisation de la méthode de Reissner local (courbe Local Reissner/2 car
ncore = 2) permet, avec un maillage encore très grossier, d’obtenir une
excellente précision de σxz ;

– la solution donnée par Shell 91 n’est plus aussi bonne que ce qu’elle avait
été pour des rapports Es/Ec plus faibles.
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Figure 17 – σxz pour ncuts=20 : hauts rapports Es/Ec

5 Conclusions
La première étude, influence de ncuts sur les différents modèles effectuée au

paragraphe 3.1, semble conduire à la conclusion que Plane 82 est le meilleur
modèle, particulièrement lorsque nous regardons les figures 2 à 6 (obtenues avec
un maillage grossier et pour Es/Ec ≈ 200). Toutefois, l’étude de l’influence du
rapport Es/Ec du paragraphe 3.2 a montré certaines faiblesses de ce modèle.

En termes de quantités de conception :
– tous les modèles donnent une valeur correcte des déplacements, mais Plane

82 est le plus précis ;
– σzz est donné correctement par Shell 91 et Plane 82, ce dernier étant
meilleur ;

– σxz est vraiment précis avec Shell 91, mais pour Es/Ec ≤ 200 ;
– σxx dans l’âme est bon avec tous les modèles, Plane 82 étant le plus précis ;
– σxx dans la peau est très précis avec Plane 82 et Shell 91 (mais alors seule-

ment pour Es/Ec ≤ 20), et acceptable avec Solid 46 (et pour Es/Ec ≤ 20).

Le tableau 4 récapitule les résultats ainsi que les «zones de travail» pour les
différents éléments.

Des résultats précédents, nous pouvons dire que :
– pour les problèmes plans, Plane 82 est parfaitement adapté. Toutefois, il

faut noter que cette méthode n’est pas très stable pour des maillages gros-
siers, et que la contrainte interlaminaire σxz ne peut être obtenue qu’avec
un maillage fin ou la méthode de Reissner local ;
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Table 4 – Précision des résultats (ncuts ≥ 20)

Uz σzz σxz σxx σxx
âme peau

P82 toujours bon toujours bon acceptable
pour
Es/Ec ∈
[100, 400]

toujours bon toujours bon

amélioration des résultats
– utiliser un maillage fin : nskin ≥ 3 et ncore = 8 nskin
– utiliser la méthode de Reissner local

S91 toujours ac-
ceptable

toujours ac-
ceptable

toujours bon bon pour
Es/Ec ≤ 100

bon pour
Es/Ec ≤ 20

S46 toujours ac-
ceptable

jamais ac-
ceptable

acceptable
pour
Es/Ec ∈
[8, 15]

toujours
faible

acceptable
pour
Es/Ec ≤ 20

– Shell 91 (avec option sandwich) est un bon élément pour calculer les struc-
tures sandwich. Toutefois, si le concepteur veut connaitre σxx aux interfaces,
alors cet élément ne doit être utilisé que pour Es/Ec ≤ 50.

– Solid 46 n’est pas très précis pour aucune variable. Un modèle utilisant cet
élément devrait être évité.

La méthode de Reissner local présentée permet d’obtenir d’excellents résul-
tats, spécialement pour la composante interlaminaire σxz et pour Es/Ec ≥ 200,
et ce même avec un maillage grossier suivant l’épaisseur. Elle est donc particuliè-
rement intéressante pour la conception de nouveau matériaux sandwich.

De plus cette méthode peut être étendue à d’autres types d’éléments : soit di-
rectement telle qu’elle est présentée pour des éléments volumiques de type brique,
soit sous forme modifiée à des éléments de plaques ou coques.

Finalement, nous voulons insister sur le fait que cette méthode est particuliè-
rement facile à implémenter, en tant que programme séparé, mais aussi dans les
codes d’éléments finis existants.
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