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Une généralisation de la notion d’intégrale
itérée relativement a un processus

V3 °
aléatoire.
Ludovic Valet
Département de Mathématiques, Université d’Angers, France.

Summary

In this paper we generalize notions of iterated integral with regard to an unpredictable
process. We establish a formula of integration by parts, the existence of a continuous
modification and give an expression of the increasing process.
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tensoriel-Variation quadratique.
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1 Introduction

Notre objectif est d’étendre le travail effectué dans [Schraf] et [MFA&ES] en
construisant puis étudiant une intégrale double.
Commenons par expliciter les notations de [Schraf] pour ce qui nous concerne ici.

e 1 := L?’R,BR),p) o u est une mesure diffuse (pour le cas gaussien nous
considérerons pr = A la mesure de Lebesgue). Nous noterons (,) le produit
scalaire et (en), .y une base hilbertienne.

e (Py),cN une famille de probabilités sur R, BR)) telle que : [ zdP, =
0,fg °dP, =1 et ((Vp > 0)(3K,)(Vn € IN)(Jg #PdP, < Kp)). Nous pren-
drons L*(P) := LQ(IRIN,(X)HG]NB(R),P) o P = ®, NPn, noterons X, les

projecteurs canoniques de RN sur R, (n € IN) et H := [X,,, n € IN]. Nous
utiliserons la filtration (F), (N = (0(Xk, k < 1)), N

Le modele suivant :

o H — H
h=> (heex = ¢(h) = (hex)Xs
k=0 k=0

va tre a la base de notre étude. Pour des détails de ses propriétés, on renvoie a
[Schraf].

Nous noterons ®(h)s := ¢(hljg q)

Dans un premier temps, nous allons construire cette intégrale double. Pour ce
faire il nous faudra, au préalable, étudier dans L?(P), les produits ¢(h)¢(g). Nous
terminerons ce premier paragraphe par une généralisation du modele dans le but
d’obtenir le développement de ces produits dans une base de polynoémes orthogo-
naux et de faciliter le travail des paragraphes suivants.

Les deuxiéme et troisieme temps concernent I’étude du processus (Z;);>o :

zi= [omar (gina), = [ ([ weas)sds)



que nous noterons plus simplement : Z; := fot ®(h)sd® (g),.

(En cela nous ne suivrons pas exactement la chronologie de [Schraf], préférant
commencer par I’établissement d’une formule d’intégration par partie et terminant
par D’établissement de l'existence d’une modification continue et de la variation
quadratique de ce processus. Cette démarche se justifie techniquement.)

2 Construction

Nous voulons construire une intégrale double / D(h)sdP(g)s, et ainsi généraliser la

construction faite dans [Schraf]. Cette construction s’appuie sur un dévelopement
adapté dans une base de polynémes des produits ®(h)®P(g).

Cette intégrale sera prise dans le sens suivant : / O(h)sd®(g)s = ergl Z ®(h)r ((ID(g)tZ+1 -
k=0

D(g), ) —hquﬁ(hl]o t")¢(gl] M])

00=1ty < < t" =t est une partition de [0, ¢].

Pour ce faire nous allons, dans la proposition 2.1., étudier les produits ¢(h)d(g).
Puis montrer I'existence d’une limite, proposition 2.2., ce qui assurera l’existence de
cette intégrale comme un élément de L2.

Nous terminerons cette étude en remarquant qu'un changement de base de polynomes
peut simplifier, dans certains cas, les calculs.

2.1 Produits
Pour un élément f de H ® H, nous allons noter :

N
. <Z<f, e @) (X2~ 1)) _. <<P§3)(f>>
N>0 N>0

Jj=1

N j—1
. (Z( (f.e; ®ep Xk)X> = (cp%’”(f))
j=1 k=0 N>1 N>1

Nous allons utiliser la base de polynomes {(X7 — 1);>0; (X;Xg);r}. D'une part
(cpg\?)( f )) et <<p§\}’1)( f )) sont des martingales relativement & la filtration
N>0 N>1

Fi= O’(Xk;ES 7)-

On vérifie qu’il existe des limites ps et dans L? que nous noterons ¢ (f) et (L1 (f).
D’autre part, des calculs simples découlant des propriétés de martingales, montrent
que ces deux éléments sont orthogonaux dans L2. Le résultat suivant, concernant
les produits ¢(h)¢(g), sera & la base de la construction de l'intégrale double. 1l
découle des propriétés mentionnées précédemment.

PI’OpOSitiOIl 2.1 Pour des fonctions f et g de H on a :
1. ¢(h)p(g) € L?
2. p(h)d(g) = @ (h® g) + TV (h® g+ g®@h) + (h,g) dans L?

Remarque

On détecte dans le point 2) le role particulier des fonctions symétriques, qu’on
retrouve dans [PAM] pour 'intégrale d’ordre 2.



2.2 Limites

Nous allons dans ce paragraphe, déterminer la limite d’expressions du type :

iiﬁmmm)(ﬂmeO

k=0

La proposition qui suit découle des propriétés d’orthogonalité, des propriétés de
martingales et du théoreme de convergence dominée.

Pour expliciter la limite nous aurons besoin des deux indicatrices suivantes :
lo={(z,y) ER*|0 <z <y <t}
et
1z ={(z,y) eER*0 <y <z < t}.

PI'OpOSitiOIl 2.2 Sinous prenons une suite de partitions de [0,t] :
O:tg<...<tzn =t

dont le pas tend vers zéro, alors :

kn
L2
qb(hl]o i ) (gl] ot HJ)% eIV (h@ gle +g®hlg) +¢P (h @ gle).
k=0
Démonstration
kn
Z ¢(h1]tg tg+1])¢(91]t” t"+1])
k=0
kn
Z |:(p(1,1) (h ® gl]O,tZ] ® 1]’52%’41 + g ® hl]tn t"+1] ® 1]0’,52])
k=0
0 (h® 9oy ® Leg.ag, )+ (o g 9 e, 1))
On remarque que <h1]0,tg]791]tg,tg+l]> =0.

On va maintenant étudier les termes :

Nln = Zw(l ,1) (h®910t"] ®1]t k+1]) (p(l,l) (h®910>
k: 0 L2(v)
Ny = Z‘P -y (y ®hljpip 1 @ 110,w1) —pV (9 ® hla) H
L2(v)
N§L — Z 4,0(2) <h ® 91]0 ] ® 1]tn tn+1]> (2) <h ® glc)
k=0 L2(v)

kn
Z Lp(l,l) <h (9] gl]O,tZ] (9] 1]t27tg+1] —h ® glC)

k=
(Zl 1 @ L,y — )

2
=3
Il

L2(v)

IN

L2(u®?)
Nous avons :

2 2
2
. (h@g) (Zh}tn ® L en, ) —1c> §4<h®g) € L2(u®)
kn 2
(B 1) 5

k=0
2H®2
= (h®g) (th ® Lep i, ] — c) ﬁo

En appliquant le theoreme de convergence dominée de Lebesgue on a :



kn
k=0 L2(u®2)
d’o
kn,
L2 ()
Z‘P(Ll) (h ® gljo,em ® 1“27%“])”:; L)0(1,1) (h ® glc)

k=0

Les termes N3' et N3 se traitent de la mme faon.

A Cette proposition nous permet de définir :

Définition 2.1
/‘I)(h)sdq’(g)s =D (h @ gle + g®hlg)+e? (h® glc)

Les sections qui suivent sont consacrées a ’étude de cet objet. Avant de passer a
cette étude nous allons observer les conséquences d’un changement de base pour le
développement des produits.

2.3 Changement de base

Nous allons développer les séries rencontrées précédemment dans la base des polynémes
orthogonaux (Py)x associés aux variables aléatoires (X);. Cette écriture nous per-
mettra, en particulier, de mettre en évidence les propriétés concernant les fonctions
symétriques.
Nous allons, pour ce faire, généraliser le modele rappelé en introduction. Nous le
ferons a un ordre quelconque tout d’abord, cela nous servira dans la suite, puis a
Pordre deux, ce qui nous intéresse plus particulierement dans ce paragraphe.
Dans Iétude faite dans [PAM], les polynémes orthogonaux qui apparaissent na-
turellement sont les polynémes de Hermite (cas gaussien). Nous allons, pour retrou-
ver les propriétés du cas gaussien, prendre la différence des ceefficients des polynémes
issus des (X;); (que nous noterons 7.) et des polynoémes de Hermite (que nous
noterons I' ). Pour un complément sur les polynémes orthogonaux on pourra con-
sulter [Szego].
La construction de notre modele requiert I'introduction de deux opérateurs :
e nelN*

(r k) € {1,...,n}?

(1,...,0,) €EIN" telsque a1 +---4+a,=n
o (j1,---,4r) EIN" telsque 1 <j; < - <jp
On note H°" le produit tensoriel symétrique et on définit les deux opérateurs qui
suivent :

Fixons

H" = L*(P)
Qe" = PUX) . PY(XG)
'); sont les polynomes associés a la probabilité Pj.

n

1. ¢°

5

&g

Q
Ji

Qe

O les (P

He" - H""

2. a?: CT) e Z H -r 1 CT) vk
Cap: i Yeui o —k; ai,ai—ki | Lo >k 1 Jp

o
’ (k14 +kr=k) (ki 70)
k; >0

7’ 7’ . 7’ . 7’ . . 7N n
On peut étendre ces deux opérateurs par linéarité et continuité a H® .
Ceux-ci nous permettent de donner 1’écriture suivante de notre intégrale double :

[ e.avi). = (o7 +o0dd) (he g1c))



Cette écriture nous servira dans l'identification que 1'on fera pour étudier I'existence
d’une modification continue et le calcul de la variation quadratique.

Dans le cas gaussien on retrouve la décomposition de [PAM] :
02 o?
/(I)(h)sdq)(g)s =® ([h ® glc] )

Remarques

n
e En passant sur 'espace H° nous n’avons plus une base normale. Cela va
nous obliger & transformer le produit scalaire pour conserver une isométrie, ce
que nous faisons ci-apres.

e On peut également remarquer que pour n=1, ®°" n’est autre que ®.

e Nous prendrons le produit scalaire usuel sur L?() ainsi que sur H®" .

. 7 . . On n 7 .
e On va considérer le produit scalaire (, )%~ sur H°" défini par :

< ) >?le0 = 7’L|<A aA' >’H®n .

0O A He — He
r
Oef — A Qe
€ ) Jueadr €
i=1 = Losar 427

avec A j,.....ir =5 —

i=1
Cet opérateur apparat de faon naturelle dans la recherche d’une isométrie.

Notations
e Posons
_ Ck‘1 ..... kp 1= H [('Yozi,ai—ki _Faiaai_ki)l[aizki]]
e i oy
- C(k,n) = sup Coay,oar
k14 +kr=k Loeens -
a1+ tap=n
— Ay = sup Axpk,

. . n N .
e On prend le produit scalaire usuel sur H® , a savoir :

< - >Ho":: (n!>2 < - >H®n

e Les normes des opérateurs sont :

_ ||THA: sup HT(f)”LQ(u)
I
1Tk (Pl zgon
— T on 1= NZkAJ ) llggon—k
(L o MTaenk



3 Intégration par parties

On cherche & établir une formule du type Itd pour les produits ¢(h)¢(g).
Celle-ci découle naturellement de ’étude des produits faite en 2.1 et de la définition
de lintégrale faite en 2.2.

Théoréme 3.1 Soient h,ge H, ona:

D(h)d(g) = / B(h),dD(g). + / B(g)od®(h), + (h, g)

Démonstration
Posons Ay k+1<1>(h) = ®(h)t),, — @(h)tk
kn kn
5 8000000 3 8usstta) = 550 (1., 570 (1.2.,)
=0 k=0
kn
= Z (b (hl]tn tn 1]) (b (gl]tn tn+1])
j=0
kn -1
+ Z Z(b (gl]t;el’tz+1 ) (hl tm t”+1])
j=1k=0
kn k—1
+ZZ‘I’ (hl]tn tn 1]) ) (gl]tg,tg+1]) .
k=1j=0

Appelons S7 (i € {1,2,3}) le AeMe torme du membre de droite.

(a) Ona:
kn
02
S{L:<(I) —|—(I)OGE) <h®921]tn tn+1 ®1 ] J+1]>
Jj=0
kn
+ 2 (Pl 19l e )
§=0
kn 2 @2
e D’une part : let?viﬁl] ® 1L e ] (L> ) 1a
3=0
et (h® gla,er, @er,) =0.
kn
e D’autre part Z<h1]t" no b gl ) =(h,g).
3=0
L% (v)
Donc ST — (h, g)
n—o0
(b)

Sy —Z¢(910t ) (hl]t tﬁl])

En utilisant la propriété 2.2. on a :

Sy Ly e ((1) +® oal) (9 ®hlc)® o /q)(g)sd@(h)s-
n—oo
© k
Sy = Z¢(h1]07i2])¢<91]t2"t2+1])
k=0

de la mme faon on a :

n L2(v)
gp 2 / B(h)sd(g)s

n—oo



A
Toujours par les mmes procédés et en écrivant astucieusement le développement
d’une fonction dans H ® H, on peut calculer la norme de l'intégrale :

2
2
= |h@glolian, + D (h®g.e; ®e)? (EX) —3).
L2(v) 7>0

| [ 2.a00.

Ecriture qui fait immédiatement apparaitre le résultat pour l'intégrale de It6 dans
le cas gaussien.

4 Reésultats préliminaires

Pour étudier I'existence d’une modification continue et déterminer la variation quadra-
tique nous aurons besoin d’un certain nombre d’identifications. C’est le propos de
ce paragraphe.

Plus précisément, nous voulons étudier le processus :

t
Zi= [ @bt (g), = (@ + Boad)(hn @ (halilc).
0

Pour ce faire nous aurons besoin de renseignements sur 1’expression :
2
| Ze — Zs |* .

Les résultats qui suivent concernent 1’étude de ce terme.

4.1 Identification

Le développement en séries de | Z; — Z, |? est assez difficilement exploitable, c’est
pourquoi nous allons utiliser les opérateurs introduits précédemment et I’opérateur
qui suit (cf [PAM]) pour obtenir une écriture de ce produit plus exploitable :

(fo)(Slasz) = /Af(sl,32)Af(33,52)du(52)
Nous noterons 71 la projection orthogonale sur {e; oe; | j € IN}.

Dans un premier temps on exprime | Z; — Zs |? dans la base des polynomes or-
thogonaux.
Puis on utilise les expressions de f o f, af(f o f), fo et aZ(fo) dans la

base (e; o ex);r de H o H pour identifier, ordre par ordre, chacun des termes du
développement précédemment obtenu. On obtient la proposition suivante :

Proposition 4.1

(@ + @ oa})(f)]”
= ®°(fof) (ordre 4)
+ 9 (af(fo f)) (ordre 3)
+ @02(4f7f+a‘21(fof)) (ordre 2)
+ @(ad(fo f)+4al(f /)~ 6(atom)(f~ 1)) (ordre 1)
+ 2| fI® +ai(fo f) (ordre 0)




5 Modification continue

Nous allons utiliser une généralisation du théoreme de Kolmogorov-Centsov pro-
posée dans [Schraf], ainsi que l'identification établie précédemment.

Lemme 5.1
7
E (12} - 2!1")" < (5Cu1 + Caz+ Cag + Cua +2) || b II4]] halyss |4

Pour la démonstration, nous procédons ordre par ordre. Les propriétés d’isométrie
n . . 7 . o1 7
de ®°" et de continuité de a® et de m; nous fournissent, en utilisant le développement

de (b1 ® h21]51t]10)02 dans H ® H, des majorations rapides des termes :
K || b |I*] holys i 1*

o K est une constante.

Ce lemme nous assure que nous sommes dans les conditions d’application du théoréeme
de Kolmogorov-Centsov généralisé et 'on a le résultat suivant :

t
Théoreme 5.1 Le processus (/ @(hl)d@(hg)) admet une modification
0 ¢

continue.

6 Variation quadratique

On veut montrer I'existence de la variation quadratique du processus :

</Ot @(hl)d@(hg))tzo.

Nous conservons la notation Z; := fot ®(h1)d®(hs).
Plus précisément, étant donnée une suite de partitions 0 =t <} <--- <{p =1
de [0,t], nous cherchons la limite dans L? de la suite :

kn 2
<Z Ziy,, — 2y )
NnEWN

k=0

Nous avons déja établi que (en notant fz(n) pour la symétrisée de ft£t£+1)
2

‘Zt — Ziy

5 (i) © S

(2" 0a2) (fi © Fim)

;) (4f ko) YRy + 01 (R © f 13<n>))

@, (ag(flg(n) © finy) 403 (Fny ~ Finy) —6ai 0 m1 (fzi)(n)“ffzj(n)))
+ 2| o B +ad(Fiy © fomy)

n
k41

+ + o+

La linéarité et la continuité des opérateurs nous incite, avant d’identifier la variation
quadratique, & étudier, dans L?, les deux limites suivantes :

kn
Jim ;0 T © frn)

kn
lim_daj <Z (f&n)’;fz?(n) = 671 (fi 5<n>))>

k=0



Lemme 6.1
L2 kn

lim f]s(n) 9 flg(n) =0
k=0

n—oo

Démonstration

On a :
Fomy © fmy = (h1 @™ @h @hMc@lo+h @ hs™ @ hs™ @ hilo ® 15+

W @hi @bt @ hE ™15 @10 +hE™ @ hi @ BE™ @ a1z ® 16)

kn 2 kn 2

4
Zfl:(n) o fam| < / <Z Z (h1 hE™ @ h @M 1c ® 10) ) du®
k=0 k=0c€X, 7

kn,
2 4
Z/(hl @h™ @h @hiM1c® 10) du®

<wry|
o€y Lk=0

. . 4

+2)° /(m o™ emenMicole) (meh™ omn e oolc) d® ]

k<j
(inégalité de convexité)

kn . . , 2 .
Z/[h? Ldﬂ@ /[h§’ (1]tz,t2‘+1]) ]Udp‘g’

k=0

<@y [

cEXY

4 4
+2 Z h(lg) (mo(l)7 Lo (3)s Yo (1) xfx(S))hé® (xo(2)7 To(4)s Yo (2)s 370(4))
k<j

®2 s
’1cx4(xovya)(l]tz,t"+1]><]t7.‘ tn 1](1.0'(2)7xo‘(4)7yo'(2)7xo'(4))) }du@’ (o, Yo)

k i+

On sait que

kn 4 4
® L2(u®")
Z (1]152%‘“]) 1[%(2)2%(4)2%(2):%(4)]
k=0
®?  [2,8%)
Z (1]t27t2'+1] X]t?’t?m]) l[ﬂca(z) <Ty(4)1%T5(2) =Yo(2) To(4) =Yo(4)]
k<j

Pour établir le dernier point il suffit de remarquer :

2 kn
lig=y) = nh_{réoz1]tg,tg+l]x]tg,tg+1](%Z/)

e d’une part que L2 k=0
le<y) = HILH;OZ1]tz,t2+1]x]t§‘,t;+1](m7y)

k<j

Te=ylz=t o<1y <y

L2 kn kn
= lim Lynn, 12(z,y) - Lygn on 2(2, 1)
e et d’autre part que n—oo ; et ; et
Z Legep xgenen, 1(@,2) - Z 1]tz,tz+l]x]t;,t;+1](y7 t)]
k<j k<j

ko kn
> Lepep 12 (2,9) - > Liepap 12(2,1)-
k=0 k=0

¢ car Z Lienen xgenen, (2, 2) - Z Lienen gxgenen (Y5 t)]

k<j k<j
= Z Lepap 2 ® Lynen 12(2,9, 2, 1)
k<j

Finalement, en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue et la
mesure nulle de ces ensembles on a le résultat annoncé.



A
Soient hy, hy € Het 0 =ty <1y < --- <ty =t une suite de partitions de [0, ]
dont le pas tend vers 0.

Nous noterons fin) :=h1 ® (h21]07t2]) “lc

Lemme 6.2 Pour ¥ = 3°° ou ¥ = ®o aj on a :

kn t 2 2
. 2 ° _
lim E 4‘1’(;_Ofk<n>ﬁfk(n>)/o hz‘I’([hllJo,ﬂ )dul =0
Démonstration

2
Nous regarderons le cas ¥ = ®° . Nous Introduisons quelques notations :

2
[44) ka:(n)'\’fk(n) / h3® h11]0 1]° )d“}
[ ] hk(n) = hl]O,tQ]

4fk(n) ~ flc(n) (s1,83) =

[ hY (51,52 (")® (s2,83)1c(s1, s2)1c(s2, 83)du(s2) (= If(n)(sl,SQ))
+ fh® (s1,83)h k(")®2(52,32)10(31,32)10(33,52)d,u(52) (= If(n)(sl,SQ))
LB (52,9005 (51, 53)10(s2, 51) 02, s3)du(s2) (= I3 (s1,52))
+ [ h§ (s2,55)hs Py’ (s1,52)1c (52, 51)10 (53, 82)dpu(s2) (=I5 (s1, 52))

L’inégalité de convexité nous permet d’écrire :

kn 9 kn t 5
So<am[ot S e 3 n - [oage (o)
k=0 0

k=0
2 ] Rk
+4E[<1>° 31k "} +4E[<1>° 3o "}
k=0 k=0

kn "
Etape 1 : | Calcul de lim E[<I>°2 E [f(n)]
n— 00

B (If(n)) =| [k(n) 17 (isométrie)

L2(u®?)
k
n 5 2 2
f(Z/h? (51, 52)h5 ™" (82783)10(81782)10(82783)@(32)) dp® (s1,53)
k];jo 4 4 2
f[Z/hi@ (s1,52,51,82)h5 ™% (52, 53,12, 83)1ca (51, 52, 52, 53, 51, t2, b2, 53)du® (52, t2)
k=0
+2 > B (s1, 52, 51, t2) 5™ (52, 53) W5 (8, 55)

k(n)<j(n)
2 2
Lca(si, 82,52, 83,51, b2, ta, s3)dp® (327152)]05#@ (s1,53)

kn 4
L2 (u®")
e D’une part Z 1 Jep g, 14 1(s2, 83,2, 83) n:; Lsp=sg=ts]
k=0
e D’autre part : Z 1]t2’,tg+1]2x[t +1] (827 53,12, 83) =0

k(n)<j(n)

car (k(n) < j(n)) = (ti, il O[T 7] = 0)

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue nous donne :

n 2 n 2 4
lim E[<I>° Zlk( )] /h? (s1,82)hE™® (52, 83) Lspmsgmto] A (51,52, t2,83) =0

n— oo
k=0

10



kn 2
Calcul de lim E[<1>°2 Zlf(")] pour i € {3,4}
n—o0

k=0
On procede de la mme faon et on a également :

kn
. k(n)]?_ 3 k(n)r_
U ST BRSO S

k=0
t 2
. o k(n) 2 202 02
[Etape 3 |caleul de lim 2] ZI = [ o {10, ]
kn k(n) kn tk+1 9 @2
DL (s2,8) = Z/ ha(s2)hi’ (s1,s3)1c(s2,83)1a(s2, s3)dp(s2)
k=0 k=0"t%
- / 2 (52)RE (51, 53) e (52, 85) 15 (52, 53)dp(52)
= / h11 0,s5] X hll]o s2] )(51,53)d,u(52)

Il s’agit donc de montrer que :

02 t 2 t o2 02
P (/ h%(32)h1 1]0’32] X h11]0752]du(82))L: / hg(32)¢> ((h11]0752]) )d,LL(Sg)
0 0

Pour cela on va décomposer 1¢ en produit tensoriel :

L? ..
le(s1,82) = nh_{réozl](),tgil] x]epn,,1(s1,52)
k=0

L? ..
15(83782) = nll_}rr;QZl]t Z+1]X]0’tk 1](83,82)
ke

] et Cé:(n) = 1]t" tn ]

Nous allons noter C’f(n) = ljgun P,

k—1

2
Jo B3(s2)he (s1,83) 10 (52, 53) 15 (s2, 53)dps(s2)
k’ﬂ n
2 .
= ny hg(”)nll,ngozz1cf<")xc§<">('752)105"&0{(") (s2,.)dp(s2)
k=0 =0 :
= lim > &Y ‘1 ok 1 L<n)/ hg(sz)lc;e(n)(82)1C;<n>(82)du(32)

CVg n—oo
dominée k(n),l(n)

o°° (/Ot h§(82)h?zlc(.,32)1 (527-)dﬂ(32))

— 9| lim Z h1 k(n)l l(n)/ h2 s2) k(n)(52)1 l(n)(SQ)d/,L(SQ)

n—oo
k(n),l(n)

t
. 2 2
= lim ®° > 1cf<”>1c§<">/ h%(sz)lcgm)(32)1cé<n)(82)du(32)
0

n—oo

k(n),l(n)
t fixé
cont. de ®°
(Prop. 2.1.4.)

R 2 2
= nhﬁn;o P° Z h<1g> 105(71)105(71) fg h§(82)105(n)(52)1Cé(n)(52)dﬂ(52)
k(n),l(n)

t 2 2
. o X 2
= lim P E hs 1cf(n) 1ci(n,) h2(32)1cé(n)(52)1Cé(n)(82)d,u(82)

"o Jo k(n),1(n)

On peut donc écrire :

E[Y 0 ) - [ 10 1) o]

0

11



A

[hm /h2 52) (®°° (h @ hy > 1cf<")xc§<")(‘752)1c;<">xc§<">(327‘))_

n— 00
(k(n),l(n))

2
2
0 (h1 ® hile (., 52)15(so, .)))du(SQ)]]
Dans la suite on va noter :
02
® Ziny(,52) =9 (h1 @ Z 1cf<")xc;“(”)("”)lc;(")xci(") (s2,.))
(k(n),l(n))
o Z(,y.y52) = 9 (h1 @ hale (., s2)15(s2,.))

/ hg (s2) h1 ®h1( (gl:( | 1Cf(n)xcg(n)(47SQ)ICé(n,)XCll(n)(ch,.))_

§°° (hl ®@ hi1lc(., s2)15(s2, 4)))du(52)]:|

< B (/Ot h3(2) | Zitm) (s 52) = Z( -, 52)] du(82)>2

- E (/Ot /Ot (13)% (52, £2) Yie() (52) Vi) (t2)dpa (52, t2)>

= /Ot /Ot (h§)®2(32,t2)E (Vi (52) Yy (£2)) dpa(5, t2)

=< /Ot /Ot (h3)" (52, t2) (E\Yk(n)(sz)IQ)% (E \Yk(n)(m)f)% dp(ss, 12)

Pour finir il suffit de voir que :
2 2
E |Yin (s2)|” = E[‘I’O (hieh Y Lokt gk (s 82)1Cé<n) N (s2,.)—
(k(n),l(n)) )
hi1 ® h1 Z 10(.,82)15(82,.))]

(k(n),l(n))

h1 ® hy [10(4,82)15(82,.) — Z 1Cf(")><C§(")("SQ)ICé(")xci(")(s%')]
(k(n),l(n))

Par ailleurs de simples calculs donnent :

2
(s(o00)) = (el owost(tna] Yol

Ce qui a l'aide du paragraphe préliminaire nous permet d’énoncer :

Théoréeme 6.1

hm
n—oo

t 2 t 02
z]ztm Zy| = / B3(s) (D (ko) ) dus)+ / B3(s)@oadom: (hly,q)” du(s).

Remarque

e Dans le cas o les variables (X k) A suivent une loi normale on retrouve la vari-

02
ation quadratique gaussienne puisque dans ce cas a? o m; (h1 1]015]) =0.

12
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