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REPRÉSENTATIONS LOCALEMENT ANALYTIQUES DE GL3(Qp)

par

Benjamin Schraen

Résumé. — Nous construisons un complexe de représentations localement analytiques de GL3(Qp), associé

à certaines représentations semi-stables de dimension 3 du groupe de Galois absolu de Qp. Nous montrons
ensuite que l’on peut retrouver le (ϕ,N)-module filtré de la représentation galoisienne en considérant les
morphismes, dans la catégorie dérivée des D(GL3(Qp))-modules, de ce complexe dans le complexe de de

Rham de l’espace de Drinfel’d de dimension 2. La preuve requiert le calcul de certains espaces de cohomologie
localement analytiques de sous-groupes unipotents à coefficients dans des séries principales localement
analytiques.

Abstract (Locally analytic representations of GL3(Qp)). — We construct a complex of locally analytic
representations of GL3(Qp), which is associated to some semi-stable 3-dimensional representations of the

absolute Galois group of Qp. Then we show that we can retrieve the (ϕ,N)-filtered module of the Galois
representation in the space of morphisms, in the derived category of D(GL3(Qp))-modules, of this complex
in the de Rham-complex of the 2-dimensional Drinfel’d’s space. For the proof, we compute some spaces

of locally analytic cohomology of unipotent subgroups with coefficients in some locally analytic principal
series.

1. Introduction

Soient p un nombre premier et K une extension finie de Qp. Si k est un entier plus grand que
2, les K-représentations du groupe Gal(Qp/Qp) semi-stables non cristallines de dimension 2, à poids
de Hodge-Tate (0, k − 1), apparaissent en famille (V (k,L)) dépendant d’un paramètre L ∈ K. En
appliquant le foncteur D∗st de Fontaine à ces représentations, on obtient une famille de (ϕ,N)-modules
filtrés dont les (ϕ,N)-modules sous-jacents sont tous isomorphes. Le paramètre L détermine donc la
filtration de Hodge de ces modules. Cette situation est particulièrement intéressante pour étudier la
correspondance de Langlands p-adique. En effet, la représentation unitaire continue de GL2(Qp) associée
à une représentation semi-stable est un complété d’une représentation localement algébrique de GL2(Qp),
laquelle ne dépend que du (ϕ,N)-module sous-jacent ainsi que des poids de Hodge-Tate ([7], [8], [15]).
Dans le cas présent, la représentation localement algébrique est Symk−2(K2)⊗St2⊗ |det |

k−2
2 . Dans [7],

Christophe Breuil construit une famille (Σ(k,L)) de représentations localement analytiques de GL2(Qp),
de telle sorte que Σ(k,L) ≃ Σ(k,L′) implique L = L′. La représentation Σ(k,L) est construite comme
une extension de la représentation localement algébrique Symk−2(K2)⊗ |det |

k−2
2 par la représentation

Σ(k), cette dernière est un analogue localement analytique de la représentation Steinberg. Le paramètre L
définit alors la classe d’isomorphisme d’une telle extension. Il a ensuite été prouvé par Christophe Breuil
et Ariane Mézard dans certains cas ([6] et [8]), puis dans tous les cas par Pierre Colmez ([15] et [14]),
que le complété universel unitaire de Σ(k,L) est non nul, admissible, et que sa classe d’isomorphisme
dépend effectivement de L.

Dans [49], nous montrons comment Σ(k,L) permet de réaliser le (ϕ,N)-module filtré D∗st(V (k,L))
dans la cohomologie de de Rham du demi-plan de Drinfel’d X1 = Cp\Qp. Notons RΓdR(k) le complexe
de de Rham de X1 tensorisé avec la représentation Symk−2(K2)′ ⊗ |det |−

k−2
2 . C’est un complexe de

Mots clefs. — Correspondance de Langlands p-adique, espaces de Drinfel’d, représentations localement analytiques p-

adiques.



représentations localement analytiques de GL2(Qp), de caractère central a 7→ (a|a|)2−k. D’après Schnei-
der et Teitelbaum ([45, §3]), une représentation localement analytique est munie d’une structure de
D(GL2(Qp))-module, D(GL2(Qp)) étant l’algèbre des distributions localement analytiques de GL2(Qp)
à valeurs dans K. Soit D la catégorie dérivée de la catégorie des D(GL2(Qp))-modules de caractère cen-
tral a 7→ (a|a|)2−k. On définit des endomorphismes ϕ et N de RΓdR(k) dans la catégorie D, ainsi qu’une
filtration GL2(Qp)-stable du complexe RΓdR(k). Pour toute représentation localement analytique Σ de
GL2(Qp), ces constructions munissent le K-espace vectoriel HomD(Σ′[−1], RΓdR(k)) d’une structure de
(ϕ,N)-module filtré. On a alors un isomorphisme de (ϕ,N)-modules filtrés

HomD(Σ(k,L)′[−1], RΓdR(k)) ≃ D∗st(V (k,L)). (1.1)

Le but de cet article est d’étudier une situation analogue pour une famille de K-représentations de
dimension 3 de Gal(Qp/Qp) dépendant d’un triplet L ∈ K3. Plus précisément, nous utilisons (1.1)
comme fil directeur pour construire un complexe de représentations localement analytiques de GL3(Qp)
dépendant du triplet L, de telle sorte que le même procédé permette de « réaliser » le (ϕ,N)-module
filtré dans la cohomologie de de Rham de l’espace de Drinfel’d de dimension 2.

1.1. Notations. — Quand nous l’avons pu, nous avons essayé de formuler nos résultats dans le cadre
le plus général possible, en vue de généraliser ce travail à d’autres groupes que GL3(Qp).

Soit G un groupe algébrique réductif déployé sur Qp, T un sous-tore déployé maximal et X(T ) =
Hom(T ,Gm) son groupe des caractères. Soit Φ l’ensemble des racines de G relativement à T , ∆ une base
de racines simples du système (X(T ),Φ) et Φ+ le sous-ensemble des racines positives pour ∆. Soit W
le groupe de Weyl du système (X(T ),Φ). Si w ∈ W , on fixe w ∈ G(Qp) un relevé de w. On note B+ le
sous-groupe de Borel associé à ∆ et B le sous-groupe de Borel opposé. Pour α ∈ ∆, sα ∈ W désigne la
réflexion simple associée à α et si S est un sous-ensemble de ∆, on note P+

S le sous-groupe parabolique
contenant B+ et engendré par les éléments sα pour α ∈ S, ainsi que PS le parabolique opposé. Le radical
unipotent de PS est noté NS , celui de P+

S , N+
S , et N = N∆, N+ = N+

∆ .
On note également LS l’unique sous-groupe de Lévi de PS (ou de P+

S ) contenant T . Pour tout sous-
groupe H ⊂ G, on note H le quotient de H par le centre de G. Le symbole w0 désigne l’unique élément
de longueur maximale dans W .

On note X+
S l’ensemble des poids λ ∈ X(T ) tels que 〈λ, α〉 ∈ N pour tout α ∈ S. Pour un tel λ, il

existe une unique représentation algébrique irréductible de dimension finie de LS et de plus haut poids
λ que l’on note Fλ,S . On note X+ = X+

∆ , Fλ = Fλ,S , c’est alors une représentation de G.
Soit δ = 1

2

∑
α∈Φ+ α. On définit l’action tordue de W sur X ⊗Z R par w · λ = w(λ + δ) − δ. Nous

utiliserons également l’action w ∗ λ = w(λ − δ) + δ = −w · (−λ). Il s’agit de l’action tordue obtenue en
choisissant −∆ comme base de racines positives.

Si g est l’algèbre de Lie de G, p une sous-algèbre parabolique de g et ρ une K-représentation de
dimension finie de p, on note mp(ρ) = U(g) ⊗U(p) ρ. C’est un U(g)-module appelé module de Verma
généralisé. Si b est l’algèbre de Lie de B, on note m(ρ) = mb(ρ), c’est un module de Verma.

Dans le cas particulier qui nous intéresse, G est le plus souvent GL3,Qp . Dans ce cas on choisit pour T
le sous-groupe des matrices diagonales et ∆ = {α1, α2} où α1 = ǫ0ǫ

−1
1 et α2 = ǫ1ǫ

−1
2 , ǫi étant le caractère

du tore ( t0 0 0
0 t1 0
0 0 t2

)
7→ ti. (1.2)

On abrégera sinsi Pi = P{αi}, si = sαi , mi(ρ) = mPi(ρ), Fλ,i = Fλ,{αi}, Ni = Nαi .
Si H est un groupe algébrique défini sur Qp, on note H = H(Qp) son groupe des Qp-points, c’est

toujours un groupe de Lie Qp-analytique. On fixe alors G0 un sous-groupe compact maximal spécial de
G et pour tout sous-groupe fermé H de G, on pose H0 = H ∩G0.

Pour V un espace vectoriel muni d’une topologie localement convexe séparée, on note Can(H,V ) l’es-
pace des fonctions localement analytiques sur H à valeurs dans V défini dans [45, §2]. Une représentation
localement analytique de H est la donnée d’une action de H sur un espace vectoriel localement convexe
séparé Σ par des endomorphismes continus et telle que les applications orbites g 7→ g · v appartiennent à
Can(G,Σ). Une représentation localement algébrique est une représentation localement analytique dont
l’espace sous-jacent est muni de la topologie localement convexe la plus fine ([47, §6]) et dont les appli-
cations orbites sont localement algébriques. Une représentation lisse est une représentation localement
algébrique dont les applications orbites sont localement constantes.

2



La représentation de Steinberg lisse du groupe GLn(Qp) est notée Stn.
Si V est un espace vectoriel localement convexe, on note V ′ son dual topologique muni de la topologie

forte ([42, §9]). On note D(H) = Can(H,K)′, c’est l’algèbre des distributions de H ([45, §2]). On note
également Canc (H,K) l’espace des fonctions localement analytiques à support compact et Dc(H) son dual
fort ([48, §2]). On désigne par M(H) la catégorie des D(H)-modules. Si (ρ,Σ) est une représentation
localement analytique, pour µ ∈ D(H), f ∈ Σ′ et v ∈ Σ, on pose

(µ · f)(v) = µ(h 7→ f(ρ(h) · v)). (1.3)

Ceci munit Σ′ d’une structure de D(H)-module. Si λ ∈ X(T ), sa restriction au centre Z de H est un
caractère de Z, et donne lieu à un caractère de l’algèbre D(Z). En général, si χ est un caractère de Z,
on note M(H)χ la catégorie des D(H)-modules sur lesquels l’algèbre D(Z) agit via le caractère χ−1, et
Db(M(H)χ) sa catégorie dérivée bornée.

On note Cω1 (H,K) l’espace des germes de fonctions localement analytiques en 1 défini dans [45, §2]
et D(H)1 son dual qui est alors une sous-algèbre de D(H). L’action par translation à gauche de H
sur Can(H,K) est différentiable, donc induit une action de l’algèbre de Lie h sur Can(H,K). De plus,
cette action passe au quotient pour donner une action de h sur Cω1 (H,K). Cette action se prolonge
naturellement en une action de l’algèbre enveloppante U(h). L’accouplement

〈X, f〉 = (X · f)(1) (1.4)

induit une injection de U(h) dans D(H)1 et donc dans D(H). Si h ∈ H on note δh l’élément de D(H)
défini par δh(f) = f(h). Ainsi l’application

∑
ahh 7→

∑
ahδh est une injection de l’algèbre de groupe

K[H] dans D(H). D’après [33, lemme 1.1.1], l’image de cette injection est dense dans D(H).
Si H est un groupe de Lie Qp-analytique compact, D(H) est un espace de Fréchet nucléaire ([42,

§19]). Un espace de Fréchet nucléaire est un espace réflexif, autrement dit, l’application V → (V ′)′ est
un isomorphisme topologique. De plus, le foncteur V 7→ V ′ induit une équivalence entre la catégorie des
espaces de Fréchet nucléaires et la catégorie des espaces de type compact ([45, §1]).

Si V et W sont deux K-espaces vectoriels localement convexes, on note V ⊗K,ιW leur produit tensoriel
muni de la topologie inductive ([42, §17]), et V ⊗̂K,ιW le complété de ce produit tensoriel pour cette
topologie. Si V et W sont en plus munis d’une structure de D(H)-module, on note V ⊗̃D(H),ιW le quotient
de V ⊗̂K,ιW par le sous-K-espace vectoriel image de l’application V ⊗̂K,ιD(H)⊗̂K,ιW → V ⊗̂K,ιW définie
par v⊗ µ⊗w 7→ vµ⊗w− v⊗ µw pour (v, µ, w) ∈ V ×D(H)×W , on le munit de la topologie quotient.
On note V ⊗̂D(H),ιW le quotient de V ⊗̃D(H),ιW par l’adhérence de {0}. De même on désigne par ⊗̂K,π
le produit tensoriel muni de la topologie projective ([42, §17]), et on définit de même ⊗̂K,π. Lorsque V
et W sont des espaces de Fréchet, on oublie le ι dans le produit tensoriel car, dans ce cas, toutes les
topologies produit tensoriel sont les mêmes ([42, proposition 17.6]). De plus, on note L(V,W ) l’espace
des application linéaires continues de V dans W muni de la topologie forte ([42, §6]). Si V et W sont
munis d’actions continues d’un groupe topologique H, on note LH(V,W ) le sous-espace des applications
linéaires continues commutant à l’action de H, on le munit de la topologie de sous-espace.

Dans l’algèbre de Lie sln, nous numérotons les lignes et les colonnes de 0 à n − 1 et notons ui,j la
matrice élémentaire ayant un 1 dans la case (i, j) et 0 ailleurs, elle engendre un sous-espace de poids
ǫi − ǫj pour l’action adjointe du sous-tore des matrices diagonales.

Si f est une fonction sur un espace X et x ∈ X, on note evx l’application d’évaluation en x.
Si C· est un complexe, C ·≥i désignera la troncation bête

[0→ · · · → 0→ Ci → Ci+1 → · · · ]. (1.5)

Si ρ est une représentation d’un groupe H et h ∈ H, on désigne par ρh la représentation ρ(h−1 · h).
On utilise toujours des notations « gothiques » pour désigner les algèbres de Lie. Les lettres g, n, p,

h désignent donc les algèbres de Lie des groupes notés G, N , P , H.

1.2. Énoncé des résultats. —

1.2.1. Le côté galoisien. — Soit K une extension finie de Qp contenant une racine de l’équation X3− p
et fixons pour le reste de l’article une telle racine p1/3 ∈ K. Fixons égalements un triplet d’entiers
h = (h0, h1, h2) tel que h2 > h1 > h0 et L = (L,L′,L′′) ∈ K3. Soit D(h,L) le (ϕ,N)-module filtré défini
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de la façon suivante.

D(h,L) = Ke0 ⊕Ke1 ⊕Ke2,





ϕ(e0) = p
h0+h1+h2

3 −1e0,

ϕ(e1) = p
h0+h1+h2

3 e1,

ϕ(e2) = p
h0+h1+h2

3 +1e2,





N(e0) = 0,
N(e1) = e0,

N(e2) = e1,

(1.6)

Fili(D(h,L)) =





D(h,L) si i ≤ h0,

K(e2 + L′e1 + L′′e0)⊕K(e1 + Le0) si h0 + 1 ≤ i ≤ h1,

K(e2 + L′e1 + L′′e0) si h1 + 1 ≤ i ≤ h2,

0 si i ≥ h2 + 1.

(1.7)

Ce (ϕ,N)-module filtré est faiblement admissible au sens de [21, 4.4.3], il existe donc, d’après le théo-
rème de Colmez-Fontaine ([16]), une K-représentation V (h,L) de Gal(Qp/Qp), semi-stable, de dimension
3, telle que D∗st(V (h,L)) ≃ D(h,L). Les poids de Hodge-Tate de V (h,L) sont alors (h0, h1, h2). Remar-
quons que V (h,L) ≃ V (h′,L′) implique h = h′ et L = L′. Notons λ le poids dominant (h2−2, h1−1, h0),
la représentation localement algébrique associée par Christophe Breuil et Peter Schneider à V (h,L) dans
[9, §4] est alors

Fλ ⊗ St3 ⊗ |det |
h2+h1+h0

3 −1. (1.8)

Remarque 1.1. — À la différence du cas de la dimension 2, les représentations ci-dessus ne donnent
pas toutes les représentations semi-stables de dimension 3 ayant un opérateur de monodromie de rang
2. C’est le cas uniquement si 2h1 − 2 ≤ h2 ≤ 2h1 + 2. En général on peut trouver des représentations
de dimension 3 de poids de Hodge-Tate (h0, h1, h2) et telles que N2 6= 0 qui ne sont pas de la forme
précédente. Ces représentations n’entrent pas dans le cadre de cet article. Cependant, ces représentations
exceptionnelles sont exactement celles pour lesquelles la filtration de Hodge et la filtration de monodromie
ne sont pas transverses. Ainsi, si la conjecture de Schneider ([41],§3) sur la transversalité des filtrations
de Hodge et de monodromie est vraie, alors ces représentations exceptionnelles n’apparaissent pas dans
la cohomologie des variétés uniformisées par l’espace de Drinfel’d. Ceci expliquerait alors pourquoi elles
échappent à nos techniques.

1.2.2. Le côté localement analytique. — Comme dans le cas de GL2(Qp), commençons par définir un
analogue localement analytique de la représentation de Steinberg dépendant du poids λ :

Σ(λ) = IndGB(λ)/(IndGP1
(λ) + IndGP2

(λ)), (1.9)

où les représentations IndGPi(λ) sont des induites localement analytiques qui seront définies dans la section
2.4. Il s’agit d’une représentation localement analytique fortement admissible dont le sous-espace des
vecteurs localement algébriques est isomorphe à Fλ⊗St3. Comme la cohomologie de de Rham de l’espace
de Drinfel’d fait également intervenir la représentation de Steinberg généralisée vP1 = IndGP1

(1)∞/1, nous
introduisons son équivalent localement analytique

vanP1
(λ) = IndGP1

(λ)/Fλ. (1.10)

Même si la représentation vP2 n’apparaît pas dans la cohomologie de l’espace de Drinfel’d, les travaux
de Jean-François Dat ([17]) montrent que cette représentation est présente, en un certain sens, dans le
complexe de de Rham. C’est pourquoi nous utilisons également la représentation vanP2

(λ). Nous définissons
alors, de façon analogue au cas GL2(Qp), une extension

0→ Σ(λ)→ Σ(λ,L,L′)→ vanP1
(λ)⊕ vanP2

(λ)→ 0 (1.11)

dépendant des deux paramètres L et L′, c’est-à-dire

Σ(λ,L1,L
′
1) ≃ Σ(λ,L2,L

′
2)⇒ (L1,L

′
1) = (L2,L

′
2). (1.12)

Les espoirs consistant à placer le dernier paramètre L′′ dans une extension

0→ Σ(λ,L,L′)→?→ Fλ → 0 (1.13)

se trouvent réduits à néant après le calcul donnant dimK Ext1
G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) = 1. La première surprise

vient alors de l’égalité dimK Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) = 2. La théorie cohomologique des représentations

localement analytiques de Jan Kohlhaase nous permet de voir cet espaces comme un groupe d’extensions
dans la catégorie dérivée d’une catégorie exacte, l’interprétation de Yonéda de ces extensions ([52])
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permet alors de construire un complexe Σ(λ,L) de représentations localement analytiques s’insérant
dans un triangle distingué

Σ(λ,L,L′)→ Σ(λ,L)→ Fλ[−1]→ (1.14)

et dont la classe d’isomorphisme, dans la catégorie dérivée citée plus haut, dépend du paramètre L′′.
Nous avons construit une famille de complexes de représentations non isomorphes entre eux, il reste à
définir le paramétrage exact de ces complexes en fonction de L′′. Nous proposons dans le paragraphe
5.3, une paramétrisation faisant intervenir le dilogarithme p-adique défini par Coleman dans [13]. Plus
précisément, on montre qu’il existe une application linéaire naturelle

κ : H2(T , 1) ≃
2∧

Hom(T ,K)→ Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)) (1.15)

dont l’image est de dimension 4. Les éléments de Hom(T ,K) sont construits à partir du logarithme
p-adique et de la valuation. Le dilogarithme p-adique nous permet alors de construire un élément de
Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ)) n’appartenant pas à l’image de κ. En utilisant cet élément, nous définissons une pa-
ramétrisation L 7→ Σ(λ,L). Si Q est un polynôme de degré 2,nous notons Σ(λ,L)Q = Σ(λ, (L,L′,L′′ −
Q(L,L′))).

1.2.3. Le côté espace de Drinfel’d. — Soit X2 = P2(Cp)\
⋃
H∈HQp

H(Cp) l’espace de Drinfel’d de dimen-

sion 2, HQp désignant l’ensemble des hyperplans Qp-rationnels de P2
Qp

. Il s’agit d’un espace analytique
rigide de dimension 2 muni d’une action du groupe G = GL3(Qp). Cet espace étant quasi-Stein, son
complexe de de Rham est le complexe des sections globales

RΓdR(X2) = [O(X2)→ Ω1(X2)→ Ω2(X2)]. (1.16)

On définit alors le complexe tordu comme étant

RΓdR(λ) = RΓdR(X2)⊗K F ′λ, (1.17)

c’est un complexe de D(G)-modules ([46, proposition 2.1]). Si Σ est un complexe de représentations
localement analytiques, on note Σ′ le complexe de D(G)-modules obtenu par passage terme à terme au
dual fort. Il est alors naturel, par prolongement du cas de GL2(Qp), de considérer l’espace

HomDb(M(G)λ)(Σ(λ,L)′[−1], RΓdR(λ)). (1.18)

La deuxième (bonne) surprise est que cet espace est de dimension 3 et peut être muni d’une structure de
(ϕ,N)-module filtré redonnant D(h,L). Pour énoncer un résultat précis, nous avons besoin de détailler
un peu la construction de ϕ et N , la filtration étant déduite de la filtration de Schneider ([23, (14)]) sur
RΓdR(λ).

La définition de ϕ et N est un peu plus problématique. L’idée est de construire des endomorphismes
de RΓdR(λ) dans la catégorie dérivée des D(G)-modules. Il semble naturel d’utiliser l’isomorphisme de
« Hyodo-Kato » construit par Elmar Große-Klönne dans [24] : RΓdR(X2) ≃ RΓrig(X2). Le complexe
RΓrig(X2) porte alors des endomorphismes de Frobenius et de monodromie qui sont les bienvenus. Ce-
pendant ces endomorphismes ne sont pas des morphismes dans la catégorie dérivée des représentations de
G, mais plutôt des morphismes dans la catégorie dérivée des espaces vectoriels commutant à l’action du
groupe G. L’auteur ne voit donc pas comment les remonter en des morphismes de la première catégorie,
même s’il est certainement possible de le faire. La solution de rechange consiste à remarquer que l’annu-
lation de groupes d’extensions entre les espaces de cohomologie de X2 implique que le complexe de de
Rham est scindé dans la catégorie dérivée des D(G)-modules. Pour cela, on utilise les calculs d’extensions
entre représentations lisses de Dat et Orlik ([17, théorème 1.3] et [38, théorème 1]). En fait, ces mêmes
calculs déterminent l’algèbre des endomorphismes de RΓdR(λ) dans la catégorie Db(M(G)λ), ce qui nous
permet de définir directement des opérateurs N et ϕ. Plus exactement, nous définissons l’opérateur de
Frobenius sur le complexe scindé comme étant le Frobenius calculé par Elmar Große-Klönne dans [24,
théorème 6.3]. La conjecture de monodromie-poids, désormais un théorème ([17], [50], [28]), exige que
N soit tel que N2 6= 0 et Nϕ = pϕN , ce qui donne une idée très précise de ce que doit être N . Ainsi,
à chaque scindage du complexe de de Rham correspond une définition de ϕ et de N . Pour des raisons
techniques, nous ne choisirons pas un scindage mais un isomorphisme quelconque, c’est-à-dire n’induisant
pas nécessairement l’identité en cohomologie. Une fois tout ceci défini, on fixe donc un tel isomorphisme

RΓdR(λ) s
−→
⊕

i

Hi
dR(λ)[−i] (1.19)
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et on pose
Ds,λ(Σ(λ,L)′[−1]) = HomDb(M(G)λ)(Σ(λ,L)′[−1], RΓdR(λ)) (1.20)

que l’on munit d’endomorphismes ϕ et N donnés par ϕ(f) = ϕ ◦ f et N(f) = N ◦ f , ainsi que d’une
filtration

Fili(Ds,λ(Σ(λ,L))′[−1]) =

Im(HomDb(M(G)λ)(Σ(λ,L)′[−1], F ili(RΓdR(λ)))→ Ds,λ(Σ(λ,L))′[−1]). (1.21)

Théorème 1.2. — Il existe un choix de Q et un isomorphisme s tels que pour tout L ∈ K3, les (ϕ,N)-
modules filtrés suivants sont isomorphes

Ds,λ(Σ(λ,L)′Q[−1]) ≃ D(h,L). (1.22)

Remarque 1.3. — La preuve de ce résultat est essentiellement de la théorie des représentations. Il reste
bien entendu à prouver un résultat géométrique consistant à déterminer l’isomorphisme s. La première
étape devrait être de reprendre ou modifier la construction du complexe de cohomologie rigide RΓrig(X2)
pour obtenir un objet de la catégorie dérivée des D(G)-modules muni d’endomorphismes ϕ et N . Alors
l’action de l’endomorphisme ϕ agissant sur la cohomologie ainsi qu’un résultat de Dat ([17, corollaire
A.1.3]) impliquent qu’il existe un unique scindage

RΓdR(X2) ≃
⊕

i

Hi
dR(X2)[−i] (1.23)

commutant au Frobenius. Il est naturel d’espérer que l’isomorphisme du théorème soit justement ce
scindage. C’est en tous cas ce que suggère le théorème de Robert Coleman et Adrian Iovita [12] pour
GL2(Qp). Il est alors probable qu’il faille modifier notre construction de N par un élément diagonal dans
ce scindage, ce qui ne pose aucun problème.

Remarque 1.4. — La remarque qui suit n’est qu’une spéculation, mais ouvre peut-être la voie à une
connexion avec le travail de Christophe Breuil et Peter Schneider ([9]), cette idée a émergé suite à des
discussions avec Christophe Breuil et Alain Genestier. D’après la conjecture 4.3 de [9], la représentation
localement algébrique Fλ⊗St3⊗|det |

h2+h1+h0
3 −1 devrait être munie d’une norme invariante. Dans l’esprit

de la correspondance pour GL2(Qp) ([7], [15]), si cette conjecture est vraie, on pourrait s’attendre à ce
qu’il existe une famille de normes || · ||L indexée par les triplets L dont les complétés seraient des
représentations unitaires admissibles B(λ,L) de GL3(Qp) de telle sorte que B(λ,L) ≃ B(λ,L′) implique
L = L′, il est par ailleurs possible que la situation soit plus complexe encore. Voici comment notre
complexe Σ(λ,L) pourrait apparaître dans ce cadre. Notons, s’il existe, B(λ,L,L′) le complété unitaire
universel de Σ(λ,L,L′) ([19, Definition 1.1]). L’espace B(λ,L) pourrait alors être obtenu comme le
complété de Σ(λ,L,L′) pour une certaine norme admissible || · ||L′′ dépendant du paramètre L′′. Ainsi
B(λ,L) apparaîtrait comme un quotient de B(λ,L,L′). Si une telle situation se produit, la représentation
B(λ,L,L′) n’est pas admissible, excepté si λ = 0. Or le foncteur V 7→ Van de Peter Schneider et Jeremy
teitelbaum ([47, Theorem 7.1]) n’est exact que sur la catégorie des représentations unitaires admissibles.
Ainsi, il est envisageable qu’en appliquant le foncteur (·)an à la suite exacte

0→ J → B(λ,L,L′)→ B(λ,L)→ 0, (1.24)

on obtienne une suite exacte

0→ Σ(λ,L,L′)→ B(λ,L)an → R1(·)anJ → R1(·)anB(λ,L,L′)→ 0 (1.25)

où retrouver le complexe Σ(λ,L).

1.3. Plan de l’article. — Dans le chapitre 2 nous décrivons une décomposition des induites para-
boliques localement anlytiques pour GL3(Qp), en particulier nous isolons dans les représentations de
Steinberg localement analytiques des représentations que nous retrouverons plus tard dans les espaces de
formes différentielles sur l’espace de Drinfel’d. Dans la partie 3, nous précisons le cadre catégorique dans
lequel nous travaillons et calculons dans la partie 4 un certain nombre d’extensions entre représentations
localement analytiques. En particulier, une bonne partie de ce chapitre est consacrée au calcul d’homolo-
gie unipotente, ingrédient essentiel pour déterminer ces espaces d’extensions. Le chapitre 5 applique ces
calculs d’extensions à la construction de Σ(λ,L). Enfin le chapitre 6 est consacré au lien avec l’espace de
Drinfel’d. On y rappelle un certain nombre de résultats obtenus par Peter Schneider, Jeremy Teitelbaum
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et Sascha Orlik sur la structure des séries discrètes holomorphes en les précisant légèrement et la partie
6.6 contient la preuve du théorème 1.2. Enfin, un appendice contient la preuve d’un analogue p-adique
du théorème de Bloch sur les fonctions mesurables vérifiant l’équation fonctionnelle du dilogarithme,
ingrédient du chapitre 5, mais dont la preuve fait appel à des techniques un peu différentes.

1.4. Remerciements. — Je remercie avant tout Christophe Breuil à qui revient l’idée de chercher à
généraliser les résultats de [49] à GL3(Qp), et qui a suivi toute l’évolution de ce travail, c’est lui qui
m’a le premier suggéré que le dilogarithme p-adique doit intervenir. Je remercie aussi Jan Kohlhaase
pour m’avoir communiqué une première version de [32] et pour ses remarques très éclairantes sur une
partie de ce travail. Ses idées pour calculer la cohomologie unipotente des induites localement analytiques
m’ont beaucoup aidé pour donner une démonstration rigoureuse des formules de la section 4.5.5. Enfin
je remercie tous ceux qui ont bien voulu porter de l’attention à ce travail, en discussions ou invitations.

2. Séries principales localement analytiques

2.1. Cadre général. — Nous nous plaçons dans le cas général où G est le groupe des Qp-points d’un
groupe algébrique déployé sur Qp, P = PS un sous-groupe parabolique contenant B, et L = LS un sous-
groupe de Lévi contenant T . Notons WP ⊂W le groupe de Weyl de L. Rappelons qu’une représentation
localement analytique ρ d’un groupe de Lie p-adique H est dite fortement admissible ([45, §3]) si l’espace
vectoriel topologique sous-jacent est de type compact et s’il existe un sous-groupe compact ouvert H0

tel que ρ′ soit un D(H0)-module de type fini. Soit (ρ, V ) une représentation localement analytique de L.
Par inflation, on l’étend en une représentation localement analytique de P . On note IndGP (ρ) l’induite
localement analytique de P à G. Il s’agit de l’espace des fonctions localement analytiques de G dans V
vérifiant

f(gp) = ρ(p−1)f(g) (2.1)

pour tout g ∈ G et p ∈ P . Cet espace est muni de la topologie induite par la topologie de Can(G,V )
définie dans [45, §2] et de l’action de G par translation à gauche, c’est-à-dire

[g · f ](x) = f(g−1x). (2.2)

L’application f 7→ f(1) est une application P -équivariante continue de IndGP (ρ)|P dans ρ et donne par
dualité un morphisme de D(P )-modules ρ′ → (IndGP (ρ))′, puis un morphisme de D(G)-modules

D(G)⊗D(P ) ρ
′ → (IndGP (ρ))′. (2.3)

Si ρ est une représentation lisse, on note IndGP (ρ)∞ le sous-espace de IndGP (ρ) constitué des fonctions
lisses. C’est alors une sous-représentation lisse de IndGP (ρ).

Proposition 2.1. — Si ρ′ est une représentation localement analytique fortement admissible de P telle
que ρ′ soit un D(P0)-module de présentation finie, la représentation IndGP (ρ) est une représentation
localement analytique fortement admissible de G et l’application (2.3) est un isomorphisme. C’est en
particulier le cas si ρ est localement algébrique irréductible.

Démonstration. — Rappelons que G0 désigne un sous-groupe compact ouvert spécial de G et que l’on
a G = G0P . Ainsi, on a

IndGP (ρ)|G0

∼
−→ IndG0

P0
(ρ|P0

). (2.4)

Comme ρ′ est un espace de Fréchet nucléaire, la proposition 5.3 de [32] montre que l’on a un isomorphisme

D(G0)⊗̃D(P0)ρ
′ ∼−→ (IndG0

P0
(ρ))′. (2.5)

On a donc une suite exacte stricte

D(P0)m → D(P0)n → ρ′ → 0. (2.6)

En lui appliquant le lemme 4.13, on obtient un diagramme commutatif

0 // D(G0)m //

��

D(G0)n //

��

D(G0)⊗D(P0) ρ
′ //

��

0

0 // D(G0)⊗̃D(P0),ιD(P0)m // D(G0)⊗̃D(P0),ιD(P0)n // D(G0)⊗̃D(P0),ιρ
′ // 0.

(2.7)
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D’après [32, lemme 2.6], les flèches verticales de gauche sont des isomorphismes, donc la flèche verticale
de droite est bĳective. Comme D(G) est un quotient de D(G0) ⊗K K[P ], l’application (2.3) est un
isomorphisme. La forte admissibilité de IndGP (ρ) est aussi conséquence de la proposition 2.1.2 de [20].
Le fait qu’une représentation localement algébrique irréductible vérifie les conditions de l’énoncé est une
conséquence des résultats plus généraux du début de la section 4.4.

Si ρ est une représentation localement algébrique irréductible de L, d’après [40], elle se décompose
de façon unique ρ = ρalg ⊗ ρ∞, ρalg étant une représentation algébrique irréductible de G et ρ∞ une
représentation lisse irréductible de G. Alors d’après [44, proposition 2.2], ρ∞ est fortement admissible,
c’est donc aussi le cas de ρ.

Nous allons à présent expliquer comment construire des morphismes entre induites localement analy-
tiques au moyen de morphismes entre modules de Verma généralisés. Soient ψ et ρ deux représentations
algébriques de dimension finie de L et ρ∞ une représentation lisse fortement admissible de L. On les
prolonge par inflation en des représentations de P .

Proposition 2.2. — Si ϕ est un morphisme U(g)-équivariant entre les modules de Verma généralisés
mp(ψ′) et mp(ρ′), il existe un unique morphisme continu de D(G)-modules M(ϕ) entre D(G)⊗D(P ) (ψ⊗
ρ∞)′ et D(G)⊗D(P ) (ρ⊗ ρ∞)′ prolongeant ϕ⊗ id de mp(ψ′)⊗ ρ′∞ dans mp(ρ′)⊗ ρ′∞.

Démonstration. — Notons ϕ̃ la composition de ϕ avec l’inclusion mp(ρ′) ⊂ D(G)⊗D(P )ρ
′. Le sous-espace

ϕ̃(1⊗ ψ′) est alors inclus dans H0(nP , U(g)⊗U(p) ρ
′). L’action de P sur U(g)⊗U(p) ρ

′ est, pour p ∈ P ,

p · (λ⊗ v) = (δpλδp−1)⊗ ρ′(p)v. (2.8)

L’action de P sur mp(ρ′) est donc algébrique. Or une action p-équivariante entre représentations al-
gébriques de P est P -équivariante. L’application ϕ̃ ⊗ id est alors P -équivariante de (ψ ⊗ ρ∞)′ dans
D(G)⊗D(P ) (ρ⊗ ρ∞)′. Par densité de K[P ] dans D(P ), l’application ϕ̃⊗ id est D(P )-équivariante. Elle
se prolonge donc en une application D(G)-équivariante de D(G)⊗D(P ) (ψ⊗ ρ∞)′ dans D(G)⊗D(P ) (ρ⊗
ρ∞)′.

On notera également I(ϕ) l’application duale de M(ϕ)

IndGP (ρ⊗ ρ∞)
I(ϕ)
−−−→ IndGP (ψ ⊗ ρ∞). (2.9)

On vérifie facilement la propriété I(ϕ ◦ θ) = I(θ) ◦ I(ϕ).
Soit d l’image de ϕ dans mp(ρ′). On définit la représentation IndGP (ρ)d par

IndGP (ρ⊗ ρ∞)d = ker(I(ϕ)) ⊂ IndGP (ρ⊗ ρ∞). (2.10)

Il faut bien entendu vérifier que cette définition ne dépend que de d. C’est en fait évident car le dual
de IndGP (ρ ⊗ ρ∞)d s’identifie au quotient de D(G) ⊗D(P ) (ρ ⊗ ρ∞)′ par le sous-D(G)-module engendré
par d⊗ρ′∞. Ce sous-module est fermé car image d’une application dans la catégorie abélienne des D(G)-
modules coadmissibles ([47, corollaire 3.4]).

Exemple 2.3. — Comme exemple, décrivons le cas où ρ = λ ⊗ χ, avec λ un poids dominant, χ un
caractère lisse, P est le sous-groupe de Borel B et d =

∑
α∈∆ m(−sα ·λ). Alors IndGB(λ⊗χ)d est le produit

tensoriel Fλ ⊗ IndGB(χ)∞ qui est irréductible si et seulement si IndGB(χ)∞ l’est. Plus généralement, on
peut supposer λ ∈ X+

S , c’est-à-dire que λ est un poids dominant relativement à P = PS . Si d désigne le
noyau de la flèche m(−λ)→ mp(−λ), on a un isomorphisme

IndGB(λ⊗ χ)d ≃ IndGP (Fλ,S ⊗ IndPB(χ)∞), (2.11)

où Fλ,S désigne la représentation de dimension finie de P de plus haut poids λ.

Remarque 2.4. — Si H est un sous-groupe compact ouvert de G, le même raisonnement que pour la
proposition 2.2 montre que si π est une représentation lisse de dimension finie de H ∩ P , il existe une
unique application D(H)-équivariante

D(H)⊗D(H∩P ) (ψ ⊗ π)′
M(ϕ)
−−−→ D(H)⊗D(H∩P ) (ρ⊗ π)′ (2.12)
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prolongeant ϕ ⊗ 1. Soit G0 un sous-groupe compact ouvert spécial de G, π une représentation lisse de
dimension finie de P0 = G0 ∩ P . Choisissons également I ⊂ G0 un sous-groupe parahorique adapté à P .
Pour w ∈W , on pose Pw = wPw−1 ∩ I et on obtient des applications D(I)-équivariantes

D(I)⊗D(Pw) (ψw ⊗ πw)′
M(ϕw)
−−−−→ D(I)⊗D(Pw) (ρw ⊗ πw)′, (2.13)

prolongeant l’application ϕw ⊗ 1 = (Ad(w) ◦ϕ ◦Ad(w)−1)⊗ 1 de mpw((ψw)′)⊗ (πw)′ dans mpw((ρw)′)⊗
(πw)′. En utilisant la décomposition de Bruhat-Iwahori

G0 =
⋃

w∈WP \W/WP

IwP0, (2.14)

on obtient un isomorphisme D(I)-équivariant

D(G0)⊗D(P0) (U ⊗ π)′ ≃
⊕

w∈WP \W/WP

D(I)⊗D(Pw) (Uw ⊗ πw)′, (2.15)

lorsque U ∈ {ρ, ψ}. On a alors une égalité

M(ϕ) =
∑

w∈WP \W/WP

M(ϕw). (2.16)

2.2. Une suite exacte. — Cette partie a pour but de montrer comment une suite exacte de modules
de Verma donne lieu à une suite exacte de représentations localement analytiques. Soit H un groupe
de Lie localement Qp-analytique compact. Dans [47], Peter Schneider et Jeremy Teitelbaum définissent,
pour 1

p < r < 1, une famille de normes || · ||r sur D(H). La multiplication étant continue pour ces normes,
le complété D(H)r de D(H) relativement à || · ||r est une K-algèbre de Banach. On a alors

D(H) ≃ lim
←−
r

D(H)r, (2.17)

ce qui munit D(H) d’une structure de K-algèbre de Fréchet-Stein, c’est-à-dire que chaque D(H)r est
un anneau noethérien à gauche et D(H)r est un D(H)r′ -module plat pour r < r′. Notons U(h)r la
complétion de U(h) ⊗Qp K ⊂ D(H) pour la norme || · ||r. Dans sa thèse ([22]), Henning Frommer a
prouvé que chaque D(H)r est un U(h)r-module libre de rang fini et que l’algèbre de Banach U(h)r a la
description suivante. Il existe une base (z1, . . . , zs) de h telle que, en posant Zα = zα1

1 · · · z
αs
s pour tout

multi-indice α ∈ Ns, tout élément de U(g)r s’écrit de façon unique
∑

α

xαZ
α (2.18)

avec |xα|||Zα||r → 0 lorsque |α| → +∞.

Proposition 2.5. — Supposons que l’on ait une suite exacte

mp(ρ′1)
ϕ1
−→ mp(ρ′2)

ϕ2
−→ mp(ρ′3) (2.19)

entre modules de Verma généralisés, où les ρi sont des représentations algébriques de dimension finie de
P . Alors pour w ∈WP \W/WP et r < 1 suffisamment proche de 1, la suite

D(I)r ⊗D(Pw)r (ρ′1)w
M(ϕw1 )
−−−−→ D(I)r ⊗D(Pw)r (ρ′2)w

M(ϕw2 )
−−−−→ D(I)r ⊗D(Pw)r (ρ′3)w, (2.20)

est exacte.

Démonstration. — Soit w ∈ WP \W/WP . Rappelons que l’on note N+ le radical unipotent du pa-
rabolique opposé à P . Posons U+

w = wN+w−1 ∩ I. On a une décomposition I = U+
w Pw qui induit un

isomorphisme de D(U+
w )-modules D(I) ≃ D(U+

w )⊗̂KD(Pw) et un isomorphisme isométrique de D(U+
w )r-

modules D(I)r ≃ D(U+
w )r⊗̂KD(Pw)r ([37, proposition 3.3.4]). Soit (vki )i=1..nk une base de (ρ′k)w. On a

alors ([37, proposition 3.4.2]), pour r suffisamment proche de 1, un isomorphisme topologique D(U+
w )r-

équivariant
D(U+

w )nkr
∼
−→ D(I)r ⊗D(Pw)r (ρ′k)w. (2.21)

Dans ces bases, posons
ϕwk (vki ) =

∑

j

aki,jv
k+1
j , (2.22)
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on a, par définition, aki,j ∈ U(u+
w). Alors l’application M(ϕwk ) s’écrit

M(ϕw1 )((xi)1≤i≤nk) = (
∑

l

xla
k
l,j)1≤j≤nk+1

. (2.23)

Or comme chaque D(U+
w )r est un U(u+

w)r-module libre de type fini, donc plat, il suffit de prouver que la
suite

U(u+
w)n1
r

M(ϕw1 )
−−−−→ U(u+

w)n2
r

M(ϕw2 )
−−−−→ U(u+

w)n3
r (2.24)

est exacte. L’algèbre de Banach U(u+
w)r étant noethérienne, ces applications sont continues d’images

fermées. De plus ces applications sont U(t)-équivariantes. Il résulte du lemme 3.4.4 de [37] et de sa
preuve que pour tout poids µ de t, le sous-espace µ-isotypique de U(u+

w)r ⊗K (ρ′k)w est de dimension
finie et inclus dans U(u+

w)⊗K (ρ′k)w. On applique alors un théorème de Christian Féaux-de-Lacroix ([35]
et [22, proposition 9]). Les sous-espaces ker(M(ϕw2 )) et Im(M(ϕw1 )) sont U(t)-stables et fermés, donc
égaux à l’adhérence de la somme de leurs sous-espaces isotypiques. D’après ce qui précède ces sommes
sont respectivement ker(ϕw2 ) et Im(ϕw1 ). On a donc bien égalité entre ker(M(ϕw2 )) et Im(M(ϕw1 )).

Corollaire 2.6. — Si π est une représentation lisse irréductible de dimension finie de P0 et ρ∞ une
représentation lisse fortement admissible de P , on a des suites exactes

IndG0

P0
(ρ3 ⊗ π)

I(ϕ3)
−−−→ IndG0

P0
(ρ2 ⊗ π)

I(ϕ2)
−−−→ IndG0

P0
(ρ1 ⊗ π) (2.25)

et

IndGP (ρ3 ⊗ ρ∞)
I(ϕ3)
−−−→ IndGP (ρ2 ⊗ ρ∞)

I(ϕ2)
−−−→ IndGP (ρ1 ⊗ ρ∞). (2.26)

Démonstration. — La proposition 2.5 et le théorème B de [47, §3] montrent qu’on a une suite exacte

D(I)⊗D(Pw) (ρ′1)w
M(ϕw1 )
−−−−→ D(I)⊗D(Pw) (ρ′2)w

M(ϕw2 )
−−−−→ D(I)⊗D(Pw) (ρ′3)w (2.27)

pour tout w ∈WP \W/WP . On déduit alors la première suite exacte de (2.15). Pour la seconde, on écrit
ρ∞|P0

=
⊕

π π où les π sont des représentations lisses irréductibles de P0. On a alors

IndGP (ρi ⊗ ρ∞)|G0
≃
⊕

π

IndG0

P0
(ρi ⊗ π). (2.28)

En effet, comme G est dénombrable à l’infini, ρ∞ est de dimension dénombrable et la somme directe est
dénombrable. On utilise alors le lemme suivant.

Lemme 2.7. — Soit X une variété localement Qp-analytique strictement paracompacte et (Mi) une
famille dénombrable d’espaces de Fréchet. On a alors un isomorphisme topologique

⊕

i

Can(X,Mi)
∼
−→ Can(X,

⊕

i

Mi). (2.29)

Démonstration. — D’après le corollaire 8.9 de [42], l’image par une application continue d’un espace de
Banach V dans

⊕
iMi est incluse dans une somme finie de Mi. Le lemme est alors une conséquence de

la définition de Can(X,
⊕

iMi) ([45, §2]).

2.3. Irréductibilité. — Lorsque le module de Verma mp(ρ′alg) = U(g)⊗U(p) ρ
′
alg est simple, le critère

d’irréductibilité de Frommer-Orlik-Strauch ([37]) montre que la représentation IndGP (ρalg) est topologi-
quement irréductible. On montre ici que c’est aussi le cas de IndGP (ρalg⊗ρ∞) si ρ∞ est une représentation
lisse irréductible de L.

Proposition 2.8. — Si le U(g)-module mp(ρ′alg) est simple, alors la représentation IndGP (ρ) est topolo-
giquement irréductible.

Remarque 2.9. — Après l’écriture de cette partie, Sascha Orlik m’a informé qu’il a obtenu avec Mat-
thias Strauch un critère d’irréductibilité englobant cette proposition ainsi que la proposition 2.20.
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La preuve de cette proposition est en fait un prolongement de la preuve de Sascha Orlik et Matthias
Strauch dans [37]. Plaçons-nous sous les hypothèses de la proposition 2.8.

Reprenons les notations de la remarque 2.4. Soit I un sous-groupe parahorique de G0 adapté à P0.
Soit W un ensemble de représentants des doubles classes de WP \W/WP . Pour w ∈ W, posons Pw =
I ∩ wP0w

−1.
Démontrons d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.10. — Si π est une représentation lisse irréductible de Pw, le D(I)-module D(I) ⊗D(Pw)

(ρwalg ⊗ π)′ est simple.

Démonstration. — La proposition 3.4.2 de [37] montre que pour r < 1 assez près de 1, l’action de
D(Pw) sur (ρalg ⊗ π)′ se prolonge en une action de D(Pw)r. Soit N un sous-D(I)r-module non nul de
D(I)r ⊗D(Pw)r (ρwalg ⊗ π)′. Le même raisonnement que dans [37, Proposition 3.4.7] montre qu’il a une
intersection non nulle avec

U(g)⊗U(pw) (ρwalg ⊗ π)′ ⊂ D(I)r ⊗D(Pw)r (ρwalg ⊗ π)′. (2.30)

En effet, jusqu’ici le raisonnement de [37] n’a pas utilisé l’irréductibilité de U(g) ⊗U(pw) (ρwalg ⊗ π)′.
L’action de Pw sur U(g) par adjonction est localement finie, elle se prolonge donc en une action de
D(Pw). Notons, pour λ ∈ D(Pw), Ad(λ) l’endomorphisme induit sur U(g). On munit alors le produit
direct U(g)×D(Pw) d’une structure de K-algèbre en posant (x1, λ1)(x2, λ2) = (x1Ad(λ1)x2, λ1λ2) et on
note U(g)⋊D(Pw) la K-algèbre ainsi obtenue. L’application (x, λ) 7→ xλ de U(g)⋊D(Pw) dans D(I) est
alors un morphisme de K-algèbres. Or U(g)⊗U(pw) (ρwalg⊗π)′ est un U(g) ⋊D(Pw)-module simple, donc
un D(I)r-module simple, il est donc contenu dans N . Le sous-module N contient ainsi le D(I)r-module
engendré par (ρwalg ⊗ π)′, c’est-à-dire D(I)r ⊗D(Pw)r (ρalg ⊗ π)′. Ainsi D(I)r ⊗D(Pw)r (ρalg ⊗ π)′ est un
D(I)r-module simple. On conclut en utilisant le même argument que dans la preuve de [37, théorème
3.4.9].

Lemme 2.11. — Soit π une représentation lisse irréductible de P0. Alors la représentation IndG0

P0
(ρalg⊗

π) est topologiquement irréductible.

Démonstration. — La décomposition d’Iwasawa donne un isomorphisme I-équivariant

D(G0)⊗D(P0) (ρalg ⊗ π)′ =
⊕

w∈W

D(I)⊗D(Pw) (ρwalg ⊗ π
w)′. (2.31)

Fixons w ∈ W et πw ≃
⊕

i πi une décomposition de πw en somme finie de représentations irréductibles
de Pw.

D’après le lemme 2.10, chaque D(I)⊗D(Pw) (ρwalg⊗πi)
′ est un D(I)-module simple, donc D(G0)⊗D(P0)

(ρalg ⊗ π)′ est un D(I)-module semi-simple. Soit N un sous-D(G0)-module de

D(G0)⊗D(P0) (ρalg ⊗ π)′. (2.32)

D’après [37, proposition 3.5.1], pour w 6= w′, il n’y a pas d’application D(I)-équivariante non nulle

D(I)⊗D(Pw) (ρwalg ⊗ π
w)′ → D(I)⊗D(Pw′ )

(ρw
′

alg ⊗ π
w′)′. (2.33)

Par semi-simplicité du D(I)-module D(G0)⊗D(P0) (ρalg ⊗ π)′, on a donc

N =
⊕

w

Nw (2.34)

avec Nw = (N ∩D(I)⊗D(Pw) (ρwalg⊗π
w)′). Comme W permute toutes ces composantes, si N 6= 0, chaque

Nw est non nul. Montrons finalement que pour tout w ∈ W, on a

Nw = D(I)⊗D(Pw) (ρwalg ⊗ π
w)′. (2.35)

Si ce n’était pas le cas, il existerait, par semi-simplicité de D(I) ⊗D(Pw) (ρwalg ⊗ πw)′, une sous-Pw-
représentation θ ( πw telle que

N ′w = IndIPw(θ). (2.36)
Cela signifie que pour tout f ∈ N ′, tout b ∈ I, on a f(bw) ∈ θ. Fixons alors f non nul dans N ′w et
b ∈ I tel que f(bw) 6= 0. Comme π est une représentation irréductible de P0, il existe p ∈ P0 tel que
ρ(p)−1f(bw) /∈ θ. Ainsi, en posant g = (bwpw−1)−1, on a

(g · f)(w) = f(bwp) = ρ(p)−1f(bw) /∈ θ, (2.37)
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ce qui est absurde.

Démonstration de la proposition 2.8. — Soit ρ∞|P0
=
⊕

π π une décomposition de ρ∞ en somme directe
de représentations irréductibles. En appliquant encore une fois le lemme 2.7, on a un isomorphisme de
G0-représentations

IndGP (ρ)|G0
≃
⊕

π

IndG0

P0
(ρalg ⊗ π). (2.38)

D’après [40], chaque représentation ρalg ⊗ π est irréductible de dimension finie. D’après le lemme 2.11,
chaque IndG0

P0
(ρalg ⊗ π) est topologiquement irréductible. Supposons maintenant que Σ soit un sous-

espace fermé de IndGP (ρ), stable par G. Comme IndGP (ρ)|G0 est une somme directe de représentations
topologiquement irréductibles de G0, il existe un ensemble J de π tel que

Σ =
⊕

π∈J

IndG0

P0
(ρalg ⊗ π). (2.39)

Mais alors, comme Σ est stable par G,
⊕

π∈J π est stable par P , donc
⊕

π∈J π = ρ∞ et Σ = IndGP (ρ).

2.4. Représentations de Steinberg généralisées et pondérées. — On appelle représentation de
Steinberg le quotient de l’induite lisse de la représentation triviale d’un sous-groupe de Borel par la
somme des sous-espaces correspondant aux induites relativement à des sous-groupes paraboliques stricts
contenant B. De même, si P est un sous-groupe parabolique, on appelle représentation de Steinberg
généralisée, que l’on note vP , la représentation obtenue en remplaçant le sous-groupe de Borel B par
P . Si on considère l’ensemble des sous-groupes paraboliques contenant un sous-groupe de Borel fixé, la
famille des vP est une famille de représentations lisses irréductibles de G, deux à deux non isomorphes
et comprenant tous les sous-quotients de l’induite lisse de B à G de l’identité ([4]).

Nous allons définir des analogues localement analytiques de ces représentations. De même que dans
[7], le cadre localement analytique permet de plus de pondérer ces représentations au moyen de caractères
algébriques du sous-groupe B.

Soit λ ∈ X(T )+ un poids dominant de T . Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant B. On
note Fλ,P la représentation algébrique irréductible du quotient de Lévi LP de P de dimension finie de
plus haut poids λ. Par abus de notations, on écrit

IndGP (λ) = IndGP (Fλ,P ). (2.40)

La transitivité de l’induction localement analytique nous permet d’écrire, pour toute inclusion P ⊂
Q ⊂ G de sous-groupes paraboliques

IndGP (λ) = IndGQ(IndQP (Fλ,P )). (2.41)

En remarquant que Fλ,Q est un sous-espace de IndQP (Fλ,P ), on obtient une inclusion IndGQ(Fλ,Q) ⊂
IndGP (Fλ,P ).

Définition 2.12. — On définit alors la représentation vanP (λ) comme étant le quotient de IndGP (λ) par
la somme des IndGQ(λ) pour Q sous-groupe parabolique contenant strictement P . Lorsque P = B est un
sous-groupe de Borel, on note Σ(λ) = vanB (λ) et Stan3 = Σ(0).

On a une flèche
Fλ ⊗ IndGP (1)∞

iP,λ
−−→ IndGP (Fλ,P ) (2.42)

définie par iP,λ(f ⊗ g) = fg. C’est un morphisme continu G-équivariant.

Lemme 2.13. — L’application iλ est injective d’image fermée.

Démonstration. — La preuve est la même que pour GL2 dans [44, (⋆)]. On remarque que l’on peut
remplacer G par le sous-groupe compact G0, P par P0 = P ∩ G0. On choisit I un sous-groupe pa-
rahorique de G0 adapté à P0 et pour w ∈ WP \W/WP , on pose U+

w = wU+w−1 ∩ I. En utilisant la
décomposition de Bruhat-Iwahori, G0 =

⋃
w∈WP \W/WP

IwB0 ainsi que I = U+
w (I ∩wB0w

−1), on obtient
un homéomorphisme

IndGP (λ) ≃
⊕

w∈WP \W/WP

Can(U+
w , F

w
λ ) (2.43)
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Or on a également

Fλ ⊗ IndGP (1)∞ ≃
⊕

w∈WP \W/WP

Fλ ⊗ C
∞(U+

w ,K). (2.44)

L’espace Fλ s’identifie à l’espace des sections globales d’un faisceau cohérent G-équivariant Fλ sur G/P .
L’espace Can(U+

w , F
w
λ ) est l’ensemble des sections localement analytiques de Fλ sur l’ouvert image de

U+
w . La restriction de iP,λ à Fλ⊗C∞(U+

w ,K) est donc f ⊗ g 7→ f |U+
w
⊗ g|U+

w
. Soit

∑
fi⊗ 1Ui un élément

du noyau, écrit de telle sorte que (Ui) soit un recouvrement ouvert disjoint de U+
w . Alors fi s’annule sur

Ui pour tout i. Mais comme fi est une fonction algébrique et Ui est dense dans G/P pour la topologie
de Zariski, on en déduit fi = 0. Au final on voit que iP,λ est injective.

Corollaire 2.14. — La représentation vanP (λ) est une représentation localement analytique admissible.
Ses vecteurs localement algébriques contiennent la représentation irréductible Fλ ⊗ vP .

On voit donc que contrairement au cas lisse, les représentations vanP (λ) ne sont pas topologiquement
irréductibles. On a toujours vanG (λ) = Fλ. Dans le cas où G = GL3(Qp) nous allons utiliser les résultats
de la section 2.1 pour décomposer ces représentations.

2.5. Illustration. — Nous sommes maintenant de retour à G = GL3(Qp). Soit λ un poids dominant.
Nous allons appliquer la construction du paragraphe précédent à la décomposition de l’induite IndGB(λ).

Rappelons tout d’abord la décomposition du module de Verma m(−λ). On sait d’après, [18, théorème
7.6.23] que pour w ∈W , il existe un unique morphisme injectif m(−w · λ) →֒ m(−λ). Posons alors

Fili(m(−λ)) =
∑

w∈W,l(w)=i

m(−w · λ). (2.45)

Si µ ∈ X(T ), notons L(µ) le U(g)-module simple de plus petit poids µ. La cause de cette terminologie
inhabituelle est que l’on a choisi de considérer des modules de Verma de la forme U(g) ⊗U(b) · où b

est le parabolique engendré par les coracines négatives, c’est-à-dire l’ensemble des matrices de la forme(
∗ 0 0
∗ ∗ 0
∗ ∗ ∗

)
. Les gradués de cette filtration sont les suivants.

gr0(m(−λ)) = L(−λ)

gr1(m(−λ)) = L(−s1 · λ)⊕ L(−s2 · λ)

gr2(m(−λ)) = L(−s1s2 · λ)⊕ L(−s2s1 · λ)

gr3(m(−λ)) = L(−s1s2s1 · λ) = m(−s1s2s1 · λ).

(2.46)

Ce calcul est fait dans [26], §4.11 et §5.4. De plus, les U(g)-modules simples L(−s1s2 ·λ) et L(−s2s1 ·λ)
sont isomorphes aux modules de Verma généralisés m2(−s1s2 · λ) et m1(−s2s1 · λ), et on a des suites
exactes, dits complexes BGG généralisés ([26, §9.16])

0→ m1(−s2s1 · λ)→ m1(−s2 · λ)→ m1(−λ)→ L(−λ)→ 0

0→ m2(−s1s2 · λ)→ m2(−s1 · λ)→ m2(−λ)→ L(−λ)→ 0.
(2.47)

Notons d1 l’image de m1(−s2s1 · λ) dans m1(−s2 · λ) et d2 l’image de m2(−s1s2 · λ) dans m2(−s1 · λ).
Soit Fili(D(G) ⊗D(B) (−λ)) le sous-D(G)-module de D(G) ⊗D(B) (−λ) engendré par Fili(m(−λ)) et

Fili(IndGB(λ)) son dual. La proposition 2.2 et l’exemple 2.3 appliqués à (2.46) nous permettent de calculer
les gradués de cette filtration.

Corollaire 2.15. — Soit χ un caractère lisse de T . Il existe une filtration croissante sur IndGB(λ ⊗ χ)
telle que

Fil0(IndGB(λ⊗ χ)) = Fλ ⊗ IndGB(χ)∞

gr1(IndGB(λ⊗ χ)) = IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗ IndL1

B∩L1
(χ)∞)d1 ⊕ IndGP2

(Fs1·λ,2 ⊗ IndL2

B∩L2
(χ))d2

gr2(IndGB(λ⊗ χ)) = IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗ IndL1

B∩L1
(χ)∞)⊕ IndGP2

(Fs1s2·λ,2 ⊗ IndL2

B∩L2
(χ)∞)

gr3(IndGB(λ⊗ χ)) = IndGB(s1s2s1 · λ⊗ χ).

(2.48)
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Soit ρ∞ une représentation lisse irréductible de Li. L’application du corollaire 2.6 et de l’exemple 2.3
aux suites exactes (2.47) donne deux suites exactes.

0→ Fλ ⊗ IndGP1
(ρ∞)∞ → IndGP1

(Fλ,1 ⊗K ρ∞)→ IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗K ρ∞)

→ IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗K ρ∞)→ 0

0→ Fλ ⊗ IndGP2
(ρ∞)∞ → IndGP2

(Fλ,2 ⊗K ρ∞)→ IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗K ρ∞)

→ IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗K ρ∞)→ 0.

(2.49)

Corollaire 2.16. — On a des suites exactes

0→ Fλ ⊗ IndGP1
(ρ∞)∞ → IndGP1

(Fλ,1 ⊗K ρ∞)→ IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗K ρ∞)d1 → 0

0→ Fλ ⊗ IndGP2
(ρ∞)∞ → IndGP2

(Fλ,2 ⊗K ρ∞)→ IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗K ρ∞)d2 → 0.

(2.50)

et

0→ IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗K ρ∞)d1 → IndGP1

(Fs2·λ,1 ⊗K ρ∞)→ IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗K ρ∞)→ 0

0→ IndGP2
(Fs1·λ,1 ⊗K ρ∞)d2 → IndGP2

(Fs1·λ,1 ⊗K ρ∞)→ IndGP2
(Fs1s2·λ,1 ⊗K ρ∞)→ 0.

(2.51)

On en déduit immédiatement une décomposition de la représentation Σ(λ) = vanB (λ).

Corollaire 2.17. — Il existe une filtration croissante sur vanB (λ) telle que

gr0 = Fλ ⊗ St3

gr1 = IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗ St2)d1 ⊕ IndGP2

(Fs1·λ,2 ⊗ St2)d2

gr2 = IndGP1
(Fs2s1·λ,1)⊕ IndGP2

(Fs1s2·λ,2)

gr3 = IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗ St2)⊕ IndGP2

(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2)

gr4 = IndGB(s1s2s1 · λ),

(2.52)

où St2 est vue ici comme une représentation de caractère central trivial du groupe Li ≃ GL2(Qp)×Q×p .
On a également des suites exactes

0→ Fλ ⊗ vP1
→ vanP1

(λ)→ IndGP1
(Fs2·λ,1)d1 → 0

0→ Fλ ⊗ vP2
→ vanP2

(λ)→ IndGP2
(Fs1·λ,2)d2 → 0.

(2.53)

Démonstration. — On considère sur vanB (λ) la filtration image de la filtration 2.48 sur IndGB(λ). Comme
IndGPi(Fλ,i) est contenu dans Fil1(IndGB(λ)) et IndGP1

(Fλ,1) ∩ IndGP2
(Fλ,2) = Fλ, il suffit de prouver que

Fil0(IndGB(λ)) ∩ IndGPi(Fλ,i) = Fλ ⊗K IndGPi(1)∞ (2.54)

Cette égalité est une conséquence de

Homg(Fλ, IndGPi(Fλ,i)) = (IndGPi(Fλ,i ⊗K F ′λ))g = IndGPi(1)∞ (2.55)

car la représentation triviale de Li a multiplicité un dans Fλ,i ⊗K F ′λ.

Le sous-espace St3 ⊗ Fλ est alors exactement le sous-espace des vecteurs localement algébriques de
Σ(λ).

La proposition 2.8 permet de voir que toutes les composantes des décompositions de Σ(λ) et vanPi (λ)
ci-dessus sont irréductibles, exceptées peut-être IndGP1

(Fs2·λ,1 ⊗ U)d1 et IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ U)d2 pour U ∈

{1,St2}. Nous allons maintenant prouver l’irréductibilité de ces représentations.
Traitons le cas de P1, le cas de P2 étant identique. D’après les suites exactes (2.50) et (2.51), le D(G)-

module (IndGP1
(Fs2·λ,1)d1)′ peut être vu aussi bien comme quotient de D(G) ⊗D(P1) F

′
s2·λ,1

que comme
sous-module de D(G) ⊗D(P1) F

′
λ,1. Cette remarque est essentielle dans la preuve du lemme suivant,

généralisant la proposition 3.5.1 de [37].

Lemme 2.18. — Posons ρ = Fs2·λ,1. Soient w et w′ deux élément différents de W1\W/W1. Il n’y a pas

d’application D(I)-équivariante de (IndIP ′w(ρw
′

)d1)′ dans (IndIPw(ρw)d1)′.
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Démonstration. — Par dualité une telle application donne une application I-équivariante

IndIPw(ρw)d1 → IndIP ′w(ρw
′

)d1 . (2.56)

Comme on l’a déjà remarqué, IndIPw(ρw)d1 est un quotient de IndIPw(ψw) où ψ = Fλ,1. On obtient donc
par prolongement, une application I-équivariante non triviale

IndIPw(ψw)→ IndIPw′ (ρ
w′). (2.57)

Par la loi de réciprocité de Frobenius il existe une application Pw′ -équivariante

IndIPw(ψw)→ ρw
′

. (2.58)

Posons alors U = Pw′ ∩wN
+w−1. Le groupe U agit trivialement sur ρw

′

. Notons V l’espace sous-jacent
de la représentation ψ et Y celui de la représentation ρ, on obtient un morphisme U -équivariant

Can(I ∩ wN+w−1, V )→ Y (2.59)

où U agit par translation à gauche sur le membre de gauche et trivialement sur le membre de droite. On
conclut alors à la trivialité d’un tel morphisme exactement comme dans la preuve de la proposition 3.5.1
de [37]. Seul le cas V = Y y est traité, mais cette hypothèse n’est pas nécessaire.

Lemme 2.19. — Soit π une représentation lisse irréductible de Pw. La représentation

IndIPw((Fs2·λ,1)w ⊗ π)d1 (2.60)

est topologiquement irréductible.

Démonstration. — Soit M = (IndIPw((Fs2·λ,1)w⊗π)d1)′. Nous allons prouver que le D(I)-module M est
simple. Par dualité, cela entraîne que IndIPw((Fs2·λ,1)w⊗π)d1 est topologiquement irréductible. Rappelons
que M est aussi un sous-module de D(I)⊗D(Pw)F

′
λ,1. Étant l’image d’une application entre D(I)-modules

coadmissibles, c’est un D(I)-module coadmissible ([47, corollaire 3.4]). La proposition 2.5 montre alors
que Mr = D(I)r ⊗D(I) M est aussi l’adhérence de M dans D(I)r ⊗D(Pw)r (Fwλ ⊗ π)′. Comme on a une
suite exacte non scindée de U(g)-modules

0→ L(−s2 · λ)w → m1(F ′λ,1)w → L(−λ)w → 0 (2.61)

et que Mr est un sous-module propre de D(I)r ⊗D(Pw)r (F ′λ,1 ⊗ π)w, on a nécessairement

Mr ∩mp(−λ)w ⊂ L(−s2 · λ)w ⊗ π′. (2.62)

Or d’après [37, propositions 3.4.5 et 3.4.6], pour r assez proche de 1, tout sous-D(I)r-module non nul de
Mr a une intersection non triviale avec mP (−λ)w⊗π′. Comme L(−s2 ·λ)w⊗π′ est un U(g)⋊Pw-module
simple et engendre Mr en tant que D(I)r-module, Mr est un D(I)r-module simple. On peut finalement
en conclure que M est un D(I)-module simple.

Une fois que l’on a ces deux lemmes, on peut exactement copier la preuve de la proposition 2.8 pour
obtenir la proposition suivante.

Proposition 2.20. — Soit ρ∞ une représentation irréductible de L1 ≃ L2. Alors les représentations
IndGP1

(Fs2·λ,1 ⊗ ρ∞)d1 et IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ ρ∞)d2 sont topologiquement irréductibles.

On peut donc en conclure que (2.52) donne les composantes de Jordan-Hölder de Σ(λ), qui est donc
de longueur 8. De même, chaque vanPi (λ) est de longueur 2. Nous avons donc prouvé que les induites
paraboliques localement analytiques de représentations localement algébriques irréductibles du groupe
GL3(Qp) sont de longueur finie, ce qui, à notre connaissance, n’était pas connu.
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2.6. Caractères infinitésimaux. — Jan Kohlhaase a prouvé que le centre de l’algèbre D(G) contient
le centre z(g)⊗K de l’algèbre de Lie g. Comme dans le cas réel, nous allons prouver que l’algèbre z(g) agit
par un caractère sur les induites localement analytiques. Rappelons la définition du caractère d’Harish-
Chandra χλ. Soit π la projection de U(g) sur U(t) donnée par la décomposition

U(g) = U(t)⊕ (n+U(g) + U(g)n). (2.63)

Si λ ∈ X(T ), on note χλ la restriction de (λ+ δ) ◦ π à z(g), c’est le caractère d’Harish-Chandra associé
à λ. Il se trouve que c’est aussi le caractère central de m(λ+ δ). On a χλ = χµ si et seulement si il existe
w ∈W tel que µ = w(λ). Ainsi m(λ) et m(µ) ont même caractère infinitésimal si et seulement si il existe
w ∈W tel que µ = w ∗ λ.

Proposition 2.21. — Si ρ est la représentation irréductible de plus haut poids λ d’un sous-groupe pa-
rabolique P , l’algèbre z(g) agit sur IndGP (ρ) par le caractère d’Harish-Chandra χλ+δ.

Démonstration. — Si α ∈ D(G), X ∈ U(g) et f ∈ Can(G,K), on a α(X · f) = (αẊ)(f), où X 7→ Ẋ
est l’unique endomorphisme d’algèbre de U(g) prolongeant l’endomorphisme x 7→ −x de g. Pour tout
µ ∈ ρ′, X ∈ z(g), on a X(δ1 ⊗ µ) = χ−λ−δ(X)(δ1 ⊗ µ). Soit f ∈ IndGP (ρ). On a alors

µ[(X · f)(1)] = µ[(δ1Ẋ)(f)] = (δ1Ẋ ⊗ µ)(f)

= [Ẋ(δ1 ⊗ µ)](f) = χ−λ−δ(Ẋ)(δ1 ⊗ µ)(f)

= χλ+δ(X)µ[f(1)].

(2.64)

Ainsi (X · f)(1) = χλ+δ(X)f(1). Pour g ∈ G, on a

(X · f)(g) = [(δgX) · f ](1) = [(δgXδ−1
g ) · (δgf)](1) = χλ+δ(δgXδ−1

g )f(g). (2.65)

Or comme X 7→ δgXδ
−1
g est l’identité sur le centre z(g), on obtient finalement X · f = χλ+δ(X)f .

Corollaire 2.22. — Pour tout sous-groupe parabolique P , la représentation vanP (λ) a pour caractère
infinitésimal χλ+δ.

Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant.

Lemme 2.23. — Il existe une application continue surjective et G-équivariante

Fλ ⊗K Stan3 ։ Σ(λ) (2.66)

dont le noyau ne possède aucun sous-quotient sur lequel z(g) agit par χλ+δ.

Démonstration. — Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant B. On a un isomorphisme topo-
logique G-équivariant Fλ ⊗K IndGP (1) ≃ IndGP (Fλ|P ) donné par v ⊗ f 7→ (g 7→ g−1v ⊗ f(g)). Comme Fλ
est la représentation de plus haut poids λ, il existe une application P -équivariante Fλ ։ Fλ,P , ce qui
donne, par composition, une surjection G-équivariante

IndGP (Fλ) ։ IndGP (Fλ,P ). (2.67)

Il existe sur Fλ une filtration P -équivariante dont les gradués sont des sommes finies de représentations
irréductibles de LP , Fλ,P apparaissant avec multiplicité 1. Ainsi le noyau KP de (2.67) est aussi muni
d’une filtration dont les gradués sont des sommes finies d’induites IndGP (Fµ,P ), avec µ caractère de B
apparaissant dans Fλ. D’après la proposition 2.21, le centre z(g) agit par χλ+δ sur un sous-quotient de
KP si et seulement si il existe un caractère µ 6= λ apparaissant dans Fλ et w ∈ W tels que µ = w · λ.
Mais d’après la proposition 21.3 de [25], tous les conjugués sous W d’un tel µ doivent être inférieurs à
λ. On doit donc avoir w−1(w · λ) ≤ λ, c’est-à-dire δ − w−1δ ≤ 0, c’est-à-dire δ ≤ w−1δ. Ceci ne peut se
produire que si w = 1 et µ = λ. On obtient donc un diagramme commutatif

K1
� � //

��

Fλ ⊗K (IndGP1
(1)⊕ IndGP2

(1)) // //

��

IndGP1
(Fλ,1)⊕ IndGP2

(Fλ,2)

��
K2

� � //

��

Fλ ⊗K IndGB(1) // //

����

IndGB(λ)

����
K3

� � // Fλ ⊗K Stan3
// // Σ(λ)

(2.68)

16



où les deux lignes verticales de droite sont exactes. On peut donc conclure.

3. Catégories dérivées et cohomologie localement analytique

Les résultats et rappels de cette partie sont à nouveau valables pour G le groupe des Qp-points d’un
groupe réductif quelconque sur Qp. Dans la suite, nous aurons besoin de calculer beaucoup de groupes
d’extensions entre représentations localement analytiques, et pas uniquement des Ext1. Plusieurs défini-
tions de ces groupes d’extensions se présentent et le choix n’est pas facile. Jan Kohlhaase définit dans
[32] des groupes d’extensions localement analytiques à partir d’une certaine catégorie de D(G)-modules
munie d’une structure exacte. Cette approche permet de nombreux calculs explicites mais manque cer-
taines extensions importantes. C’est pourquoi nous travaillons plutôt avec la catégorie abélienne de tous
les D(G)-modules. Néanmoins certains résultats de [32] nous serons très utiles pour calculer des groupes
d’extensions.

3.1. Généralités. — Nous définissons ici les groupes d’extensions que nous utiliserons par la suite et
les comparons avec ceux de Jan Kohlhaase. Soit M(G) la catégorie des D(G)-modules.

Définition 3.1. — Si V et W sont deux représentations localement analytiques de G, on munit leurs
duaux topologiques forts V ′ et W ′ de la structure de D(G)-module définie dans l’introduction et on pose

ExtnG(V,W ) = ExtnM(G)(W
′, V ′). (3.1)

Il s’agit du n-ième groupe d’extensions dans la catégorie abélienne des D(G)-modules.

Notons Db(M(G)) la catégorie dérivée bornée des D(G)-modules. Comme une catégorie de modules
sur un anneau a suffisamment d’injectifs, on a, pour A et B dans M(G),

ExtnM(G)(A,B) = HomDb(M(G))(A,B[n]). (3.2)

La proposition suivante nous permet d’associer à tout élément de ExtnM(G)(A,B) un objet de Db(M(G)).
Plus généralement, si C est une catégorie exacte, on peut définir ([29, §11]), une catégorie dérivée

bornée Db(C). C’est une catégorie triangulée. Si A et B sont deux objets de C, on pose, pour tout q ≥ 0,
ExtqC(A,B) = HomDb(C)(A,B[q]).

Proposition 3.2. — Soit C une catégorie exacte. Si A et B sont des objets de C et c un élément de
ExtnC(A,B), il existe un objet E de Db(C) s’insérant dans un triangle distingué

B → E → A[−n+ 1]
c[−n+1]
−−−−−→ B[1]. (3.3)

Un tel E est alors unique à isomorphisme de Db(C) près.

Démonstration. — C’est presque immédiat à partir des axiomes des catégories triangulées ([51, 10.2.1]).

L’axiome (TR1) montre que le morphisme A[−n]
c[−n]
−−−→ B s’insère dans un triangle exact A[−n]

c[−n]
−−−→

B
α
−→ E

β
−→. L’axiome de rotation (TR2) implique alors que le triangle B α

−→ E
β
−→ A[−n + 1]

−c[−n+1]
−−−−−−→

est exact. On obtient ainsi l’existence de E. Supposons que l’on ait deux triangles exacts B α
−→ E

β
−→

A[−n + 1]
c[−n+1]
−−−−−→ et B α′

−→ E′
β′

−→ A[−n + 1]
c[−n+1]
−−−−−→. L’axiome (TR3) montre alors qu’il existe un

morphisme h : E → E′ tel que (id, id, h) soit un morphisme de complexes

A[−n] −−−−−→
−c[−n]

B −−−−→
α

E −−−−→
β

A[−n+ 1]
yid

yid
yh

yid[1]

A[−n] −−−−−→
−c[−n]

B −−−−→
α′

E′ −−−−→
β′

A[−n+ 1]

(3.4)

Le lemme des cinq ([51, exercice 10.2.2]) montre alors que h est un isomorphisme.

SoitMc(G) la sous-catégorie pleine deM(G) constituée des K-espaces vectoriels localement convexes
séparés complets munis d’une action séparément continue de D(G). Une flèche dans cette sous-catégorie
est dite forte si son image est fermée et si son noyau et son image possèdent des supplémentaires to-
pologiques. Dans [32], Jan Kohlhaase munit la catégorie Mc(G) d’une structure de catégorie exacte en
demandant qu’un complexe soit fortement exact s’il est exact en tant que complexe d’espaces vectoriels et
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si toutes ses différentielles sont fortes. Il prouve que cette catégorie exacte a suffisamment de projectifs et
peut donc définir les groupes d’extensions ExtnG(V,W ) pour tous les couples d’objets de cette catégorie.
Remarquons que si (ρ, V ) est une représentation localement analytique avec V espace localement convexe
séparé complet, alors ρ induit une action séparément continue de D(G) sur V en utilisant l’application
continue

Can(G,V ) →֒ Lb(D(G),K), (3.5)

définie dans [45, §2], et V peut-être vue comme un objet de Mc(G).
Le foncteur d’oubliMc(G)→M(G) est exact, il induit donc un foncteur entre catégories triangulées

Db(Mc(G))→ Db(M(G)). Il induit donc des morphismes

ExtnG(A,B)→ ExtnM(G)(A,B). (3.6)

Alors, pour tout V ∈ Mc(G), les théorèmes 4.8 et 6.6 de [32] montrent que cette application est un
isomorphisme lorsque A est la représentation triviale

ExtnG(1, V ) ∼−→ ExtnM(G)(1, V ). (3.7)

Nous notons donc sans ambiguïté ce groupe Hn(G,V ). En fait, on retrouve ainsi les groupes de coho-
mologie définis par Casselman et Wigner ([11] §1 remarque (3)).

Corollaire 3.3. — Si V est de dimension finie, le groupe ExtnM(G)(1, V ) s’identifie au groupe de coho-

mologie localement analytique Hn
an(G,V ) défini par Casselman et Wigner.

Démonstration. — C’est une conséquence de la remarque 2.17 et de la proposition 2.18 de [32].

La particularité essentielle de la représentation triviale, mise en évidence par Jan Kohlhaase, pour
démontrer ce théorème est la propriété (A) de G de [32, §4]. Disons qu’un objet F de Mc(G) satisfait
à la condition (A) s’il existe une résolution forte de F par des objets de la forme D(G)⊗K,ι V où V est
un K-espace vectoriel muni de sa topologie localement convexe la plus fine. On montre alors exactement
comme pour [32, théorème 4.8] la proposition suivante.

Proposition 3.4. — Si un objet F de Mc(G) vérifie (A), alors pour tout V ∈ Mc(G), on a un iso-
morphisme :

ExtnG(F, V ) ∼−→ ExtnM(G)(F, V ). (3.8)

Il se trouve qu’au moins toutes les représentations localement analytiques de dimension finie vérifient
la propriété (A). Pour cela, nous devons expliquer comment passer d’une bonne résolution de la repré-
sentation triviale à une bonne résolution d’une représentation quelconque de dimension finie. Soient X
un K-espace vectoriel localement convexe séparé muni d’une action séparément continue de D(G) et Y
un D(G)-module de dimension finie muni de la topologie localement convexe la plus fine, qui est aussi la
topologie canonique. Il est prouvé dans l’appendice au §3 de [48] que l’on peut munir le produit tensoriel
X ⊗K Y d’une action séparément continue diagonale de D(G), c’est-à-dire d’une action prolongeant
l’action de K[G] donnée par δg · (x ⊗ y) = (δgx) ⊗ (δgy). Si f est une application D(G)-équivariante
continue de X1 vers X2, l’application f ⊗ id est un morphisme continu de D(G)-modules si l’on munit
X1 ⊗K Y et X2 ⊗K Y de l’action diagonale de D(G).

Lemme 3.5. — Si Y est un D(G)-module de dimension finie muni de la topologie localement convexe
la plus fine, le D(G)-module D(G) ⊗K Y muni de l’action diagonale est topologiquement isomorphe au
D(G)-module libre de type fini D(G)⊗K Y muni de l’action à gauche δ · (µ⊗ y) = (δµ)⊗ y.

Démonstration. — Soient c : D(G)→ D(G)⊗KD(G)/ann(Y ) l’application définie page 313 de [48] et i
l’antipode de D(G). Par antipode, nous entendons l’unique endomorphisme continu de D(G) induit par
g 7→ g−1. Pour µ ∈ D(G) et y ∈ Y , on pose f(µ⊗ y) = c(µ)(1⊗ y) et g(µ⊗ y) = (id⊗ i)(c(µ))(1⊗ y). On
vérifie que f est une application D(G)-équivariante du D(G)-module libre D(G)⊗K Y vers D(G)⊗K Y
muni de l’action diagonale, et que g est D(G)-équivariante dans l’autre sens. Pour vérifier que f et g
sont réciproque l’une de l’autre, il suffit, par densité de K[G] dans D(G), de le vérifier sur K[G]⊗K Y .
Dans ce cas, on a f(δh ⊗ v) = δh ⊗ (δhy) et g(δh ⊗ v) = δh ⊗ (δh−1y).

Lemme 3.6. — Toute représentation localement analytique de dimension finie du groupe G vérifie la
propriété (A).
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Démonstration. — Soit ρ un D(G)-module de dimension finie. Le théorème 4.8 de [32] montre qu’il
existe P· une résolution de 1 par des D(G)-modules de la forme D(G)⊗K,ιV avec V muni de la topologie
localement convexe la plus fine. On munit le complexe P· ⊗K ρ de l’action diagonale de D(G). Le
complexe P· ⊗K ρ est alors une résolution de ρ par des D(G)-modules. Chaque terme est de la forme
(D(G)⊗K ρ)⊗K,ιV avec V espace vectoriel muni de la topologie localement convexe la plus fine. Comme
D(G)⊗K ρ ≃ D(G)dimK ρ en tant que D(G)-modules, on obtient le résultat.

On obtient alors un analogue du théorème 8.18 de [32].

Corollaire 3.7. — Soit P un sous-groupe parabolique de G. Si ρ est une représentation de dimension
finie de P et M un objet de Mc(G), on a un isomorphisme :

ExtnG(D(G)⊗D(P ) ρ
′,M) ∼−→ ExtnM(G)(D(G)⊗D(P ) ρ

′,M). (3.9)

En particulier, si ρ est une représentation de dimension finie de P et V une représentation localement
analytique de G sur un espace de type compact, alors on déduit du théorème 3.2 de [32] que

ExtqG(V, IndGP (ρ)) ≃ ExtqG(V, IndGP (ρ)). (3.10)

Si χ est un caractère localement analytique du centre de G, on définit

ExtqG,χ(V,W ) = ExtqM(G)χ
(W ′, V ′), (3.11)

où M(G)χ désigne la sous-catégorie des D(G)-modules sur lesquels Z agit par χ−1. On note également
ExtG,χ le foncteur défini à partir de la sous-catégorie pleine deMc(G) constituée des D(G)-modules sur
lesquels Z agit à travers χ. L’isomorphisme (3.10) est alors vrai avec des caractères centraux

ExtqG,χ(V, IndGP (ρ)) ≃ ExtqG,χ(V, IndGP (ρ)) (3.12)

si le centre de G agit sur V et ρ à travers le caractère χ.

Remarque 3.8. — Dans le §4 de [32], Jan Kohlhaase montre que les Ext1G(V,W ) ne coïncident pas
toujours avec Ext1

M(G)(W
′, V ′) même lorsque V et W sont des représentations admissibles. On peut

considérer l’exemple de la suite exacte

0→ IndGL2(Qp)
B2

(1)∞ → IndGL2(Qp)
B2

(1)→ IndGL2(Qp)
B2

(ǫ−1
0 ǫ1)→ 0 (3.13)

qui est non scindée dans la catégorie des K-espaces vectoriels localement convexes. On a

Ext1G(IndGL2(Qp)
B2

(ǫ−1
0 ǫ1), IndGL2(Qp)

B2
(1)∞) = 0, (3.14)

alors que

dimK Ext1
G(IndGL2(Qp)

B2
(ǫ−1

0 ǫ1), IndGL2(Qp)
B2

(1)∞) = 1. (3.15)

Ces derniers groupes d’extensions sont donc plus adaptés à nos besoins.

Remarque 3.9. — Soit U le foncteur d’oubli de la catégorie Mc(G) vers la catégorie LCK des K-
espaces vectoriels localement convexes. Il possède un adjoint à gauche F donné par F (V ) = D(G)⊗̂K,ιV .
La discussion de [51, 8.6.2] montre que le foncteur ⊥G = F ◦ U est un cotriple de Mc(G) et permet,
d’après [51, 8.6.4] d’associer à tout V ∈Mc(G), un complexe simplicial ⊥G,·V dans la catégorieMc(G).
Il se trouve que le complexe différentiel associé à ce complexe simplical est exactement le complexe
noté B·(G,V ) par Jan Kohlhaase dans [32, §2]. Jan Kohlhaase définit alors les groupes d’homologie de
V comme étant l’homologie du complexe (Bq(G,V )⊗̃D(G),ιK)q≥0. Ces espaces d’homologie sont alors
munis de la topologie induite. L’intérêt de l’interprétation de B·(G,V ) comme complexe standard associé
à un cotriple est d’obtenir une structure de complexe simplicial sur B·(G,V ). Les groupes Hq(G,V ) sont
alors les groupes de cohomologie du complexe LG(B·(G,K), V ) et ils sont munis de la topologie induite
par la topologie forte. De plus si la topologie de V est de type compact, on a, d’après la remarque
2.17 de [32], un isomorphisme topologique HomK(Bq(G,K), V ) ≃ Can(Gq+1, V ), et donc le complexe
C·u = (Can(Gq+1, V ))q≥0 est muni d’une structure de complexe cosimplical. Cette remarque nous sera
très utile dans la section suivante pour établir l’existence d’un cup-produit sur la cohomologie localement
analytique de la représentation triviale.
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3.2. Cup-produits. — Dans cette partie, nous construisons un cup-produit sur l’espace de cohomolo-
gie H∗(G,K), dont l’existence est une suggestion de Jan Kohlhaase ([32, remarque 8.11]). Pour cela nous
utilisons le fait que le complexe dont la cohomologie est H∗(G,K) est muni d’une structure cosimpliciale
([51, §8]).

Soit [n] l’ensemble des entiers de 0 à n. Notons ∆ la catégorie dont les objets sont les ensembles [n]
et les morphismes de [n] dans [m] sont les applications croissantes. Un complexe cosimplicial C est un
foncteur covariant de la catégorie ∆ dans la catégorie des D(G)-modules. On note Cn l’image de [n].
D’après le corollaire 8.1.4 de [51], un complexe cosimplicial est une suite de D(G)-modules (Cn)n≥0 et
la donnée, pour tout n ∈ N, d’opérateurs ∂i : Cn−1 → Cn et σi : Cn+1 → Cn pour i variant entre 0
et n et satisfaisant aux relations de ce même corollaire. Si C est un complexe cosimplicial, le complexe
associé est le complexe (Cn)n≥0 muni des différentielles

dn =
n+1∑

i=0

(−1)i∂i. (3.16)

Soit G un groupe de Lie localement Qp-analytique. Posons Cnu (G) = Can(Gn+1,K) le K-espace
vectoriel des applications localement analytiques deGn+1 dansK. La remarque 3.9 montre qu’il existe des
applications ∂i et σi G-équivariantes qui font de C ·u(G) une résolution cosimpliciale de la représentation
triviale de 1. Posons C ·(G) = C ·u(G)G. Muni de la restriction des applications ∂i et σi, c’est un complexe
cosimplical de K-espaces vectoriels et sa cohomologie est la cohomologie localement analytique Hq(G, 1).

Soient G et H deux groupes de Lie Qp-analytiques dont la représentation triviale vérifie (A).

Théorème 3.10 (Formule de Künneth). — On a un isomorphisme
∑

p+q=n

ip,q : Hp(G,K)⊗K Hq(H,K) ∼−→ Hp+q(G×H,K). (3.17)

De plus le diagramme suivant est commutatif

Hp(G,K)⊗Hq(H,K)
ip,q //

(−1)pq

��

Hp+q(G×H,K)

Hq(H,K)⊗Hq(G,K)

iq,p
55jjjjjjjjjjjjjjj

(3.18)

Démonstration. — La somme ⊕

p+q=n

Hp(C ·(G))⊗K Hq(C ·(H))

est la cohomologie du complexe total Tot·(C ·(G) ⊗K C ·(H)) associé au bicomplexe cosimplicial B·· =
C ·(G) ⊗K C ·(H). Nous allons montrer que la cohomologie de ce bicomplexe est la même que celle du
bicomplexe B̂·· = C ·(G)⊗̂K,πC ·(H). Notons E··2 (B) les termes de la première suite spectrale associée
à B·· et E··2 (B̂) ceux de la première suite spectrale associée à B̂··. Choisissons une résolution forte Y•
de 1 par des D(G)-modules de la forme D(G) ⊗K V où V est un espace vectoriel muni de sa topologie
localement convexe la plus fine. Choisissons de même une telle résolution Z• pour 1 par des D(H)-
modules. On a donc des morphismes de complexes de résolutions B•(G, 1)→ Y• et B•(H, 1)→ 1 donnant
lieu à un quasi-isomorphisme de bicomplexes LG×H(Y•⊗̂K,ιZ•,K) → B̂··. La première suite spectrale
asscoiée au bicomplexe LG×H(Y•⊗̂K,ιZ•,K) est celle de [32, (67)], ainsi l’inclusion de B·· dans B̂··

induit un isomorphisme au niveau des E2, donc en cohomologie. Soit diag(B̂··) le complexe cosimplicial
diagonal de B̂·· défini dans [51, §8.5]. Il s’agit de diag(B̂··)p = B̂p,p = Can(Gp,K)⊗̂K,πCan(Hp,K)
muni de la structure simpliciale évidente. D’après le théorème d’Eilenberg-Zilber ([51, théorème 8.5.1]),
les complexes diag(B̂··) et Tot(B̂··) sont homotopes. De plus, comme Can(Gp,K)⊗̂K,πCan(Hq,K) ≃
Can(Gp × Hq,K), le complexe cosimplical diag(B̂··) est isomorphe à C ·(G × H). Au final, on a un
isomorphisme naturel

Hp(G,K)⊗K Hq(H,K)
ip,q
−−→ Hp+q(G×H,K). (3.19)

La deuxième assertion est un calcul simple sur le bicomplexe C ·(G)⊗ C ·(H).
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Si on note DG l’application diagonale de G dans G × G. On définit l’opération de cup-produit sur
H∗(G,K) comme étant

α ∪ β = D∗G(ip,q(α⊗ β)) (3.20)

pour α ∈ Hp(G,K) et β ∈ Hq(H,K). Le théorème 3.10 montre alors que le cup-produit fait de H∗(G,K)
une K-algèbre graduée anti-commutative. De plus l’isomorphisme de Künneth

H∗(G,K)⊗K H∗(H,K) ∼−→ H∗(G×H,K) (3.21)

est un isomorphisme d’algèbres.

Corollaire 3.11. — Soit G le groupe des Qp-points d’un groupe réductif défini sur Qp. Soit Z le centre
de G et D son groupe dérivé. On a un isomorphisme d’algèbres graduées

H∗(G,K) ∼−→ H∗(Z,K)⊗K H∗(D,K) (3.22)

provenant de l’application Z × D → G. De plus l’algèbre de cohomologie H∗(Z,K) est isomorphe à
l’algèbre extérieure graduée

∧∗Hom(Z,K).

Démonstration. — Montrons d’abord queH∗(Z,K) ≃
∧∗Hom(Z,K). On utiliseH1(Z,K) = Hom(Z,K),

ainsi que l’isomorphisme Z ≃ (Q×p )r ≃ (Z×p )r × Zr. D’après l’isomorphisme (3.21), il suffit de prouver
que Hq(Z,K) = Hq(Z×p ,K) = 0 pour q ≥ 2. Dans le premier cas, c’est une conséquence de [51, exemple
6.1.4], et dans le deuxième cas, de la décomposition H∗(Z×p ,K) = H∗(Z/(p − 1)Z,K) ⊗ H∗(Zp,K),
du corollaire 4.5 de [32], ainsi que du fait que si H est un groupe fini, Hq(H,K) = 0 si q ≥ 1 ([51,
proposition 6.1.10]). Comme le noyau et le conoyau de Z ×D → G sont des groupes finis, la deuxième
assertion du corollaire résulte de la nullité de la cohomologie d’un groupe fini et de la suite spectrale (67)
de [32].

3.3. Comparaison avec l’homologie d’algèbres de Lie. — Nous faisons quelques rappels sur la
cohomologie d’algèbres de Lie et montrons qu’elle permet, dans certains cas, de déterminer une partie
de la cohomologie localement analytique d’un groupe de Lie localement Qp-analytique.

Soit g une algèbre de Lie définie sur Qp. On note g−mod la catégorie des K-espaces vectoriels munis
d’une action de l’algèbre de Lie g. Soit U(g) l’algèbre enveloppante de g. La catégorie g − mod est
équivalente à la catégorie des U(g)-modules. C’est une catégorie abélienne. Le foncteur M 7→ 1⊗U(g) M
de g − mod vers la catégorie des K-espaces vectoriels est exact à droite, on note Hq(g,M) son q-ième
foncteur dérivé à gauche. De même le foncteur M 7→ Mg est exact à gauche et on note Hq(g,M) son
q-ième foncteur dérivé à droite.

Considérons U le foncteur d’oubli de la catégorie g − mod vers la catégorie V ecK des K-espaces
vectoriels. Il possède un adjoint à gauche donné par F (V ) = U(g) ⊗K V . Ainsi on obtient un cotriple
⊥g = FU sur la catégorie g−mod. Notons S·(g) le complexe simplicial standard associé à la représentation
triviale de g au moyen de ce cotriple. Comme l’image essentielle de F est la catégorie des U(g)-modules
libres, la proposition 8.6.13 de [51] nous montre que le complexe différentiel S·(g) est une résolution libre
du g-module trivial. Ainsi on peut calculer l’homologie Hq(g, V ) comme étant l’homologie du complexe
S·(g)⊗U(g) K et la cohomologie Hq(g, V ) comme la cohomologie du complexe HomU(g)(S·(g), V ).

Posons S·(g) = HomK(S·(g),K), ∂i(f) = f ◦∂i et σi(f) = f ◦σi. On munit ainsi S·(g) d’une structure
de complexe cosimplicial, résolution libre du g-module trivial.

Soient g et h deux algèbres de Lie. D’après le théorème d’Eilenberg-Zilber, le complexe total associé
au complexe bi-cosimplicial S·(g) ⊗K S·(h) est naturellement homotope au complexe diagonal associé,
c’est-à-dire le complexe

(HomK(Sq(g,K),K)⊗HomK(Sq(h),K) ≃ HomK(Sq(g)⊗K Sq(h),K))q≥0. (3.23)

Comme on a, pour V un g-module et W un h-module, ⊥g(V )⊗K ⊥h(W ) ≃ ⊥g×h(V ⊗KW ) en tant que
g×h-modules, les complexes de g×h-modules diag(S·(g)⊗S·(h)) et S·(g×h) sont isomorphes. Au final,
on obtient un isomorphisme naturel d’espaces vectoriels gradués

H∗(g,K)⊗H∗(h,K) ∼−→ H∗(g⊗ h,K). (3.24)

On peut donc définir une application

∪ : H∗(g,K)⊗K H∗(g,K)→ H∗(g,K) (3.25)
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en composant l’isomorphisme (3.24) avec le morphisme H∗(g×g,K)→ H∗(g,K) provenant de l’inclusion
diagonale g →֒ g× g. On appelle cette composée le cup-produit, elle munit le K-espace vectoriel gradué
H∗(g,K) d’une structure de K-algèbre graduée.

Supposons maintenant que g soit une algèbre de Lie réductive. D’après le théorème 9.3 de [34], on a un
isomorphisme Hp(g,K) ≃ (

∧p
g)g, ce qui munit le K-espace vectoriel gradué H∗(g,K) ≃ (

∧∗
g)g d’une

structure de K-algèbre graduée. On note D(g) le K-sous-espace de H∗(g,K) engendré par les éléments
u ∧ v, où u et v parcourent les éléments de H∗(g,K) de degré supérieur ou égal à 1. On note P (g)′ le
sous-espace gradué orthogonal de H∗(g,K), c’est l’espace des éléments primitifs associés à g. Si on pose
Pn(g) = P (g)′ ∩Hn(g,K), on a P (g)′ =

⊕
n P

n(g).

Théorème 3.12 (Koszul). — On a un isomorphisme de K-algèbres graduées
∧∗

P (g)′ ∼−→ H∗(g,K). (3.26)

De plus, si ϕ est un morphisme d’algèbres de Lie réductives h → g, le morphisme ϕ∗ de H∗(g,K) vers
H∗(h,K) envoie P (g)′ dans P (h)′ et est donc entièrement déterminé par sa restriction à P (g)′.

Koszul montre aussi ([34, théorème 10.1]) que si Pn(g) est non nul, n est nécessairement impair. De
plus le théorème 11.1 de [34] montre que si g est semi-simple, P 1(g) = 0. On en déduit que pour g

semi-simple
H1(g,K) = H2(g,K) = 0. (3.27)

Exemple 3.13. — Posons h = sl2 et g = sl3. L’espace P 3(g) s’identifie à l’espace des applications
trilinéaires alternées invariantes de g dans K. C’est un espace de dimension 1 engendré par (X,Y, Z) 7→
Tr(X[Y,Z]). Soient ϕ1 et ϕ2 les deux injections de h dans g définie par M 7→ (M 0

0 0 ) et M 7→ ( 0 0
0 M ).

L’image de cette forme trilinéaire invariante par ϕ∗1 et ϕ∗2 est la même, ainsi on a ϕ∗1 = ϕ∗2, et ces
applications induisent un isomorphisme de restriction H3(g,K) ∼−→ H3(h,K).

Dans certains cas, il nous sera utile de disposer d’une topologie sur les espaces de cohomologie d’al-
gèbres de Lie. En effet, soit V un K-espace vectoriel localement convexe muni d’une action continue
d’algèbre de Lie, c’est-à-dire une action d’algèbre de Lie telle que l’application g× V → V soit continue,
g étant muni de sa topologie canonique d’espace vectoriel de dimension finie. On munit alors les espaces
Sp(g) de la topologie localement convexe la plus fine. Comme cette topologie est la topologie limite
inductive obtenue en écrivant V comme la limite inductive de ses sous-espaces de dimension finie, et
que l’action de g est localement finie, l’action de g sur Sp(g) est continue. On munit Sp(g) ⊗K V de la
topologie produit tensoriel inductive ([42, §17]) et Sp(g, V ) = Sp(g)⊗U(g)V de la topologie quotient. Les
différentielles du complexe S·(g, V ) sont continues pour ces topologies. On munit les espaces Hp(g, V ) de
la topologie quotient. En général il n’y a pas de raison pour que ces espaces soient séparés. De même,
l’espace HomK(Sp(g), V ) est également l’espace des applications linéaires continues de Sp(g) vers V , on
peut le munir de la topologie forte, ce qui munit les espaces Hq(g, V ) d’une topologie.

Supposons maintenant que g est l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie Qp-analytique G. L’inclusion
U(g) →֒ D(G) est continue si on munit U(g) de la topologie localement convexe la plus fine. On en déduit,
pour tout V ∈Mc(G), une application ⊥g(V )→ ⊥G(V ) qui, par fonctorialité, induit des morphismes de
complexes simpliciaux S·(g, V )→ B·(G,V ) et donc des applications Hq(g, V )→ Hq(G,V ). De même on
obtient des applications Hq(G,V )→ Hq(g, V ). Il est facile de voir qu’avec les topologies que nous avons
définies, ces applications sont continues. De plus, si V est la représentation triviale, ces morphismes sont
des morphismes d’algèbres graduées puisqu’ils respectent la structure simpliciale des complexes. Enfin,
si V est de dimension finie et G est le groupe des Qp-points d’un groupe semi-simple défini sur Qp, les
preuves des théorèmes 1 et 3 de [11] montrent que le morphisme

Hq(G,V )→ Hq(g, V ) (3.28)

est un isomorphisme.

Corollaire 3.14. — Soit G le groupe des Qp-points d’un groupe réductif défini sur Qp. Soit Z le centre
de G et D son groupe dérivé. L’algèbre de cohomologie H∗(G,K) est isomorphe à l’algèbre extérieure
graduée de l’espace vectoriel gradué

Hom(Z,K)⊕ P (d)′, (3.29)

où les éléments de Hom(Z,K) ont degré 1.
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Enfin, pour calculer explicitement la cohomologie d’algèbres de Lie, il est utile d’avoir une résolution
libre du g-module trivial plus petite que la résolution standard. Il s’agit de la résolution de Chevalley-
Eilenberg.

Pour p ≥, posons Vp(g) = U(g) ⊗K
∧p

g muni de l’action diagonale de g. On définit une application
dp : Vp(g)→ Vp−1(g) pour p ≥ 1 en posant

d(u⊗ x1 ∧ · · · ∧ xp) =
p∑

i=1

(−1)i+1uxi ⊗ x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ xp

+
∑

1≤i<j≤p

(−1)i+ju⊗ [xi, xj ] ∧ x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ x̂j ∧ xp. (3.30)

Les applications dp sont g-équivariantes. De plus, si ǫ est l’application augmentation V0(g) = U(g)→ K,
le théorème 7.7.2 de [51] montre que V·(g) ǫ

−→ K est une résolution projective du K-module trivial. On
l’appelle la résolution de Chevalley-Eilenberg.

Si M est un g-module, on pose (V·(g,M), d·) = M ⊗U(g) V·(g) le complexe obtenu par application
du foncteur M ⊗U(g) · et (V ·(g,M), δ·) le complexe obtenu par application du foncteur Homg(·,M).
L’homologie de M est alors l’homologie du complexe V·(g,M) et la cohomologie de M , la cohomologie
de V ·(g,M). Nous avons des isomorphismes de K-espaces vectoriels

Vp(g,M) ≃M ⊗K
p∧

g, V p(g,M) ≃ HomK(
p∧

g,M), (3.31)

sous lesquels les différentielles se réécrivent

dp(v ⊗ x1 ∧ · · · ∧ xp) =
p∑

i=1

(−1)i+1xiv ⊗ x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ xp

+
∑

1≤i<j≤p

(−1)i+jv ⊗ [xi, xj ] ∧ x1 ∧ · · · ∧ x̂i ∧ · · · ∧ x̂j ∧ xp

(3.32)

δp(f)(x1, . . . , xp) =
p∑

i=1

(−1)i+1xif(x1, . . . , x̂i, . . . , xp)

+
∑

1≤i<j≤p

(−1)i+jf([xi, xj ], x1, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xp).
(3.33)

Une conséquence immédiate de l’existence de cette résolution est que si V est un g-module, on a

Hq(g, V ) = Hq(g, V ) = 0 (3.34)

dès que q > dim g. De plus si g est l’unique algèbre de Lie de dimension 1, H0(g, V ) est l’espace des
coinvariants d’un élément non nul de g et H1(g, V ) est l’espace des invariants d’un élément non nul de g.

Si f ∈ V p(g,M ′) et v ⊗ x ∈ Vp(g,M), on pose 〈f, v ⊗ x〉 = f(x)(v). On a alors

〈δp(f), v ⊗ x〉+ 〈f, dp(v ⊗ x)〉 = 0. (3.35)

On obtient donc un accouplement

〈·, ·〉 : Hp(g,M ′)×Hp(g,M)→ K, (3.36)

qui induit un isomorphisme
Hn(g,M ′) ≃ Hn(g,M)′ (3.37)

d’après [30, (6.29)]. En particulier, si M est de dimension finie sur K, on a également Hn(g,M) ≃
Hn(g,M ′)′.

3.4. Un résultat de dualité. — Lorsque N est le groupe des Qp-points d’un groupe algébrique
unipotent défini sur Qp, Jan Kohlhaase prouve ([32, théorème 7.1])

Hq(n,M)N ≃ Hq(N,M), (3.38)

où (·)N désigne le foncteur des N -coinvariants. Cet isomorphisme est très utile pour calculer cette ho-
mologie et n’a pas d’analogue pour la cohomologie (sauf dans le cas d’un groupe compact, [32, théorème
4.10]). C’est pourquoi il est nécessaire de lier par dualité homologie et cohomologie. Les résultats de cette
partie s’inspirent d’un résultat de Jan Kohlhaase présent dans une première version de [32].
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Théorème 3.15. — Soit H un groupe de Lie localement Qp-analytique résoluble tel que pour tout sous-
groupe compact ouvert H0, H/H0 soit dénombrable. Soit Σ une représentation localement analytique de
H sur un espace de type compact. Si tous les Hq(H,Σ) ou tous les Hq(H,Σ′) sont des espaces topologiques
séparés, pour la topologie définie dans la remarque 3.9, alors Hq(H,Σ) est de type compact, Hq(H,Σ′)
est un espace de Fréchet nucléaire et on a un isomorphisme topologique

Hq(H,Σ′) ≃ Hq(H,Σ)′. (3.39)

Pour prouver ce théorème, nous avons besoin de préciser le théorème 6.5 de [32]. Soit (Ad) la propriété
suivante : la représentation triviale de H a une résolution fortement exacte par des D(H)-modules de la
forme D(H)⊗̂K,ιV , où V est un K-espace vectoriel de dimension dénombrable muni de la topologie la
plus fine.

Lemme 3.16. — Sous les hypothèses du théorème 3.15, le groupe H vérifie la condition (Ad).

Démonstration. — On se ramène, comme dans la preuve de [32, 6.5], au cas où H est commutatif. Soit
alors H0 un sous-groupe compact ouvert distingué dans H. L’espace D(H/H0) est l’algèbre du groupe
discret H/H0, donc est de dimension dénombrable, il en est donc de même des espaces

Bq(H/H0, 1) ≃ K[H/H0]⊗K · · · ⊗K K[H/H0]. (3.40)

La résolution B·(H/H0, 1) est alors une résolution fortement exacte de 1. Comme chaque Bq(H/H0, 1)
est de dimension dénombrable, on voit que H/H0 vérifie (Ad). De plus d’après le théorème 4.4 de [32],
le groupe H0 vérifie aussi (Ad). La preuve de [32, 6.2] montre que H vérifie également (Ad).

Démonstration du théorème 3.15. — Soit P· une résolution fortement exacte de 1 par des D(H)-modules
du type D(H)⊗̂D(H),ιV , avec V un espace vectoriel localement convexe de dimension dénombrable muni
de la topologie localement convexe la plus fine. D’après [32, Proposition 1.4] et la continuité de l’action
de D(H) sur Pq et Σ, on a un isomorphisme topologique

LH(Pq,Σ′) ≃ L(Pq⊗̃D(H),ιΣ,K) (3.41)

≃ (Pq⊗̃D(H),ιΣ)′. (3.42)

Posons Pq = D(H)⊗̂K,ιV avec V de dimension dénombrable muni de la topologie localement convexe la
plus fine. D’après le lemme 2.6 de [32], Pq⊗̃D(H),ιΣ ≃ V ⊗̂K,ιΣ. Le corollaire 1.2.14 de [33] montre que cet
espace localement convexe est une somme directe dénombrable d’espaces de type compact. D’après [45,
proposition 1.2(ii)], c’est lui-même un espace de type compact. Notons (C·, d·) le complexe P·⊗̃D(H),ιΣ.
C’est un complexe d’espaces localement convexes de type compact à différentielles continues. De plus,
ses espaces de cohomologie sont les Hq(H,Σ). Par hypothèse, leur topologie est séparée, ce qui implique
que pour tout q, Im(dq+1) est un sous-espace fermé de ker(dq), donc de Cq. D’après la proposition 8.8
de [42], toute surjection continue entre deux espaces de type compact est stricte, donc les flèches du
complexe C· sont strictes. Posons Dq = (Cq)′ et δq la flèche duale de dq+1. Le complexe (D·, δ·) est donc
un complexe d’espaces de Fréchet nucléaires dont les flèches sont strictes. On conclut alors en appliquant
le corollaire 1.4 de [45]. Si on part de l’hypothèse que ce sont les espaces Hq(H,Σ′) qui sont séparés,
on sait que ce sont les flèches δq qui ont une image fermées. Encore une fois, une surjection continue
entre espaces de Fréchet est stricte, donc les flèches δq sont strictes et le même raisonnement montre que
les flèches dq le sont aussi. On utilise alors l’exactitude du passage au dual fort pour les suites exactes
strictes d’espaces localement convexes de type compact ([45, Proposition 1.2(i)]).

Revenons au cas où N est le groupe des Qp-points d’un groupe algébrique unipotent sur Qp. Pour
pouvoir utiliser le théorème 7.1 de [32] afin de déterminer la topologie de Hq(N,Σ), il faut pouvoir
comparer cette topologie avec celle de Hq(n,Σ). Tout d’abord les groupes de cohomologie Hq(n,Σ)
sont les groupes de cohomologie du complexe de Chevalley-Eilenberg

∧·
n ⊗ Σ. On les munit de la

topologie produit tensoriel et les espaces Hq(n,Σ) sont alors munis de la topologie de sous-quotient. Soit
P· une résolution du N -module trivial comme en (Ad). Rappelons que le complexe de Chevalley-Eilenberg
V·(n) est une résolution projective du n-module trivial par des U(n)-modules libres. On obtient donc un
morphisme de complexes V·(n) → P·, continu car Vp(n) est muni de la topologie localement convexe
la plus fine. On obtient donc un morphisme continu

∧·
n ⊗ Σ → P·⊗̃D(N),ιΣ, induisant l’application

Hq(n,Σ)→ Hq(N,Σ) définie au paragraphe précédent.
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Lemme 3.17. — Soient (A·, d·) et (B·, δ·) deux complexes de K-espaces localement convexes de type
compact, et f : A· → B· un morphisme continu induisant une surjection en homologie. Le morphisme
induit H·(A)→ H·(B) est alors strict.

Démonstration. — Comme fq induit une surjection en homologie, l’application Fq = fq + δq+1 induit
une surjection continue ker dq ⊕ Bq+1 → ker δq pour tout q. Or les espaces ker dq et ker δq étant des
sous-espaces fermés de Aq et Bq, ils sont de type compact. On en conclut que l’application Fq est une
application stricte de ker dq ⊕ Bq+1 sur ker δq car toute application entre espaces de type compact est
stricte. Les espaces Hq(A) = (ker dq ⊕ Bq+1)/(Imdq+1 ⊕ Bq+1) et Hq(B) = ker δq/Imδq+1 étant alors
munis de la topologie quotient, on en conclut que Hq(f), qui est aussi le quotient de Fq, est stricte.

Le théorème 7.1 de [32] nous permet d’obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 3.18. — Si l’espace topologique de Σ est de type compact et si Hq(n,Σ)N est séparé, c’est
aussi le cas de Hq(N,Σ) et ces espaces sont alors topologiquement isomorphes. De plus, on a un isomor-
phisme topologique

Hq(N,Σ′) ≃ Hq(N,Σ)′. (3.43)

Le même raisonnement que dans la preuve du théorème 3.15 nous permet de conclure que si Σ est
une représentation de N sur un espace de type compact, alors si les Hq(n,Σ) ou les Hq(n,Σ′) sont tous
séparés, on a des isomorphismes topologiques

Hq(n,Σ′) ≃ Hq(n,Σ)′ (3.44)

et ces espaces sont des espaces de Fréchet nucléaires, donc réflexifs.

4. Calculs d’extensions localement analytiques

4.1. Une conséquence de la dualité de Schneider et Teitelbaum. — Dans [48], Peter Schneider
et Jeremy Teitelbaum ont défini un foncteur de dualité sur la catégorie dérivée des D(G)-modules. Dans
cette partie nous utilisons ce foncteur pour prouver la nullité de certains espaces d’extensions.

Supposons que G soit le groupe des Qp-points d’un groupe algébrique linéaire connexe sur Qp. Soient
∆G la représentation de dimension 1 de G par adjonction sur

∧dimQp g
g, δG = |∆G| et dG = ∆G ⊗ δG.

Notons encore dG le D(G)-bimodule de dimension 1 sur lequel D(G) agit à gauche par le caractère dG et
trivialement à droite. De même Dc(G), le dual topologique de l’espace Cc(G,K) des fonctions localement
analytiques à support compact, est un D(G)-bimodule. Notons CG la sous-catégorie pleine deM(G) dont
les objets sont les D(G)-modules coadmissibles, et Db

CG
(M(G)) la sous-catégorie pleine de Db(M(G))

des objets dont la cohomologie est à valeurs dans CG. Dans [48], Peter Schneider et Jeremy Teitelbaum
définissent le foncteur RHomDb(M(G))(·,Dc(G)⊗K dG) de Db

CG
(M(G)) vers Db

CG
(M(G)), les morphismes

étant pris pour l’action à gauche de D(G) sur Dc(G) ⊗K dG, c’est un complexe de D(G)-modules pour
l’action à droite de D(G) sur Dc(G) ⊗K dG. Ils prouvent ([48, Corollary 4.4]) que la transformation
naturelle

X 7→ RHomDb(M(G))(RHomDb(M(G))(X,Dc(G)⊗K dG),Dc(G)⊗K dG) (4.1)

est un isomorphisme. On en conclut donc que pour deux objets X et Y de Db
CG

(M(G)),

HomDb(M(G))(X,Y ) ≃

HomDb(M(G))(RHomDb(M(G))(Y,Dc(G)⊗K dG), RHomDb(M(G))(X,Dc(G)⊗K dG)). (4.2)

Supposons désormais G réductif connexe. Ils prouvent ensuite ([48, Proposition 6.5]) que si P est un
sous-groupe parabolique de G et χ un caractère localement analytique de P ,

RHomDb(M(G))(IndGP (χ)′,Dc(G)⊗K dG) ≃ IndGP (χ−1dP )′[−dimP ]. (4.3)

Dans cette partie, nous généralisons ce calcul à l’induite parabolique d’une représentation algébrique
de dimension finie ρ. Une telle représentation étant en particulier continue admissible, elle vérifie la
condition (FIN) de [48, §6]. La proposition 6.4 de [48] implique alors

Ext∗D(G)(D(G)⊗D(P ) ρ
′,Dc(G)) ≃ D(G)⊗D(P ) Ext∗D(P )(ρ

′,Dc(P )), (4.4)

l’espace Ext∗D(P )(ρ
′,Dc(P )) étant vu comme un D(P )-module en faisant agir D(P ) à droite sur Dc(P ).

Ainsi il suffit de calculer Ext∗D(P )(ρ
′,Dc(P )).
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Lemme 4.1. — Soit X un D(P )-module. Considérons Dc(P ) ⊗K ρ comme un D(P )-bimodule, D(P )
agissant trivialement à droite sur ρ. On a alors un isomorphisme de D(P )-modules

HomD(P )(X,Dc(P ))⊗K ρ ≃ HomD(P )(X,Dc(P )⊗K ρ). (4.5)

Si X est un D(P )-module libre, le D(P )-module X ⊗K ρ′ muni de l’action diagonale est encore libre
d’après le lemme 3.5. Comme dans la preuve du corollaire 4.4 de [48] on montre, en utilisant le lemme
4.1, que

Ext∗D(P )(ρ
′,Dc(P )) ≃ Ext∗D(P )(K,Dc(P ))⊗K ρ (4.6)

en tant que D(P )-modules. On obtient donc, en utilisant la proposition 3.5 et le lemme 1.4 de [48] le
corollaire suivant.

Corollaire 4.2. — On a un isomorphisme dans la catégorie Db(M(G))

RHomDb(M(G))(IndGP (ρ)′,Dc(G)⊗K dG) ≃ IndGP (ρ′ ⊗K dP )′[−dimP ]. (4.7)

Démonstration du lemme 4.1. — Soit (ei) une base de ρ et Ei,j l’endomorphisme de ρ envoyant ej sur
ei et ek sur 0 lorsque k 6= j. Notons encore ρ l’application de D(G) dans EndK(ρ) donnant l’action de
D(G) sur ρ. Rappelons que nous avons un morphisme de K-algèbres cρ : D(G) → D(G) ⊗K EndK(ρ)
([48, §3] Appendice).On écrit

cρ(λ) =
∑

i,j

λi,j ⊗K Ei,j . (4.8)

Notons aussi, pour tout p ∈ P , ρ(p) =
∑
i,j ρi,j(p)Ei,j . Les ρi,j sont alors des applications localement

analytiques sur P . On définit une application

HomD(P )(X,Dc(P ))⊗ ρ→ HomD(P )(X,Dc(P )⊗ ρ) (4.9)

F ⊗ u 7→
∑

i,j

(ρi,j ∗ F (x))⊗ Ei,ju, (4.10)

où ρi,j ∗ µ désigne la distribution f 7→ µ(ρi,jf). On vérifie que la fonction de droite est bien dans
HomD(P )(X,Dc(P )⊗ ρ), c’est-à-dire

∑

i,j

ρi,j ∗ (λF (x))⊗ Ei,ju =
∑

i,j

(
∑

k

λi,k(ρk,j ∗ F (x))⊗ Ei,j), (4.11)

pour tout x ∈ X, λ ∈ D(P ). Il suffit donc de prouver l’égalité

ρi,j ∗ (λµ) =
∑

k

λi,k(ρk,j ∗ µ) (4.12)

pour tous les couples (λ, µ) ∈ D(P )×Dc(P ). Comme la multiplication sur D(P ) est séparément continue
et que K[P ] est dense dans D(P ), il suffit de le prouver pour λ = δp, avec p ∈ P . On a alors

cρ(δp) =
∑

i,j

ρi,j(p)δp ⊗ Ei,j (4.13)

et pour tout f ∈ Canc (P,K),

(δpµ)(ρi,jf) = µ(ρi,j(p·)f(p·)) (4.14)

= µ(
∑

k

ρi,k(p)ρk,j(·)f(p·)) (4.15)

=
∑

k

ρi,k(p)δp(ρk,j ∗ µ)(f). (4.16)

Soit ψ une représentation algébrique irréductible de P et ρ une représentation algébrique irréductible,
de dimension finie, de G.
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Corollaire 4.3. — Pour tout q, on a

ExtqG(IndGP (ψ), ρ) = Extq+dimP−dimG
G (ρ′, IndGP (ψ′ ⊗ dP )). (4.17)

En particulier si dimG− dimP > q, on a

ExtqG(IndGP (ψ), ρ) = 0. (4.18)

De plus, si ρ et IndGP (ψ) ont même caractère central χ, alors

ExtqG,χ(IndGP (ψ), ρ) = Extq+dimP−dimG
G,χ−1 (ρ′, IndGP (ψ′ ⊗ dP )). (4.19)

Démonstration. — Par définition

ExtqG(IndGP (ψ), ρ) = ExtqM(G)(ρ
′, IndGP (ψ)′) (4.20)

= HomDb(M(G))(ρ
′, IndGP (ψ)′[q]) (4.21)

= HomDb(M(G))(IndGP (ψ′ ⊗ dP )′[−dimP ][−q], ρ[−dimG]) (4.22)

= HomDb(M(G))(IndGP (ψ′ ⊗ dP )′, ρ[dimP − dimG+ q]). (4.23)

Remarque 4.4. — Si ρ est une représentation localement algébrique de G, c’est une conséquence de [47,
théorème 8.12] que RHomDb(M(G))(ρ,Dc(G)) est concentré en degré dimG. Ainsi la deuxième assertion
du corollaire 4.3 reste vraie en supposant ρ localement algébrique.

4.2. Cohomologie des représentations algébriques. — Étudions maintenant le cas des extensions
entre deux représentations algébriques de dimension finie de G, le groupe des Qp-points d’un groupe
réductif sur Qp. Si λ est un poids de G, on notera encore λ la restriction de λ au centre de G et ExtqG,λ
les groupes d’extensions ExtqG,λ|Z(G)

.

Soient V etW deux représentations algébriques de dimension finie deG. Comme on a HomM(G)(W ′, V ′) =
(W ⊗K V ′)G et que le foncteur V 7→W ′⊗K V est exact et envoie tout D(G)-module libre sur un D(G)-
module libre (lemme 3.5), on a, pour tout q ≥ 0, un isomorphisme

ExtqG(V,W ) ≃ Hq(G,V ′ ⊗W ). (4.24)

De même, si V et W ont un même caractère central χ, on a un isomorphisme

ExtqG,χ(V,W ) ≃ Hq(G,V ′ ⊗K W ), (4.25)

G désignant le quotient de G par son centre. D’après (3.28), ce groupe est isomorphe à Hq(g, V ′ ⊗W ),
où g = [g, g] est l’algèbre de Lie de G. Cette algèbre de Lie est alors semi-simple.

Proposition 4.5. — Si λ et µ sont deux poids dominants, on a ExtqG(Fλ, Fµ) = 0 pour tout q, sauf si
λ = µ. Auquel cas, l’algèbre de cohomologie

H∗(g,EndK(Fλ)) ≃ H∗(g,K) (4.26)

munie du cup-produit est isomorphe à l’algèbre extérieure

(
∧

g′)g =
∧
P (g)′ (4.27)

sur l’espace vectoriel gradué P (g)′ des éléments primitifs de g.

Démonstration. — Si λ et µ sont deux poids dominants différents, on sait d’après le théorème d’Harish-
Chandra (voir par exemple [25, 23.3]) que les caractères infinitésimaux χλ+δ et χµ+δ de Fλ et Fµ sont
différents. La première assertion résulte alors du I.4.1 de [4]. L’égalité (4.26) est conséquence du lemme
de Schur : dans la décomposition de EndK(Fλ) en somme de g-modules simples, la représentation triviale
apparaît avec multiplicité un. La dernière assertion est due à Koszul et provient du corollaire 3.14.

Les éléments primitifs de sln ont une structure particulièrement simple : on a dimPrim(sln)i = 1 si
i est impair, compris entre 3 et 2n− 1, et 0 sinon ([3, 5.3]).

Corollaire 4.6. — Si G = GL3(Qp) et si λ est un poids dominant de G, alors ExtqG,λ(Fλ, Fλ) = 0 pour
q = 1, q = 2 et q = 4. C’est un espace de dimension 1 lorsque q = 0 ou q = 3.
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4.3. Extensions entre représentations localement algébriques. — Une représentation locale-
ment algébrique du groupe G à coefficients dans K est en particulier une représentation localement ana-
lytique. Le but de cette partie est de comparer les extensions entre représentations localement algébriques
dans la catégorie des représentations localement algébriques et dans la catégorie des représentations lo-
calement analytiques. Dans le cas particulier où les représentations sont lisses, on note Extq∞ les groupes
d’extensions dans la catégorie RepK(G)∞ des représentations lisses et Extq∞,1 les groupes d’extensions
dans la catégorie des représentations lisses à caractère central trivial. Les groupes d’extensions lisses entre
représentations de Steinberg généralisées sont alors déterminés dans [17, théorème 1.3] et [38, théorème
1]. On note D(G)∞ le quotient de D(G) par l’idéal bilatère engendré par g. Toute représentation lisse
est un D(G)∞-module.

Proposition 4.7. — Soient Fλ et Fµ deux représentations algébriques irréductibles de dimension finie
de G, W1 et W2 deux représentations lisses de G.

1. L’espace ExtnG(Fλ ⊗W1, Fµ ⊗W2) est nul si λ 6= µ.

2. Supposons W1 et W2 de caractère central trivial et posons i0 le plus petit i tel que Exti∞,1(W1,W2) 6=
0. Le groupe ExtnG,λ(Fλ⊗W1, Fλ⊗W2) est isomorphe à Exti0∞,1(W1,W2) lorsque n = i0 et nul pour
n 6= i0 et n ≤ i0 + 2.

Démonstration. — Si λ 6= µ, le centre de l’algèbre U(g) agit sur Fλ ⊗W1 et Fµ ⊗W2 par des caractères
différents, les groupes d’extensions entre ces représentations sont donc nuls.

L’égalité Hom(F ′µ⊗X,Y ) ≃ Hom(X,Fµ⊗ Y ) pour tous D(G)-modules X et Y et le fait que pour un
D(G)-module projectif P , P ⊗ F ′λ l’est aussi impliquent l’égalité

ExtpM(G)λ
(F ′λ ⊗W

′
2, F

′
λ ⊗W

′
1) = ExtpM(G)1

(W ′2, Fλ ⊗ F
′
λ ⊗W

′
1). (4.28)

Alors les égalités (+) de [48, p. 306− 307] et (46) de [32] montrent qu’il existe une suite spectrale

ExtpD(G)∞,1(W ′2, H
q(g,EndK(Fλ))⊗W ′1)⇒ Extp+q

G,λ (Fλ ⊗W1, Fλ ⊗W2). (4.29)

Lorsque q = 1 ou q = 2, Hq(g, V ) = 0 pour tout g-module V de dimension finie d’après (3.27) et la
proposition 4.5.

Corollaire 4.8. — Si I et J sont des parties de ∆, on a ExtqG,λ(Fλ⊗KvPI , Fλ⊗KvPJ ) = 0 pour tout q ≤

|(I∪J)\(I∩J)|+2, excepté pour q = |(I∪J)\(I∩J)|, auquel cas l’espace ExtqG,λ(Fλ⊗KvPI , Fλ⊗KvPJ ) = 0
est de dimension 1.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la proposition 4.7 et du théorème 1 de [38], ou
du théorème 1.3 de [17].

4.4. Une suite spectrale. — Dans cette partie, nous établissons l’existence d’une suite spectrale
pour calculer les groupes d’extensions entre représentations localement analytiques, qui est l’analogue
des suites spectrales du théorème 6.8 de [32].

Soit P un sous-groupe parabolique de G, N son radical unipotent et L = P/N . Rappelons ([44, §2])
qu’une représentation lisse ρ de P0 = P ∩ G0 est dite fortement admissible, s’il existe un entier r et
une injection P0-équivariante ρ →֒ C∞(P0,K)r. Comme P0 est compact, la catégorie des représentations
lisses de P0 est semi-simple, et donc tout quotient de C∞(P0,K)r est fortement admissible. On en
déduit que toute représentation lisse fortement admissible ρ de P0 possède une résolution à droite par
des représentations isomorphes à une somme directe finie de C∞(P0,K). En passant au dual fort, ceci
implique que ρ′ possède une résolution par des D∞(P0)-modules libres de type fini. La résolution (∗) de
[48], page 307, montre que le D(P0)-module D∞(P0) possède une résolution finie par des D(P0)-modules
de type fini. Ainsi, si Y· est une résolution de ρ′ par des D∞(P0)-modules libres de type fini, et (Xi,j)i
une résolution de Yj par des D(P0)-modules de type fini, le complexe total associé au double complexe
(Xi,j)i,j est une résolution de ρ′ par des D(P0)-modules de type fini. Cette construction, ainsi que la
proposition 2.2 de [44], nous permettent de conclure que si ρ∞ est une représentation lisse irréductible
de P , alors le D(P )-module ρ′∞ satisfait la condition (FIN) de [48], page 321, c’est-à-dire que le D(P0)-
module ρ′∞ a une résolution par des D(P0)-modules projectifs de type fini. Si ρ est une représentation
localement algébrique irréductible de L, on peut l’écrire ρalg ⊗K ρ∞ avec ρalg algébrique irréductible
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de dimension finie et ρ∞ lisse irréductible, le lemme 3.5 montre alors que le D(P )-module ρ′ vérifie la
condition (FIN). Le lemme 6.3 de [48] implique alors que

TorD(P )
q (D(G), ρ′) = 0 (4.30)

pour tout q ≥ 1 et ρ représentation localement algébrique irréductible de P . On peut donc en conclure
que pour tout D(G)-module M , on a, pour tout q ≥ 0, un isomorphisme

ExtqM(G)(D(G)⊗D(P ) ρ
′,M) ≃ ExtqM(P )(ρ

′,M). (4.31)

Soit χ un caractère localement analytique du centre Z de G. Quitte à considérer une extension finie K ′

de K, on peut trouver un caractère localement analytique ψ de G dans (K ′)× tel que χ(z) = ψ(z) pour
tout z ∈ Z. Le foncteur M 7→M⊗K′ψ

−1 induit une équivalence de catégories entre la catégorieM(G)K′
des D(G)⊗K K ′-modules et la catégorie M(G)χ,K′ des D(G)⊗K K ′-modules sur lesquels D(Z)⊗K K ′

agit par χ−1. Comme Extq
M(G)

(·, ·)⊗KK ′ ≃ Extq
M(G)K′

(·, ·) et ExtqM(G)χ
(·, ·)⊗KK ′ ≃ ExtqM(G)χ,K′

(·, ·),

on obtient un isomorphisme

Extq
M(G)

(A⊗K ψ,B ⊗K ψ) ≃ ExtqM(G)χ
(A,B)⊗K K ′ (4.32)

pour tout couple (A,B) d’objets de M(G)χ. En appliquant l’isomorphisme (4.31) au groupe G, on en
déduit que l’isomorphisme (4.31) reste valable à caractère central imposé. Si Z agit sur ρ à travers le
caractère χ et M est un D(G)-module sur lequel D(Z) agit par χ−1, on a un isomorphisme

ExtqM(G)χ
(D(G)⊗D(P ) ρ

′,M) ≃ ExtqM(P )χ
(ρ′,M). (4.33)

Considérons Σ une représentation localement analytique de G sur un espace localement convexe de
type compact et ρ une représentation localement algébrique irréductible de P ayant même caractère
central χ. En appliquant la proposition 2.1, on obtient un isomorphisme

ExtqG,χ(Σ, IndGP (ρ)) ∼−→ ExtqP,χ(Σ|P , ρ). (4.34)

De plus, cet isomorphisme est la composée de la restriction ExtqG,χ(Σ, IndGP (ρ))→ ExtqP,χ(Σ|P , IndGP (ρ)|P )
et de l’application ExtqP,χ(Σ|P , IndGP (ρ)|P ) → ExtqP,χ(Σ|P , ρ) induite par l’application P -équivariante
IndGP (ρ)→ ρ définie par f 7→ f(1).

Comme ρ est une représentation de L, le radical unipotent N de P agit trivialement sur ρ. Ainsi on
a, pour tout D(G)-module M ,

HomM(P )(ρ
′,M) = HomM(L)(ρ

′, H0(D(N),M)). (4.35)

Comme le foncteur H0(D(N), ·) de M(P ) vers M(L) est adjoint à droite du foncteur exact d’inflation
de M(L) vers M(P ), il transforme injectif en injectif, on a d’après [51, 5.8.2], une suite spectrale

ExtpM(L)(ρ
′, Hq(N,M))⇒ Extp+q

M(P )(ρ
′,M). (4.36)

Le même raisonnement que pour passer de (4.31) à (4.33) nous donne une suite spectrale à caractère
central imposé

ExtpM(L)χ
(ρ′, Hq(N,M))⇒ Extp+q

M(P )χ
(ρ′,M). (4.37)

Reprenons Σ une représentation localement analytique de G sur un espace de type compact. Remar-
quons que le groupe N vérifie les hypothèses du théorème 3.15. On peut donc en conclure, puisque Σ est
une représentation localement analytique de P sur un espace de type compact, que si les espaces topolo-
giques Hq(N,Σ) sont tous séparés, alors ceux-ci sont de types compact et leur structure de D(L)-module
provient d’une action localement analytique de L, étant donné que l’injection

Can(L,Hq(N,Σ)) →֒ Lb(D(L), Hq(N,Σ)) (4.38)

est, dans ce cas, un isomorphisme ([45, théorème 2.2]).
En combinant les isomorphismes (4.31) et (4.33) avec les suites spectrales (4.36) et (4.37), et en

utilisant le théorème 3.15, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.9. — Si pour tout q ≥ 0, l’espace localement convexe Hq(N,Σ) est séparé, on a une suite
spectrale

Ep,q2 = ExtpL(Hq(N,Σ), ρ)⇒ Extp+q
G (Σ, IndGP (ρ)). (4.39)
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Si de plus le centre Z de G agit sur Σ et ρ par un caractère χ, alors il agit sur IndGP (ρ), ainsi que sur
tous les Hq(N,Σ) à travers χ et on a une suite spectrale

Ep,q2 = ExtpL,χ(Hq(N,Σ), ρ)⇒ Extp+q
G,χ(Σ, IndGP (ρ)). (4.40)

La flèche d’arête Ep,02 → ExtpG,χ(Σ, IndGP (ρ)) est en fait la composée

ExtpL,χ(H0(N,Σ), ρ)→ ExtpP,χ(Σ, ρ) ∼←− ExtpG,χ(Σ, IndGP (ρ)), (4.41)

la flèche de droite étant donné par (4.34) et celle de gauche la composition de la flèche de restriction
ExtpL,χ(H0(N,Σ), ρ) → ExtpP,χ(H0(N,Σ), ρ) avec la flèche ExtpP,χ(H0(N,Σ), ρ) → ExtpP,χ(Σ, ρ) induite
par l’application P -équivariante Σ ։ H0(N,Σ).

Par exemple, lorsque Σ est une représentation localement algébrique de la forme ψalg⊗ψ∞, les espaces

Hq(n, ψalg ⊗ ψ∞) = Hq(n, ψalg)⊗ ψ∞ (4.42)

sont munis de la topologie localement convexe la plus fine et sont donc séparés. On en conclut ainsi, en
utilisant le théorème 7.1 de [32] et le théorème 3.15,

Hq(N,Σ) = Hq(n, ψalg)⊗ JN (ψ∞), Hq(N,Σ′) = Hq(n, ψ′alg)⊗ JN (ψ∞)′, (4.43)

JN désignant le module de Jacquet. Les modules de Jacquet JN (ψ∞) se calculent alors en utilisant les
résultats de Bernstein et Zelevinsky [1, 2.12 et 5.2].

Les Hq(n, ψalg) se déduisent alors du théorème ci-dessous et de l’isomorphisme de dualité (3.37).

Théorème 4.10 (Kostant). — Soit λ un poids dominant. Pour S ⊂ ∆, posons P = PS. Pour tout
q ≥ 0, on a un isomorphisme l-équivariant

Hq(n, Fλ) ≃
⊕

w,l(w)=q,w·λ∈X+
S

Fw·λ,S , Hq(n, Fλ) ≃
⊕

w,l(w)=q,w·λ∈X+
S

F ′w·λ,S (4.44)

Exemple 4.11. — Dans le cas où G = GL3(Qp), si P désigne un sous-groupe parabolique maximal,
le groupe L est isomorphe à GL2(Qp) × Q×p . Si ρ∞ est une représentation lisse de L1, l’application du
« lemme géométrique » de Bernstein et Zelevinsky donne

0→ IndL1

B∩L1
(|ǫ−1

1 ǫ2| ⊗ JN∩L1
(ρ∞)s2)∞ → JN1

(IndGP1
(ρ∞)∞)→ ρ∞ → 0

0→ |ǫ−2
0 ǫ1ǫ2| ⊗ ρ

s1s2
∞ → JN2

(IndGP1
(ρ∞)∞)→ IndL2

B∩P2
(JN∩L1

(ρ∞))∞ → 0.
(4.45)

Comme le foncteur JNi est un foncteur exact sur la catégorie des représentations lisses, on obtient les
résultats suivants.

JN1(vP1) = IndL1

B∩L1
(|ǫ−1

1 ǫ2|)∞, JN1(vP2) = |ǫ−1
0 ǫ−1

1 ǫ22| ⊕ St2,

JN1
(1) = 1, JN1

(St3) = |ǫ−1
0 ǫ−1

1 ǫ22| ⊗ St2.
(4.46)

On peut alors utiliser le corollaire 4.8 pour calculer les termes de la suite spectrale (4.39). Voici
quelques exemples de calculs issus de cette suite spectrale pour GL3(Qp).

dimK Ext1
G,λ(Fλ, IndGP2

(Fs1·λ,2 ⊗ St2)) = 0

dimK Ext1
G,λ(Fλ, IndGP2

(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2)) = 0

dimK Ext1
G,λ(Fλ, IndGP2

(Fs1·λ,2 ⊗ St2)d2) = 0

dimK Ext1
G,λ(Fλ ⊗ vP1

, IndGP1
(Fs2·λ,1)d1) = 0

dimK Ext1
G,λ(Fλ ⊗ vP1

, IndGP2
(Fs1·λ,2)d2) = 0

dimK Ext1
G,λ(Fλ ⊗ vP1

, IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗ St2)d1) = 0

dimK Ext1
G,λ(Fλ ⊗ vP1

, IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ St2)d2) = 1

dimK Ext1
G,λ(Fλ ⊗ vP1

, IndGP1
(Fs2s1·λ,1)) = 0

dimK Ext1
G,λ(Fλ ⊗ vP1

, IndGP2
(Fs1s2·λ,2)) = 0

(4.47)

On en déduit par symétrie les mêmes égalités en remplaçant vP1 par vP2 et en échangeant les rôles de
P1 et P2, s1 et s2, d1 et d2.
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Démonstration. — Donnons l’exemple de Ext1
G,λ(Fλ⊗vP1

, IndGP2
(Fs1·λ,2⊗St2)d2). Le théorème 4.10 nous

donne H0(n2, Fλ) = Fλ,2 et H1(n2, Fλ) = Fs1·λ,2. De plus, par (4.46), on a JN2
(vP1

) ≃ |ǫ−2
0 ǫ1ǫ2| ⊕ St2.

Calculons à présent les termes de la suites spectrale (4.40)

Ep,q2 = ExtpL2,λ
(Hq(N2, Fλ ⊗ vP1

), Fs1·λ,2 ⊗ St2)⇒ Extp+q
G,λ (Fλ ⊗ vP1

, IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ St2)). (4.48)

Comme λ 6= s1 · λ, on a Ep,02 = 0 pour tout p ≥ 0 d’après la proposition 4.7. Ainsi E0,1
2 ≃ Ext1

G,λ(Fλ ⊗
vP1 , IndGP2

(Fs1·λ,2 ⊗ St2)). Comme E0,1
2 est l’espace des endomorphismes L2-équivariants de la représen-

tation irréductible Fs1·λ,2⊗ St2, on a dim Ext1
G,λ(Fλ⊗ vP1 , IndGP2

(Fs1·λ,2⊗ St2)) = 1. De même on arrive
à Ext1

G,λ(Fλ⊗vP1
, IndGP2

(Fs1s2·λ,2⊗St2)) = 0 et Ext0
G,λ(Fλ⊗vP1

, IndGP2
(Fs1s2·λ,2⊗St2)) = 0. On conclut

alors en utilisant la suite exacte longue obtenue en appliquant le foncteur HomG(Fλ ⊗ vP1
, ·) à la suite

exacte
0→ IndGP2

(Fs1·λ,2 ⊗ St2)d2 → IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ St2)→ IndGP2

(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2)→ 0, (4.49)
qui n’est autre que (2.50).

Corollaire 4.12. — Pour i ∈ {1, 2}, on a Ext1
G,λ(Fλ ⊗ vP1

, vanPi (λ)) = 0.

Démonstration. — C’est une conséquence de la décomposition (2.53), du corollaire 4.8 et de (4.47).

4.5. Homologie unipotente des induites. — Plaçons nous à présent dans le cas G = GL3(Qp) et
P = P1. Soit (ρ,M) une représentation localement algébrique irréductible de L1. On peut donc écrire
ρ = ρalg ⊗ ρ∞ avec ρalg algébrique irréductible de dimension finie et ρ∞ lisse irréductible. Par abus de
notation, on note encore ρ l’inflation de ρ au moyen du morphisme P1 → L1. Soit IndGP1

(ρ) l’induite
localement analytique de ρ de P1 à G. Nous allons déterminer les espaces Hq(Ni, IndGP1

(ρ)) en tant que
représentations de Li. La stratégie que nous suivons est celle décrite dans le §8 de [32]. Il s’agit de
filtrer de façon Pi-équivariante l’espace IndGP1

(ρ) selon le support. Si C est une partie de G stable par
multiplication à droite par P1, on note IndGP1

(ρ)C le sous-espace des fonctions à support inclus dans C.
Les ensembles W1\W/W1 et W2\W/W1 sont de cardinal 2. Fixons i ∈ {1, 2} et w un élément tel que

WiW1 6= WiwW1. Alors PiwP1 est un ouvert deG. Nous avons alors une suite exacte de Pi-représentations
localement analytiques

0→ IndGP1
(ρ)PiwP1 → IndGP1

(ρ)→ IndGP1
(ρ)/IndGP1

(ρ)PiwP1 → 0. (4.50)

Par la même preuve que dans [32, lemme 8.1], on voit que le terme de gauche est un sous-espace fermé
de IndGP1

(ρ). Ainsi il s’agit d’une suite exacte stricte d’espaces de type compact. Le terme de gauche est
la composante à support dans l’orbite ouverte et le terme de droite les résidus à support dans l’orbite
fermée.

Pour déterminer Hq(Ni, IndGP1
(ρ)′), nous calculons en fait, comme dans [32], les D(Li)-modules

Hq(Ni, (IndGP1
(ρ)PiwP1

)′) et Hq(Ni, (IndGP1
(ρ)/IndGP1

(ρ)PiwP1
)′) et utilisons la suite exacte longue de co-

homologie. Nous commençons par Hq(Ni, (IndGP1
(ρ)PiwP1)′). Il s’avère plus commode de commencer par

calculer Hq(Ni, IndGP1
(ρ)PiwP1) et d’utiliser le théorème 3.15.

4.5.1. Un résultat technique. — Nous prouvons ici que si H est un groupe de Lie localement Qp-
analytique, et H1 un sous-groupe cocompact de H, le foncteur IndHH1

envoie une suite exacte stricte
de représentations localement analytiques de H1 sur des espaces de type compact, sur une suite exacte
stricte de représentations localement analytiques de H sur des espaces de type compact.

Lemme 4.13. — Soit W un espace de Fréchet, le foncteur W ⊗̂K · envoie une suite exacte d’espaces de
Fréchet sur une suite exacte d’espaces de Fréchet.

Remarquons tout de suite que d’après le théorème de l’image ouverte ([42, proposition 8.6]) une telle
suite exacte est stricte.

Démonstration. — Soit 0 → V1
f
−→ V2

g
−→ V3 → 0 une suite exacte d’espaces de Fréchet, avec f et g

continues. C’est une suite exacte stricte. Montrons tout d’abord que la suite exacte

0→W ⊗K V1
id⊗f
−−−→W ⊗K V2

id⊗g
−−−→W ⊗K V3 → 0 (4.51)

est stricte. L’essentiel est de montrer que les applications id⊗ f et id⊗ g sont strictes. Comme Vi et W
sont des espaces de Fréchet, les topologies inductives et projectives sur W ⊗K Vi coïncident d’après la
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proposition 17.6 de [42], on peut donc au besoin considérer l’une ou l’autre. D’après le corollaire 17.5(ii),
la topologie sur induite sur W ⊗K ker f par la topologie de W ⊗K V3 est la topologie produit tensoriel.
Pour conclure, il faut donc montrer que si U ։ V est une application surjective ouverte entre espaces
de Fréchet, l’application W ⊗K,ι U ։ W ⊗K,ι V est stricte. Soit en effet b une application linéaire de
W ⊗K,ι V dans un K-espace vectoriel localement convexe Y , telle que la composée b̃ de W ⊗K,ι U vers
Y soit continue. Ainsi la forme bilinéaire B(x, y) = b̃(x⊗ y) est séparément continue de W × U vers Y .
En particulier, pour tout w ∈W , B(w, ·) est une application linéaire continue de U vers Y se factorisant
par V . Comme V est muni de la topologie quotient, l’application b(w ⊗ ·) est continue. On montre de
même que pour tout v ∈ V , b(· ⊗ v) est continue, ainsi b est continue. Au final, la suite exacte (4.51) est
stricte. Il se trouve alors que le foncteur de complétion est exact sur toute suite exacte stricte de groupes
topologiques métrisables ([5, 3.1 proposition 5]).

Corollaire 4.14. — Si 0 → ρ1 → ρ2 → ρ3 → 0 est une suite exacte de représentations localement
analytiques de H1 sur des espaces de type compact, la suite

0→ IndHH1
(ρ1)→ IndHH1

(ρ2)→ IndHH1
(ρ3)→ 0 (4.52)

est stricte exacte.

Démonstration. — D’après la proposition 5.3, la remarque 5.4 et la formule (53) de [32], on a un iso-
morphisme topologique (IndHH1

(ρi))′ ≃ D(H/H1)⊗̂Kρ′i, les espaces D(H/H1) et ρ′i étant des espaces de
Fréchet nucléaires. On conclut en utilisant le lemme 4.13.

4.5.2. Un calcul intermédiaire. — Nous prouvons ici un résultat technique qui servira au calcul de
l’homologie de la composante à support dans l’orbite ouverte.

Soit H le groupe des Qp-points d’un groupe algébrique linéaire connexe défini sur Qp. Si N désigne
son radical unipotent, on suppose que H/N est un groupe réductif déployé. Soit L un sous-groupe de
Lévi de H, c’est-à-dire un sous-groupe induisant un isomorphisme L ≃ H/N . Soit P un sous-groupe de
H tel que B = P ∩ L soit un sous-groupe parabolique de L. Posons N ′ = N ∩ P . On peut alors choisir
L0 ⊂ L un sous-groupe ouvert compact tel que L = L0 ·B.

Soit ρ = ρalg ⊗ ρ∞ une représentation localement algébrique irréductible de P . On note C(ρ) =
c−IndHP (ρ) le K-espace vectoriel des fonctions localement analytiques à support compact modulo P de
H dans K telles que f(gp) = ρ(p−1)f(g) pour tout g ∈ H et p ∈ P . Il s’agit d’un espace vectoriel
localement convexe de type compact muni d’une action localement analytique de H. Le but de cette
partie est de décrire les H/N -représentations Hi(N, C(ρ)).

Soit N (ρ) = c−IndNN ′(ρ|N ′) l’espace des fonctions localement analytiques à support compact modulo
N ′ sur N à valeurs dans l’espace de ρ telles que f(nn0) = ρ(n−1

0 )f(n). C’est encore un espace vectoriel
localement convexe de type compact muni d’une action localement analytique de N par translation
à gauche. On le munit également de l’action de B déduite de l’action de B sur N par conjugaison,
autrement dit

(b · f)(n) = ρ(b)f(b−1nb). (4.53)

Posons C̃(ρ) = IndLL∩BN (ρ). Si f est un élément de C(ρ), pour tout m ∈ L, on note ϕ(f)(m) la
fonction de N dans ρ définie par n 7→ f(mn).

L’application ϕ induit un isomorphisme de H-modules de C(ρ) sur un sous-H-module de IndLL∩PN (ρ).
Il est clair que pour tout m ∈ L, ϕ(f)(m) est à support compact et localement analytique. De plus si
m0 ∈ P ∩ L,

ϕ(f)(mm0) = (n 7→ f(mm0n) = ρ(m−1
0 )f(mm0nm

−1
0 )) (4.54)

= m−1
0 · (n 7→ f(mn)), (4.55)

et donc ϕ(f) ∈ C̃(ρ).

Lemme 4.15. — L’application ϕ est un homéomorphisme L-équivariant.

Démonstration. — L’injectivité est claire, étant donné que LN = H. Pour vérifier la continuité, il suffit
de vérifier que la restriction de ϕ au sous-espace des fonctions à support dans un compact C modulo
P est continue. Quitte à grossir un peu C, on peut supposer qu’il est L0-invariant. Dans ce cas, pour
tout m, ϕ(f)(m) est à support dans l’image de C ∩ N . Comme N est unipotent, on peut trouver un
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sous-groupe compact ouvert N0 de N contenant C ∩ N et stable pour l’action de L0 par conjugaison.
On a alors un homéomorphisme

c−IndHP (ρ)L0N0
= IndL0N0

(L0N0)∩P (ρ) ≃ IndL0

L0∩P
IndN0

N ′∩N0
(ρ), (4.56)

ce qui permet de conclure en passant à la limite inductive.

Cet isomorphisme nous permet de construire une application N -équivariante et B-équivariante

C(ρ)→ N (ρ) (4.57)

définie par f 7→ ϕ(f)(1). On en déduit une application B-équivariante

Hq(N, C(ρ))→ Hq(N,N (ρ)) (4.58)

Si l’espace topologique Hq(N,N (ρ)) est séparé, il est de type compact, et c’est alors une représentation
localement analytique de B. On obtient alors une application L-équivariante

ψ : Hq(N, C(ρ))→ IndLB(Hq(N,N (ρ)). (4.59)

Proposition 4.16. — Si tous les espaces Hq(N,N (ρ)) sont séparés, l’application ψ est un isomor-
phisme topologique pour tout q.

Démonstration. — Soit P· une résolution fortement exacte de la représentation triviale par des D(N)-
modules topologiques de la forme D(N)⊗̂K,ιV où V est un K-espace localement convexe dénombrable
muni de la topologie localement convexe la plus fine. La cohomologie Hq(N,N (ρ)) est alors la coho-
mologie du complexe P·⊗̃D(N),ιN (ρ). Notons dq ses différentielles. En reprenant la preuve du théorème
3.15, les espaces Pq⊗̃D(N),ιN (ρ) sont de type compact. Comme Hq(N,N (ρ)) = ker dq/Imdq est sé-
paré, les espaces Imdq sont fermés dans Pq⊗̃D(N),ιN (ρ) et sont donc de type compact. Comme une
application continue surjective entre deux espaces de type compact est continue, on conclut que les dif-
férentielles dq sont strictes. D’après le corollaire 4.14, le foncteur IndLB transforme suites exactes strictes
d’espaces de type compact en suites exactes strictes d’espaces de type compact. Ainsi IndLB(Hq(N,N (ρ))
s’identifie à la cohomologie du complexe IndLB(P·⊗̃D(N),ιN (ρ)). Il reste donc à prouver que l’appli-
cation Pq⊗̃D(N),ιIndLB(N (ρ)) ≃ IndLB(Pq⊗̃D(N),ιN (ρ)) est un isomorphisme topologique. En écrivant
Pq = D(N)⊗̂K,ιV et en utilisant la remarque 5.4, l’isomorphisme (54) et le lemme 2.6 de [32], il suffit
de prouver que l’application

V ⊗̂K,ιLb(D(L/B),N (ρ))→ Lb(D(L/B), V ⊗̂K,ιN (ρ)) (4.60)

est un isomorphisme topologique. En écrivant V =
⊕

I K avec I dénombrable, cette application devient
⊕

I

Lb(D(L/B),N (ρ))→ Lb(D(L/B),
⊕

I

N (ρ)). (4.61)

Comme N (ρ) est de type compact et I dénombrable, le corollaire 8.9 de [42] implique que cette appli-
cation est un isomorphisme. C’est un isomorphisme topologique car bĳection continue entre espaces de
type compact.

Faisons désormais l’hypothèse suivante : N ′ est inclus dans le centre de N . Elle sera toujours vérifiée
dans nos applications ultérieures.

La suite spectrale de Hochschild-Serre ([32] théorème 6.8) donne

Hp(N/N ′, Hq(N ′,N (ρ)))⇒ Hp+q(N,N (ρ)). (4.62)

D’après notre hypothèse sur N ′, on des isomorphismes N -équivariants
∧q

(n′)⊗K N (ρ) ≃ N (
∧q

(n′)|N ′ ⊗ ρ). (4.63)

AinsiHq(n′,N (ρ)) ≃ N (Hq(n′, ρ)) en tant queN -modules. Comme ρ = ρalg⊗ρ∞,Hq(n′, ρ) ≃ Hq(N ′, ρalg)⊗
ρ∞ en tant queN ′-modules. Ainsi, d’après le théorème 7.1 de [32], on aHq(N ′,N (ρ)) = N (Hq(N ′, ρalg)⊗
ρ∞)N ′ .

Lemme 4.17. — Si ψ est une représentation lisse de N ′, on a N (ψ)N ′ ≃ N (ψN ′).
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Démonstration. — Fixons s : N/N ′ →֒ N une section localement analytique de la projection N ։

N/N ′. L’application N (ψ)→ Canc (N/N ′, ψ) donnée par f 7→ f ◦ s est alors un isomorphisme toplogique
N ′-équivariant, en munissant le membre de droite de l’action (n′ · f)(x) = ψ(n′)(f(x)). Si V est une
représentation de N ′, notons N ′(V ) le sous-espace de V engendré par les vecteurs de la forme n · v − v
avec n ∈ N ′, v ∈ V . Il est clair que N ′(N (ψ)) ⊂ N (N ′(ψ)). Montrons l’inclusion réciproque. Soit f ∈
Canc (N/N ′)(N ′(ψ)). Comme f est à support compact, et que N ′(ψ) est muni de la topologie localement
convexe la plus fine, il existe V ⊂ N ′(ψ) de dimension finie tel que, pour tout x ∈ N/N ′, f(x) ∈ V .
Comme V ⊂ N ′(ψ) et que V est de dimension finie, il existe, d’après le lemme 8.1 de [10], un sous-groupe
compact ouvert N1 ⊂ N

′ tel que
∫
N1
ψ(n)vdn = 0 pour tout v ∈ V . Ainsi on obtient

∫

N1

(n · f)dn = 0. (4.64)

Toujours d’après le lemme 8.1 de [10], ceci implique f ∈ N ′(Canc (N/N ′, ψ)), ce que l’on voulait.

Au final on obtient un isomorphisme N -équivariant

Hq(N ′,N (ρ)) ≃ N (Hq(N ′, ρ)) ≃ Canc (N/N ′,K)⊗̂K,πHq(N ′, ρ), (4.65)

le deuxième isomorphisme provenant du fait que N ′ agit trivialement sur Hq(N ′, ρ) et que Hq(N ′, ρ) est
muni de la topologie localement convexe la plus fine. Ainsi

Hp(N/N ′, Hq(N ′,N (ρ))) = Hp(N/N ′, Canc (N/N ′,K))⊗̂K,πHq(N ′, ρ|N ′). (4.66)

Le théorème 6.9 de [32] implique alorsHq(N/N ′, Canc (N/N ′,K)) ≃ dN/N ′ . On obtient donc la proposition
suivante.

Proposition 4.18. — On a un isomorphisme topologique L-équivariant

Hi(N,N (ρ)) ≃ Hi−dimN/N ′(n
′, ρalg|N ′)⊗K JN ′(ρ∞)⊗K dN/N ′ . (4.67)

Corollaire 4.19. — Pour tout i,

Hi(N, C(ρ)) ≃ IndLB(Hi−dimN/N ′(n
′, ρalg|N ′)⊗K JN ′(ρ∞)⊗K dN/N ′). (4.68)

De plus, Hi(N, C(ρ)) = 0 pour i < dimN/N ′ et i > dimN . Si ρ est de dimension finie, alors les
Hi(N,N (ρ)) sont de dimension finie.

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 4.18 et de la proposition 4.16. L’annulation
provient de (3.34).

4.5.3. La composante à support dans l’orbite ouverte. — Si f ∈ IndGP1
(ρ)PiwP1

, on note ϕw(f) l’appli-
cation de Pi dans M définie par ϕw(f)(p) = f(pw).

Lemme 4.20. — L’application ϕw est un isomorphisme topologique

IndGP1
(ρ)PiwP1 ≃ c−IndPiPi∩wP1w−1ρ

w. (4.69)

Démonstration. — L’application est bien définie car

ϕw(f)(pq) = f(pqw) (4.70)

= f(pw(w−1qw)) (4.71)

= ρw(q−1)f(pw). (4.72)

L’injectivité et la surjectivité proviennent de l’isomorphisme de variétés localement analytiques PiwP1 ≃
Pi/(Pi ∩ wP1w

−1). Soit C une partie fermée de PiwP1 compacte modulo P1. L’ensemble C ′ des p ∈ Pi
tels que pw ∈ C est compact modulo P1∩wPiw

−1 et ϕ induit une application de l’ensemble des fonctions
de IndGP1

(ρ)PiwP1 à support dans C dans l’ensemble des fonctions de c−IndP1

Pi∩wP1w−1ρ
w à support dans

C ′ et cette application est continue. Comme les topologies sur IndGP1
(ρ)PiwP1

et c−IndP1

Pi∩wP1w−1ρ
w sont

les topologies limite inductive, ϕ est continue. Enfin, ϕ est bicontinue car bĳection entre deux espaces
de type compact.
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Soit λ ∈ X+
1 , un poids dominant relativement à α1, ρ∞ une représentation lisse irréductible de L1

et ρ = Fλ,1 ⊗ ρ∞. Comme conséquence de la section précédente et du lemme 4.20, on peut calculer
l’homologie unipotente de IndGP1

(ρ)PiwP1
≃ c−IndPiPi∩wP1w−1(ρw).

On choisit en effet H = Pi, P = Pi ∩ wP1w
−1, N = Ni et la représentation ρw de P .

Si i = 1, choisissons w = s2. On a alors

P = {
(
∗ 0 0
∗ ∗ 0
∗ 0 ∗

)
}, N ′ = {

(
1 0 0
0 1 0
∗ 0 1

)
}. (4.73)

On a donc d’après le corollaire 4.19 et le fait que L1 ∩ P = B,

Hi(N1, IndGP1
(Fλ,1 ⊗K ρ∞)P1s2P1

) = IndL1

B (Hi−1(n′, F s2

λ,1)⊗ JN ′(ρs2
∞)⊗ dN/N ′). (4.74)

On a alors dN/N ′ = ǫ−1
1 ǫ2|ǫ

−1
1 ǫ2| et comme n′ est de dimension 1, les seuls groupes non nuls sont

H0(n′, F s2

λ,1) = s2λ, H1(n′, F s2

λ,1) = (s2s1λ)ǫ−1
0 ǫ2 (4.75)

et ce sont des représentations de dimension 1 de B.
Si i = 2, choisissons w = s1s2. On a alors

P = {
(
∗ 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

)
}, N ′ = {1}. (4.76)

On a dN = ǫ−2
0 ǫ1ǫ2|ǫ

−2
0 ǫ1ǫ2| et comme n′ est de dimension 0, le seul groupe non nul est le H2.

H2(N2, IndGP1
(Fλ,1 ⊗K ρ∞)P2s1s2P1

) = F s1s2

λ,1 ⊗ ρ
s1s2
∞ ⊗ ǫ−2

0 ǫ1ǫ2|ǫ
−2
0 ǫ1ǫ2|. (4.77)

4.5.4. Les composantes à support fermé. — Nous allons à présent déterminer Hq(Ni, IndGP1
(ρ)ωPiP1

), où
IndGP1

(ρ)ωPiP1
désigne le quotient IndGP1

(ρ)/IndGP1
(ρ)PiwP1 . Cette fois-ci, il est plus simple, comme dans

[32, §8], de calculer la cohomologie Hq(Ni, (IndGP1
(ρ)ωPiP1

)′).
Commençons avec le cas où i = 1. On montre la proposition suivante par le même raisonnement que

pour le théorème 8.5 de [32].

Proposition 4.21. — On a un isomorphisme L1-équivariant

Hq(N1, (IndGP1
(ρ)ωP1

)′) ≃ Hq(n1,m1(ρ′))⊗̂K,ιρ′∞, (4.78)

m1(ρ′) désignant le module de Verma généralisé U(g) ⊗U(p1) ρ
′. De plus on a Hq(N1, (IndGP1

(ρ)ωP1
)′) =

Hq(n1, (IndGP1
(ρ)ωP1

)′).

On peut ainsi utiliser les calculs de l’appendice 2 qui donnent la proposition suivante.

Proposition 4.22. — Soit λ un poids dominant relativement à la base de racines simples ∆. On a des
isomorphismes l1-équivariants

H0(n1,m1(F ′λ,1)) = F ′λ,1 ⊕ F
′
s2·λ,1 H0(n1,m1(F ′s2·λ)) = F ′s2·λ,1 ⊕ F

′
s2s1·λ,1

H1(n1,m1(F ′λ,1)) = F ′s2·λ,1 ⊕ F
′
s2s1·λ,1 H1(n1,m1(F ′s2·λ,1)) = F ′s2s1·λ,1

H2(n1,m1(F ′λ,1)) = F ′s2s1·λ,1 H2(n1,m1(F ′s2·λ,1)) = 0

H0(n1,m1(F ′s2s1·λ,1)) = F ′s2s1·λ,1

H1(n1,m1(F ′s2s1·λ,1)) = 0

H2(n1,m1(F ′s2s1·λ,1)) = 0

(4.79)

Corollaire 4.23. — Pour tout q ≥ 0, nous avons un isomorphisme topologique L1-équivariant

Hq(N1, IndGP1
(ρ)ωP1

) ≃ Hq(N1, (IndGP1
(ρ)ωP1

)′)′ ≃ Hq(n1,m1(ρ′))′ ⊗ ρ∞. (4.80)

Démonstration. — L’applicationHq(N1, (IndGP1
(ρ)ωP1

)′)→ Hq(n1, (IndGP1
(ρ)ωP1

)′) est continue et le membre
de droite est, en utilisant la résolution de Chevalley-Eilenberg pour calculer la cohomologie d’algèbres
de Lie, le quotient topologique d’un espace de Fréchet. Comme d’après les propositions 4.21 et 4.22 le
membre de droite est également de dimension finie, c’est un espace séparé. Le théorème 3.15 nous donne
alors le premier isomorphisme, le deuxième est une conséquence de la proposition 4.21.

35



Nous aurons besoin, pour Hq(N2, IndGP1
(ρ)ωP2P1

), de quelques calculs sur les distributions à support.
Soient H et M deux sous-groupes fermés de G. Comme dans [33], corollaire 1.3.6, on peut montrer qu’il
existe un sous-groupe compact ouvert G0 de G, uniforme, tel que les sous-groupes H0 = H ∩ G0 et
M0 = M ∩ G0 soient uniformes et compatibles à G0. Plus précisément, il existe une base topologique
(a1, . . . , ad) de G telle que (a1, . . . , ar) soit une base topologique de H0, (as, . . . , at) une base topologique
de M0 et (as, . . . , ar) une base topologique de H0 ∩M0. Posons bi = ai − 1 et pour un multi-indice
α = (α1, . . . , αd), bα = bα1

1 · · · b
αd
d . Si α = (αi) est multi-indice, son support Supp(α) est l’ensemble

des i tels que αi 6= 0. Alors D(G0) est l’ensemble des séries
∑
α dαb

α, où supα |dα|r
|α| < ∞ pour tout

0 < r < 1. On munit D(G0) de la norme

||
∑

α

dαb
α||r = sup

α
|dα|r

|α|. (4.81)

Le complété de D(G0) pour cette norme, noté D(G0)r, s’identifie donc à l’espace des séries
∑

α

dαb
α, (4.82)

où |dα|r|α| → 0. Si µ =
∑
dαb

α, on a µ ∈ D(H0)r (resp. µ ∈ D(M0)r, resp. µ ∈ D(H0 ∩ M0)r) si
et seulement si dα = 0 lorsque Supp(α) 6⊂ {1, . . . , r} (resp. Supp(α) 6⊂ {s, . . . , t}, resp. Supp(α) 6⊂
{s, . . . , r}). Notons aussi U(g,K)r le complété de U(g)⊗QpK pour la norme || · ||r, c’est l’adhérence dans
D(G0)r de D(G0)1. Fixons 1

p < r < 1. On sait, d’après Schneider et Teitelbaum, que la norme || · ||r est
alors multiplicative. De plus, d’après Frommer ([22, §1.4]), il existe des entiers li pour 1 ≤ i ≤ d tels
que si A = {bα, αi < li}, A est une base de D(G0)r en tant que U(g,K)r-module à gauche. Si Y est H0,
M0 ou H0 ∩M0, posons AY l’ensemble des éléments de A appartenant à Y . De même, AY est une base
de D(Y )r en tant que U(y,K)r-module à gauche. Définissons également AHM la partie de A constituée
des bα pour lesquels αi = 0 si i > t.

Proposition 4.24. — Chaque D(G0)Y,r est un U(g,K)r-module libre dont une base est donnée par AY .
L’adhérence D(G0)H0M0,r de D(G0)H0K0 dans D(G0)r est un U(g,K)r module libre à gauche dont une
base est donnée par les éléments de AHM .

Démonstration. — La première assertion est le corollaire 1.4.1 de [33]. Jan Kohlhaase ne traite que le
cas où le support est un sous-groupe, c’est pourquoi nous devons reprendre sa démonstration dans le
dernier cas. Soit D le sous-U(g,K)r-module à gauche engendré par AHM . C’est un U(g,K)r-module
de type fini, il est donc fermé dans D(G0)r. Il est clairement contenu dans l’adhérence de D(G0)H0M0

.
Réciproquement D contient U(g)⊗QpK[H0M0] qui est dense dans D(G0)H0M0

, donc dans D(G0)H0M0,r.
Ainsi D contient également D(G0)H0M0,r.

Notons encore || · ||r la norme quotient de la norme || · ||r ⊗ || · ||r sur D(H0)⊗̂D(H0)H0∩M0
D(G0)M0 .

Le produit dans D(G0)r permet de définir une application continue

µr : D(H0)r ⊗K D(G0)M0,r → D(G0)H0M0,r. (4.83)

Lemme 4.25. — L’application

D(H0)r ⊗D(H0)H0M0,r
D(G0)M0,r → D(G0)H0M0,r (4.84)

induite par µr est un isomorphisme.

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 4.24. On a en effet

D(H0)r ⊗D(H0)H0M0,r
D(G0)M0,r =

(
⊕

α∈AH

U(h,K)rα)⊗⊕
α∈AH∩M

U(h,K)rα
(
⊕

α∈AM

U(g,K)rα) (4.85)

De plus, le lemme 1.2.4 de [33] montre que si δ ∈ D(G0) a pour support {1} et g ∈ G0, δgδδ−1
g a pour

support {1}. Comme U(g,K)r est l’adhérence des distributions à support dans {1} pour la norme || · ||r,
on en conclut que U(g,K)r est stable par l’action adjointe de K[G0]. Ainsi

⊕

α∈AH∩M

U(h,K)rα =
⊕

α∈AH∩M

αU(h,K)r. (4.86)
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On obtient donc un isomorphisme

D(H0)r ⊗D(H0)H0M0,r
D(G0)M0,r =

⊕

α∈As

Kα⊗K D(G0)M0,r, (4.87)

où As désigne l’ensemble des bα ∈ A tels que αi = 0 pour i ≥ s. Il est alors clair par la proposition 4.24
que le terme de droite s’envoie isomorphiquement sur D(G0)H0M0,r.

De même que dans [33, page 30], on voit que D(H0)r⊗D(H0)H0∩M0,r
D(G0)M0,r est un espace de Banach

pour la norme quotient de la norme produit tensoriel, et donc que l’on a un isomorphisme topologique

D(H0)r ⊗D(H0)H0∩M0,r
D(G0)M0,r ≃ (D(H0)r⊗̂KD(G0)M0,r)/kerµr. (4.88)

Le même raisonnement que dans [33, pages 30-31] montre alors que l’on obtient un isomorphisme topo-
logique

D(H0)⊗̂D(H0)H0∩M0
D(G0)M0

→ D(G0)H0M0
(4.89)

Corollaire 4.26. — On a un isomorphisme topologique

D(H)⊗̂D(H)H∩M ,ιD(G)M ≃ D(G)HM . (4.90)

Démonstration. — C’est une conséquence de l’isomorphisme (4.89), du corollaire 1.2.14 de [33] et de la
formule (1.6) de [33].

Notons IndGP1
(ρ)ωP2P1

le quotient de IndGP1
(ρ) par IndGP1

(ρ)P2wP1 où P2wP1 est l’orbite ouverte. Le
groupe P1 agit par translation à droite sur CωP2P1

(G, ρ) et IndGP1
(ρ)ωP2P1

s’identifie au sous-espace de
CωP2P1

(G, ρ) ([33, §1.2]) sur lequel P1 agit à travers ρ. On voit donc que

(IndP1(ρ)ωP2P1
)′ ≃ D(G)P2P1⊗̃D(P1),ιρ

′ = D(G)P2P1
⊗̂D(P1),ιρ

′. (4.91)

Ainsi d’après le corollaire 4.26, on a

(IndGP1
(ρ)ωP2P1

)′ ≃ [D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2 ,ι
D(G)P1

]⊗̂D(P1),ιρ
′. (4.92)

D’où
(IndGP1

(ρ)ωP2P1
)′ ≃ D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2 ,ι

[D(G)P1
⊗̂D(P1)ρ

′]. (4.93)

D’après la proposition 1.2.12 de [33], D(G)P1 ≃ D(G)1⊗̂D(P1)1
D(P1), donc

D(G)P1
⊗̂D(P1)ρ

′ ≃ D(G)1⊗̂D(P1)1
ρ′ ≃ D(G)1 ⊗D(P1)1

ρ′, (4.94)

et c’est un espace de Fréchet nucléaire.
Précisons l’action de

D(P2)P1∩P2 ≃ D(P2)1⊗̂D(P1∩P2)1,ιD(P1 ∩ P2) (4.95)

sur D(G)1 ⊗D(P1)1
ρ′. Pour λ ∈ D(P2)1, g ∈ P1 ∩ P2 et x⊗ v ∈ D(G)1 ⊗D(P1)1

ρ′, on a

(λ⊗ δg) · (x⊗ v) = (λAd(g)x)⊗ (gv). (4.96)

Calculons Hq(n2, IndGP1
(ρ)′P2P1

) en utilisant le complexe de Chevalley-Eilenberg. Il s’agit de la coho-
mologie du complexe

D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2 ,ι
(
∧·

n∗2 ⊗K D(G)1 ⊗D(P1)1
ρ′). (4.97)

Lemme 4.27. — Soient Q ⊂ P deux sous-groupes paraboliques de G. Le foncteur D(P )⊗̂D(P )Q,ι· trans-
forme toute suite exacte stricte d’espaces de Fréchet munis d’une action séparément continue de D(P )Q
en une suite exacte stricte de K-espaces de Fréchet.

Démonstration. — Soit V un espace de Fréchet muni d’une action séparément continue de D(P )Q, et
G0 un sous-groupe compact ouvert de G tel que G = PG0 = QG0. Comme D(P ) =

⊕
g∈P/P0

δgD(P0),
D(P )Q =

⊕
h∈Q/Q0

δhD(P )Q0 , et P = QP00, le foncteur D(P )⊗̂D(P )Q,ι· vérifie les conditions du lemme
si et seulement si c’est le cas de D(P0)⊗̂D(P )Q0 ,ι

·. Or on a

D(P0)⊗̂D(P0)Q0 ,ι
V = lim

←−
r

D(P0)r⊗̂D(P0)Q0,r
V (4.98)
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Or, d’après la proposition 4.24, chaque D(P0)r est un D(P0)Q0,r-module libre de type fini. Si 0→ V1 →
V2 → V3 → 0 est une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet munis d’action séparément continue de
D(P )Q, on obtient des suites exactes strictes

0→ D(P0)r⊗̂D(P0)Q0,r
V1 → D(P0)r⊗̂D(P0)Q0,r

V2 → D(P0)r⊗̂D(P0)Q0,r
V3 → 0. (4.99)

En passant à la limite projective, et notant que le système (D(P0)r⊗̂D(P0)Q0,r
V1)r vérifie la condition de

Mittag-Leiffer, on obtient une suite exacte

0→ D(P0)⊗̂D(P0)Q0
V1 → D(P0)⊗̂D(P0)Q0

V2 → D(P0)⊗̂D(P0)Q0
V3 → 0. (4.100)

Comme les flèches de cette suites sont des applications continues entre espaces de Fréchet, elles sont
strictes.

L’espace D(G)1⊗̂D(P1)1
ρ′ est un espace de Fréchet. Comme D(P1)1 agit trivialement sur ρ′∞, on a un

isomorphisme topologique

D(G)1⊗̂D(P1)1
ρ′ ≃ (D(G)1 ⊗D(P1)1

ρ′alg)⊗̂Kρ
′
∞. (4.101)

L’espace D(G)1 ⊗D(P1)1
ρ′alg est alors un espace de Fréchet et U(g) ⊗U(p1) ρ

′
alg en est un sous-espace

dense. De plus le même raisonnement que dans la preuve du théorème 8.5 de [32] montre que le complexe
calculant la cohomologie Hq(n2, U(g) ⊗U(p1) ρ

′
alg) est à différentielles strictes d’images fermées, pour

la topologie induite par la topologie de D(G)1 ⊗D(P1)1
ρ′alg. Ainsi par [32, théorème 7.4] le groupe

topologique Hq(n2, D(G)1 ⊗D(P1)1
ρ′alg) s’identifie au complété de Hq(n2, U(g) ⊗U(p1) ρ

′
alg) muni de

la topologie métrisable induite par celle de
∧q

n′2 ⊗K (D(G)1 ⊗D(P )1
ρ′alg). Le complexe (

∧·
n′2 ⊗K

(D(G)1 ⊗D(P1)1
ρ′alg)) calculant Hq(n2, D(G)1 ⊗D(P1)1

ρ′alg) est alors un complexe d’espaces de Fréchet
nucléaires dont les différentielles sont strictes. Ainsi d’après le lemme 4.13, on a

Hq(n2, D(G)1⊗̂D(P1)1
ρ′) ≃ Hq(n2, D(G)1 ⊗D(P1)1

ρ′alg)⊗̂Kρ
′
∞. (4.102)

En particulier cet espace est séparé, donc les différentielles du complexe
∧·

n′2 ⊗ (D(G)1⊗̂D(P1)1
ρ′) sont

d’images fermées. Comme ce sont des applications entre espaces de Fréchet, elles sont strictes. En appli-
quant le lemme 4.27 à ce complexe, on obtient un isomorphisme

Hq(n2, (IndGP1
(ρ)ωP2P1

)′) = D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2 ,ι
Hq(n2, D(G)1⊗̂D(P1),ιρ

′). (4.103)

Ainsi on a

Hq(n2, (IndGP1
(ρ)ωP2P1

)′) = (D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2 ,ι
Hq(n2, D(G)1⊗̂D(P1)1

ρ′alg))⊗̂Kρ
′
∞. (4.104)

L’espace Hq(n2, (IndGP1
(ρ)ωP2P1

)′) est donc séparé. D’après la remarque précédent (3.44), c’est aussi le cas
de

Hq(n2, IndGP1
(ρ)ωP2P1

) ≃ Hq(n2, (IndGP1
(ρ)ωP2P1

)′)′. (4.105)

Ainsi l’espace

Hq(n2, IndGP1
(ρ)ωP2P1

)N2
= Hq(n2, IndGP1

(ρ)ωP2P1
)⊗K JN2∩L1

(ρ∞) (4.106)

est séparé. D’après le corollaire 3.18, c’est un espace de type compact et on a

Hq(N2, IndGP1
(ρ)ωP2P1

)′ ≃ Hq(N2, (IndGP1
(ρ)ωP2P1

)′), (4.107)

et donc

Hq(N2, (IndGP1
(ρ)ωP2P1

)′) ≃ D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2 ,ι
Hq(N2, D(G)1 ⊗D(P1)1

ρ′alg)⊗K JN2∩L1
(ρ∞)′. (4.108)

Il y a ensuite plusieurs cas à distinguer selon la nature des composantes W de
Hi(n2, D(G)1 ⊗D(P1)1

ρ′alg).

Lemme 4.28. — Si W est une représentation algébrique de dimension finie de D(P2), et χ un carcatère
lisse de P1 ∩ P2, alors

D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2 ,ι
(W ⊗ χ−1) ≃ (D(P2)∞⊗̂D(P1∩P2)∞χ

−1)⊗W. (4.109)
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Démonstration. — Dans ce cas, W est un D(P2)-module. L’application

λ⊗ v 7→ cW (λ)(1⊗ v), (4.110)

où cW est la comultiplication de D(P2) induit un isomorphisme de D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2
(W ⊗ χ−1) sur

(D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2
χ−1)⊗K W (4.111)

muni de la structure de D(P2)-module diagonale. Il est alors clair qu’on a un isomorphisme

D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2
χ−1 ≃ D(P2)∞⊗̂D(P1∩P2)∞χ

−1. (4.112)

Lemme 4.29. — Supposons que W soit un complété de U(p2)⊗U(p1∩p2) χ
−1 où χ est un caractère de

P1 ∩ P2. Alors

D(P2)⊗̂D(P2)P1∩P2
W ≃ D(P2)⊗D(P1∩P2) χ

−1. (4.113)

Démonstration. — L’espace W contient une droite U(p1∩p2)-stable. Par continuité et densité de U(p1∩
p2) dans D(P1 ∩ P2)1, elle est D(P1 ∩ P2)1-stable, autrement dit on a un diagramme commutatif

U(p2)⊗U(p1∩p2) χ
−1 � � //

� _

��

W

D(P2)1 ⊗D(P1∩P2)1
χ−1

i

77nnnnnnnnnnnnnn

(4.114)

La flèche verticale est continue car la topologie métrisable sur U(p2)⊗U(p1∩p2)χ
−1 induite par la topologie

de
∧q

n′2 ⊗K (D(G)1⊗̂D(P )1
ρ′alg) est donnée par la distance somme directe selon les sous-espaces t-

isotypiques. Vu que W est aussi le complété de U(p2)⊗U(p1∩p2)χ
−1, on obtient une autre flèche continue

j : W → D(P2)1 ⊗D(P1∩P2)1
χ−1. Les applications continues i ◦ j et j ◦ i coïncident avec l’identité sur

des sous-espaces denses, donc sont égales à l’identité. On utilise alors l’isomorphisme D(P2)P1∩P2
≃

D(P2 ∩ P1)⊗̂D(P2∩P1)1
D(P2)1.

On peut alors conclure en utilisant la proposition suivante, issue des calculs de l’appendice 2.

Proposition 4.30. — Soit λ un poids dominant. On a des isomorphismes l2-équivariants

H0(n2,m1(F ′λ,1)) =U(l2)⊗b (−λ) H0(n2, F
′
s2·λ,1) =U(l2)⊗b (−s2 · λ)

⊕ U(l2)⊗U(b) (−s2s1 · λ)

H1(n2,m1(F ′λ,1)) =U(l2)⊗b (−s1 · λ) H1(n2,m1(F ′s2·λ,1)) =U(l2)⊗b (−s1s2 · λ)

⊕ F ′s1s2·λ,2 ⊕ U(l2)⊗U(b) (−s2s1 · λ)

H2(n2,m1(F ′λ,1)) =F ′s1s2·λ,2 H2(n2,m1(F ′s2·λ,1)) =0

H0(n2,m1(F ′s2s1·λ,1)) =U(l2)⊗b (−s2s1 · λ)

H1(n2,m1(F ′s2s1·λ,1)) =U(l2)⊗b (−s1s2s1 · λ)

H2(n2,m1(F ′s2s1·λ,1)) =0
(4.115)

Exemple 4.31. — Calculons par exemple H1(N2, (IndGP1
(λ)ωP2P1

)′). L’espace H1(N2, D(G)1 ⊗D(P1)1

F ′λ,1) est un complété de H1(n2,m1(F ′λ)), ainsi d’après la formule (4.108), les lemmes 4.28, 4.29 et
la proposition 4.30,

H1(N2, (IndGP1
(Fλ,1)ωP2P1

)′) ≃ (Fs1s2·λ,2 ⊗ IndL2

L2∩B
(1)∞)′ ⊕ IndL2

B∩L2
(s1 · λ)′. (4.116)

Corollaire 4.32. — Si ρ est une représentation localement algébrique irréductible de L1, l’espace to-
pologique Hq(N2, (IndGP1

(ρ)ωP2P1
)′) est un espace de Fréchet nucléaire et on a un isomorphisme D(L2)-

équivariant, pour tout q ≥ 0,

Hq(N2, IndGP1
(ρ)ωP2P1

) ≃ Hq(N2, (IndGP1
(ρ)ωP2P1

)′)′. (4.117)

En particulier l’espace Hq(N2, IndGP1
(ρ)ωP2P1

) est de type compact.
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4.5.5. Conclusion et formulaire. — Nous pouvons à présent revenir à la représentation IndGP1
(ρ).

Corollaire 4.33. — Si ρ est une localement algébrique irréductible de L1, pour tout q ≥ 0, l’espace
Hq(Ni, IndGP1

(ρ)) est un espace de type compact muni d’une représentation localement analytique de Li.
De plus, on a un isomorphisme topologique Li -équivariant

Hq(Ni, IndGP1
(ρ))′ ≃ Hq(Ni, (IndGP1

(ρ)′). (4.118)

Enfin, si q > dimNi = 2, ces espaces sont nuls.

Démonstration. — On applique la suite exacte longue d’homologie ou cohomologie à la suite (4.50).
On applique alors le corollaire 4.19, le lemme 4.20, le corollaire 4.23, ainsi que la proposition 4.30 et le
corollaire 4.32.

Dans le cas où ρalg est la représentation de L1 de plus haut poids dans X+
1 , la représentation de Li

peut se calculer explicitement. On fixe donc λ un poids dominant, et nous donnons ci-dessous la forme
des représentations Hq(Ni, IndGP1

(Fw·λ,1)) pour w ∈ {1, s2, s2s1}.

H0(N1, IndGP1
(Fλ,1 ⊗ ρ∞)) = (Fλ,1 ⊕ Fs2·λ,1)⊗K ρ∞

H1(N1, IndGP1
(Fλ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL1

B∩L1
(s2 · λ⊗ |ǫ

−1
1 ǫ2| ⊗ JN∩L1

(ρs2
∞))⊕ (Fs2·λ,1 ⊕ Fs2s1·λ,1)⊗K ρ∞

H2(N1, IndGP1
(Fλ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL1

B∩L1
(s2s1 · λ⊗ |ǫ

−1
1 ǫ2| ⊗ JN∩L1

(ρs2
∞))⊕ Fs2s1·λ,1 ⊗ ρ∞

(4.119)

H0(N1, IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗ ρ∞)) = (Fs2·λ,1 ⊕ Fs2s1·λ,1)⊗ ρ∞

H1(N1, IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL1

B∩L1
(λ⊗ |ǫ−1

1 ǫ2| ⊗ JN∩L1
(ρs2
∞))⊕ Fs2s1·λ ⊗K ρ∞

H2(N1, IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL1

B∩L1
(s1s2s1 · λ⊗ |ǫ

−1
1 ǫ2| ⊗ JN∩L1

(ρs2
∞))

(4.120)

H0(N1, IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗ ρ∞)) = Fs2s1·λ,1 ⊗K ρ∞

H1(N1, IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL1

B∩L1
(s1 · λ⊗ |ǫ

−1
1 ǫ2| ⊗ JN∩L1

(ρs2
∞))

H2(N1, IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL1

B∩L1
(s1s2 · λ⊗ |ǫ

−1
1 ǫ2| ⊗ JN∩L1

(ρs2
∞))

(4.121)

H0(N2, IndGP1
(Fλ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL2

B∩L2
(λ⊗K JN∩L1

(ρ∞))

H1(N2, IndGP1
(Fλ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL2

L2∩B
(JN∩L1

(ρ∞))∞ ⊗ Fs1s2·λ,2 ⊕ IndL2

B∩L2
(s1 · λ⊗K JN∩L1

(ρ∞))

H2(N2, IndGP1
(Fλ,1 ⊗ ρ∞)) = Fs1s2·λ,2 ⊗ |ǫ

−2
0 ǫ1ǫ2| ⊗K ρs1s2

∞ ⊕ Fs1s2·λ,2 ⊗ IndL2

L2∩B
(JN∩L1

(ρ∞))∞

(4.122)

H0(N2, IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL2

B∩L2
(s2 · λ⊗K JN∩L1(ρ∞))⊕ IndL2

B∩L2
(s2s1 · λ⊗K JN∩L1(ρ∞))

H1(N2, IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL2

B∩L2
(s1s2 · λ⊗K JN∩L1

(ρ∞))⊕ IndL2

B∩L2
(s2s1 · λ⊗K JN∩L1

(ρ∞))

H2(N2, IndGP1
(Fs2·λ,1 ⊗ ρ∞)) = Fs1·λ,2 ⊗ |ǫ

−2
0 ǫ1ǫ2| ⊗K ρs1s2

∞

(4.123)

H0(N2, IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL2

B∩L2
(s2s1 · λ⊗K JN∩L1

(ρ∞))

H1(N2, IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗ ρ∞)) = IndL2

B∩L2
(s1s2s1 · λ⊗K JN∩L1

(ρ∞))

H2(N2, IndGP1
(Fs2s1·λ,1 ⊗ ρ∞)) = Fλ,2 ⊗ |ǫ

−2
0 ǫ1ǫ2| ⊗K ρs1s2

∞

(4.124)

De la suite exacte

0→ Fλ → IndGP1
(Fλ,1)→ vanP1

(λ)→ 0, (4.125)
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on déduit

H0(N1, v
an
P1

(λ)) = Fs2·λ,1 (4.126)

H1(N1, v
an
P1

(λ)) = IndP1

B (s2 · λ⊗ |ǫ
−1
1 ǫ2|)⊕ Fs2s1·λ,1 (4.127)

H2(N1, v
an
P1

(λ)) = IndP1

B (s2s1 · λ⊗ |ǫ
−1
1 ǫ2|) (4.128)

H0(N2, v
an
P1

(λ)) = IndL2

B∩L2
(λ)/Fλ,2 (4.129)

H1(N2, v
an
P1

(λ)) = Fs1·λ,2 ⊗ IndP2

B (1)∞ ⊕ IndL2

B∩L2
(s1 · λ)/Fs1·λ,2 (4.130)

H2(N2, v
an
P1

(λ)) = Fs1s2·λ,2 ⊗ |ǫ
−2
0 ǫ1ǫ2| ⊕ Fs1s2·λ,2 ⊗ St2. (4.131)

En utilisant ces calculs, la suite spectrale (4.40) et le théorème 8.14 de [32], on obtient les dimensions
suivantes

dimK Ext1
G,λ(vanP1

(λ), IndGP1
(Fs2·λ,1)) = 2, dimK Ext1

G,λ(vanP1
(λ), IndGP2

(Fs1·λ,2)) = 0,

dimK Ext1
G,λ(vanP1

(λ), IndGP1
(Fs2s1·λ,1)) = 1, dimK Ext1

G,λ(vanP1
(λ), IndGP2

(Fs1s2·λ,2)) = 0.
(4.132)

En utilisant les suites exactes (2.50), on peut également en déduire les groupes d’homologie de la forme
Hq(Ni, IndGP1

(Fs2·λ,1)d1). Nous aurons par exemple besoin plus tard de

H1(N1, IndGP1
(Fs2·λ,1)d1) = Fs2s1·λ,1 ⊕ Fλ ⊗ IndL1

B∩L1
(|ǫ−1

1 ǫ2|)∞ ⊕ IndL1

B∩L1
(s1s2 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|). (4.133)

Enfin, rappelons queN désigne le radical unipotent deB. En associant le calcul précédent deHq(N1, IndGP1
(Fw·λ,1))

avec le théorème 8.13 de [32], on peut calculer les termes Hq(N, IndGP1
(Fw·λ,1)).

H0(N, IndGP1
(Fλ,1)) = λ⊕ s2 · λ

H1(N, IndGP1
(Fλ,1)) = (s2 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|)⊕ (s1s2 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|)⊕ s2 · λ⊕ s2s1 · λ⊕ s1 · λ⊕ s1s2 · λ

H2(N, IndGP1
(Fλ,1)) = (s2s1 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|)⊕ (s1s2s1 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|)⊕ s2s1 · λ⊕ (s1s2 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|)

⊕ s1s2 · λ|ǫ
−2
0 ǫ1ǫ2| ⊕ s1s2 · λ⊕ s1s2s2 · λ

H3(N, IndGP1
(Fλ,1)) = (s1s2s1 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|)⊕ s1s2s1 · λ|ǫ

−2
0 ǫ1ǫ2| ⊕ s1s2s1 · λ

(4.134)

H0(N, IndGP1
(Fs2·λ,1)) = s2 · λ⊕ s2s1 · λ

H1(N, IndGP1
(Fs2·λ,1)) = (λ|ǫ−1

1 ǫ2|)⊕ (s2 · λ|ǫ
−1
1 ǫ2|)⊕ s2s1 · λ⊕ s1s2 · λ⊕ s1s2s1 · λ

H2(N, IndGP1
(Fs2·λ,1)) = (s1s2s1 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|)⊕ (s1 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|)⊕ (s1 · λ|ǫ

−2
0 ǫ1ǫ2|)⊕ s1s2s2 · λ

H3(N, IndGP1
(Fs2·λ,1)) = (s2s1 · λ|ǫ

−2
0 ǫ1ǫ2|)

(4.135)

H0(N, IndGP1
(Fs2s1·λ,1)) = s2s1 · λ

H1(N, IndGP1
(Fs2s1·λ,1)) = (s1 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|)⊕ s1s2s1 · λ

H2(N, IndGP1
(Fs2s1·λ,1)) = (s1s2s1 · λ⊗ |ǫ

−1
1 ǫ2|)⊕ (λ|ǫ−2

0 ǫ1ǫ2|)

H3(N, IndGP1
(Fs2s1·λ,1)) = (s2 · λ|ǫ

−2
0 ǫ1ǫ2|)

(4.136)

5. Construction de représentations localement analytiques

Dans cette partie, nous utilisons les résultats précédents pour construire des extensions entre les re-
présentations localement analytiques de Steinberg généralisées de GL3(Qp). On fixe λ un poids dominant
de G.

5.1. Cohomologie de vanPi (λ). — Dans cette partie, Pi désigne un des deux sous-groupes paraboliques
P1 ou P2.

Proposition 5.1. — L’application quotient IndGPi(λ)→ vanPi (λ) induit un isomorphisme

Ext1
G,λ(Fλ, IndGPi(λ)) ∼−→ Ext1

G,λ(Fλ, vanPi (λ)). (5.1)
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Démonstration. — En effet, on a d’après le corollaire 4.6

Ext1
G,λ(Fλ, Fλ) = Ext2

G,λ(Fλ, Fλ) = 0 (5.2)

et on écrit la suite exacte longue associée à

0→ Fλ → IndGPi(λ)→ vanPi (λ)→ 0. (5.3)

D’après le théorème 4.10, pour tout p ≥ 1, les Li-modules Hp(Ni, Fλ,i) et Fλ,i sont non isomorphes.
Donc la suite spectrale (4.40) ainsi que la proposition 4.5 montrent que

ExtqG,λ(Fλ, IndGPi(λ)) ≃ ExtqLi,λ(Fλ,i, Fλ,i). (5.4)

Par ailleurs la proposition 4.5 donne un isomorphisme

ExtqLi,λ(Fλ,i, Fλ,i) ≃ Hq(Li, 1). (5.5)

On obtient donc un isomorphisme

ExtqG,λ(Fλ, IndGPi(λ)) ≃ Hq(Li, 1). (5.6)

Les espaces Hq(Li, 1) se calculent alors en utilisant le corollaire 3.14. En particulier, Hq(Li, 1) ≃∧q Hom(Li,K), pour 0 ≤ q ≤ 2. L’espace Ext1
G,λ(Fλ, vanPi (λ)) est donc unK-espace vectoriel de dimension

2 dont une base est formée par les morphismes de Li ≃ GL2(Qp) dans K, cPi et cPi,val définis par

cPi(p) = log( deti(p)), cPi,val(p) = val( deti(p)), (5.7)

avec det1 = ǫ−1
0 ǫ−1

1 ǫ22, det2 = ǫ−2
0 ǫ1ǫ2 et p ∈ Li. L’inclusion T ⊂ Li induit une flèche de restriction

res : H1(Li, 1) → H1(T , 1). On note shi la composée de cette flèche de restriction avec l’isomorphisme
(5.6). La flèche shi permet ainsi de voir Ext1

G,λ(Fλ, vanPi (λ)) comme un sous-espace de H1(T , 1).

Proposition 5.2. — L’application Ext2
G,λ(Fλ, IndGPi(λ)) → Ext2

G,λ(Fλ, vanPi (λ)) provenant de l’applica-

tion quotient IndGPi(λ)→ vanPi (λ) est un isomorphisme.

Démonstration. — On sait déjà, par la proposition 4.5, que Ext2
G,λ(Fλ, Fλ) = 0. Il suffit donc de prouver

que la flèche
Ext3

G,λ(Fλ, Fλ)→ Ext3
G,λ(Fλ, IndGPi(λ)) (5.8)

est injective. Or elle s’insère dans un diagramme commutatif

Ext3
G,λ(Fλ, Fλ) −−−−→ Ext3

G,λ(Fλ, IndGPi(λ))
y≀ (5.4)

y≀

H3(G, 1) res
−−−−→ H3(Li, 1)

y≀
y≀

H3(sl3,K) res
−−−−→ H3(sl2,K).

(5.9)

La flèche verticale en bas à gauche provient du théorème de Casselman et Wigner (3.28) puisque le
groupe G est le groupe des Qp-points d’un groupe semi-simple. La flèche verticale de droite dans le carré
du bas provient du corollaire 3.14 appliqué au groupe Li ≃ GL2(Qp). Le carré du bas est commutatif
par fonctorialité des flèches de restriction. La flèche horizontale du bas est alors un isomorphisme d’après
l’exemple 3.13.

Corollaire 5.3. — L’espace Ext2
G,λ(Fλ, vanPi (λ)) est de dimension 1, isomorphe à H2(Li, 1), dont une

base est cPi ∧ cPi,val.

Remarquons au passage que d’après le corollaire 3.14 et la structure des éléments primitifs de sln, on
a H4(Li, 1) = 0, et donc

Ext3
G,λ(Fλ, vanPi (λ)) = 0. (5.10)
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5.2. Cohomologie de Σ(λ). — Pour calculer la cohomologie de la représentation Σ(λ) = vanB (λ),
nous allons utiliser une résolution par des induites paraboliques. Soit α l’injection diagonale de Fλ dans
IndGP1

(λ)⊕ IndGP2
(λ) et β l’application de IndGP1

(λ)⊕ IndGP2
(λ) dans IndGB(λ) définie par β(f, g) = f − g.

Proposition 5.4. — Le complexe

0→ Fλ
α
−→ IndGP1

(λ)⊕ IndGP2
(λ)

β
−→ IndGB(λ)→ Σ(λ)→ 0 (5.11)

est exact.

Démonstration. — La surjectivité de β vient de la définition de Σ(λ), l’injectivité de α a déjà été vue
au lemme 2.13. Il reste juste à prouver que le noyau de β est exactement l’image de α. Ceci est une
conséquence immédiate de la description des composantes irréductibles des IndGPi(λ) donnée en (2.50).

Ainsi la cohomologie de Σ(λ) s’identifie à l’hypercohomologie du complexe,

C•(λ) = [Fλ
α
−→ IndGP1

(λ)⊕ IndGP2
(λ)

β
−→ IndGB(λ)] (5.12)

IndGB(λ) étant placé en degré 0. Pour calculer cette hypercohomologie, nous considérons, pour tout p ≥ 0,
la résolution (25) de [32] qui est (Can(Gq+1, Cp(λ)))q≥0. Comme cette résolution est fonctorielle, nous
obtenons des applications G-équivariantes continues

Can(Gq+1, Cp(λ))→ Can(Gq+1, Cp−1(λ)), (5.13)

de sorte que l’on obtient un double complexe (Cp,q(λ)) où Cp,q(λ) = Can(Gq+1, C−p(λ)). L’espace
ExtnG,λ(Fλ,Σ(λ)) est alors le n-ième espace de cohomologie du complexe total associé à (HomG(Fλ, Cp,q(λ)).

On obtient une suite spectrale incluse dans le deuxième cadran

Ep,q1 (λ) = ExtqG,λ(Fλ, C−p(λ))⇒ Extp+q
G,λ (Fλ,Σ(λ)). (5.14)

Les composantes de cette suite spectrale se calculent facilement en utilisant (4.40). Pour tout sous-groupe
parabolique P de radical unipotent NP , les représentations Hq(NP , Fλ) sont données par le théorème
4.10. En particulier Hq(NP , Fλ) n’a pas de facteur de Jordan-Hölder isomorphe à Fλ,P pour q ≥ 1 et
H0(NP , Fλ) ≃ Fλ,P . Ainsi la flèche d’arête E0,q

2 → ExtqG,λ(Fλ, IndGP (λ)) est un isomorphisme et donne

ExtqG,λ(Fλ, IndGP (λ)) ≃ ExtqLP ,λ(H0(N0, Fλ), Fλ,P ) = ExtqLP ,λ(Fλ,P , Fλ,P ) ≃ Hq(LP , 1). (5.15)

Si P est un sous-groupe parabolique de G contenant B, on a un isomorphisme G-équivariant

Can(Gq+1, IndGP (1))⊗K Fλ ≃ C
an(Gq+1, IndGP (1)⊗ Fλ) (5.16)

qui permet de définir un morphisme

HomG(1, Cp,q(1))→ HomG(Fλ, Can(Gq+1, IndGP (Fλ))) (5.17)

commutant aux différentielles. La composition de cette application avec l’application (2.67) produit un
morphisme de complexes doubles

(Cp,q(1)G)→ (HomG(Fλ, Cp,q(λ))) (5.18)

induisant un morphisme Hn(G,Stan3 )→ ExtnG,λ(Fλ,Σ(λ)). Or, pour tout q ≥ 0, l’explicitation (4.41) du
morphisme d’arête de la suite spectrale (4.40) montre que le diagramme suivant est commutatif

Ep,q1 (0) //

≀

��

Ep,q1 (λ)

≀

��⊕
S⊂∆,|S|=−pH

q(LS ,K)
⊕

S⊂∆,|S|=−pH
q(LS ,K)

(5.19)

Ceci prouve que toutes ces suites spectrales, pour λ variant parmi les poids dominants, sont isomorphes
à la suite spectrale obtenue à partir de C•(0) que nous noterons désormais C•. Nous obtenons ainsi des
isomorphismes

ϕλ : Hq(G,Stan3 ) ≃ ExtqG,λ(Fλ,Σ(λ)). (5.20)
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Déterminons maintenant les différentielles d2 dans la suite spectrale (5.14). Pour chaque inclusion P ⊂ Q
de paraboliques, la décomposition (4.41) montre que le diagramme suivant est commutatif

Hq(G, IndGQ(1)) −−−−→ Hq(G, IndGP (1))
y≀

y≀

Hq(LQ, 1) res
−−−−→ Hq(LP , 1)

. (5.21)

Lemme 5.5. — Les lignes E·,01 et E·,11 sont exactes.

Démonstration. — Notons resi l’application de Hom(Li,K) dans Hom(T ,K) obtenue par composition
avec l’inclusion T ⊂ Li. La ligne E·,01 est

1→ 1⊕ 1→ 1. (5.22)

De même la ligne E·,11 est isomorphe à

0→ Hom(L1,K)⊕Hom(L2,K) res1⊕res2−−−−−−−→ Hom(T ,K) (5.23)

qui est exacte car T est le produit des centres de L1 et L2.

Les espaces E0,q
1 sont particulièrement simples. D’après le corollaire 3.11, on a des isomorphismes

E0,q
1 = Hq(T , 1) ≃

q∧
Hom(T , 1). (5.24)

Posons c1,log = log0 ◦(ǫ
−1
0 ǫ−1

1 ǫ22), c1,val = val◦(ǫ−1
0 ǫ−1

1 ǫ22), c2,log = log0 ◦(ǫ
−2
0 ǫ1ǫ2) et c2,val = val◦(ǫ−2

0 ǫ1ǫ2).
Ces quatre éléments forment une base de Hom(T ,K). Remarquons que ci,log et ci,val se prolongent au
groupe Li et engendrent donc l’image de la flèche de restriction

H1(Li, 1)→ H1(T , 1). (5.25)

De plus ci,log et ci,val sont les images par cette flèche de cPi et cPi,val, définis dans la section précédente.
On en conclut immédiatement que la flèche d−1,2

1 est injective d’image engendrée par c1,log ∧ c1,val et
c2,log ∧ c2,val. Ainsi E0,2

2 est de dimension 4 et s’identifie au quotient de
∧2 Hom(T ,K) par l’espace

engendré par ces deux éléments. On en conclut au passage que E−1,2
2 = 0. Le corollaire 4.6 nous montre

que E−2,2
1 = E−2,4

1 = 0. Enfin, d’après le corollaire 3.14, les espaces H3(G, 1) et H3(Li, 1) sont de
dimension 1. Comme la restriction de G à Li est injective, on obtient E−2,3

2 = 0 et dimK E
−1,3
2 = 1. En

comparant tous ces résultats on obtient la proposition suivante.

Proposition 5.6. — Les espaces Hom(Fλ,Σ(λ)) et Ext1
G,λ(Fλ,Σ(λ)) sont nuls et Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ)) est
de dimension 5.

Il s’agit maintenant de décrire les éléments de Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)). Le sous-espace correspondant à E0,2

2

est de dimension 4 et peut être décrit de façon élémentaire en termes de cup-produits par (5.24). On
obtient ainsi une application

κ : H2(T , 1) ≃ E0,2
1 ։ E0,2

2 →֒ Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)). (5.26)

Le noyau de κ a pour base les cocycles c1,log ∧ c1,val et c2,log ∧ c2,val et les éléments

κ(c1,val ∧ c2,val), κ(c1,log ∧ c2,log), κ(c1,log ∧ c2,val), κ(c1,val ∧ c2,log) (5.27)

forment une base de E0,2
2 . Par exemple, l’élément c1,val∧ c2,val provient d’une extension dans la catégorie

des représentations localement algébriques.

Proposition 5.7. — La classe c1,val ∧ c2,val engendre l’image de l’application

Ext2
G,λ(Fλ, Fλ ⊗ St3) →֒ Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ)). (5.28)

Démonstration. — D’après le théorème 1 de [38] (voir aussi le théorème 1.3 de [17]) l’application quotient
IndGB(1)∞ → St3 induit un isomorphisme Ext2

G,∞
(1, IndGB(1)∞) ≃ Ext2

G,∞
(1,St3). Ainsi, d’après la

proposition 4.7, on a un isomorphisme

Ext2
G,λ(Fλ, Fλ ⊗K IndGB(1)∞) ≃ Ext2

G,λ(Fλ, Fλ ⊗ St3). (5.29)
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Par ailleurs le corollaire 10 de [38] et la proposition 4.7 nous donnent un isomorphisme

Ext2
G,λ(Fλ, Fλ ⊗ IndGB(1)∞) ≃

∧2
Hom∞(T ,K). (5.30)

On obtient alors un diagrammes commutatif

Ext2
G,λ(Fλ, Fλ ⊗ St3) ←−−−−

∼
Ext2

G,λ(Fλ, Fλ ⊗ IndGB(1)∞) −−−−→
∼

∧2 Hom∞(T ,K)
y

y
y

Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)) ←−−−− Ext2

G,λ(Fλ, IndGB(λ)) −−−−→
∧2 Hom(T ,K).

(5.31)

NotonsW (λ) le sous-espace IndGP1
(λ)+IndGP2

(λ) de IndGB(λ). Le morceau E−1,3
2 s’identifie à Ext3

G,λ(Fλ,W (λ))
et l’application Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ))→ E−1,3
2 est alors l’application bord obtenue à partir de la suite exacte

0→W (λ)→ IndGB(λ)→ Σ(λ)→ 0. (5.32)

Son noyau est l’image de κ.

5.3. Cohomologie et dilogarithme. — Soit W = W (0), Stan3 = Σ(0). Nous allons montrer comment
le dilogarithme p-adique permet de décrire des éléments de H3(G,W ) et de les relever en des éléments
de H2(G,Stan3 ).

Notons B l’espace vectoriel des applications mesurables D de P1(Qp) dans K vérifiant l’équation
fonctionnelle

D(xy)−D(x)−D(y) +D(y
1− x
1− y

)−D(x
1− y
1− x

) = 0. (5.33)

Soit li2 la fonction dilogarithme Qp\{0, 1} → Qp construite par Robert Coleman dans [13]. Cette fonction
dépend du choix d’une détermination du logarithme p-adique, c’est-à-dire de la valeur de log(p). En
choisissant la détermination log(p) = a, on pose

Da(z) = li2(z) +
1
2

loga(z) loga(1− z). (5.34)

La détermination que nous utiliserons le plus souvent est a = 0, on note donc, pour alléger les indices,
D = D0. On vérifie alors que

Da −D =
a

2
d (5.35)

où d est définie sur Qp\{0} par

d(z) = log(1− z)val(z)− log(z)val(1− z), (5.36)

et cette fois-ci, d ne dépend pas du choix d’une branche du logarithme. Les fonctions D et d sont deux
éléments de B. Nous montrons en appendice que B est un K-espace vectoriel de dimension 2 ayant pour
base (D, d). Nous y construisons également un isomorphisme

θ : B ∼−→ H2(PGL2(Qp),Stan2 ), (5.37)

que nous allons à présent utiliser. Le centre de GL2(Qp) agit trivialement sur Stan2 , on a donc une injection

H2(PGL2(Qp),Stan2 ) →֒ H2(GL2(Qp),Stan2 ). (5.38)

Notons θ̃ la composée de θ avec cette injection.
En quotientant la suite exacte

0→W → IndGB(1)→ Stan3 → 0 (5.39)

par IndGP1
(1), on obtient une suite exacte

0→ vanP2
→ IndGP1

(Stan2 )→ Stan3 → 0. (5.40)

D’après (5.10), H3(G, vanP2
) = 0. On obtient donc une surjection

H2(G, IndGP1
(Stan2 )) ։ H2(G,Stan3 ). (5.41)
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Comme H1(N1, 1) et H2(N1, 1) sont, d’après le théorème 4.10, des représentations sur lesquelles le centre
de L1 agit non trivialement, la suite spectrale (4.40) prend ici la forme d’un isomorphisme de Shapiro

H2(G, IndGP1
(Stan2 )) ∼−→ H2(L1,Stan2 ) = H2(GL2(Qp),Stan2 ). (5.42)

En composant l’inverse de cet isomorphisme avec l’isomorphisme θ̃ de l’appendice, et avec (5.41), on
obtient une flèche

ι1 : B → H2(G,Stan3 ). (5.43)

De même en changeant P1 par P2 dans (5.41), on obtient une flèche ι2 : B → H2(G,Stan3 ).

Lemme 5.8. — Il existe α ∈ K non nul tel que

ι1(d) = ι2(d) = α(c1,log ∧ c2,val + c2,log ∧ c1,val). (5.44)

Démonstration. — On sait d’après l’appendice 1 que θ(d) appartient au noyau de

H2(PGL2(Qp),Stan2 )→ H3(PGL2(Qp), 1). (5.45)

Notons B2 le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de GL2(Qp) et T2 le sous-groupe des

matrices diagonales. L’élément θ(d) est alors l’image d’un élément de H2(PGL2(Qp), IndGL2(Qp)
B2

(1)). En
utilisant le théorème 8.13 de [32], on obtient un isomorphisme

H2(PGL2(Qp), IndGL2(Qp)
B2

(1)) ≃ H2(T 2, 1) ≃
∧2

Hom(T 2,K). (5.46)

Il s’agit d’un espace de dimension 1 engendré par (log0 ◦ǫ) ∧ (val ◦ ǫ) où ǫ est le morphisme de T2

dans K× défini par
(
a b
c d

)
7→ a−1d. Ainsi il existe α′ ∈ K× tel que θ(d) = α′(log0 ◦ǫ) ∧ (val ◦ ǫ). On

remarque alors, que via l’isomorphisme L1 ≃ GL2(Qp), ǫ correspond à ǫ−1
0 ǫ1. Ainsi l’image de d par ι1

est α′(log0 ◦ǫ
−1
0 ǫ1) ∧ (val ◦ ǫ−1

0 ǫ1) pour un certains α′ ∈ K×. Comme pour f morphisme de Q×p dans le
groupe additif de K, on a

f ◦ (ǫ−1
0 ǫ1) = −

1
3
f(ǫ−1

0 ǫ−1
1 ǫ22) +

2
3
f(ǫ−2

0 ǫ1ǫ2), (5.47)

on en déduit

ι1(d) = α′[
4
9
c2,log ∧ c2,val +

1
9
c1,log ∧ c1,val −

2
9

(c1,log ∧ c2,val + c2,log ∧ c1,val)]. (5.48)

Comme les deux premiers termes du membre de droite sont annulés par κ, on a le résultat avec α = − 2
9α
′.

On raisonne de la même façon pour ι2 en remarquant que ι2(d) = α′(log0 ◦ǫ
−1
1 ǫ2) ∧ (val ◦ ǫ−1

1 ǫ2).

Lemme 5.9. — L’image de ιi(D) par H2(G,Stan3 )→ H3(G,W ) est non nulle. De plus ι1(D) et ι2(D)
ont même image dans H3(G,W ).

Démonstration. — Cela résulte du diagramme commutatif suivant

0 // IndGPi(1) //
� _

��

IndGB(1) // IndGPi(Stan2 ) //

����

0

0 // W // IndGB(1) // Stan3
// 0

(5.49)

qui donne
H2(GL2(Qp),Stan2 ) −−−−→ H3(GL2(Qp), 1)

(5.42)

x≀
x≀

H2(G, IndGPi(Stan2 )) −−−−→ H3(G, IndGPi(1))
y

y≀

H2(G,Stan3 ) −−−−→ H3(G,W ).

(5.50)

Le carré du haut est commutatif car les flèches verticales sont constituées de restrictions, qui commutent
aux opérateurs de bord. L’image de D par la flèche horizontale du haut est non nulle d’après (7.15) et
la proposition 7.5. De plus, la composée

H3(G, 1)→ H3(G, IndGPi(1))→ H3(GL2(Qp), 1) (5.51)
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est l’application de restriction de G à GL2(Qp) via le plongement

GL2(Qp)
∼
−→ Li →֒ G. (5.52)

Comme le centre de GL2(Qp) est isomorphe à Q×p et que dim Hom(Q×p ,K) ≤ 2, on a, d’après le corollaire
3.14, H3(GL2(Qp), 1) ≃ H3(sl2, 1). De même, on a H3(G, 1) ≃ H3(sl3, 1). En utilisant ces isomorphismes,
la flèche (5.51) devient la flèche ϕ∗1 de l’exemple 3.13. Cet exemple montre alors que la composée (5.51)
est indépendante de i ∈ {1, 2}. Autrement dit, dans le diagramme commutatif suivant

H3(GL2(Qp), 1)

H3(G, 1)

∼

77oooooooooooo
∼ //

∼

''OOOOOOOOOOOO
H3(G, IndGPi(1))

≀

OO

≀

��
H3(G,W )

(5.53)

l’isomorphisme entre H3(G,K) et H3(GL2(Qp),K) est indépendant de i. Notons ι̃i(D) l’image inverse de

θ̃(D) par (5.42). En comparant au diagramme commutatif (5.50), on voit que l’image de (ι̃1(D), ι̃2(D))
dans H3(G, IndGP1

(1)⊕ IndGP2
(1)) appartient à l’image de

H3(G,K)→ H3(G, IndGP1
(1)⊕ IndGP2

(1)), (5.54)

obtenue par inclusion diagonale, donc ι1(D)− ι2(D) est nul dans H3(G,W ).

Corollaire 5.10. — Les application ιi sont injectives.

On pose alors

c0 = α−1ι1(D)−
1
2
c1,log ∧ c2,log (5.55)

où α est choisi comme dans le lemme 5.8. D’après le lemme 5.9, c0 n’appartient pas à l’image de κ. On
obtient donc

H2(G,Stan3 ) = Im(κ)⊕Kc0

= Kc1,val ∧ c2,val ⊕Kc1,log ∧ c2,val ⊕Kc2,log ∧ c1,val ⊕Kc1,log ∧ c2,log ⊕Kc0. (5.56)

Comme le morphisme ϕλ entre H2(G,Stan3 ) et Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)) provient d’un morphisme de suites

spectrales et κ de morphismes d’arêtes dans ces suites spectrales, on a κ = ϕλ ◦ κ. On note également c0

l’élément de Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)), image de c0 par ϕλ. On a également une décomposition

Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)) = Im(κ)⊕Kc0

= Kc1,val ∧ c2,val ⊕Kc1,log ∧ c2,val ⊕Kc2,log ∧ c1,val ⊕Kc1,log ∧ c2,log ⊕Kc0. (5.57)

5.4. Extensions entre Σ(λ) et les vanPi (λ). — La nullité des espaces Ext1
G,λ(Fλ,Σ(λ)) et HomG(Fλ,Σ(λ)))

(proposition 5.6) montre que l’on a des isomorphismes

Ext1
G,λ(vanPi (λ),Σ(λ)) ≃ Ext1

G,λ(IndGPi(λ),Σ(λ)). (5.58)

On peut alors utiliser la résolution (5.11) de Σ(λ) pour calculer ces groupes. On applique le foncteur
HomG(vanP1

(λ), ·) pour obtenir une suite spectrale

Ep,q1 = ExtqG,λ(IndGP1
(λ), C−p(λ))⇒ Extp+q

G,λ (IndGP1
(λ),Σ(λ)). (5.59)

Par dualité de Schneider et Teitelbaum, on peut éliminer immédiatement les termes

ExtqG,λ(IndGPi(λ), Fλ). (5.60)

En effet d’après le corollaire 4.3, on a un isomorphisme

ExtqG,λ(IndGPi(λ), Fλ) = Extq−2
G,−λ(F ′λ, IndGPi(F

′
λ,i ⊗ dPi)). (5.61)
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Or, pour tout q, les Li-représentations Hq(Ni, F ′λ) et F ′λ,i ⊗ dPi ont des caractères centraux différents :
le premier est algébrique et le second a une composante lisse non triviale. Ainsi l’application de la suite
spectrale (4.40) donne le résultat.

De plus, les formules (4.134) montrent que le seul Hq(N, IndGPi(λ)) ayant une composante λ-isotypique
non triviale est le H0, et cette composante est de dimension 1. Ainsi la suite spectrale (4.40) nous donne

ExtqG,λ(IndGPi(λ), IndGB(λ)) ≃ Hq(T , 1) (5.62)

ExtqG,λ(IndGPi(λ), IndGPi(λ)) ≃ Hq(Li, 1). (5.63)

Les formules (4.122) et la suite spectrale (4.40) donnent de même, pour tout q,

ExtqG,λ(IndGP1
(λ), IndGP2

(λ)) ≃ ExtqL2,λ
(IndL2

B (λ), Fλ,2) = 0. (5.64)

Ainsi
Ext1

G,λ(IndGP1
(λ), IndGP2

(λ)) = Ext2
G,λ(IndGP1

(λ), IndGP2
(λ)) = 0. (5.65)

De même
Ext1

G,λ(IndGP2
(λ), IndGP1

(λ)) = Ext2
G,λ(IndGP2

(λ), IndGP1
(λ)) = 0. (5.66)

Au final, on obtient

Proposition 5.11. — L’espace Ext1
G,λ(vanPi (λ),Σ(λ)) est de dimension 2 pour i ∈ {1, 2}. De plus, l’in-

clusion Fλ ⊗K vPi →֒ vanPi (λ) induit un isomorphisme

Ext1
G,λ(vanPi (λ),Σ(λ)) ∼−→ Ext1

G,λ(Fλ ⊗K vPi ,Σ(λ)) (5.67)

Démonstration. — Dans la suite spectrale (5.59), la ligne d’ordonnée q est de la forme

Hq(Li,K)
d−1,q

1−−−→ Hq(T ,K) (5.68)

et cette flèche est une flèche de restriction. Ainsi, d’après le corollaire 3.14, Hq(H,K) ≃
∧q Hom(H,K)

pour q ∈ {0, 1, 2} et H ∈ {Li, T}. Le morphisme d−1,q
1 est donc injectif pour q ≤ 2 et on obtient

Ext1
G,λ(IndGP1

(λ),Σ(λ)) ≃ E0,1
2 . Comme Hom(Li,K) est de dimension 2, engendré par ci,log et ci,val et que

Hom(T ,K) est de dimension 4 engendré par c1,log, c1,val, c2,log et c2,val, l’espace Ext1
G,λ(IndGP1

(λ),Σ(λ))
est de dimension 2. On conclut alors avec l’isomorphisme (5.58). Le même raisonnement en remplaçant
vanPi (λ) par Fλ ⊗ vPi donne l’isomorphisme (5.67).

En fait, nous obtenons plus que cela, il y a une suite d’isomorphismes

Ext1
G,λ(vanP1

(λ),Σ(λ)) ∼−→ Ext1
G,λ(IndGP1

(λ),Σ(λ))

և Ext1
G,λ(IndGP1

(λ), IndGB(λ)) ∼−→ H1(T , 1), (5.69)

ce qui donne une présentation

s̃h1 : H1(T , 1) ։ Ext1
G,λ(vanP1

(λ),Σ(λ)) (5.70)

dont l’image est engendrée par les cocycles c2,log et c2,val.
Les mêmes résultats sont valables en remplaçant P1 par P2. On obtient une application

s̃h2 : H1(T , 1) ։ Ext1
G,λ(vanP2

(λ),Σ(λ)) (5.71)

dont l’image est engendrée par c1,log et c1,val.

Définition 5.12. — Si L et L′ sont deux éléments de K, on note Σ(λ,L,L′) l’unique représentation
localement analytique de G s’insérant dans une suite exacte

0→ Σ(λ)→ Σ(λ,L,L′)→ vanP1
(λ)⊕ vanP2

(λ)→ 0, (5.72)

dont la classe dans Ext1
G,λ(vanP1

(λ)⊕ vanP2
(λ),Σ(λ)) correspond au couple (c2,log +L′c2,val, c1,log +Lc1,val)

par la proposition 3.2.

Remarquons que comme les représentations Σ(λ) et vanPi (λ) sont fortement admissibles. Toute extension
comme ci-dessus est également fortement admissible.
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Remarque 5.13. — L’inclusion Fλ ⊗ St3 →֒ Σ(λ) induit une injection

Ext1
G,λ(Fλ ⊗ vPi , Fλ ⊗ St3) →֒ Ext1

G,λ(Fλ ⊗ vPi ,Σ(λ)), (5.73)

car d’après (2.52), on a HomG(Fλ ⊗ vPi ,Σ(λ)/(Fλ ⊗ St3)) = 0. Le membre de gauche est de dimension
1 d’après le corollaire 4.8. L’image de cette injection est engendrée par s̃hi(c3−i,val).

Remarque 5.14. — Comme dans [7, §2], on peut construire explicitement Σ(λ,L,L′) de la façon sui-
vante. On note σ(L,L′) la K-représentation de dimension 3 de B

(
a ∗ ∗
0 b ∗
0 0 c

)
7→

(
1 logL′ (a

−2bc) logL(a−1b−1c2)
0 1 0
0 0 1

)
. (5.74)

On forme l’induite IndGB(λ ⊗ σ(L,L′)). L’unique injection de la représentation triviale dans σ(L,L′)
induit une injection IndGB(λ) →֒ IndGB(λ ⊗ σ(L,L′)) et donc une injection de IndGP1

(λ) + IndGP2
(λ). Si Q

désigne le quotient par ce sous-espace, on a alors une surjection

Q ։ IndGB(λ)2. (5.75)

On note Σ̃(λ,L,L′) l’image réciproque de IndGP1
(λ)⊕ IndGP2

(λ) dans Q, on obtient donc une extension

0→ Σ(λ)→ Σ̃(λ,L,L′)→ IndGP1
(λ)⊕ IndGP2

(λ)→ 0. (5.76)

Comme Ext1
G,λ(Fλ,Σ(λ)) = 0, l’injection de F 2

λ dans IndGP1
(λ) ⊕ IndGP2

(λ) se relève en une injection de

F 2
λ dans Σ̃(λ,L,L′) et on a un isomorphisme

Σ̃(λ,L,L′)/F 2
λ ≃ Σ(λ,L,L′). (5.77)

5.5. Construction du complexe. — On peut désormais déterminer les groupes d’extensions
Ext1

G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) et Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)).

Notons δL,L′ l’application

Ext1
G,λ(Fλ, vanP1

(λ)⊕ vanP2
(λ))

δL,L′
−−−→ Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ)) (5.78)

obtenue à partir de la suite exacte

0→ Σ(λ)→ Σ(λ,L,L′)→ vanP1
(λ)⊕ vanP2

(λ)→ 0. (5.79)

D’après (3.2), les espaces ExtqM(G)λ
(·, ·) peuvent se réinterpréter en termes de groupes de morphismes

dans la catégorie dérivée Db(M(G)λ). On a en particulier

Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, vanPi (λ)′) ≃ HomDb(M(G)λ)(Σ(λ)′, vanP1
(λ)′[1]) (5.80)

Ext1
M(G)λ

(vanPi (λ)′, F ′λ) ≃ HomDb(M(G)λ)(v
an
P1

(λ)′[1], F ′λ[2]). (5.81)

La composition dans la catégorie Db(M(G)λ) permet de définir une application bilinéaire

Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, vanPi (λ)′)× Ext1
M(G)λ

(vanPi (λ)′, F ′λ)→ Ext2
M(G)λ

(Σ(λ)′, F ′λ). (5.82)

La proposition ci-dessous est un moyen commode de calculer cette composition.

Proposition 5.15. — Le diagramme suivant est commutatif.

Ext1
M(G)λ

(Σ(λ), vanPi (λ)′)
×

Ext1
M(G)λ

(vanPi (λ)′, F ′λ)
� _

shi

��

// Ext2
M(G)λ

(Σ(λ)′, F ′λ)

H1(T , 1)
×

s̃hi

OOOO

H1(T , 1) // H2(T , 1),

κ

OO
(5.83)

l’application du bas étant le cup-produit.
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Démonstration. — Nous avons en réalité un gros diagramme commutatif

Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, vanP1
(λ)′)

≀

��

×
Ext1

M(G)λ
(vanP1

(λ)′, F ′λ) // Ext2
M(G)λ

(Σ(λ)′, F ′λ)

Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, IndGP1
(λ)′)

×
Ext1

M(G)λ
(IndGP1

(λ)′, F ′λ)

≀

OO

// Ext2
M(G)λ

(Σ(λ)′, F ′λ)

Ext1
M(G)λ

(IndGB(λ)′, IndGP1
(λ)′)

OOOO

×
Ext1

M(G)λ
(IndGP1

(λ)′, F ′λ)
� _

��

// Ext2
M(G)λ

(IndGB(λ)′, F ′λ)

OO

Ext1
M(G)λ

(IndGB(λ)′, IndGB(λ)′)

OOOO

(a)

��

×
Ext1

M(G)λ
(IndGB(λ)′, F ′λ)

(e)

��

// Ext2
M(G)λ

(IndGB(λ)′, F ′λ)

(g)

��
Ext1

M(B)λ
(IndGB(λ)′, IndGB(λ)′)

(b)

��

×
Ext1

M(B)λ
(IndGB(λ)′, F ′λ) // Ext2

M(B)λ
(IndGB(λ)′, F ′λ)

(h)

��
Ext1

M(B)λ
(−λ, IndGB(λ)′)

×
Ext1

M(B)λ
(IndGB(λ)′, F ′λ)

(f)

��

// Ext2
M(B)λ

(−λ, F ′λ)

Ext1
M(B)λ

(−λ,−λ)

(c)

OO

×
Ext1

M(B)λ
(−λ, F ′λ) // Ext2

M(B)λ
(−λ, F ′λ)

Ext1
M(T )λ

(−λ,−λ)

(d)

OO

×
Ext1

M(T )λ
(−λ,−λ) //

≀

OO

Ext2
M(T )λ

(−λ,−λ)

≀

OO

(5.84)

Le diagramme commute car toutes les applications sont fonctorielles. De plus les composées des flèches
(a) et (b), ainsi que (e) et (f) et (g) et (h) sont des isomorphismes d’après (4.33). La composée des flèches
(d) et (c) est un isomorphisme d’après (5.15). En composant toutes les flèches colonne par colonne dans
le bon sens, on obtient exactements̃hi, shi et κ.

Soit donc (α, β) ∈ Ext1
M(T )λ

(−λ,−λ) × Ext1
M(T )λ

(−λ,−λ). D’après (4.25) et le corollaire 3.11, on a
des isomorphismes

Ext1
M(G),λ(−λ,−λ) ≃ H1(T , 1) ≃ Hom(T ,K), (5.85)

un calcul direct montre que la composition de α et β dans Ext2
M(T )λ

(−λ,−λ) est exactement α∧β dans

Ext2
M(T )λ

(−λ,−λ) ≃ H2(T , 1) ≃
∧2

Hom(T ,K). (5.86)

En effet, si α est un morphisme localement analytique de T dans K, la classe d’extension associée est
une représentation V de T qui, dans une certaine base, est donnée par la matrice ( 1 α

0 1 ). La suite exacte

0→ 1→ V → 1→ 0 (5.87)

donne lieu à une application de bord δ : H1(T , 1)→ H2(T , 1). Si β est un morphisme de T dans K, δ(β)
est la classe de H2(T , 1) dont un représentant est (g, h) 7→ α(g)β(h), c’est-à-dire le cup-produit α ∪ β.
Par ailleurs l’application bord δ est exactement la composition avec α : 1→ 1[1] dans Db(M(T )).

Corollaire 5.16. — L’application δL,L′ envoie (c, c′) sur

(c2,log + L′c2,val) ∧ c+ (c1,log + Lc1,val) ∧ c′. (5.88)

En particulier, son image est incluse dans l’image de κ.

Démonstration. — L’application δL,L′ est

HomDb(M(G)λ)((v
an
P1

(λ)′ ⊕ vanP2
(λ)′)[1], F ′λ)→ HomDb(M(G)λ)(Σ(λ)′, F ′λ[2]) (5.89)

50



obtenue par composition avec (c2,log + Lc2,val, c1,log + L′c1,val), il suffit alors d’appliquer la proposition
5.15.

Corollaire 5.17. — On a

dimK Ext1
G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) = 1 et dimK Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) = 2. (5.90)

L’espace Ext1
G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) est le sous-espace de dimension 1 de Ext1

G,λ(Fλ, vanP1
(λ) ⊕ vanP2

(λ)) en-

gendré par la classe (c1,log +Lc1,val, c2,log +L′c2,val) et Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) a pour base les images des

classes c1,val ∧ c2,val et c0, c0 étant défini en (5.55).

Démonstration. — La suite exacte (5.72) donne lieu à une suite exacte longue

0→ Ext1
G,λ(Fλ, vanP1

(λ)⊕ vanP2
(λ))

δL,L′
−−−→ Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ))→ Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′))

→ Ext2
G,λ(Fλ, vanP1

(λ)⊕ vanP2
(λ)) δ′

−→ Ext3
G,λ(Fλ,Σ(λ)) (5.91)

Le 0 de gauche provient de la proposition 5.6. Rappelons que l’espace Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)) a une base

constituée des éléments c1,log ∧ c2,log, c1,log ∧ c2,val, c1,val ∧ c2,log, c1,val ∧ c2,val et c0. D’après le corollaire
5.16, le noyau de δL,L′ est constitué des multiples du couple (c1,log + Lc1,val, c2,log + L′c2,val). Ainsi
Ext1

G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) est de dimension 1. L’image de δL,L′ est donc de dimension 3. Il suffit donc de
prouver que la flèche δ′ est injective. Pour ce faire notons κ′ l’application H3(T ,K)→ Ext3

G,λ(Fλ,Σ(λ))
provenant de (5.24). On prouve comme précédemment que l’on a un diagramme commutatif

Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, vanPi (λ)′)
×

Ext2
M(G)λ

(vanPi (λ)′, F ′λ)
� _

��

// Ext3
M(G)λ

(Σ(λ)′, F ′λ)

H1(T , 1)
×

OOOO

H2(T , 1) // H3(T , 1),

κ′

OO
(5.92)

l’application du bas étant le cup-produit. Ainsi l’application δ′ est donnée par

(c, c′) 7→ (c2,log + L′c2,val) ∧ c+ (c1,log + Lc1,val) ∧ c′. (5.93)

Or d’après le corollaire 5.3, une base de Ext2
G,λ(Fλ, vanP1

(λ) ⊕ vanP2
(λ)) est donnée par cP1

∧ cP1,val et
cP2
∧ cP2,val. Leurs images par δ′ sont

c1,log ∧ c1,val ∧ c2,log + L′c1,log ∧ c1,val ∧ c2,val, c2,log ∧ c2,val ∧ c1,log + L′c2,log ∧ c2,val ∧ c1,val (5.94)

et sont linéairement indépendantes dans H3(T ,K). Mais cette fois-ci, on sait que dans la suite spectrale
(5.14), E−2,4

1 = 0 et d−1,3
1 = 0, l’application κ′ est injective, donc δ′ également.

Remarque 5.18. — Ce corollaire peut se reformuler de la façon suivante : l’espace
Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) est le quotient de Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)) par les relations

c1,log ∧ c2,log −LL
′c1,val ∧ c2,val, c1,log ∧ c2,val +Lc1,val ∧ c2,val, c1,val ∧ c2,log +L′c1,val ∧ c2,val (5.95)

Par (3.12), pour tout sous-groupe parabolique P , on a des isomorphismes

ExtqG,λ(Fλ, IndGP (λ)) ≃ ExtqG,λ(Fλ, IndGP (λ)). (5.96)

Ainsi on obtient un isomorphisme

Ext2G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) ≃ Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)), (5.97)

et on peut appliquer la proposition 3.2 pour construire un objet de la catégorie Db(Mc(G)λ).
Soit Q un polynôme de deux variables de degré inférieur ou égal à 2 à coefficients dans K.

Définition 5.19. — Soit L ∈ K3, on note Σ(λ,L)Q l’unique objet de la catégorie Db(Mc(G)λ) obtenu
à partir du cocycle c0 +(L′′−Q(L,L′))c1,val∧c2,val ∈ Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) au moyen de la proposition
3.2.
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A priori, Σ(λ,L) est un complexe de D(G)-modules, mais d’après la remarque 2.17 de [32], la re-
présentation Σ(λ,L,L′) a une résolution injective I · par des représentations localement analytiques et
on peut utiliser cette résolution et représenter Σ(λ,L) par un complexe de représentations localement
analytiques. Comme de plus,

Ext2G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L′)) ≃ Ext2
M(G)λ

(Σ(λ,L,L′)′, F ′λ), (5.98)

le complexe de D(G)-module Σ(λ,L)′Q s’insère dans un triangle distingué de Db(M(G)λ)

F ′λ → Σ(λ,L)′Q → Σ(λ,L,L′)′[−1]→ (5.99)

tel que l’application du foncteur Hom(·, F ′λ) induise un morphisme

EndG(F ′λ)→ HomDb(M(G)λ)(Σ(λ,L,L′)′[−2], F ′λ) (5.100)

envoyant l’identité sur le cocycle

c0 + (L′′ −Q(L,L′))c1,val ∧ c2,val. (5.101)

Remarque 5.20. — Le polynôme Q est là pour faire le lien avec les constructions géométriques du
chapitre suivant. Il existe cependant un choix de Q pour lequel le complexe Σ(λ,L) a un comportement
parallèle à celui de la représentation V (h,L) de l’introduction (ici (λ0, λ1, λ2) = (h2 − 2, h1 − 1, h0)). Il
s’agit, ce n’est pas un hasard, du choix Q = 0. Supposons en effet que Q = 0.

(i) Le foncteur D∗st dépend du choix d’une branche du logarithme p-adique pour construire un plon-
gement Bst →֒ BdR. Si D(h,L) est le module filtré associé à V (h,L) en choisissant log(p) = 0, le
module filtré associé à V (h,L) en choisissant log(p) = a est D(h, L̃) avec L̃ = (L+ a,L′ + a,L′′ +
aL′+ 1

2a
2). En remplaçant alors log0 par loga dans la construction de Σ(λ,L), c’est-à-dire en faisant

ci,log 7→ ci,log + aci,val et D 7→ D + a
2d, on obtient un complexe isomorphe à Σ(λ, L̃). En effet, on

voit par exemple que c0 doit être remplacé par

c0 + a
α−1

2
ι1(d)−

a

2
(c1,log ∧ c2,val + c1,val ∧ c2,log)−

1
2
a2c1,val ∧ c2,val

= c0 − a(c1,val ∧ c2,log)−
a2

2
c1,val ∧ c2,val (5.102)

Or comme c2,log = −(a + L′)c2,val dans Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ,L + a,L′ + a)), l’extension correspond au

paramètre c0 + (L′′ + aL′ + 1
2a

2)c1,val ∧ c2,val.

(ii) Considérons les représentations galoisiennes,

D∗st(V (h,L)∗(2)) ≃ D∗st(V (h̃, L̃)), (5.103)

avec h̃ = (2 − h0, 2 − h1, 2 − h2) et L̃ = (L′,L,LL′ − L′′). Du côté localement analytique, soit ι
l’isomorphisme extérieur de G défini par ι(g) = (g−1)t. Il induit une involution ι de D(G) et le
foncteur M 7→ D(G)⊗ι(D(G)) M est un isomorphisme de la catégorie M(G)λ sur M(G)λ̃, où λ̃ =
(−λ2,−λ1,−λ0). Il induit un isomorphisme de la catégorie Db(M(G)λ) sur la catégorie Db(M(G)λ̃)
et l’image de Σ(λ,L)′ par ce foncteur est justement Σ(λ̃, L̃)′. La raison est que ce foncteur envoie
Σ(λ) sur Σ(λ̃), vanP1

(λ) sur vanP2
(λ̃), échange c1,log et c2,log, c1,val et c2,val et envoie ι1(D) sur ι2(D),

donc c0 sur c0 + c1,log ∧ c2,log et c1,log ∧ c2,log = LL′c1,val ∧ c2,val dans Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ,L,L)).

Ainsi il serait fort tentant de choisir Q = 0, mais nous ne savons pas montrer que ce choix convient pour
les résultats du chapitre suivant, où nous devrons faire un choix de Q qui dépend de l’espace de Drinfel’d.
Il est cependant possible que ces deux choix coïncident.

6. Le complexe de de Rham de l’espace de Drinfel’d

Ce dernier chapitre est consacré au lien entre le (ϕ,N)-module filtré D(h,L) et le complexe de D(G)-
modules Σ(λ,L)′ à travers l’espace de Drinfel’d X .

Soit H l’ensemble des hyperplans de P2
Qp

définis sur Qp et X (Cp) = P2(Cp)\
⋃
H∈HH(Cp). Il s’agit des

Cp-points d’un espace rigide Qp-analytique X , de Stein ([43, §1]). L’espace P2
Qp

est un espace homogène
pour le groupe algébrique GL3, fixons un isomorphisme P2 ≃ GL3/P2, ce qui munit P2(Cp) d’une action
de G = GL3(Qp) stabilisant X . Soit ρ une K-représentation de dimension finie de G. Pour tout faisceau
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G-équivariant F en K-espaces vectoriels sur X , on définit le faisceau G-équivariant F ⊗K ρ, produit
tensoriel de F et du faisceau constant ρ. Pour tout ouvert admissible U de P2, on a

(F ⊗K ρ)(g−1U)
g
−→ (F ⊗K ρ)(U) (6.1)

v ⊗ w 7→ gv ⊗ gw. (6.2)

On appelle alors complexe de de Rham à coefficients dans ρ le complexe d’hypercohomologie de Ω·⊗K ρ.
Comme l’espace X est de Stein, ce complexe est en réalité le complexe des sections globales. Nous fixons
désormais un poids dominant λ et définissons RΓdR(λ) comme étant le complexe de de Rham de X à
coefficients dans F ′λ. Autrement dit

RΓdR(λ) = [O(X )→ Ω1(X )→ Ω2(X )]⊗K F ′λ. (6.3)

On note Hi
dR(λ) son i-ième groupe de cohomologie. D’après les résultats de Peter Schneider et Ulrich

Stuhler ([43] §3 théorème et §4 lemme 1), on a des isomorphismes de D(G)-modules

H0
dR(λ) ≃ F ′λ H1

dR(λ) ≃ F ′λ ⊗K v′P1
H2
dR(λ) ≃ F ′λ ⊗K v′B . (6.4)

Le complexe RΓdR(X ) est donc un objet de la catégorie Db(M(G)λ), où M(G)λ est la catégorie des
D(G)-modules sur lesquels D(Z) agit par multiplication par le même caractère que sur F ′λ, Z étant le
centre de G.

6.1. Scindage du complexe RΓdR(λ). — Le but de cette partie est de prouver que le complexe
RΓdR(λ) est scindé dans la catégorie Db(M(G)λ). L’idée est d’utiliser le corollaire A.1.3 de [17] et de
calculer les groupes ExtkM(G)λ

(Hi
dR(λ), Hj

dR(λ)) pour j = i− k+ 1. Ce calcul a été fait dans la catégorie
des représentations lisses de G par Jean-François Dat et Sascha Orlik. Il s’étend à la catégorie des
représentations localement analytiques grâce à la proposition 4.7.

Théorème 6.1. — Le complexe RΓdR(λ) est scindé dans la catégorie Db(MK(G)λ), c’est-à-dire qu’il
existe un isomorphisme

RΓdR(λ) ∼−→
2⊕

i=0

(Hi
dR(X )⊗ F ′λ)[−i] (6.5)

induisant l’identité sur la cohomologie.

Démonstration. — La catégorie Db(M(G)λ) est la catégorie dérivée d’une catégorie abélienne, c’est une
catégorie triangulée munie d’une t-structure. De plus, les calculs de Jean-François Dat et Sascha Orlik
([17, Théorème 1.3] ou [38, Théorème 1]) montrent que, dans la catégorie abélienne des représentations
lisses de G,

Extk
M(G)∞

(Hi
dR(X ), Hj

dR(X )) = 0 (6.6)

sauf si k = i− j. La proposition 4.7 montre alors que ExtkM(G)λ
(Hi

dR(λ), Hj
dR(λ)) = 0 pour k = i− j+ 1.

Au vu du corollaire A.1.3 de [17], le complexe RΓdR(λ) est scindé dans la catégorie Db(M(G)λ).

Bien entendu un tel isomorphisme n’est pas unique, mais une fois que l’on connaît ce théorème, il est
facile d’en déduire la structure de l’algèbre EndDb(M(G)λ)(RΓdR(λ)) et donc tous les scindages.

Corollaire 6.2. — L’algèbre EndDb(M(G)λ)(RΓdR(λ)) est isomorphe à l’algèbre des matrices triangu-
laires supérieures dans M3(K). En particulier, l’espace des scindages est un espace homogène principal
sous le groupe N+ ⊂ GL3(Qp) des matrices unipotentes supérieures.

Démonstration. — On a un isomorphisme d’algèbres

EndDb(M(G)λ)(RΓdR(λ)) ≃ End(
⊕

i

Hi
dR(λ)[−i]). (6.7)

C’est-à-dire
EndDb(M(G)λ)(RΓdR(λ)) ≃

⊕

i≤j

Extj−iM(G)λ
(Hj

dR(λ), Hi
dR(λ)). (6.8)

D’après la proposition 4.7, on a des isomorphismes

Extj−iM(G)λ
(Hj

dR(λ), Hi
dR(λ)) ≃ Extj−i

M(G)∞
(Hj

dR(X ), Hi
dR(X )). (6.9)
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Ces isomorphismes sont compatibles aux compositions dans les catégories Db(M(G)λ) et Db(M(G)∞)
car ils proviennent du foncteur deM(G)∞ dansM(G)λ obtenu par composition de l’inclusion deM(G)∞

dans M(G)λ et de M 7→ F ′λ ⊗K M . Finalement le théorème 1.3 de [17] nous donne le résultat.

6.2. Séries discrètes holomorphes. — Dans [41], Peter Schneider définit des représentations de G,
appelées séries discrètes holomorphes, permettant de simplifier le complexe RΓdR(X ). Nous rappelons
ici leur définition et calculons leur cohomologie sous certains sous-groupes unipotents de G.

Soit ρ une représentation Qp-algébrique irréductible de P2. Elle donne lieu à un faisceau G-équivariant
Fρ sur P2

Qp
= G/P2, en posant, pour tout ouvert admissible U de P2, Ũ son image réciproque dans G et

Fρ(U) = {f ∈ Crig(Ũ , ρ), ∀p ∈ P2, f(·p) = ρ(p−1)f}, (6.10)

où Crig(Ũ , ρ) désigne l’espace des fonctions rigides analytiques de Ũ dans ρ. L’action de G est donnée
par la translation à gauche. La série discrète holomorphe associée à ρ est l’espace des sections de Fρ
au-dessus de X que l’on note Dρ = Fρ(X ). Muni de l’action de G, c’est une séparément continue de
D(G) sur un espace de Fréchet nucléaire (voir [39, §1] et [46, §1 et 2]). Si µ désigne le plus haut poids de
ρ, ce qui implique µ ∈ X+

2 , on note Dµ la représentation Dρ, on l’appelle série discrète holomorphe. On
a une injection N1 →֒ P2 donnée par u 7→ uw0P2. L’image U de cette injection étant le complémentaire
d’une droite rationnelle, elle contient l’espace X . Or, sur U , le faisceau Fρ est constant, ainsi ses sections
s’identifient aux fonctions de U dans l’espace de ρ. L’espace Dρ s’identifie donc à l’espace des fonctions
rigides analytiques de X dans ρ. Pour z ∈ X , posons u(z) ∈ N1(Cp) tel que z = u(z)w0P2. L’action de
G est alors donnée par la formule suivante.

(g · f)(z) = j(g, z)(f(g−1z)), (6.11)

avec j(g, z) = ρ(w−1
0 u(z)−1gu(g−1z)w0).

Supposons que λ soit un poids dominant. Dans [41, §3], Peter Schneider définit trois poids (λ(0), λ(1), λ(2))
à partir de λ, des différentielles di : Dλ(i) → Dλ(i+1), ainsi qu’un quasi-isomorphisme de complexes de
G-représentations

RΓdR(λ) ≃ [Dλ(0)
d0−→ Dλ(1)

d1−→ Dλ(2)]. (6.12)

Les poids λ(i) sont donnés par les formules

λ(0) = −w0λ, λ(1) = s1 · (λ(0)), λ(2) = s1s2 · (λ(0)). (6.13)

En particulier la cohomologie du complexe de droite dans (6.12) est H∗dR(λ) = H∗dR(X )⊗ F ′λ.
La N1-cohomologie de Dµ est particulièrement agréable à calculer et nous sera très utile par la suite.

Proposition 6.3. — On a un isomorphisme L1-équivariant

Hi(N1, Dµ) ≃ H0(N1, H
i
dR(X ))⊗ Fs2s1µ,1. (6.14)

Remarquons que les représentations H0(N1, H
i
dR(X )) sont faciles à calculer car ce sont les duales des

modules de Jacquet des représentations (Hi
dR(X ))′, on peut alors utiliser (4.46).

Démonstration. — La formule (6.11) montre que, pour g ∈ N1, (g · f)(x) = f(g−1x), et pour g ∈ L1,
(g · f) = ρw0(g)(f(g−1·)). Ainsi Dµ|P1

≃ O(X ) ⊗K (Fµ,2)w0 (rappelons que w0L1w
−1
0 = L2). Or la

cohomologie d’algèbres de Lie de n1 à valeurs dans O(X ) se calcule à partir du complexe de Chevalley-
Eilenberg

O(X )→ (n1)′ ⊗K O(X )→
∧2

(n1)′ ⊗K O(X ). (6.15)

D’après [41, §3, page 19], on a des isomorphismes P1-équivariants Ωi(X ) ≃
∧i(n1)′ ⊗K O(X). Il est

immédiat de voir que ces isomorphismes sont continus entre espaces de Fréchet, donc ce sont des iso-
morphismes topologiques. Ainsi le complexe (6.15) est quasi-isomorphe topologiquement et de façon
P1-équivariante au complexe de de Rham

O(X )→ Ω1(X )→ Ω2(X ). (6.16)

On a donc un isomorphisme topologique P1-équivariant Hi(n1,O(X )) ≃ Hi
dR(X ) qui donne un isomor-

phisme topologique L1-équivariant

Hi(n1, Dµ) ≃ Hi
dR(X )⊗K (Fµ,2)w0 . (6.17)
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En particulier, cette cohomologie est séparée. Ainsi d’après (3.44), on en conclut que Hi(n1, D
′
µ) est

isomorphe à la représentation localement algébrique ((Fµ,2)w0 ⊗K Hi
dR(X ))′. On conclut alors par le

théorème 7.1 de [32] et notre théorème 3.15. De plus, comme représentation de L1, le plus haut poids
de Fw0

µ,2 est s2s1µ, donc Fw0
µ,2 = Fs2s1µ.

6.3. Caractères infinitésimaux des séries discrètes. — Pour la suite il est utile de voir que les
D(G)-modules Dµ ont un caractère infinitésimal.

Lemme 6.4. — Le centre z(g) de U(g) agit sur Dµ par le caractère χµ+δ, défini en 2.6.

Démonstration. — Soit ρ la représentation algébrique de L2 de plus haut poids µ. En fait, U(g) agit
directement sur le faisceau Fρ. Comme z(g) commute à l’action de GL3(Cp), il suffit de vérifier que z(g)
agit par multiplication par χµ+δ sur la fibre de Fρ en 1. On raisonne alors exactement comme pour la
preuve de [31, proposition 8.22].

Corollaire 6.5. — Si ψ est un caractère localement algébrique de T , alors si IndGB(ψ) et (Dλ(i))′ ont
un sous-quotient en commun, ψ est de la forme (w · λ)ψ∞ pour un w ∈W et ψ∞ lisse.

Démonstration. — Posons ψ = µψ∞. Les représentations Dλ(i) et (IndGB(ψ))′ doivent avoir même ca-
ractère infinitésimal. Ces caractères sont χλ(i)+δ et χ−(µ+δ). Ils sont égaux si et seulement si il existe
w ∈W tel que λ(i) + δ = w(−µ− δ). Comme λ(i) est de la forme w′(−w0λ+ δ)− δ = −w′w0(λ+ δ)− δ
pour un w′ ∈W , on doit avoir µ = w−1w′w0 · λ.

Dans le même esprit que le lemme 2.23, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 6.6. — Soit λ un poids dominant, il existe une application G-équivariante continue surjective
F ′λ⊗K Ω2(X ) ։ Dλ(2), telle que sur tout sous-quotient du noyau, le centre z(g) n’agisse pas selon χ−λ−δ.

Démonstration. — Nous reprenons la construction de [41, §3]. La proposition 1 de [41, §3] montre que
Ω2(X ) est isomorphe à D0(2) avec 0(2) = s1s2 ·0. Le lemme 5 de [41, §3] montre alors que F ′λ⊗KΩ2(X ) ≃
DF ′

λ
|P2⊗0(2). Le lemme 7 de [41, §3] montre qu’il existe une filtration P2-équivariante sur F ′λ dont le

sommet est isomorphe à F−s1s2w0(λ), et que cette représentation a multiplicité 1. On obtient ainsi un
morphisme surjectif F ′λ ⊗K Ω2(X ) ։ Dλ(2). Pour l’assertion sur le noyau, on remarque que le noyau
possède une filtration G-équivariante dont les gradués sont isomorphes à des sommes directes d’espaces
de la forme Dµ+0(2) où µ est un poids dominant relativement à α2 et apparaissant dans F−w0λ. Si un
tel Dµ+0(2) a χ−λ−δ pour caractère infinitésimal, on a d’après le lemme 6.4 l’existence de w ∈W tel que
µ+0(2)+δ = w(−λ−δ), c’est-à-dire µ+s1s2δ = ww0(−w0λ+δ), et donc −w0λ = (w0w

−1s1s2) ·(s2s1µ).
Mais comme d’après la proposition 21.3 de [25], on a (w0w

−1)µ ≤ −w0λ, on doit avoir (w0w
−1s1s2)·0 ≥ 0,

ce qui implique w0w
−1s1s2 = 1 et w = s2 et au final µ = −s1s2w0λ.

6.4. La structure des séries discrètes holomorphes, d’après Orlik. — Dans [39], Sascha Orlik
construit une filtration décroissante G-équivariante sur les représentations Dµ et décrit les duaux des
gradués de cette filtration en termes de sous-représentations de séries principales localement analytiques.
Rappelons brièvement ses résultats dans le cas de GL3(Qp). Soit µ ∈ X+

2 .

Théorème 6.7 (Orlik). — Il existe sur Dµ une filtration décroissante D(G)-équivariante

Dµ = Fil0Dµ ⊃ Fil1Dµ ⊃ Fil2Dµ = H0(P2,Fµ), (6.18)

et des suite exactes pour j ∈ {0, 1},

0→ H2−j(P2
Qp
,Fµ)′ ⊗ vQj → grj(Dµ)′ → IndGP2−j

(Uj)aj → 0, (6.19)

où Uj est une représentation localement algébrique Mj ⊗ St2−j de P2−j, aj un sous U(g)-module de
m2−j(M ′j) et Q0 = B, Q1 = P1.

Remarque 6.8. — Il existe au plus un j ∈ {0, 1, 2} tel que Hj(P2
Qp
,Fµ) 6= 0. Cet espace est non nul

pour l’unique j pour lequel il existe w ∈ W de longueur j tel que w · µ soit dominant. Dans ce cas
Hj(P2

Qp
,Fµ) est une représentation algébrique de dimension finie isomorphe à Fw·µ.
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Sascha Orlik précise la nature de Mj . Il définit un ensemble ψj,µ de poids dominants pour Lj et montre
que la restriction de Mj à L2−j est quotient de

⊕

ν∈ψ2−j,µ

Fν,2−j . (6.20)

Dans la formulation du théorème 2 de [39], il n’est pas clair que ce soit la restriction à L2−j que l’on
considère. Cependant, c’est indispensable, car il n’est pas toujours possible de choisir pour Mj une
représentation semi-simple de P2−j .

Nous pouvons à présent formuler une légère amélioration du théorème 2 de [39].

Proposition 6.9. — Dans le cas où µ ∈ {λ(0), λ(1), λ(2)}. La restriction à L2−j de la représentation
M ′j est un quotient de

⊕

ν∈ψ∗
2−j,µ

Fν,2−j , (6.21)

où ψ∗2−j,µ = ψ2−j,µ ∩ {w · λ, w ∈W}.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire 6.5 puisque dans ce cas, toutes les
induites IndGP2−j

(Uj) doivent avoir le même caractère central.

Explicitons tout ceci dans le cas où µ est un des λ(i) associé à λ, poids dominant. Reprenons les
notations de l’introduction de [39]. On a alors

µ1,λ(0) = λ(1), µ2,λ(0) = s2s1 · λ(0) = s2 · λ(1)

µ1,λ(1) = λ(1), µ2,λ(1) = λ(2)

µ1,λ(2) = λ(2), µ2,λ(2) = s2 · λ(0).

(6.22)

Posons, λ = (λ0, λ1, λ2), on en déduit

ψ1,λ(0) = {(λ0 − k, λ2 − 1, λ1 + 1 + k)| 0 ≤ k ≤ λ0 + 1− λ2}

ψ2,λ(0) = {(λ2 − 2, λ0 + 1, λ1 + 1)}

ψ1,λ(1) = ψ1,λ(0)

ψ2,λ(1) = ψ2,λ(2)

ψ1,λ(2) = {(λ1 − 1, λ2 − 1− k, λ0 + k)| 0 ≤ k ≤ λ0 − λ2}

ψ2,λ(2) = {(λ1 − 1, λ0 + 1, λ2)}

(6.23)

On a

{w · λ, w ∈W} = {λ, (λ1 − 1, λ0 + 1, λ2),

(λ0, λ2 − 1, λ1 + 1), (λ1 − 1, λ2 − 1, λ0 + 2), (λ2 − 2, λ0 + 1, λ1 + 1),

(λ2 − 2, λ1, λ0 + 2)}, (6.24)

et donc

ψ∗1,λ(0) = {(λ0, λ2 − 1, λ1 + 1), (λ1 − 1, λ2 − 1, λ0 + 1)}

ψ∗2,λ(0) = {(λ2 − 2, λ0 + 1, λ1 + 1)}

ψ∗1,λ(2) = {(λ1 − 1, λ2 − 1, λ0 + 2)}

ψ∗2,λ(2) = {(λ1 − 1, λ0 + 1, λ2)}

(6.25)

Proposition 6.10. — Pour Dλ(2), a1 = 0 et a0 est le sous U(g)-module d2 de m2(−s1 · λ) défini dans

la section 2.5. De plus (St3 ⊗ Fλ)′ est l’unique quotient simple de Dλ(2) et (IndGP1
(Fs2s1·λ,1))′ est son

socle. Ainsi, Dλ(2) est un D(G)-module de longueur 3, dont les composantes de Jordan-Hölder sont, du
socle au quotient simple

(IndGP1
(Fs2s1·λ,1))′, (IndGP2

(Fs1·λ,2 ⊗ St2)d2)′, (Fλ ⊗ St3)′. (6.26)
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Démonstration. — Remarquons tout d’abord que l’unique j tel que Hj(P2
Qp
,Fλ(2)) 6= 0 est j = 2. Le fait

que a1 = 0 vient de ce que m1(F ′s2s1·λ,1
) est irréductible. Remarquons que comme a0 est contenu dans

m2(F ′s1·λ,2
) qui est de longueur 2, on a soit a0 = 0 soit a0 = d2. Supposons a0 = 0, alors d’après la décom-

position du théorème 6.7, la représentation IndGP2
(Fs1·λ,2⊗St2)′ est un sous-objet de gr0(Dλ(2)). Alors la

suite exacte (4.49) montre que IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2)′ est un sous-objet de gr0(Dλ(2)). La représentation

IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2)′ est en fait un sous-objet de Dλ(2). En effet, Fil1(Dλ(2)) = (IndGP1

(Fs2s1·λ,1))′ et
d’après les formules (4.124) et la suite spectrale (4.40), on a

Ext1
G,λ(IndGP1

(Fs2s1·λ,1), IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2)) = 0. (6.27)

D’après (4.124), il existe une application surjective P1-équivariante

IndGP2
(Fs1s2·λ ⊗ St2) ։ IndL1

B∩L1
(s1s2 · λ|ǫ

−1
1 ǫ2|). (6.28)

Comme d’après la proposition 6.3 on a H0(N1, Dλ(2)) = Fs2s1λ(2),1 = F ′s2s1·λ,1
, on aboutit à une contra-

diction, et donc a0 = d2.
Montrons à présent les assertions sur le socle et les quotients simples. D’après (4.43), on a H0(N1, (Fλ⊗

St3)′) = F ′λ,1⊗JN1(St3)′ qui ne s’injecte pas dans H0(N1, Dλ(2)). Ainsi (Fλ⊗St3)′ ne peut être un sous-
objet de Dλ(2). De même, par (4.122), on obtient H0(N1, (IndGP2

(St2 ⊗ Fs1·λ,2)d2)′) = (IndB∩L1(s1 · λ⊗

|ǫ−1
0 ǫ1|))′, qui ne s’injecte pas dans H0(N1, Dλ(2)). De plus, si (St3 ⊗ Fλ)′ n’était pas le seul quotient

simple de Dλ(2), ce dernier contiendrait un sous-espace, extension non triviale de (Fλ ⊗K St3)′ par
(IndGP2

(Fs2s1·λ,1))′, mais le corollaire 4.3 montre que

Ext1
M(G)λ

((Fλ ⊗K St3)′, (IndGP1
(Fs2s1·λ,1))′) = 0. (6.29)

L’assertion sur la longueur provient alors des résultats d’irréductibilité du chapitre 2.

Corollaire 6.11. — Il existe une injection G-équivariante de D′λ(2) dans Σ(λ). De plus,

EndG(Dλ(2)) = K. (6.30)

Démonstration. — La seconde assertion est une conséquence immédiate de la proposition 6.10. Dé-
montrons la première. Nous allons tout d’abord prouver ce résultat dans le cas où λ = 0. On a alors
Σ(0) ≃ Stan3 et D0(2) ≃ Ω2(X ). Comme me l’a signalé Christophe Breuil, c’est alors une conséquence de
résultats d’Adrian Iovita et Michael Spieß. Ils construisent dans [27], un sous-espace Ω2

log,b de Ω2(X ),
G-stable, et constitué de formes différentielles logarithmiques ([27, Définition 4.6]), et ils montrent que
l’image de cet espace par l’application Ω2(X ) ։ H2

dR(X ) est dense. Comme d’après la proposition 6.10,
H2
dR(X ) est l’unique quotient simple de Ω2(X ), l’espace Ω2

log,b est dense dans Ω2(X ). Notons Stc3 la re-
présentation de Steinberg continue, c’est-à-dire le quotient de l’espace de Banach des fonctions continues
sur G/B par l’espace engendré par les fonctions provenant de G/P1 ou de G/P2, muni de l’action par
translation à gauche. On observe alors que d’après le lemme 1 du §4 de [43] et la remarque sous la
définition 4.6 de [27], Ω2

log,b est le dual topologique de la représentation de Steinberg continue, c’est donc
un K[[G0]]-module de type fini. On obtient donc une injection continue d’image dense

(Stc3)′ →֒ Ω2(X ). (6.31)

D’après le théorème 7.1 de [47], on a (Stan3 )′ ≃ D(G0) ⊗K[[G0]] (Stc3)′. On obtient donc une flèche
D(G)-équivariante (Stan3 )′ → Ω2(X ). Comme il s’agit d’une application entre deux D(G)-modules coad-
missibles, le corollaire 4(ii) et le lemme 3.6 de [47] montrent que son image est fermée. Puisque cette
image contient déjà un sous-espace dense, l’application est surjective.

Passons maintenant au cas où λ est un poids dominant quelconque. Le cas précédent nous donne une
surjection

F ′λ ⊗ (Stan3 )′ ։ F ′λ ⊗ Ω2(X ). (6.32)

On utilise alors les lemmes 2.23 et 6.6 et le fait que z(g) agit par χ−λ−δ sur Σ(λ)′ et Dλ(2) pour
conclure.

Remarque 6.12. — (i) Il faut voir ce résultat Σ(λ)′ ։ Dλ(2) comme un analogue pour GL3(Qp) de
la dualité de Morita O(k) ≃ Σ(k)′ ([7, §3.1]). On fixe désormais iλ une injection de D′λ(2) dans
Σ(λ).
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(ii) Remarquons que dans (6.32), le noyau de la composée

Fλ ⊗K Ω2(X )′ →֒ Fλ ⊗K Stan3 ։ Σ(λ) (6.33)

est un supplémentaire de D′λ(2). Ainsi Dλ(2) est facteur direct de F ′λ ⊗K Ω2(X ).

Les mêmes raisonnements que pour la proposition 6.10 donnent le résultat suivant pour Dλ(0).

Proposition 6.13. — Les composantes de Jordan-Hölder de Dλ(0) sont

F ′λ, (IndGP1
(Fs2·λ,1)d1)′, (IndGP2

(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2))′. (6.34)

De plus (IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2))′ est le seul quotient simple de Dλ(0) et F ′λ est son socle.

Proposition 6.14. — Il n’y a pas de morphismes D(G)-équivariant de Dλ(1) dans H1
dR(λ).

Démonstration. — Par irréductibilité deH1
dR(λ), un tel morphisme non nul est surjectif. Ainsi il induirait

une surjection D(L1)-équivariante

H2(N1, Dλ(1))→ H2(N1, H
1
dR(λ)). (6.35)

Or on peut calculer le premier D(L1)-module en utilisant la proposition 6.3 et le second par (4.43). On
obtient alors une flèche

JN1(vB)′ ⊗ Fs2s1λ(1),2 → JN1(vP1)′ ⊗H1(n1, F
′
λ) (6.36)

qui ne peut qu’être nulle par (4.46).

Comme la cohomologie du complexe [Dλ(0) → Dλ(1) → Dλ(2)] est H∗dR(λ), on déduit des décomposi-
tions de Dλ(0) et Dλ(2) en composantes de Jordan-Hölder, les composantes de Jordan-Hölder de Dλ(1).
Pour résumer, les espaces D′λ(i) sont munis d’une filtration croissante dont les gradués sont isomorphes

aux représentations localement analytiques suivantes, où l’on désigne par A B une extension non
scindée de B par A.

D′λ(0) = IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2) IndGP1

(Fs2·λ,1)d1 Fλ

D′λ(1) = IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ St2)d2 IndP1

(Fs2s1·λ,1)⊕ Fλ ⊗ vP1

IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2) IndGP1

(Fs2·λ,1)d1

D′λ(2) = Fλ ⊗ St3 IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ St2)d2 IndGP1

(Fs2s1·λ,1)

(6.37)

En fait, la filtration dans le théorème d’Orlik est de telle sorte que l’on peut encore écrire D′λ(1) de la
façon suivante

IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ St2) IndP1(Fs2s1·λ)⊕ Fλ ⊗ vP1 IndGP1

(Fs2·λ,1)d1 , (6.38)

le terme de gauche s’insère dans une suite exacte

0→ IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ St2)d2 → IndGP2

(Fs1·λ,2 ⊗ St2)→ IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2)→ 0. (6.39)

6.5. Filtration et extensions. — Cette partie plutôt technique a pour but de transformer les in-
formations sur les extensions dans la série discrète holomorphe en résultats portant sur les morphismes
entre complexes dans la catégorie dérivée Db(M(G)λ).

Le théorème 6.1 nous permet de choisir s un isomorphisme entre RΓdR(λ) et le complexe scindé de
cohomologie associé. Notons si la composition de s et de la projection

⊕

i

Hi
dR(λ)[−i]

pi
−→ Hi

dR(λ)[−i]. (6.40)

L’isomorphisme (6.12) composé avec la flèche naturelle Dλ(2)[−2] → [Dλ(0) → Dλ(1) → Dλ(2)] nous
donne une flèche

i2 : Dλ(2)[−2]→ RΓdR(λ). (6.41)

L’application s0 ◦ i2 est donc un élément de

HomDb(M(G)λ)(Dλ(2)[−2], H0
dR(λ)) ≃ Ext2

M(G)λ
(Dλ(2), F

′
λ). (6.42)
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Nous avons besoin de savoir quelle est son image dans Ext2
M(G)λ

(Σ(λ)′, F ′λ) après composition avec la
surjection Σ(λ)′ ։ Dλ(2).

Avant cela, nous avons besoin d’un résultat technique.

Lemme 6.15. — L’application D(G)-équivariante Dλ(2)[−2]→ RΓdR(λ) induit un isomorphisme

EndDb(M(G)λ)(RΓdR(λ)) ∼−→ HomDb(M(G)λ)(Dλ(2)[−2], RΓdR(λ)). (6.43)

De même l’application D(G)-équivariante

[0→ Dλ(1) → Dλ(2)]→ RΓdR(λ) (6.44)

induit un isomorphisme

EndDb(M(G)λ)(RΓdR(λ)) ≃ HomDb(M(G))λ([0→ Dλ(1) → Dλ(2)], RΓdR(λ)). (6.45)

Démonstration. — D’après le corollaire 6.2, le membre de gauche est de dimension 6. De la proposition
6.10, on tire

dimK HomD(G)(Dλ(2), H
2
dR(λ)) = 1. (6.46)

De plus d’après l’exemple 4.11 et la proposition 6.10,

Ext1
G,λ(Dλ(2), H

1
dR(λ)) ≤ 2

Ext2
G,λ(Dλ(2), H

0
dR(λ)) ≤ 3

(6.47)

Ainsi il suffit de prouver que la flèche de l’énoncé est injective. Pour cela, remarquons que RΓdR(λ)
s’insère dans un triangle exact

Dλ(2)[−2]→ RΓdR(λ)→ [Dλ(0) → Dλ(1)]→ (6.48)

et il suffit donc de prouver que

HomG([Dλ(0) → Dλ(1)], RΓdR(λ)) = 0, (6.49)

ce qui est encore équivalent aux trois égalités

HomG(Dλ(1), H
1
dR(λ)) = 0 (6.50)

HomG(Dλ(0), F
′
λ) = 0 (6.51)

Ext1
M(G)λ

(Dλ(1), F
′
λ) = 0. (6.52)

Les deux premières égalités découlent de la proposition 6.13 et de la proposition 6.14. Prouvons la
troisième.

Supposons qu’il existe une extension non triviale

0→ H0
dR(λ)→ E → Dλ(1) → 0. (6.53)

Nous allons commencer par prouver que l’injection P1-équivariante H0(N1, Dλ(1)) →֒ Dλ(1) se relève en
une injection P1-équivariante H0(N1, Dλ(1)) →֒ E.

Soit ρ la représentation algébrique irréductible de L1 de plus haut poids λ(1). Nous avons identifié
Dλ(1) avec l’espace des fonctions rigides analytiques f : X → ρ muni de l’action donnée par (6.11).
L’espace X est inclus dans l’ouvert affine U de P2

Qp
défini en 6.2, U(Cp) est l’image de N1(Cp)w0P2 dans

P2(Cp). Soit M ⊂ Dλ(1) le sous-espace constitué des fonctions f : X → ρ qui sont des polynômes sur
U ≃ A2

Qp
. Il s’agit de l’espace des sections algébriques du faisceau Fρ au-dessus de U . Ce sous-espace est

donc stable pour l’action de U(g) et, puisque U est stable par P1, de P1. Remarquons que le sous-espace
des fonctions constantes est stable par P1 et isomorphe à Fλ(1),1. Ainsi H0(n1, Dλ(1)) = H0(n1,M). Soit
M̃ l’image réciproque de M dans E. Nous montrons dans l’appendice 3 que M̃ ≃ M ⊕H0

dR(λ), ce qui
donne une injection U(g)-équivariante de M dans E, donc une injection p1-équivariante de H0(n1, Dλ(1))
dans E. Comme Fλ(1),1 ≃ F ′s2·λ,1

, on obtient une application non triviale D(G) ⊗D(P1) F
′
s2·λ

→ E.
Comme H0(N1, (IndGP1

(Fs2s1·λ))′), donné par (4.121), n’est pas inclus dans H0(N1, E), la restriction de
cette injection à (IndGP1

(Fs2s1·λ))′ est nulle, on obtient donc une injection

j : (IndGP1
(Fs2·λ,1)d1)′ →֒ E. (6.54)
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Notons E1 le quotient de E par ce sous-espace, qui est donc une extension non triviale entre
Dλ(1)/(IndGP1

(Fs2·λ,1)d1)′ et H0
dR(λ). Utilisons la suite exacte

0→ (IndGP1
(Fs2·λ,1)d1)′ → Dλ(1) → Dλ(1)/(IndGP1

(Fs2·λ,1)d1)′ → 0 (6.55)

pour déterminer H0(N1, Dλ(1)/(IndGP1
(Fs2·λ,1)d1)′). On a déjà

H0(N1, (IndGP1
(Fs2·λ,1)d1)′) ≃ H0(N1, Dλ(1)). (6.56)

Rappelons de plus que par (4.133)),

H1(N1, (IndGP1
(Fs2·λ,1)d1)′) = F ′s2s1·λ,1 ⊕ · · · (6.57)

Comme H1(N1, Dλ(1)) est le dual d’une représentation localement algébrique irréductible non isomorphe
à Fs2s1·λ,1, on a une injection

F ′s2s1·λ,1 →֒ H0(N1, Dλ(1)/(IndGP1
(Fs2·λ,1)d1)′). (6.58)

Comme de plus H1(N1, F
′
λ) ≃ F ′s2·λ

, on a nécessairement une injection P1-équivariante F ′s2s1·λ
→֒ E1, et

donc une injection D(G)-équivariante

(IndGP1
(Fs2s1·λ,1))′ →֒ E1, (6.59)

par irréductibilité de (IndGP1
(Fs2s1·λ,1))′. Notons alors E2 le quotient de E1 par (IndGP1

(Fs2s1·λ,1))′. C’est
une extension non triviale de la forme

F ′λ F ′λ ⊗ v
′
P1

IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ St2)′ (6.60)

Nous allons aboutir à une contradiction. Tout d’abord, F ′λ ⊗ v
′
P1

, ne peut être un sous-objet de E2 car
d’après (4.47), Ext1

G,λ(Fλ, IndGP2
(Fs1·λ,2 ⊗ St2)) = 0. Le D(G)-module E2 contient donc un sous-module

M ′, extension non scindée de la forme

0→ F ′λ →M ′ → F ′λ ⊗ v
′
P1
→ 0. (6.61)

D’après le corollaire 4.8, Ext1
G,λ(Fλ, Fλ ⊗K vP1) est de dimension 1. Il existe donc une unique extension

non scindée de la forme (6.61). Ainsi M est isomorphe à la représentation localement algébrique Fλ ⊗
IndGP2

(|ǫ−2
0 ǫ1ǫ2|)∞. Ainsi d’après (4.43), Hq(N2,M

′) = Hq(n2, F
′
λ) ⊗ JN2(IndGP2

(|ǫ−2
0 ǫ1ǫ2|)∞)′. Or les

suites exactes (4.45) montrent que JN2
(IndGP2

(|ǫ−2
0 ǫ1ǫ2|)∞) ≃ IndL2

B∩L2
(|ǫ−1

1 ǫ2|)∞⊕|ǫ−2
0 ǫ1ǫ2|. En utilisant

la suite spectrale (4.40), on obtient

Ext1
G,λ(M, IndGP2

(Fs1·λ,2 ⊗ St2)) = 0. (6.62)

Ainsi E2 = M ′⊕ IndGP2
(Fs1·λ,2⊗St2)′. Mais ceci implique qu’il existe une application D(G)-équivariante

non triviale de E2 vers H1
dR(λ) = F ′λ ⊗ v

′
P1

, donc une application non triviale Dλ(1) → H1
dR(λ), contre-

disant la proposition 6.14.
Enfin, pour prouver la dernière assertion, on utilise le triangle distingué

Dλ(2)[−2]→ [0→ Dλ(1) → Dλ2 ]→ Dλ(1)[−1]→, (6.63)

elle est donc équivalente à
HomDb(M(G)λ)(Dλ(1)[−1], RΓdR(λ)) = 0, (6.64)

ce qui est conséquence de (6.50) et (6.52).

Remarque 6.16. — Une conséquence de ce lemme est que les inégalités (6.47) sont en fait des égalités.

On sait maintenant que la dimension de Ext2
M(G)λ

(Dλ(2), H
0
dR(λ)) = Ext2

G,λ(Fλ, D′λ(2)) est 3. Pour la

suite, nous avons besoin d’en savoir plus sur l’image de cet espace dans Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)) via le plongement

D′λ(2) →֒ Σ(λ). Remarquons déjà que pour toute composante M de Σ(λ), Ext1
G,λ(Fλ,M) = 0, donc cette

application est injective.

Lemme 6.17. — L’image de Ext2
G,λ(Fλ, D′λ(2)) dans Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ)) n’est pas contenue dans Im(κ).
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Démonstration. — Montrons tout d’abord le cas où λ = 0 et Σ(0) = Stan3 . Soit ι l’automorphisme de
G défini par g 7→ (g−1)t. Si (Σ, ρ) est une représentation localement analytique de G, on définit la
représentation ι(Σ) comme étant g 7→ ρ(ι(g)). Dire qu’un cocyle de H2(G,Stan3 ) appartient à Im(κ),
c’est dire qu’il est dans l’image de H2(G, IndGB(1)) → H2(G,Stan3 ). Comme ι(IndGB(1)) ≃ IndGB(1) et
ι(Stan3 ) ≃ Stan3 , on voit que si H2(G,Ω2(X )′) est contenu dans Im(κ), c’est aussi le cas H2(G, ι(Ω2(X )′)).
Dans la décomposition (2.52), on voit que

Ω2(X )′ + ι(Ω2(X )′) = Fil2(Stan3 ). (6.65)

Supposons H2(G,Ω2(X )′) ⊂ Im(κ), on a alors

H2(G,Fil2(Stan3 )) ⊂ Im(κ). (6.66)

Or un calcul montre que H2(G,M) = 0 pour tout M composant de Stan3 /(Ω2(X )′ + ι(Ω2(X )′)). Ceci
implique H2(G,Stan3 ) ⊂ Im(κ), ce qui est absurde.

Pour λ un poids dominant, on utilise le diagramme commutatif suivant.

Ext2
G

(1,Ω2(X )′) //

��

Ext2
G

(1,Stan3 )

��
Ext2

G,λ(Fλ, Fλ ⊗ Ω2(X )′) //

��

Ext2
G,λ(Fλ, Fλ ⊗ Stan3 )

��
Ext2

G,λ(Fλ, D′λ(2))
iλ // Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ)).

(6.67)

Les flèches verticales du carré du haut proviennent du foncteur exact Σ 7→ Fλ ⊗ Σ et celles du bas
proviennent de (6.32) et du lemme 2.23. Le carré du bas est alors commutatif par définition de iλ. La
composée des deux flèches verticales de droite est ϕλ. Comme ϕλ ◦ κ = κ, on déduit le cas général du
cas λ = 0.

Lemme 6.18. — Notons Fil1Dλ(2) le sous-objet de Dλ(2) donné par le théorème 6.7. L’image de Ext2
G,λ(Fλ, (Dλ(2)/Fil1D

dans Ext2
G,λ(Fλ,Σ(λ)) est le sous-espace engendré par c1,val ∧ c2,val et c1,val ∧ c2,log.

Démonstration. — La proposition 5.15 et (5.67) montrent que les cocycles c1,val ∧ c2,log et c1,val ∧ c2,val

correspondent, par Yonéda, à des extensions de la formes

0→ Σ(λ)→ A→ B → Fλ → 0 (6.68)

avec
0→ Σ(λ)→ A→ vP1

⊗ Fλ → 0, (6.69)
il suffit donc de prouver que

Ext1
G,λ(Fλ ⊗ vP1

, (Dλ(2)/Fil1Dλ(2))
′) ≃ Ext1

G,λ(Fλ ⊗ vP1
,Σ(λ)). (6.70)

Comme H1
dR(λ)′ ≃ Fλ ⊗K vP1 et (Fil1Dλ(2))′ ≃ IndGP1

(Fs2s2·λ,1), c’est une conséquence de la remarque
6.16 et de l’exemple 4.47 qui donnent

dimK Ext1(Dλ(2), H
1
dR(λ)) = 2, Ext1

G,λ(Fλ ⊗ vP1
, IndGP1

(Fs2s1·λ,1)) = 0. (6.71)

On peut à présent comprendre un peu mieux le rapport entre la filtration du complexe RΓdR(λ) et
l’isomorphisme s. L’espace

HomDb(M(G)λ)(RΓdR(λ), H0
dR(λ)) =

EndM(G)λ(H0
dR(λ))⊕ Ext1

M(G)λ
(H1

dR(λ), H0
dR(λ))⊕ Ext2

M(G)λ
(H2

dR(λ), H0
dR(λ)) (6.72)

est de dimension 3. D’après le corollaire 4.8, on a

dimK Ext1
M(G)λ

(H1
dR(λ), H0

dR(λ)) = dimK Ext1
G,λ(Fλ, Fλ ⊗ vP1

) = 1 (6.73)

Soit donc N une flèche non nulle dans la catégorie Db(M(G)λ)

H1
dR(λ)[−1]→ H0

dR(λ), (6.74)
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alors d’après le lemme 6.15,

HomDb(M(G)λ)(Dλ(2)[−2], RΓdR(λ)) = Ki2 ⊕N(HomDb(M(G)λ)(Dλ(2)[−2], H1
dR(λ)[−1])). (6.75)

Comme
Ext1

M(G)λ
(Dλ(2), H

1
dR(λ)) = Ext1

M(G)λ
(Dλ(2)/Fil1Dλ(2), H

1
dR(λ)), (6.76)

la preuve du lemme 6.18 montre que l’image deN(HomDb(M(G)λ)(Dλ(2)[−2], H1
dR(λ)[−1])) dans Ext2

G,λ(Fλ,Σ(λ)),
est contenue dans l’image de κ. Ainsi d’après le lemme 6.17, l’élément s0 ◦ i2 n’appartient pas à Im(κ).
Dans la décomposition (5.57), on a

s0 ◦ i2 = αc0 + βc2,log ∧ c1,log + γc1,log ∧ c2,val + δc1,val ∧ c2,log + ǫc2,val ∧ c1,val (6.77)

avec α 6= 0. De même, on montre que s1 ◦ i1 ∈ Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, (Fλ ⊗ vP1
)′) s’écrit

s1 ◦ i2 = rc2,log + tc2,val (6.78)

avec r 6= 0.
Notons enfin D0

λ(1) le noyau de la différentielle de Dλ(1) dans Dλ(2). On a

dimK HomDb(M(G)λ)(D
0
λ(1)[−1], RΓdR(λ)) = 3. (6.79)

En effet, comme le complexe RΓdR(λ) est scindé, on a

HomDb(M(G)λ)(D
0
λ(1)[−1], RΓdR(λ)) = HomDb(M(G)λ)(D

0
λ(1)[−1], H0

dR(λ)⊕H1
dR(λ)). (6.80)

La décomposition (6.37) montre que dimK HomK(D0
λ(1), H

1
dR(λ)) = 1 et HomK(D0

λ(1), H
0
dR(λ)) = 0. De

plus on a d’après (4.47) dimK Ext1
M(G)λ

(D0
λ(1), H

0
dR(λ)) ≤ 2. En appliquant le foncteur HomDb(M(G)λ)(·, RΓdR(λ))

au triangle distingué
D0
λ(1)[−1]→ [0→ Dλ(1) → Dλ(2)]→ H2

dR(λ)[−2]→, (6.81)

et en utilisant le lemme 6.15 ainsi que le fait que HomDb(M(G)λ)(H2
dR(λ)[−2], RΓdR(λ)) est de dimension

3, on obtient l’inégalité inverse

dimK HomDb(M(G)λ)(D
0
λ(1)[−1], RΓdR(λ)) ≥ 3. (6.82)

D’après (6.37), l’espace D0
λ(1) est une extension non scindée de (IndGP2

(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2))′ par vanP1
(λ)′

et comme l’utilisation habituelle de la suite spectrale (4.40) nous donne

Ext1
G,λ(Fλ, IndGP2

(Fs1s2·λ,2 ⊗K St2)) = Ext2
G,λ(Fλ, IndGP2

(Fs1s2·λ,2 ⊗K St2)) = 0, (6.83)

on a
Ext1

M(G)λ
(D0

λ(1), H
0
dR(λ)) = Ext1

M(G)λ
(vanP1

(λ)′, H0
dR(λ)). (6.84)

Soit i1 l’application naturelle D0
λ(1)[−1] → [0 → Dλ(1) → Dλ(2)] → RΓdR(λ). Par (6.84), on voit

l’application s0 ◦ i1 comme un élément de

Ext1
M(G)λ

(vanP1
(λ)′, H0

dR(λ)) ≃ Ext1
G,λ(Fλ, vanP1

(λ)). (6.85)

et on écrit s0 ◦ i1 = uc1,log + vc1,val.

Lemme 6.19. — Dans la décomposition s0 ◦ i1 = uc1,log + vc1,val, on a u 6= 0.

Démonstration. — Soit N ∈ Ext1
M(G)λ

(H1
dR(λ), H0

dR(λ)) un élément non nul. L’égalité dans (6.82)
montre que l’application

HomDb(M(G)λ)(H
0
dR(λ)⊕H1

dR(λ)[−1], RΓdR(λ))→ HomDb(M(G)λ)(D
0
λ(1)[−1], RΓdR(λ)) (6.86)

obtenue par composition avec s◦i1 est un isomorphisme. CommeN et idH0(λ) forment une base de l’espace
des morphismes, dans la catégorie Db(M(G)λ), de H1

dR(λ)[−1] ⊕ H0
dR(λ) vers H0

dR(λ), les éléments
s0 ◦ i1 et N ◦ s1 ◦ i1 sont linéairement indépendants. Comme s1 ◦ i1 est juste l’application quotient
Dλ(1) → H1

dR(λ), l’élément N ◦ s1 ◦ i1 engendre l’image de

Ext1
M(G)λ

(H1
dR(λ), H0

dR(λ)) →֒ Ext1
M(G)λ

(D0
λ(1), H

0
dR(λ)). (6.87)

Comme H1
dR(λ)′ ≃ Fλ ⊗K vP1 , la remarque 5.13 montre que cette image est aussi engendrée par c1,val.

Ceci implique bien u 6= 0.
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6.6. Réalisation de Σ(λ,L) dans la cohomologie. — Nous allons à présent munir le complexe
RΓdR(λ) d’endomorphismes ϕ et N dans la catégorie Db(M(G)λ). Comme nous l’avons expliqué dans
l’introduction, cette construction est motivée par des considérations géométriques. Fixons donc s un
isomorphisme entre RΓdR(λ) et le complexe scindé

⊕
Hi
dR(λ)[−i]. On utilise les éléments

c1,val ∈ Ext1
M(G)λ

(H1
dR(λ), H0

dR(λ)), (6.88)

c2,val ∈ Ext1
M(G)λ

(H2
dR(λ), H1

dR(λ)), (6.89)

c2,val ∧ c1,val ∈ Ext2
M(G)λ

(H2
dR(λ), H0

dR(λ)) (6.90)

pour définir des bases de ces trois espaces de dimension 1. On définit l’endomorphismeN de
⊕
H∗dR(λ)[−∗]

comme étant (1, 1, 0) dans cette base. C’est un élément de

Ext1
M(G)λ

(H1
dR(λ), H0

dR(λ))× Ext1
M(G)λ

(H2
dR(λ), H1

dR(λ))× Ext2
M(G)λ

(H2
dR(λ), H0

dR(λ))

⊂ EndDb(M(G)λ)(RΓdR(λ)) (6.91)

Comme conséquence de la proposition 5.15, on a N2 = (0, 0, 1).
On définit l’endomorphisme ϕ de

⊕
iH

i
dR(λ)[−i] comme étant

ϕ = p
|λ|
3 −1(IdH0 + pIdH1[−1] + p2IdH2[−2]), (6.92)

où |λ| = λ0 + λ1 + λ2. L’isomorphisme s permet de transporter ϕ et N sur RΓdR(λ) en posant ϕs =
s−1 ◦ ϕ ◦ s et Ns = s−1 ◦ ϕ ◦ s. La relation Nsϕs = pϕsNs est alors immédiate.

Enfin nous munissons le complexe RΓdR(λ) de la filtration de Schneider (voir [23] §1 formule (14)).
D’après [23, (18)], on a





Filλ2−1(RΓdR(λ)) ≃ Filλ2(RΓdR(λ)) = RΓdR(λ)
Filλ2+1(RΓdR(λ)) ≃ · · · ≃ Filλ1+1(RΓdR(λ)) ≃ [0→ Dλ(1) → Dλ(2)]
Filλ1+2(RΓdR(λ)) ≃ · · · ≃ Filλ0+2(RΓdR(λ)) ≃ Dλ(2)[−2]
Filλ0+3(RΓdR(λ)) = · · · = 0.

(6.93)

Nous pouvons à présent définir le foncteur Ds,λ de la façon suivante.

Définition 6.20. — Si C est un objet de Db(M(G)λ), on pose

Dλ(C) = HomDb(M(G)λ)(C,RΓdR(λ)). (6.94)

On le munit des endomorphismes ϕs,∗ et Ns,∗ définis par

ϕs,∗(f) = ϕs ◦ f, Ns,∗(f) = Ns ◦ f, (6.95)

ainsi que de la filtration

Fili(Dλ(C)) = Im(HomDb(M(G)λ)(C,Fili(RΓdR(λ)))→ Dλ(C)). (6.96)

C’est donc un (ϕ,N)-module filtré que l’on note Ds,λ(Σ).

Remarquons tout de suite que d’après (6.93),




Filλ2(Ds,λ(C)) = Ds,λ(C)
Filλ2+1(Ds,λ(C)) = · · · = Filλ1+1(Ds,λ(C))
Filλ1+2(Ds,λ(C)) = · · · = Filλ0+2(Ds,λ(C))
Filλ0+3(Ds,λ(C)) = 0,

(6.97)

et que, sous les notations de l’introduction, λ0 = h2 − 2, λ1 = h1 − 1, λ2 = h0.
Nous pouvons à présent calculer quelques images par ce foncteur, ce qui nous mènera à la preuve du

théorème 1.2.

Proposition 6.21. — Le (ϕ,N)-module filtré Ds,λ(Σ(λ)′[−2]) est de la forme suivante.

Ds,λ(Σ(λ)′[−2]) =Ke2

⊕Kelog
1 ⊕Ke

val
1

⊕Kedilog0 ⊕Kelog− log
0 ⊕Kelog−val

0 ⊕Keval−log
0 ⊕Keval−val

0 ,

(6.98)
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



ϕ(e2) = p
|λ|+3

3 +1e2,

ϕ(e?
1) = p

|λ|+3
3 e?

1,

ϕ(e?
0) = p

|λ|+3
3 −1e?

0,





N(e2) = eval
1 ,

N(eval
1 ) = eval−val

0 ,

N(elog
1 ) = elog−val

0 ,

N(e?
0) = 0,

(6.99)

Fili(Ds,λ(Σ(λ)′[−2])) =





Ds,λ(Σ(λ)′[−2])
K(e2 + relog

1 + teval
1 + αedilog0 + βelog− log

0 − γeval−log
0 − δelog−val

0 + ǫeval−val
0 )

⊕K(elog
1 + uelog− log

0 + velog−val
0 )⊕K(eval

1 + ueval−log
0 + veval−val

0 )
K(e2 + relog

1 + teval
1 + αedilog0 + βelog− log

0 − γeval−log
0 − δelog−val

0 + ǫeval−val
0 )

0
(6.100)





si i ≤ λ2

si λ2 + 2 ≤ i ≤ λ1 + 1,
si λ1 + 2 ≤ i ≤ λ0 + 2,
si i ≥ λ0 + 3.

(6.101)

Démonstration. — C’est une conséquence des propositions 5.11 et 5.6. On choisit pour e2 la flèche duale
de l’inclusion Fλ ⊗ St3 →֒ Σ(λ), e?

1 = s̃h1(c2,?), avec ? ∈ {log, val}, e♯,?0 = c2,♯ ∧ c1,? avec ♯ et ? dans
{log, val} et edilog

0 = c0. La formule pour l’action de ϕ est une conséquence immédiate de la définition
de ϕ sur RΓdR(λ) et l’action de N est alors une conséquence du calcul de la proposition 5.15. D’après
le corollaire 6.11, la dimension de HomM(G)λ(Σ(λ)′, Dλ(2)) est 1 et la forme du Filλ0+2 est conséquence
de (6.77) et (6.78). Il reste à déterminer le Filλ1+1. Les applications i2 et i1 se factorisent toutes deux à
travers

Filλ1+1(RΓdR(λ)) ≃ [0→ Dλ(1) → Dλ(2)], (6.102)

on obtient donc une application

(i2,∗, i1,∗) : HomM(G)λ(Σ(λ)′[−2], Dλ(2))⊕ Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, D0
λ(1))

→ HomDb(M(G)λ)(Σ(λ)′[−2],Filλ1+1(RΓdR(λ))). (6.103)

En appliquant le foncteur HomDb(M(G)λ(Σ(λ)′[−2], ·) au triangle distingué

D0
λ(1)[−1]→ Filλ1+1RΓdR(λ)→ H2

dR(λ)[−2]→, (6.104)

on obtient une suite exacte

0→ HomDb(M(G)λ(Σ(λ)′[−2], D0
λ(1)[−1])

i1,∗
−−→ HomDb(M(G)λ(Σ(λ)′[−2],Filλ1+1(RΓdR(λ)))

q
−→ HomDb(M(G)λ(Σ(λ)′[−2], H2

dR(λ)[−2]) (6.105)

De plus la composition Dλ(2)[−2] → Filλ1+1(RΓdR(λ)) → H2
dR(λ)[−2] coïncide avec l’application quo-

tient Dλ(2) → H2
dR(λ) décalée par −2. Ainsi la composée q◦i2,∗ ci-dessous est bĳective d’après le corollaire

6.11.

HomDb(M(G)λ)(Σ(λ)′[−2], Dλ(2)[−2])
i2,∗
−−→ HomDb(M(G)λ)(Σ(λ)′[−2],Filλ1+1(RΓdR(λ)))

q
−→ HomDb(M(G)λ)(Σ(λ)′[−2], H2

dR(λ)[−2]) (6.106)

Comme d’après (6.37) et (2.52), le socle de Dλ(1), n’apparaît pas dans Σ(λ)′, on a

HomDb(M(G)λ)(Σ(λ)′[−2], Dλ(1)[−2]) = 0. (6.107)

En appliquant le foncteur HomDb(M(G)λ(Σ(λ)′[−2], ·) au triangle distingué,

Dλ(2)[−2]→ Filλ1+1(RΓdR(λ))→ Dλ(1)[−1]→, (6.108)

on en déduit que i2,∗ est injective, et donc que son image est en somme directe avec celle de i1,∗.
Autrement dit, l’application (6.103) est bĳective. L’image de i2,∗ s’envoie dans Filλ0+1Ds,λ(Σ(λ)′[−2]) et
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a déjà été déterminée. Il suffit donc de déterminer l’image de Im(i1,∗) dans Ds,λ(Σ(λ)′[−2]). Pour cela,
on utilise la suite exacte

0→ vanP1
(λ)′ → D0

λ(1) → IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2)′ → 0 (6.109)

provenant de (6.37). On peut alors montrer, en utilisant les techniques de la section 5.2, que
Ext1

G,λ(IndGP2
(Fs1s2·λ,2 ⊗ St2),Σ(λ)) = 0. Ainsi le terme Ext1

M(G)λ
(Σ(λ)′, D0

λ(1)) s’identifie à

Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, vanP1
(λ)′) et on utilise le calcul de la proposition 5.15 et le lemme 6.19 pour conclure.

Le même raisonnement, mais en plus simple prouve la proposition suivante.

Proposition 6.22. — Le (ϕ,N)-module filtré Ds,λ(vanP1
(λ)′[−1]) est de la forme

Ds,λ(vanP1
(λ)′[−1]) = Ke1 ⊕Ke

log
0 ⊕Ke

val
0 (6.110)

{
ϕ(e2) = p

|λ|+3
3 e1,

ϕ(e?
0) = p

|λ|+3
3 −1e?

0,

{
N(e1) = eval

0 ,

N(e?
0) = 0,

(6.111)

Fili(Ds,λ(vanP1
(λ)′[−1])) =





Ds,λ(vanP1
(λ)′[−1]) si i ≤ λ2,

K(e1 + uelog
0 + veval

0 ) si λ2 + 1 ≤ i ≤ λ1 + 1,
0 si i ≥ λ1 + 2.

(6.112)

Les (ϕ,N)-modules filtrés Ds,λ(vanP2
(λ)′[−1]) et Ds,λ(F ′λ) sont respectivement 1(λ2)⊕ 1(λ2) et 1(λ2), où

1(λ2) est le (ϕ,N)-module tel que ϕ = p
|λ|+3

3 −1id, N = 0 et Fili(1(λ2)) = 1(λ2) si et seulement si i ≤ λ2,
et 0 sinon.

Démonstration. — On a

HomDb(M(G)λ)(v
an
P1

(λ)′[−1], RΓdR(λ)) =

HomG(vanP1
(λ)′, v′P1

⊗ F ′λ)⊕ Ext1
M(G)λ

(vanP1
(λ)′, F ′λ) (6.113)

On choisit alors pour e1 l’application duale de l’inclusion de Fλ ⊗ vP1
dans vanP1

(λ), et elog
0 = cP1,log,

eval
0 = cP1,val.

Comme HomG(Fλ ⊗ vP1 , v
an
P2

(λ)) = 0, on a

HomDb(M(G)λ)(v
an
P2

(λ)′[−1], F ′λ) = Ext1
M(G)λ

(vanP2
(λ)′, F ′λ). (6.114)

Nous pouvons à présent choisir un isomorphisme s convenable. Si A est un automorphisme de RΓdR(λ),
en composant à droite avec A, on obtient un morphisme de foncteurs A∗ de Ds,λ vers Ds◦A−1,λ. Soit
pi la projection de

⊕2
i=0 H

i
dR(λ)[−i] sur Hi

dR(λ)[−i]. D’après le corollaire 6.2, tout automorphisme de
RΓdR(λ) est de la forme

A = s−1 ◦ (
2∑

i=0

aipi + b1,2p1 ◦N ◦ p2 + b0,1p0 ◦N ◦ p1 + b0,2p0N
2p2) ◦ s, (6.115)

avec ai 6= 0 pour 0 ≤ i ≤ 2. On a alors

A∗(e2) = a2e2 + b1,2e
val
1 + b0,2e

val−val
0

A∗(e
log
1 ) = a1e

log
1 + b0,1e

log−val
0

A∗(eval
1 ) = a1e

val
1 + b0,1e

val−val
0

A∗(e?
0) = a0e

?
0.

(6.116)

Ainsi, quitte à remplacer s par s ◦ A−1 pour un A bien choisi, on peut supposer t = v = ǫ = 0 et
r = u = −1 dans les propositions 6.21 et 6.22. Nous fixons donc désormais s de cette forme, et nous
posons

Q = α−1(βXY + γX + δY ), (6.117)

les paramètres α, β, γ, δ étant ceux de (6.77).
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D’après la proposition 5.11, l’espace Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, vanP1
(λ)′) est de dimension 2 et a pour base

(s̃h1(c2,log), s̃h1(c2,val)). Soit ♯ ∈ {log, val}. La flèche s̃h1(c2,♯) de Σ(λ)′[−2] vers vanP1
(λ)′[−1] induit une

application

s̃h1(c2,♯)∗ : Ds,λ(vanP1
(λ)′[−1])→ Ds,λ(Σ(λ)′[−2]). (6.118)

La proposition 5.15 montre alors que s̃h1(c2,♯)∗(e1) = e♯1 et s̃h1(c2,♯)∗(e?
0) = e♯−?

0 .
De même, Ds,λ(vanP2

(λ)[−1]) est engendré par des éléments elog
0 et eval

0 , et

s̃h2(c1,♯) ∈ Ext1
M(G)λ

(Σ(λ)′, vanP2
(λ)′) (6.119)

donne une application

s̃h2(c1,♯)∗ : Ds,λ(vanP2
(λ)′[−1])→ Ds,λ(Σ(λ)′[−2]) (6.120)

telle que s̃h2(c1,♯)∗(e?
0) = −e?−♯

0 .
Nous pouvons à présent démontrer le théorème principal.

Théorème 6.23. — Avec le choix de Q fait en (6.117) et l’isomorphisme s que nous avons fixé, pour
tout L ∈ K3, les (ϕ,N)-modules filtrés suivants sont isomorphes

Ds,λ(Σ(λ,L)′Q[−1]) ≃ D(h,L). (6.121)

Démonstration. — Posons c1,L = c1,log +Lc1,val et c2,L′ = c2,log +L′c2,val. Le D(G)-module Σ(λ,L,L′)′

s’insère, par définition, dans un triangle distingué

(vanP1
(λ)′ ⊕ vanP2

(λ)′)[−2]→ Σ(λ,L,L′)′[−2]→ Σ(λ)′[−2]
(s̃h1(c2,L′ ),s̃h2(c1,L))
−−−−−−−−−−−−−−→ (vanP1

(λ)′ ⊕ vanP2
(λ)′)[−1]

(6.122)
On en déduit une suite exacte de K-espaces vectoriels

Ds,λ(vanP1
(λ)′[−1])⊕Ds,λ(vanP2

(λ)′[−1])
(s̃h1(c2,L′ ),s̃h2(c1,L))∗

−−−−−−−−−−−−−−−→ D′s,λ(Σ(λ)′[−2])

→ Ds,λ(Σ(λ,L)′)→ Ds,λ(vanP1
(λ)′[−2])⊕Ds,λ(vanP2

(λ)′[−2]) δ′
−→ D′s,λ(Σ(λ)′[−3]). (6.123)

Montrons que la flèche δ′ est injective. D’après le corollaire 4.12, on a déjà

Ds,λ(vanPi (λ)′[−2], RΓdR(λ)) = Ext2
M(G)λ

(vanPi (λ)′, F ′λ) (6.124)

Ainsi, l’application δ′ est l’application δ′ de la suite exacte longue (5.91), elle est donc injective. On en
déduit une suite exacte

Ds,λ(vanP1
(λ)′[−1])⊕Ds,λ(vanP2

(λ)′[−1])
(s̃h1(c2,L′ ),s̃h2(c1,L))∗

−−−−−−−−−−−−−−−→ D′s,λ(Σ(λ)′[−2])

→ Ds,λ(Σ(λ,L)′)→ 0 (6.125)

On voit alors que le module filtré Ds,λ(Σ(λ,L,L′)′[−2]) est le conoyau de la flèche (s̃h1(c2,L′), s̃h2(c1,L))∗

dans la catégorie (non abélienne) des modules filtrés. Les calculs précédents montrent alors que le (ϕ,N)-
module filtré Ds,λ(Σ(λ,L,L′)′[−2]) est de la forme

Ds,λ(Σ(λ,L,L′)′[−2]) = Ke2 ⊕Ke1 ⊕Ke
dilog
0 ⊕Ke0, (6.126)
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



ϕ(e2) = p
|λ|+3

3 +1e2,

ϕ(e1) = p
|λ|+3

3 e1,

ϕ(e?
0) = p

|λ|+3
3 −1e?

0,





N(e2) = e1,

N(e1) = e0,

N(e?
0) = 0,

(6.127)

Fili(Ds,λ(Σ(λ,L,L′)′[−2])) =





Ds,λ(Σ(λ)′[−2])
Filλ0+2(Ds,λ(Σ(λ,L,L′)′[−2]))⊕K(e1 + Le0)
K(e2 + L′e1 + αedilog0 + (βLL′ + γL+ δL′)e0)
0

(6.128)





si i ≤ λ2,

si λ2 + 2 ≤ i ≤ λ1 + 1,
si λ1 + 2 ≤ i ≤ λ0 + 2,
si i ≥ λ0 + 3.

(6.129)

Alors le triangle distingué (5.99) donne une suite exacte

Ds,λ(F ′λ) δ
−→ Ds,λ(Σ(λ,L,L′)′[−2])→ Ds,λ(Σ(λ,L)′[−1])→ Ext1

M(G)λ
(F ′λ, F

′
λ) = 0. (6.130)

De plus, par définition de Σ(λ,L), l’application δ envoie exactement l’identité sur edilog0 −(L′′−Q(L,L′))e0

dans Ds,λ(Σ(λ,L,L′)[−2]). On obtient au final un isomorphisme de (ϕ,N)-modules filtrés

Ds,λ(λ,L) ≃ D(h,L), (6.131)

ce qui prouve le théorème 1.2.

Remarque 6.24. — Dans le cas où λ est le poids (0, 0, 0), on remarque que le (ϕ,N)-module filtré
Ds,λ((Stan3 )′[−2]) est admissible. Autrement dit, il existe une représentation galoisienne V de dimension
8 telle que D∗st(V ) ≃ Ds,λ((Stan3 )′[−2]). Cette représentation galoisienne est telle que toutes les repré-
sentations V (h,L), pour h = (0, 1, 2) et L variant dans K3, apparaissent comme sous-objets de cette
représentation. Dans le cas de poids de Hodge-Tate quelconques, toutes les représentations galoisiennes
V (h,L) ne peuvent être sous-objets d’une même représentation galoisienne de dimension finie, mais leurs
(ϕ,N)-modules filtrés associés sont tous quotients d’un même (ϕ,N)-module filtré (non nécessairement
admissible), il s’agit de Ds,λ(Σ(λ)′[−2]).

7. Appendices

7.1. Appendice 1 : dilogarithme pour PGL2(Qp). — Soit G = PGL2(Qp). Dans cet appendice,
nous notons B le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de G et T le sous-groupe des matrices
diagonales. On note w la matrice ( 0 1

1 0 ). Rappelons que le groupe G opère de façon continue sur la droite
projective P1(Qp) par

(
a b
c d

)
· z = az+b

cz+d . Trouver un cocycle explicite de H3(G,K) revient à trouver une
fonction continue c de G4 dans K, G-invariante par translation à gauche et vérifiant une certaine équation
fonctionnelle. Cette équation fonctionnelle est liée à l’équation fonctionnelle du dilogarithme p-adique.
Notons [x0, x1, x2, x3] = (x3−x1)(x2−x0)

(x3−x0)(x2−x1) le birapport de 4 points de P1(Qp). Si (g0, g1, g2, g3) ∈ G4, on
aimerait définir

c(g0, g1, g2, g3) = dilog([g0 · ∞, g1 · ∞, g2 · ∞, g3 · ∞]). (7.1)
Il s’agit bien d’une 3-cochaîne, mais elle n’est bien définie que sur un ouvert dense de G4. Cependant
nous pouvons voir cet élément comme une 3-cochaîne mesurable G-invariante de G, c’est pourquoi nous
avons besoin de comparer H2(G,Stan2 ) avec un groupe de cohomologie mesurable.

Le groupe G est localement compact. Si A est un K-espace de Fréchet muni d’une action continue de
G, Calvin Moore ([36]) définit des groupes de cohomologie mesurable Hn

mes(G,A) vérifiant les propriétés
classiques (voir [36], §4). Il montre que cette cohomologie vérifie un lemme de Shapiro et il a été prouvé
par Wigner ([36, §7, (2)]) que si A est une représentation continue de dimension finie de G, alors
Hn
mes(G,A) coïncide avec la cohomologie continue de A. De plus, si A est une représentation algébrique

de dimension finie, ce groupe de cohomologie coïncide encore avec le groupe de cohomologie localement
analytique par les théorèmes 1 et 3 de [11]. Soit IGB (K) l’espace des fonctions mesurables de G dans K,
invariantes à droite par B, on pose St2 = IGB (K)/K. On a alors une inclusion IndGB(K) →֒ IGB (K) qui
induit une inclusion Stan2 →֒ St2.
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Proposition 7.1. — L’inclusion Stan2 →֒ St2 induit un isomorphisme

H2(G,St2) ∼−→ H2
mes(G,St2). (7.2)

Démonstration. — La cohomologie H2(G,Stan2 ) est calculée par un complexe de cochaînes localement
analytiques. Une cochaîne localement analytique est en particulier mesurable. On a donc bien une ap-
plication entre ces deux espaces de cohomologie. On a alors deux suites exactes de la forme

0 // H2(G, IndGB(K)) //

≀

��

H2(G,St2) //

��

H3(G,K) //

≀

��

0

0 // H2
mes(G, I

G
B (K)) // H2

mes(G,St2) // H3
mes(G,K) // 0.

(7.3)

Les deux termes extrèmes sont isomorphes grâce aux lemmes de Shapiro et comparaison avec la coho-
mologie continue en dimension finie. On a donc un isomorphisme au milieu.

Ainsi, nous travaillons désormais uniquement avec la cohomologie mesurable et notons Hq à la place
de Hq

mes.
Nous allons maintenant utiliser une technique due à Bloch dans le cas archimédien ([2]) pour prouver

que H2(G,St2) s’identifie à un espace de fonctions mesurables sur P1(Qp)4 vérifiant une certaine équation
fonctionnelle.

Tout d’abord, nous allons prouver un analogue p-adique d’un théorème de Bloch.
On note li2 la fonction dilogarithme Qp\{0, 1} → Qp construite par Robert Coleman dans [13]. Cette

fonction dépend du choix d’une détermination du logarithme p-adique, c’est-à-dire la valeur de log(p).
Robert Coleman définit alors le dilogarithme modifié

D(z) = li2(z) +
1
2

log(z) log(1− z), (7.4)

prouve l’équation fonctionnelle pour tout (x, y) ∈ (Cp\{0, 1})2,

D(xy)−D(x)−D(y) +D(y
1− x
1− y

)−D(x
1− y
1− x

) = 0, (7.5)

et montre que D se prolonge par continuité en une fonction P1(Qp) → Qp si l’on pose D(0) = D(1) =
D(∞) = 0.

Comme dans le cas archimédien, l’équation fonctionnelle du dilogarithme a une interprétation en
termes de cocyles pour le groupe G. L’application

(g0, g1, g2, g3) 7→ D([g0 · ∞, g1 · ∞, g2∞, g3 · ∞])

est un 3-cocycle mesurable et borné sur le groupe G à valeurs dans Qp. Si on remplace Qp par C, et D
par le dilogarithme de Bloch-Wigner, un théorème de Bloch affirme que toutes les fonctions mesurables
vérifiant l’équation fonctionnelle (7.5) sont les multiples du dilogarithme de Bloch-Wigner. Dans le cas
p-adique, la situation n’est plus exactement la même car en choisissant une autre branche du logarithme
p-adique, on obtient une fonction dilogarithme vérifiant la même équation. Cette nouvelle fonction est
en fait égale à

DL(z) = D(z) +
1
2
L[val(z) log(1− z)− val(1− z) log(z)],

le dernier terme ne dépendant évidemment pas de la branche choisie dans le logarithme. Notons d(z) =
1
2 [val(z) log(1− z)− val(1− z) log(z)]. La fonction d est aussi une fonction mesurable et bornée vérifiant
(7.5). L’analogue p-adique du théorème de Bloch est que ce sont les seules.

Théorème 7.2. — Si f : P1(Qp)→ K est mesurable et vérifie (7.5), alors il existe λ et µ dans Qp tels
que f = λD + µd.

La preuve de Bloch dans le cas archimédien s’adapte sans problème au cadre p-adique. Comme nous
n’avons pas trouvé de trace de cette adaptation dans la littérature, nous la reproduisons ici.

Soit i ≥ 0 et Ci l’espace des applications mesurables de P1(Qp)i+1 dans K muni de l’action naturelle
de G. On définit di : Ci → Ci+1 par

di(f)(x0, . . . , xi) =
i∑

j=0

(−1)jf(x0, . . . , x̂j , . . . , xi),
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elle est G-équivariante. Calvin Moore définit sur ces espaces une topologie métrisable qui en font des es-
paces complets, munis d’une action continue de G. Le complexe C · est une résolution de la représentation
triviale de G, et l’hypercohomologie du foncteur des G-invariants appliqué à C · donne la cohomologie
mesurable. On a donc une suite spectrale

Ep,q1 = Hq(G,Cp)⇒ Hp+q(G,K). (7.6)

Lemme 7.3. — On a des isomorphismes

αq : Hq(G,C0) ≃ Hq(B,K) et βq : Hq(G,C1) ≃ Hq(T,K). (7.7)

De plus Hq(G,C2) est nul sauf lorsque q = 0 auquel cas il est de dimension 1.

Démonstration. — L’espace P1(Qp) est isomorphe à G/B comme espace homogène, on a donc un iso-
morphisme C0 = IGB (K). D’après le lemme de Shapiro de Moore [36, théorème 6], on a un isomorphisme
Hq(G,C0) ≃ Hq(B,K). Pour C1, on peut remarquer que le complémentaire de la diagonale de P1(Qp)2

est dense et isomorphe à l’espace homogène G/T , et on conclut de la même façon. Enfin, pour C2 on
considère l’ouvert dense des triplets de points deux-à-deux distincts, isomorphe à G.

Lemme 7.4. — L’application d0,q
1 : Hq(G,C0)→ Hq(G,C1) est nulle si q est pair et égale à deux fois

la restriction si q est impair.

Démonstration. — Rappelons que evz désigne l’évaluation en un point z. Notons resBT l’application
de Hq(B,K) dans Hq(T,K) provenant de l’inclusion T →֒ B. Soit x0 le point de P1(Qp) fixé par B.
Si c ∈ Hq(G,C0), l’image de c dans Hq(B,K) est evx0

(c|Bq+1). De même l’image de c ∈ Hq(G,C1)
dans Hq(T,K) est ev(x0,wx0)(c|T q+1). Notons p1 et p2 la première et la deuxième projection de P1(Qp)2

sur P1(Qp), d1(c) = c ◦ p1 − c ◦ p2. Ainsi la flèche Hq(B,K) → Hq(T,K) induite par d1 est c 7→
resBT (c)− w(resBT (c)). Or Hq(T,K) = ΛqH1(T,K) par le corollaire 3.11, et l’action de w sur H1(T,K)
est la multiplication par −1. Le résultat s’en déduit.

Démonstration du théorème 7.2. — Notons Zi ⊂ Ci le noyau de di. Remarquons tout d’abord que si f
est une fonction comme dans l’énoncé du théorème, alors la fonction

(g0, g1, g2, g3) 7→ f([g0 · ∞, g1 · ∞, g2 · ∞, g3 · ∞]) (7.8)

est dans H0(G,Z3). Nous allons en fait prouver que dimH0(G,Z3) = 2, ce qui implique le théorème.
Utilisons la suite spectrale (7.6) ainsi que le fait que Hq(G,K) = 0 pour q ∈ {1, 2} et dimK H

3(G,K) = 1
(d’après le corollaire 3.14). Des lemmes précèdents, on déduit que E0,1

2 = E1,1
2 = E2,1

2 = 0. Comme
H1(G,K) = 0, et dimE2,0

1 = 1, la flèche d1,0
1 est nécessairement un isomorphisme de E1,0

1 sur E2,0
1 et

donc E1,0
2 = E2,0

2 = 0. Comme dimE0,2
1 = 1, d0,2

1 = 0 et H2(G,K) = 0, la flèche d0,2
3 de H2(G,C0) dans

H0(G,C3) est une injection. Ainsi dimH0(G,Z3)−1 ≤ dimH3(G,K) = 1. Comme de plus les fonctions
D et d sont déjà dans H0(G,Z3) on a dimH0(G,Z3) ≥ 2. On peut donc bien en conclure

H0(G,Z3) = KD ⊕Kd. (7.9)

Proposition 7.5. — Le noyau de l’application H0(G,Z3) → H3(G,K) est engendré par d. De façon

équivalente, d appartient à l’image de d0,2
3 .

Démonstration. — Pour x1, x2, x3 dans Qp deux à deux distincts, posons

b(x1, x2, x3) = − log0(x3 − x1)val(x3 − x2) + log0(x3 − x1)val(x2 − x1)

+ log0(x3 − x2)val(x3 − x1)− log0(x3 − x2)val(x2 − x1)

− log0(x2 − x1)val(x3 − x1) + log0(x2 − x1)val(x3 − x2) (7.10)

Alors, si x0, x1, x2, x3 sont quatre points de Qp = P1(Qp)\{∞} deux à deux distincts, on vérifie que

d([x0, x1, x2, x3]) = b(x1, x2, x3)− b(x0, x2, x3) + b(x0, x1, x3)− b(x0, x1, x2). (7.11)

On définit B ∈ C2(G,K) en posant B(g0, g1, g2) = b(g0 ·∞, g1 ·∞, g2 ·∞) presque partout, on voit alors
que l’image de d dans H3(G,K) est d2(B), donc nulle.
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Les inclusions
C ·≥3 →֒ C ·≥2 →֒ · · · →֒ C · (7.12)

induisent des morphismes de suites spectrales d’hypercohomologie. Comme de plusHq(G,C·≥i) = Hq−i(G,Zi)
où Zi = ker di, la flèche H0(G,C3)→ H3(G,K) se factorise de la façon suivante

H0(G,Z3) δ
−→ H1(G,Z2) δ

−→ H2(G,Z1) δ
−→ H3(G,K). (7.13)

L’application δ est à chaque fois le bord provenant de la suite exacte

0→ Zi → Ci → Zi+1 → 0. (7.14)

Comme H1(G,C2) = 0 la première flèche δ est un isomorphisme. De plus, comme H1(G,C0) ≃
H1(G,C1) et que H1(G,C0) ≃ H1(G,C1), on voit que la flèche H1(G,Z1)→ H1(G,C1) est un isomor-
phisme et donc que δ : H1(G,Z2)→ H2(G,Z1) est injective. Comme ces espaces ont même dimension,
c’est une bĳection.

Comme Z1 = St2, on obtient finalement un isomorphisme naturel

H0(G,Z3) ≃ H2(G,St2) (7.15)

qui permet de définir, pour tout L ∈ K, une classe de cohomologie dont l’image est non triviale dans
H3(G,K) en choisissant D + Ld. De plus, la différence de deux telles classes appartient toujours à
H2(G, IGB (K)) puisque IGB (K) ≃ C0.

Finalement, en utilisant la proposition 7.1, on obtient un isomorphisme

θ : B = H0(G,Z3) ≃ H2(G,St2) ≃ H2(G,Stan2 ). (7.16)

De plus le noyau de H2(G,Stan2 )→ H3(G,K) est engendré par θ(d).

7.2. Appendice 2 : cohomologie d’algèbres de Lie. — Soit λ = (λ0, λ1, λ2) un poids dominant
de sl3, relativement à −∆. Autrement dit, on a λ0 ≤ λ1 ≤ λ2. Rappelons que si w ∈ W , on pose
w ∗ λ = w(λ − δ) + δ avec δ = (1, 0,−1). Si µ est un poids de sl3, on note L(µ) le sl3-module simple
de plus haut poids µ, pour l’ordre déterminé par −∆. On note également Li(µ) le li-module simple
de plus haut poids µ. Si µ est dominant relativement à −αi, alors Li(µ) est de dimension finie, et on
pose mi(µ) = U(g)⊗U(pi) (Li(µ)). On note W i ⊂W un système de représentants de longueur minimale
de Wi\W . D’après [26, §9.4], w ∗ λ est dominant relativement à −αi si et seulement si w ∈ W i. Ici,
W 1 = {1, s2, s2s1} et W 2 = {1, s1, s1s2}. Le but de cette section est de déterminer les li-modules
Hq(ni,m1(w ∗ λ)) pour w ∈ W 1. Le résultat est contenu dans les deux propositions 4.22 et 4.30. Il est
certainement bien connu, mais je n’ai pas trouvé de référence.

Commençons par le cas où i = 1. Soit ρ un l1-module de dimension finie. Les espaces de cohomologie
Hi(n1,m1(ρ)) sont les espaces de cohomologie du complexe de Chevalley-Eilenberg

C0 d0

−→ C1 d1

−→ C2, (7.17)

où Ci = HomK(
∧i

n1, U(g)⊗U(p1) ρ). Notons (u∗2,0, u
∗
2,1) la base duale de la base (u2,0, u2,1) définie dans

les notations. Les flèches d0 et d1 sont alors

d0(m) = u2,0m⊗ u
∗
2,0 + u2,1m⊗ u

∗
2,1

d1(m1 ⊗ u
∗
2,0 +m2 ⊗ u

∗
2,1) = (u2,0m2 − u2,1m1)⊗ (u2,0 ∧ u2,1)∗.

(7.18)

L’algèbre l1 agit sur Ci par

x(m⊗ u) = (xm)⊗ ω +m⊗ (ad(x)ω). (7.19)

Les flèches di sont alors l1-équivariantes pour cette action.
D’après le théorème 9.4(a) de [26], les l-modules Ci sont des sommes directes de l1-modules de

dimension finie, ainsi leur restriction au tore t est semi-simple, et leur classe d’isomorphisme en tant que
l1-module est déterminée par leur caractère ch(Ci). Il en est donc de même des l1-modules Hi(n1,m1(ρ)).

Proposition 7.6. — Pour toute représentation de dimension finie ρ de l1, on a

2∑

j=0

(−1)jch(Hj(n1,m1(ρ))) = ch(ρ). (7.20)
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Démonstration. — En tant que complexe de t-représentations, on a

C ·(ρ) ≃ ρ⊗ [U(n+
1 )→ U(n+

1 )⊗ n+
1 → U(n+

1 )⊗
2∧

n+
1 ] (7.21)

Or la résolution de Chevalley-Eilenberg

V·(n+
1 ) = [

2∧
n+

1 ⊗ U(n+
1 )→ n+

1 ⊗ U(n+
1 )→ U(n+

1 )] (7.22)

est une résolution du n+
1 -module trivial. Comme elle est t-équivariante, on a l’égalité

ch(1) =
2∑

i=0

(−1)ich(U(n+
1 )⊗ Λin+

1 ) (7.23)

d’où le résultat en utilisant
2∑

i=0

(−1)ich(Ci) =
2∑

i=0

(−1)ich(Hi(n1,m1(ρ))). (7.24)

L’intérêt de ce résultat est qu’il suffit, pour connaître H1(n1,m1(ρ)) de connaître H0 et H2, donc de
calculer un noyau et un quotient.

Supposons que ρ = L1(µ) avec µ = (µ0, µ1, µ2) dominant relativement à −α1. On a alors

L1(µ) =
µ1−µ0⊕

k=0

Kvk, (7.25)

vk désignant un vecteur de poids µ+ kα1. On a alors u0,1vk = vk+1 et u1,0vk = vk−1. Posons alors, pour
(n,m) ∈ N2 et 0 ≤ k ≤ µ1 − µ0, vn,m,k = un0,2u

m
1,2 ⊗ vµ−kα1

. Les vecteurs (vn,m,k) forment une base de
m1(µ).

Un calcul explicite donne alors

u2,0 · vn,m,k = −mvn,m−1,k−1 − n(m+ n− 1 + µ0 − µ2 + k)vn−1,m,k (7.26)

u2,1 · vn,m,k = −nvn−1,m,k+1 −m(n+m− 1 + µ1 − µ2 − k)vn,m−1,k (7.27)

Si on pose deg(vn,m,k) = n + m, les flèches di sont de degré −1, il suffit donc de calculer leur noyau
et conoyau sur les sous-espaces de degré fixé. Notons m1(ρ)r le sous-espace de degré r.

Lemme 7.7. — Si µ = s2s1 ∗ λ, la flèche d1 est surjective.

Démonstration. — L’égalité µ = s2s1 ∗ λ implique µ2 < µ0. Si on pose deg(vn,m,k) = n + m, les
formules (7.26) montrent que les flèches di sont de degré −1. Notons m1(L1(µ))r le sous-espace de degré
r. Considérons u2,0 : m1(µ)r → m1(µ)r−1. Elle respecte la filtration Filim1(µ)r =

∑
k≤iKvn,m,k. De

plus, au niveau des gradués, on a u2,0vn,m,k = −n(r− 1 +µ0−µ2 + k)vn−1,m,k. Donc u2,0 est surjective.
D’après (7.18), ceci prouve que d

2

est surjective.

Proposition 7.8. — Soit λ un poids dominant relativement à la base de racines simples −∆. On a des
isomorphismes l1-équivariants

H0(n1,m1(λ)) = L1(λ)⊕ L1(s2 ∗ λ) H0(n1,m1(s2 ∗ λ)) = L1(s2 ∗ λ)⊕ L1(s2s1 ∗ λ)

H1(n1,m1(λ)) = L1(s2 ∗ λ)⊕ L1(s2s1 ∗ λ) H1(n1,m1(s2 ∗ λ)) = L1(s2s1 ∗ λ)

H2(n1,m1(λ)) = L1(s2s1 ∗ λ) H2(n1,m1(s2 ∗ λ)) = 0

H0(n1,m1(s2s1 ∗ λ)) = L1(s2s1 ∗ λ)

H1(n1,m1(s2s1 ∗ λ)) = 0

H2(n1,m1(s2s1 ∗ λ)) = 0
(7.28)
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Démonstration. — Tout d’abord, on a des suites exactes

0→ L(s2 ∗ λ)→ m1(λ)→ L(λ)→ 0

0→ m1(s2s1 ∗ λ)→ m1(s1 ∗ λ)→ L(s2 ∗ λ)→ 0,
(7.29)

et L(s2s1 ∗ λ) = m1(s2s1 ∗ λ) est simple. On connaît la cohomologie de L(λ), il s’agit du théorème 4.10.
Pour tout poids µ dominant relativement à −α1, on a une injection p1-équivariante L1(µ) →֒ m1(µ). Le
module de plus haut poids L(µ) étant un quotient de m1(µ), la composée

L1(µ) →֒ m1(µ) ։ L(µ) (7.30)

reste injective. Montrons que H0(n1, L(µ)) = L1(µ). Comme H0(n1, L(µ)) est somme directe de l1-
modules de dimension finie, c’est un l1-module simple si et seulement si H0(n ∩ l1, H

0(n1, L(µ)) =
H0(n, L(µ)) est de dimension 1. C’est une conséquence du §1.3 et du théorème 6.15(b) de [26], ainsi
H0(n1, L(µ)) = L1(µ).

On en déduit des suites exactes
0→ H0(n1, L(s2 ∗ λ))→ H0(n1,m1(λ))→ H0(n1, L(λ))→ 0

0→ H0(n1, L(s2s1 ∗ λ))→ H0(n1,m1(s2 ∗ λ))→ H0(n1, L(s2 ∗ λ))→ 0.
(7.31)

D’après le lemme 7.7, on a
H2(n1,m1(s2s1 ∗ λ)) = 0. (7.32)

On déduit alors de la proposition 7.6 que H1(n1,m1(s2s1∗λ)) est nul. On obtient donc des isomorphismes
Hq(n1,m1(s2 ∗ λ)) ≃ Hq(n1, L(s2 ∗ λ)) pour q ∈ {1, 2}. Montrons que H2(n1, L(s2 ∗ λ)) = 0. C’est une
somme directe de U(l1)-modules simples de dimension finie, il est donc uniquement déterminé par les
t-modules H1(n/n1, H

2(n1,m1(s2 ∗ λ))). Par la suite spectrale de Hochschild-Serre pour la cohomologie
d’algèbres de Lie, il s’agit aussi de H3(n, L(s2 ∗ λ)). Or les théorèmes 6.15(b) et 6.11 de [26] impliquent
que

H3(n, L(s2 ∗ λ))µ = 0 (7.33)

pour tout poids µ. Ainsi H2(n1, L(s2 ∗ λ)) = 0. On en déduit H2(n1,m1(s2 ∗ λ)) = 0 et H2(n1,m1(λ)) =
H2(n1, L(λ)), qui se déduit du théorème 4.10. Tout le reste se déduit des suites exactes longues associées
à (7.29), du théorème 4.10 et de la proposition 7.6.

Considérons à présent les l2-modules Hq(n2,m1(w∗λ)). Il s’agit cette fois-ci des espaces de cohomologie
du complexe de Chevalley-Eilenberg

C0 d0

−→ C1 d1

−→ C2, (7.34)

où Ci = HomK(
∧i

n2, U(g)⊗U(p1) ρ). Notons (u∗1,0, u
∗
2,0) la base duale de la base (u1,0, u2,0) définie dans

les notations. Les flèches d0 et d1 sont alors
d0(m) = u1,0m⊗ u

∗
1,0 + u2,0m⊗ u

∗
2,0

d1(m1 ⊗ u
∗
1,0 +m2 ⊗ u

∗
2,0) = (u1,0m2 − u2,0m1)⊗ (u1,0 ∧ u2,0)∗.

(7.35)

À présent, pour ρ une représentation de l1 de dimension finie, les l2-modules m1(ρ) ne sont plus
nécessairement semi-simples. Néanmoins, ce sont toujours des sommes directes de caractères de t, avec
multiplicitées finies. Les caractères des Ci et des Hi(n2,m1(ρ)) ont toujours un sens.

Proposition 7.9. — Soit ρ une représentation de dimension finie de l1 de plus haut poids λ. Alors

2∑

j=0

(−1)jch(Hj(n2,m1(ρ))) = (λ− s1 ∗ λ)ch(U(n+
1 ∩ l2)). (7.36)

Démonstration. — Comme précédemment, il faut déterminer la somme alternée des caractères du com-
plexe

Λ2n+
2 ⊗ U(n+

1 )⊗ ρ→ n+
2 ⊗ U(n+

1 )⊗ ρ→ U(n+
1 )⊗ ρ. (7.37)

En utilisant la décomposition t-équivariante U(n+
1 ) ≃ U(Ku0,2)⊗U(n+

1 ∩l2), on remarque que le caractère
recherché est ch(ρ)ch(U(Ku0,1))−1ch(U(Ku1,2)), c’est à dire

ch(ρ⊗ U(n+
1 ∩ l2))− ch(ρ⊗ U(n+

1 ∩ l2)⊗ u0,1) = (λ− s1 ∗ λ)ch(U(n+
1 ∩ l2)). (7.38)

72



Supposons que ρ = L1(µ) avec µ = (µ0, µ1, µ2) dominant relativement à −α1. Reprenons (vn,m,k) la
base de m1(µ) considérée précédemment.

Un calcul explicite donne alors

u1,0 · vn,m,k = vn,m,k−1 + nvn−1,m+1,k (7.39)

u2,0 · vn,m,k = −mvn,m−1,k−1 − n(n+m− 1 + µ0 − µ2 + k)vn−1,m,k. (7.40)

Remarquons déjà que l’on a une injection l2-équivariante

U(l2)⊗U(b) µ ⊂ H
0(n2,m1(µ)) (7.41)

pour tout µ, poids dominant relativement à −α1. L’intersection de l’image de ce morphisme avec m1(µ)
est engendrée par le vecteur v0,r,0. De plus, on a vu dans la preuve du lemme 7.7 que si µ = s2s1 ∗ λ,
on a r − 1 + µ0 − µ2 + k 6= 0 pour tout 0 ≤ k ≤ µ1 − µ0 et r ≥ 0. Ainsi u2,0 induit une surjection
m1(s2s1 ∗ λ)r ։ m1(s2s1 ∗ λ)r−1 et le noyau de la restriction de u2,0 à m1(s2s1 ∗ λ) est de dimension 1.
Ainsi H2(n2,m1(s2s1 ∗λ)) = 0. Dans le cas général, r−1+µ0−µ2 +k = 0 si k = µ0−µ2− (r−1). Ainsi,
pour r assez grand, u2,0 est une application surjective de m1(µ)r sur m1(µ)r−1. Donc H2(n2,m1(µ)) est
toujours de dimension finie.

Proposition 7.10. — Soit λ un poids dominant (pour −∆). On a des isomorphismes l2-équivariants

H0(n2,m1(λ)) =U(l2)⊗U(b) λ H0(n2,m1(s2 ∗ λ)) =U(l2)⊗U(b) (s2 ∗ λ)

⊕ U(l2)⊗U(b) (s2s1 ∗ λ)

H1(n2,m1(λ)) =U(l2)⊗U(b) (s1 ∗ λ) H1(n2,m1(s2 ∗ λ)) =U(l2)⊗U(b) (s1s2 ∗ λ)

⊕ L2(s1s2 ∗ λ) ⊕ U(l2)⊗U(b) (s2s1 ∗ λ)

H2(n2,m1(λ)) =L2(s1s2 ∗ λ) H2(n2,m1(s2 ∗ λ)) =0

H0(n2,m1(s2s1 ∗ λ)) =U(l2)⊗U(b) (s2s1 ∗ λ)

H1(n2,m1(s2s1 ∗ λ)) =U(l2)⊗U(b) (s1s2s1 ∗ λ)

H2(n2,m1(s2s1 ∗ λ)) =0

(7.42)

Démonstration. — Les suites exactes (7.29) montrent alors que l’on a une injection U(l2) ⊗U(b) µ →֒
H0(n2, L(µ)) pour µ = s2 ∗ λ ou µ = s2s1 ∗ λ. Cette injection est un isomorphisme. En effet, soit Q le
quotient de H0(n2, L(µ)) par U(l2)⊗U(b) µ. Comme H0(n, L(µ)) est de dimension 1, on a une injection
H0(n ∩ l2, Q) →֒ H1(n ∩ l2, U(l2) ⊗U(b) µ) et ce dernier est nul d’après les théorèmes 6.15(b) et 6.11 de
[26]. Ainsi Q = 0. Nous avons donc déjà que H0(n2,m1(s2s1 ∗ λ)) = U(l2) ⊗U(b) (s2s1 ∗ λ). Comme de
plus H2(n2,m1(s2s1 ∗ λ)) = 0, on déduit H1(n2,m1(s2s1 ∗ λ)) de la proposition 7.9.

Comme H0(n2, L(λ)) = L2(λ) d’après le théorème 4.10, l’injection de U(l2)⊗U(b)λ dans H0(n2,m1(λ))
est un isomorphisme. De plus l’injection de m1(s2s1∗λ) dans m1(s2∗λ) induit une injection de U(l2)⊗U(b)

(s2s1 ∗ λ) dans H0(n2,m1(s2 ∗ λ)). Comme U(l2)⊗U(b) (s2s1 ∗ λ) et U(l2)⊗U(b) (s2 ∗ λ) sont deux U(l2)-
modules simples non isomorphes, on a, à semi-simplification près,

H0(n2,m1(s2 ∗ λ)) = U(l2)⊗U(b) (s2 ∗ λ)⊕ U(l2)⊗U(b) (s2s1 ∗ λ). (7.43)

Comme H2(n2, L(s2s1 ∗ λ)) = 0, on a un isomorphisme H2(n2,m1(s2 ∗ λ)) ≃ H2(n2, L(s2 ∗ λ)). L’espace
H2(n2,m1(s2 ∗ λ)) étant de dimension finie, c’est une somme directe de U(l2)-modules simples. Il est
donc uniquement déterminé par les t-modules H1(n/n2, H

2(n2,m1(s2 ∗ λ))). Par la suite spectrale de
Hochschild-Serre pour la cohomologie d’algèbres de Lie, il s’agit aussi de H3(n, L(s2 ∗ λ)). Or on a déjà
vu, (7.33), que H3(n, L(s2 ∗ λ)) = 0. Ainsi H2(n2, L(s2 ∗ λ)) = 0. La proposition 7.9 nous permet alors
de déterminer H1(n2,m1(s2 ∗λ)), et donc H2(n2, L(s2 ∗λ)). Les suites exactes (7.29) et le théorème 4.10
nous permettent alors de déterminer Hq(n2,m1(λ)) pour q ∈ {1, 2}.

Reprenons les notations du corps de l’article, c’est-à-dire λ un poids dominant pour ∆. Dans ce cas
−λ est dominant pour −∆, et pour w ∈ W , on a −(w · λ) = w ∗ (−λ), donc F ′w·λ ≃ L(w ∗ (−λ)) et
F ′w·λ,i ≃ Li(w ∗ (−λ)). On peut donc reformuler les résultats de cet appendice sous la forme suivante,
qui est celle sous laquelle ils sont utilisés dans le corps de l’article.
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Proposition 7.11. — Soit λ un poids dominant relativement à la base de racines simples ∆. On a des
isomorphismes l1-équivariants

H0(n1,m1(F ′λ,1)) = F ′λ,1 ⊕ F
′
s2·λ,1 H0(n1,m1(F ′s2·λ)) = F ′s2·λ,1 ⊕ F

′
s2s1·λ,1

H1(n1,m1(F ′λ,1)) = F ′s2·λ,1 ⊕ F
′
s2s1·λ,1 H1(n1,m1(F ′s2·λ,1)) = F ′s2s1·λ,1

H2(n1,m1(F ′λ,1)) = F ′s2s1·λ,1 H2(n1,m1(F ′s2·λ,1)) = 0

H0(n1,m1(F ′s2s1·λ,1)) = F ′s2s1·λ,1

H1(n1,m1(F ′s2s1·λ,1)) = 0

H2(n1,m1(F ′s2s1·λ,1)) = 0

(7.44)

Proposition 7.12. — Soit λ un poids dominant. On a des isomorphismes l2-équivariants

H0(n2,m1(F ′λ,1)) = U(l2)⊗U(b) (−λ)

H1(n2,m1(F ′λ)) = U(l2)⊗U(b) (−s1 · λ)⊕ F ′s1s2·λ,2

H2(n2,m1(F ′λ,1)) = F ′s1s2·λ,2

H0(n2,m1(F ′s2·λ,1)) = U(l2)⊗U(b) (−s2 · λ)⊕ U(l2)⊗U(b) (−s2s1 · λ)

H1(n2,m1(F ′s2·λ,1)) = U(l2)⊗U(b) (−s1s2 · λ)⊕ U(l2)⊗U(b) (−s2s1 · λ)

H2(n2,m1(F ′s2·λ,1)) = 0

H0(n2,m1(F ′s2s1·λ,1)) = U(l2)⊗U(b) (−s2s1 · λ)

H1(n2,m1(F ′s2s1·λ,1)) = U(l2)⊗U(b) (−s1s2s1 · λ)

H2(n2,m1(F ′s2s1·λ,1)) = 0

(7.45)

7.3. Appendice 3. — Le but de cet appendice est de prouver un résultat technique utilisé dans la
preuve du lemme 6.15. Soit λ un poids dominant de GL3,Qp et λ(1) = s1 · (−w0λ). Le poids λ(1) est alors
dominant relativement à α2. On peut donc parler de ρ la représentation algébrique irréductible de P2 de
plus haut poids λ(1). Notons Fρ le faisceau G-équivariant sur P2

Qp
≃ G/P2 défini dans la section 6.2. On

note U l’ouvert affine N1w0P2/P2 de P2
Qp

. L’espace des sections algébriques de Fρ au dessus de U est
un K-espace vectoriel M muni d’actions compatibles de U(g) et P1. Il est isomorphe à K[U ]⊗K ρw0 en
tant que P1-module. Notre but est de montrer qu’il n’existe pas d’extension de U(g)-modules de M par
le U(g)-module de dimension finie F−w0λ.

On fixe un isomorphisme
A2

Qp

∼
−→ U

(x, y) 7→
(

1 0 0
0 1 0
−x −y 1

) (7.46)

Les actions de N1 et de L1 sur M sont alors, dans ces coordonnées
(

1 0 0
0 1 0
a b 1

)
· f(x, y) = f(x+ a, y + b),

(
M 0
0 det−1(M)

)
· f(x, y) = ρ(

(
det−1(M) 0

0 M

)
)(f((x, y)M−1 det(M)2))

(7.47)
Soit Op1 la catégorie des U(g)-modules de type fini, dont la restriction à U(l1) est somme directe de

U(l1)-modules simples de dimension finie, apparaissant avec multiplicité finie, et dont tout vecteur est
n1-fini. Tout d’abord le U(g)-module M est un objet de Op1 . La formule (7.47) montre que n1 agit par
dérivations sur M et donc que pour tout m ∈ M , U(n1)m est de dimension finie. De plus, l’action de
P1 est algébrique sur M , donc l’action de L1 aussi. Ainsi M est une somme directe de représentations
algébriques irréductibles de dimension finie de U(l1). Enfin, le fait que M soit un U(g)-module de type
fini est une conséquence de la suite exacte 1.8 et du lemme 1.2.1 de [39]. Le module M est un objet
de la catégorie Op1 , donc aussi de la catégorie O. Supposons à présent que l’on ait une suite exacte de
U(g)-modules

0→ F−w0λ → M̃ →M → 0. (7.48)

Comme F−w0λ est de dimension finie, c’est un objet de la catégorie O, et il en est de même de M̃ . Nous
allons prouver que Ext1

O(M,F−w0λ) = 0, et donc que M̃ ≃M⊕F−w0λ en tant que U(g)-modules. Encore
une fois, il est plus agréable de renverser l’ordre sur les racines, et de considérer −∆ comme base de
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racines positives. Reprenons les notations de l’appendice 2 et notons L(µ) le U(g)-module simple de plus
haut poids µ. On a ainsi, F−w0λ = L(−λ).

Remarquons que le sous-espace des fonctions constantes est stable par P1 et isomorphe à Fs2s1λ(1),1 =
L1(s2 ∗ (−λ)). L’inclusion p1-équivariante de L1(s2 ∗ (−λ)) dans M induit une application non triviale

m1(s2 ∗ (−λ))→M (7.49)

Cette application n’est pas injective. Dans le cas contraire, on aurait une injection H0(n1,m1(s2∗(−λ)) →֒
H0(n1, Dλ(1)). C’est impossible d’après les propositions 7.8 et 6.3. Comme le U(g)-module m1(s2 ∗ (−λ))
est de longueur 2 d’après la décomposition 2.46, l’image de l’application (7.49) est donc le module de
plus haut poids L(s2 ∗ (−λ)). De plus, comme pour tout poids µ de t, la composante µ-isotypique de M
à même dimension que celle de m1(s2 ∗ (−λ)), cette inclusion est stricte. Soit (·)∨ le foncteur de dualité
défini sur la catégorie Op1 (§3. et proposition 9.3(b) de [26]). D’après le théorème 3.2 de [26], le foncteur
(·)∨ est exact et L(s2 ∗ (−λ))∨ ≃ L(s2 ∗ (−λ)). On obtient donc une surjection M∨ ։ L(s2 ∗ (−λ)).
Comme H0(n1,M) est un U(p1)-module simple, M est indécomposable, et donc en désignant par P (λ(1))
l’enveloppe projective de L(s2 ∗ (−λ)) dans la catégorie Op1 , on a une surjection P (s2 ∗ (−λ)) ։ M∨.
En appliquant le théorème 9.8 de [26] à P (s2 ∗ (−λ)), on obtient une suite exacte

0→ m1(−λ)→ P (s2 ∗ (−λ))→ m1(s2 ∗ (−λ))→ 0. (7.50)

À présent, comme M∨ ne contient pas le poids −λ, HomU(g)(m1(−λ),M∨) = 0, donc l’application (7.50)
se factorise à travers m1(s2∗(−λ)). Comme l’inclusion L(s2∗(−λ)) →֒M est stricte, l’application (7.50) se
factorise en un isomorphisme m1(s2∗(−λ)) ≃M∨. On a également, d’après le théorème 3.3 de [26], que le
U(g)-module L(−λ) est isomorphe à son dual dans la catégorie Op1 . Comme Op1 est une sous-catégorie
de O, pour prouver que Ext1

Op1 (M,L(−λ)) = 0, il suffit de prouver Ext1
O(L(−λ),m1(s2 ∗ (−λ)) = 0.

D’après le théorème 9.4(b) de [26], on a une suite exacte

0→ m(s1s2 ∗ (−λ))→ m(s2 ∗ (−λ))→ m1(s2 ∗ (−λ))→ 0. (7.51)

D’après le théorème 6.2 de [26], on a une résolution de L(−λ) de la forme

· · · → D−λm → · · · → D−λ1 → D−λ0 → L(−λ)→ 0 (7.52)

où D−λm est une somme directe de modules de Verma m(w ∗ (−λ)) avec w de longueur m. D’après le
théorème 6.5(b) de [26], on a ExtqO(D−λ1 ,m(s2 ∗ (−λ))) = ExtqO(D−λ0 ,m(s1s2 ∗ (−λ))) = 0 pour q égal à
0 et ou 1, ce qui permet de conclure.
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