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Invariants entiers en géométrie énumérative réelle

Jean-Yves Welschinger

13 mars 2010

Résumé

Je rappelle les divers problemes de géométrie énumérative réelle desquels j’ai
pu extraire des invariants a valeurs entieres, fournissant un pendant réel aux in-
variants de Gromov-Witten. Je discute 'optimalité des bornes inférieures fournies
par ces invariants ainsi que certaines de leurs propriétés arithmétiques. Je présente
enfin davantage de résultats garantissant la présence ou ’absence de disques pseudo-
holomorphes a bord dans une sous-variété lagrangienne d’une variété symplectique
donnée.

Introduction

Le nombre de racines complexes d'un polynome générique a une variable de degré
d ne dépend pas du choix du polynome et vaut d, tandis que lorsque ce polynome est
a coefficients réels, le nombre de ses racines réelles peut prendre toutes les valeurs de
méme parité que d comprises entre 0 et d. Ceci tient au fait que le corps des nombres
complexes est algébriquement clos au contraire du corps des nombres réels. Bien plus
généralement, le nombre de solutions d’un « systeme de n équations génériques »sur une
variété projective complexe lisse de dimension n ne dépend que du degré de ces équations,
alors qu’il dépend fortement du choix, méme générique, de ces équations lorsqu’elles sont
a coefficients réels et considérées sur le lieu réel d'une variété algébrique réelle. (En fait
d’équations, il conviendrait plutot de parler de sections génériques de n fibrés en droites
holomorphes disons trés amples). Chaque probleme de géométrie énumérative réelle peut en
principe s’interpréter de cette maniere. La variété projective réelle est ’espace des modules
des objets géométriques que I'on veut compter et les équations proviennent des conditions
d’incidences que ’on impose a ces objets.

Le principal phénomene présenté dans cet article de synthese est le suivant : il est par-
fois possible de compter ces objets géométriques réels en fonction d’un signe + de maniere
a extraire un entier indépendant du choix générique des conditions d’incidence. Dans le
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premier paragraphe, nous observons ce phénomene en comptant les courbes J-holomorphes
rationnelles réelles dans une variété symplectique réelle de dimension quatre en fixant leur
classe d’homologie et leur imposant de passer par un nombre adéquat de points réels ou
bien complexes conjugués. Nous utilisons en effet le langage de la géométrie symplectique
pour étudier ces problemes énumératifs, tenant compte des résultats de M. Gromov [9]
selon lesquels le caractere algébrique des variétés ne joue aucun role dans ces problemes
énumératifs, seule l'ellipticité de 'opérateur de Cauchy-Riemann sous-jacent intervient. Les
entiers que 'on extrait de ce probleme énumératif fournissent un invariant par déformation
des variétés symplectiques réelles de dimension quatre (X, w, cx), qui prend la forme d’une
fonction x : d € Hy(X;Z) — x4T) € Z[T},...,Tx] on N désigne le nombre de compo-
santes connexes du lieu réel RX de la variété. On définit des invariants analogues pour les
variétés symplectiques « fortement semipositives », par exemple positives, dans le troisieme
paragraphe et en incluant des conditions de tangence a une courbe réelle dans le deuxieme.
Ces derniers résultats s’appliquent en particulier a un probleme classique de géométrie
énumérative, le comptage des coniques tangentes a cing coniques génériques données. Le
nombre de solutions complexes vaut 3264, un résultat établi par de Joncquieres au milieu
du dix-neuvieme siecle. On montre que le nombre de solutions réelles se trouve minoré
par trente-deux lorsque les coniques réelles bordent cing disques disjoints par exemple. En
effet, la valeur absolue des invariants entiers que l'on introduit dans ce mémoire borne
inférieurement le nombre de solutions réelles du probleme énumératif que ’on considere.
Un deuxieme phénomene apparait dans cet article, 'optimalité de ces bornes inférieures.
On montre en effet dans le premier paragraphe que dans le cas des variétés symplectiques
réelles de dimension quatre, lorsque le lieu réel possede une sphere, un tore ou bien, sous des
conditions plus restrictives, un plan projectif réel et lorsqu’au plus un point est choisi réel et
dans cette composante, il existe une structure presque complexe générique J pour laquelle
le nombre de courbes .J-holomorphes rationnelles réelles satisfaisant nos conditions d’inci-
dence vaut exactement la valeur absolue de notre invariant, ceci quelle que soit la classe
d’homologie de ces courbes rationnelles. Ce résultat vaut également pour la quadrique el-
lipsoide de dimension trois, comme établi dans le troisieme paragraphe. Cette optimalité
est établie a 'aide de méthodes issues de la théorie symplectique des champs, méthodes
qui nous permettent également parfois de calculer le signe de notre invariant, d’établir des
congruences satisfaites par ce dernier ainsi que de fournir des formules le calculant dans
certains cas, calculs que I'on mene explicitement en bas degrés. Tous ces résultats font
I'objet du premier paragraphe de cet article. En utilisant la notion d’involution antibira-
tionnelle sur une variété symplectique de dimension quatre, on montre de la méme maniere
dans le quatrieme paragraphe l'existence de disques J-holomorphes a bords dans le tore
de Clifford et satisfaisant des conditions d’incidences ponctuelles. Dans le cas d’une sphere
lagrangienne dans une variété symplectique négative ou nulle, on montre au contraire dans
ce méme paragraphe, pour tout £ > 0, I'existence de structures presque-complexes J pour
lesquelles aucun disque ou membrane J-holomorphe d’énergie inférieure a E ne repose sur
cette sphere, un résultat analogue a nos résultats d’optimalités puisqu’on atteint ainsi le
minimum possible du nombre de disques ou membranes J-holomorphes. Remarquons a
propos que l'obtention d’invariants entiers ou rationnels a partir du comptage des disques



J-holomophes a bords dans une sous-variété lagrangienne est un probleme classique de
géométrie symplectique (et de la théorie des cordes ouvertes en physique théorique) pour
lequel peu de solutions existent. Notre approche en fournit une lorsque la lagrangienne est
fixée par une involution antiholomorphe. Remarquons également que ’absence de disques
J-holomorphes pour certaines structures permet de définir I’homologie de Floer pour des
spheres lagrangiennes dans les variétés symplectiques a premiere classe de Chern nulle, un
autre probleme classique de géométrie symplectique (et de symétrie miroir en physique
théorique).

Le présent article est largement issu de mon mémoire d’habilitation a diriger des re-
cherches, laquelle fut soutenue a I’Ecole normale supérieure de Lyon en mars 2008.

Remerciements :
Je remercie le Centre national de la recherche scientifique ainsi que 1’Agence nationale
de la recherche pour leurs soutiens sans lesquels je n’aurais pu réaliser ces travaux.

1 Invariants énumératifs des variétés symplectiques
réelles de dimension quatre

1.1 Définition des invariants

Soit (X, w, cx) une variété symplectique réelle fermée de dimension quatre, par quoi on
entend une variété symplectique fermée de dimension quatre (X,w) équipée d’une involu-
tion cy satisfaisant la relation cjw = —w. Le lieu fixe RX de cette involution est supposé
ici non-vide, c’est le lieu réel de la variété, lequel a la propriété d’étre lagrangien. Ses com-
posantes connexes sont étiquetées (RX)1, ..., (RX)y. On note 7, 'espace des structures
presque-complexes w-positives de (X, w) de classe C!, [ > 1 et RJ, C J,, le sous-espace des
structures J qui rendent I'involution cx J-antiholomorphe. Ce sont tous deux des variétés
de Banach séparables non-vides et contractiles.

Soit d € Hy(X;Z) une classe d’homologie satisfaisant la relation (cx).d = —d et
J € RJ, une structure presque-complexe générique. Les courbes J-holomorphes ration-
nelles réelles homologues a d, c’est-a-dire les spheres J-holomorphes invariantes par cx et
homologues a d, forment alors un espace de dimension ¢;(X)d — 1, ot ¢;(X) désigne la
premiere classe de Chern de la variété (X, w). Nous supposons cette dimension positive ou
nulle, puisque le cas contraire signifie que I'espace en question est vide, puis faisons chuter
cette dimension a zéro en imposant quelques contraintes a ces courbes, a savoir de passer
par une collection z de ¢;(X)d — 1 points distincts. Ces derniers peuvent étre choisis réels,
c’est-a-dire fixés par cx, ou bien complexes conjugués, c’est-a-dire échangés par cx ; nous
noterons 7; le nombre de points réels choisis dans (RX);, i € {1,..., N}, et rx le nombre
de paires de points complexes conjugués, de sorte que 2rx + Zfil ri = c1(X)d — 1. L’en-
semble R4(z, J) des courbes J-holomorphes rationnelles réelles homologues a d qui satis-
font ces contraintes supplémentaires est fini. Ces courbes sont de plus toutes irréductibles,
immergées et n’ont que des points doubles transverses comme singularités. Remarquons



que le cardinal Ry(z, J) = #Ra(z, J) dépend en général des choix auxiliaires de la struc-
ture presque complexe et de la configuration de points, essentiellement parce que le corps
des réels n’est pas algébriquement clos. Nous allons montrer qu’il en devient indépendant
lorsque 1'on compte ces courbes en fonction d’un signe convenablement choisi.

Soit C' € Ry4(z,J), le nombre total de points doubles de C' se calcule par la formule
d’adjonction et vaut 6 = £(d? — ¢;(X)d + 2). Les points doubles réels de C' sont de deux
natures différentes. Ils peuvent étre l'intersection locale de deux branches réelles ou bien
I'intersection locale de deux branches complexes conjuguées. Ces points doubles réels sont
dits non-isolés dans le premier cas et isolés dans le second

Point double réel non isolé Point double réel isolé

Notons m(C') le nombre de points doubles réels isolés de C', c’est la masse de C'; elle
est majorée par . Pour tout entier m compris entre 0 et d, on note ny(m) le nombre de
courbes C € Ry4(x, J) de masse m. Posons finalement

é
XHz, J) =) (=1)"na(m),

m=0
our=(ry,...,ryn).

Théoréme 1.1 ([23], [25]) Soient (X,w,cx) une variété symplectique réelle fermée de
dimension quatre, N le nombre de composantes connexes de son lieu réel et d € Hy(X;7)
satisfaisant c1(X)d > 0. Soient x C X wune configuration réelle de c1(X)d — 1 points
distincts et v = (ry,...,rn) le N-uplet associé. L’entier x%(z, J) est indépendant du choix
de x et du choix générique de J € RJ,.

Le Théoréme 1.1 permet de noter cet entier x? sans ambiguité. Lorsque ZZ]\LI r; n’a pas la
méme parité que c;(X)d — 1, on pose x¢ = 0. On note alors x?[T] la fonction génératrice
Z‘C?f'(j))d_l XTI € ZTy, ..., Ty], ou T" =T ... T~ et |r| = r; + -+ + ry. Cette fonction
est de méme parité que ¢;(X)d — 1 et tous ses mondémes ne dépendent en fait que d'une
indéterminée. En effet, la partie réelle d’'une sphere holomorphe réelle étant connexe, I'in-
variant y¢ est contraint de s’annuler lorsque les points réels de x ne sont pas tous choisis
dans une méme composante L du lieu réel. On adoptera la notation x¢(L) pour indiquer
que les |r| points réels sont choisis dans L. On renvoie le lecteur a [25] pour une étude de
la dépendance de x? en fonction de 7.



Ainsi, la fonction x : d € Hy(X;7Z) — x?[T] € Z[Ty, ..., Tn] ne dépend que de la variété
symplectique réelle fermée de dimension quatre (X, w, cx) et est invariante par déformation
de cette derniere. Ceci signifie que si w; est une famille continue de formes symplectiques
satisfaisant ¢ w; = —wy, alors la fonction x est la méme pour tous les triplets (X, wy, cx).
Existe-t-il des invariants énumératifs analogues a ceux qui ressortent du Theoreme 1.1 en
genre quelconque, en dimension quelconque et avec des conditions d’incidence quelconques ?
Nous n’avons que des débuts de réponses a ces questions.

1.2 Bornes inférieures et optimalité

Le nombre Ry(z,J) de courbes J-holomorphes rationnelles réelles homologues a d qui
contiennent I’ensemble x de points que 1’on s’est donné se retrouve ainsi borné inférieurement
par la valeur absolue de I'invariant x¢. Ce nombre est par ailleurs toujours majoré par le
nombre total de courbes J-holomorphes rationnelles homologues a d et contenant x, lequel
nombre Ny ne dépend ni de J générique, ni de x; ¢’est un invariant de Gromov-Witten de
genre zéro de la variété (X, w). Ainsi,

Corollaire 1 ([25]) Sous les hypothéses du Théoréme 1.1, l'encadrement
X7| < Ra(z, J) < Ny

vaut pour tout choix de x et tout choix générique de J € RJT,. UJ

Les bornes inférieures apparaissant dans ce Corollaire 1 se trouvent étre parfois opti-
males. C’est-a-dire qu’il est parfois possible d’exhiber une configuration z et une struc-
ture générique J € RT, telles que toutes les courbes J-holomorphes rationnelles réelles
comptées par x?¢ le sont en fonction d’un unique et méme signe. Nous présentons dans
ce paragraphe les situations dans lesquelles nous avons été en mesure de montrer cette
optimalité.

Théoréme 1.2 ([29], [30]) Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle fermée de di-
mension quatre et soit d € Hy(X;Z) une classe d’homologie satisfaisant (cx).d = —d.
Supposons que le lieu réel de cette variété posseéde une sphere ou un plan projectif réel L.
Dans ce dernier cas, supposons que (X,w,cx) est elle-méme symplectomorphe au plan
projectif complexe éclaté en six boules compleres conjuguées au maximum. Les bornes
inférieures apparues dans le Corollaire 1 sont sous ces hypotheses optimales des que 0 <
r < 1. Le signe de Uinvariant x¢(L) est en outre dans ce cas déterminé par linégalité

(—1)3(@-a(X)d+2)yd(1) > 0.

Remarque 1 La derniére partie du Théoreme 1.2 signifie que le signe du coefficient de
plus bas degré du polynome x*(T) introduit au paragraphe 1.1 s’interpréte comme la parité
du genre lisse de la classe d. Le fait que ce signe puisse étre négatif en degrés congrus a
trois ou quatre modulo quatre dans le plan projectif complexe met en défaut la Conjecture

6 de [14).



Corollaire 2 ([30]) Soit d une classe d’homologie de dimension deuzr du plan projectif
complexe ou de la quadrique ellipsoide et 0 < r < 1. Les bornes inférieures (1) sont
atteintes pour la structure complexe standard lorsque les points complexes conjugués sont
choisis tres proches d’une conique imaginaire pure dans le premier cas et d’une section
hyperplane réelle disjointe de L dans le second. [

Théoreme 1.3 ([30]) Soit (X,w, cx) une variété symplectique réelle fermée de dimension
quatre dont le lieu réel posseéde un tore L et soit d € Ho(X;Z) une classe d’homologie
satisfaisant (cx)«d = —d. Les bornes inférieures du Corollaire 1 sont optimales lorsque
r = 1. Lorsque le lieu réel est connexe -réduit au tore L-, linvariant x{(L) est en outre
positif. Dans le cas général, le signe de linvariant x{(L) est déterminé par linégalité
(=1)2( @12 d( 1y > 0 Jorsque le lieu réel des courbes rationnelles ne s’annule pas
dans Hi(L;Z/27), tandis qu’il est déterminé par l’inégalité (—1)%(d2’cl(x)d+2)x‘f(ll) <0
lorsque ce dernier s’annule.

Remarque 2 Dans le cas particulier de la quadrique hyperboloide, la positivité de x{(L)
avait été observée dans [14] par d’autres méthodes.

De savoir si les bornes supérieures apparues dans le Corollaire 1 sont optimales est un
probleme classique de géométrie énumérative réelle pour lequel on ne sait presque rien. Le
seule chose que je puisse signaler est le critere suivant.

Corollaire 3 ([25]) Sous les hypothéses du Théoréme 1.1, supposons que x?¢ est positif
(resp. négatif ). Supposons qu’il existe une configuration réelle de points x et une structure
génériqgue J € RJ, telles qu’il existe %(Nd — |x4]) courbes J-holomorphes rationnelles
réelles de masses impaires (resp. paires) homologues a d et passant par x. Alors, toutes les
courbes J-holomorphes rationnelles homologues a d et passant par x sont réelles, de sorte
que les bornes supérieures du Corollaire 1 sont optimales. [J

Les bornes inférieures fournies par ces invariants sont-elles optimales en général 7 La
question se pose déja dans le cas du plan projectif (ou de ’espace projectif de dimension
trois, voir le §3.1).

1.3 Congruences

Etant donnée une classe d’homologie d € Hy(X;7Z) d'une variété symplectique réelle de
dimension quatre (X, w, cx), nous noterons g; = §(d2 c1(X)d + 2) le genre lisse de d et
cqg = ¢1(X)d — 1 le degré attendu du polynome y¢(T") défini au §1.1.

Théoreme 1.4 ([30]) Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle fermée de dimension

quatre dont le lieu réel possede une composante connexe L homéomorphe a une spheére.
1

Soient d € Hy(X;Z) et r € N. Lorsque 2r + 1 < cq, la puissance 22©=2=Y divise x*(L).

Exemple :



Le Théoreme 1.4 s’applique a l'ellipsoide de dimension deux lorsque d est un multiple
positif, disons § > 0, d'une section plane réelle. Dans ce cas, ¢g = 40—1 et gg = 02—25+1 =
§ + 1 mod (2). Par conséquent, 220-"~! divise x¢(L) lorsque r < 2§ — 1. Nous avons
également montré dans [30] que 22" divise x¢(L) lorsque de plus r = 26 + 1 mod (4)
ainsi que la congruence x4 5(L) =0 mod (16).

Théoreme 1.5 ([30]) Soit (X,w,cx) une variété symplectomorphe au plan projectif com-
pleze éclaté en siz boules complexes conjuguées au mazimum. Soit d € Hy(X;Z) une classe
satisfaisant cg = c1(X)d — 1 > 0 et soient r,rx des enliers naturels satisfaisant la relation
r+2rx = cq. Lorsque r + 1 < rx, la puissance 2"~ divise x*(L).

Exemple :

Le Théoreme 1.5 s’applique au plan projectif complexe ou d est un multiple positif,
disons 6 > 0, d’une droite complexe. Dans ce cas, 8200-m=1 djvise x¢ lorsque r + 1 < 6.
Nous avons également montré dans [30] que 2235=3=1 divise y¢ lorsque de plus r =& + 1
mod (4) et x4 ;=0 mod (64).

1.4 Calculs

L’invariant x? qui ressort du Theoreme 1.1 fut rapidement estimé apres que je lai
introduit. G. Mikhalkin a proposé dans [16] un algorithme permettant, dans le cas des
surfaces toriques réelles, le calcul de cet invariant lorsque le nombre r de points choisis
réels est maximal. Cet algorithme a été plus tard étendu par E. Shustin [20] pour un choix
quelconque de points réels. Il a été utilisé par I. Itenberg, V. Kharlamov et E. Shustin
[12] pour estimer cet invariant, fournissant notamment la minoration x4, ; > 1d! dans
le cas du plan projectif, le calcul en degré inférieur ou égal a cing, puis 'asymptotique
log |x¢, (xyd_1| = 1og Ny dans le cas des surfaces de Del Pezzo réelles X, voir [14]. Ces der-
niers ont également plus récemment obtenu une formule de type Caporaso-Harris tropicale
[13] pour le calcul de x4, ; dans le plan, aprés que A. Gathmann et H. Markwig [8] ont
obtenus cette formule pour le calcul tropical de N4. J. Solomon a également annoncé une
formule calculant ces invariants x? dans le plan. E. Shustin [21] a adapté ces méthodes
tropicales pour obtenir des résultats analogues dans le cas de la quadrique ellipsoide. Les
méthodes de théorie symplectique des champs que j’ai pour ma part utilisé ([29], [30]) m’ont
également permis d’obtenir des formules de type Caporaso-Harris mais avec des conditions
de tangence imaginaires conjuguées. Les invariants relatifs qui interviennent dans ces for-
mules sont introduits au §2.1.1. Je ne rappelle pas ici les formules générales qui se trouvent
dans [30], mais simplement quelques calculs explicites qui en découlent facilement.

Corollaire 4 ([30]) Soit (X,w,cx) une variété symplectomorphe au plan projectif com-
pleze. Alors, x*(T) = o(T?), x*(T) = 64+64T%+0(T?), X°(T) = 1024T + 153672 + o(T*),
X'(T) = —14336 + 11776T2 + o(T?) et \*(T) = —280576T + o(T?).

Remarquons que x3(T) = 272 + 4T* + 8T%; ce calcul de x%(T) en degré trois et les
phénomenes discutés ici s’obtiennent simplement en éclatant les neuf points base d’un pin-



ceau de cubiques planes et en calculant la caractéristique d’Euler du lieu réel de la surface
obtenue, comme observé par V. Kharlamov [15] déja dans les années 90. Toutefois, méme
I'existence d'une quartique rationnelle réelle plane passant par onze points réels en position
générale n’était pas connue avant l'introduction de ces invariants y¢. Les valeurs explicites
de x? pour d < 9 et tout r furent entre temps obtenues dans [1] comme conséquence d’une
formule de type Caporaso-Harris tropicale. Ces résultats mirent en défaut la conjecture de
monotonie de [14], de sorte que la fonction 7 — x? n’est en général ni positive, ni monotone.

Corollaire 5 ([30]) Soit (X,w, cx) une variété symplectomorphe a la quadrique ellipsoide
de dimension deuz. On note h la classe d’une section plane réelle de bidegré (1,1). Alors,
Y(T) = 213 +4T° +6T7, \*"(T) = 16T+ 16T+ o(T3), x*(T) = —256T + 32072 +o(T?)
et xX°M(T) = 268807 + o(T?).

Remarque 3 Cet invariant x¢ peut se définir purement en termes de fractions rationnelles
complezes. Lorsque r = 4d—1 par exemple, il compte algébriquement le nombre de fractions
rationnellesu = P/Q, P,Q € C[X] de degrés d, modulo reparamétrage par les homographies
réelles de PGLy(R), telles que I'image w(RP') interpole un ensemble donné générique de
4d — 1 points de la sphere de Riemann. Le signe en fonction duquel il convient de compter
ces fractions rationnelles u est pair si u posséde un nombre pair de points critiques dans
chaque hémisphére CP'\ RP' et impair sinon. Il serait intéressant d’étudier cet invariant
de la quadrique ellipsoide en travaillant uniquement avec des fractions rationnelles.

Quelle est asymptotique de I'invariant x¢, r < 1, calculé ici? Nos formules calculent
I'invariant en fonction d’une somme sur des arbres décorés. Quels sont les arbres qui sont
asymptotiquement dominants/négligeables? De plus, dans le cas du plan projectif par
exemple, lorsque r = 3d — 1, notre formule calcule I'invariant comme une somme sur
des arbres dont certains contribuent positivement et d’autres négativement. Ceci garantit
I'existence de structures presque-complexes pour lesquelles davantage de courbes ration-
nelles réelles satisfont nos conditions d’incidences que le nombre imposé par l'invariant
x4, ;- Combien de courbes réelles a-t-on ainsi construit ? Enfin, notre méthode de calcul
suivie dans la premiere section s’applique a toute variété symplectique de dimension quatre
et calcule 'invariant y en fonction d’invariants de Gromov-Witten de surfaces rationnelles
relatifs a des courbes de carré —2 ou —4 lorsque L est une sphere ou un plan projectif
réel. Que sait-on de ces invariants et qu’en déduire pour l'invariant y 7 Cette direction de
recherche reste a développer. Par ailleurs, j’ignore dans quelles situations exactement il est
possible de calculer I'invariant x¢ en fonction d’invariants relatifs imaginaires.

2 Invariants relatifs des variétés symplectiques réelles
de dimension quatre

Les invariants x¢ introduits au §1.1 sont définis par un comptage de courbes J-holomophes
rationnelles réelles soumises a des conditions d’incidence ponctuelles. Ils forment ainsi un



analogue réel aux invariants de Gromov-Witten de genre zéro ponctuels. J'ai également
défini de tels invariants en admettant que les courbes soient soumises a des conditions de
tangence avec une courbe donnée, dans l'esprit de la théorie des invariants relatifs. Ces
conditions de tangence peuvent étre réelles ou bien complexe conjuguées. Dans le cas de
conditions réelles, je n’ai pu définir de tels invariants relatifs qu’en admettant une seule
condition de tangence et encore m’a-t-il fallu faire intervenir plusieurs types de courbes sin-
gulieres. J’expose ces résultats dans le §2.1.1. J’ai pu en déduire des bornes inférieures pour
le nombre de coniques réelles tangentes a cinq coniques données, un probleme classique de
géométrie énumérative. Dans le cas de conditions de tangence complexes conjuguées, la si-
tuation est bien meilleure et de tels invariants peuvent s’obtenir avec les mémes méthodes
que celles utilisées au §1.1. Je n’ai en fait introduit et utilisé ces invariants que dans des cas
tres particuliers, en utilisant le langage de la théorie symplectique des champs. Ils m’ont
été utiles pour mener les calculs présentés au §1.4. J’expose ces résultats dans le §2.2.

2.1 Invariants relatifs réels
2.1.1 Définition des invariants

Soient (X,w,cx) une variété symplectique réelle de dimension quatre, d € Hy(X;Z)
une classe d’homologie telle que ¢;(X)d > 2 et z une configuration réelle de ¢;(X)d — 2
points distincts. Comme au §1.1, on note RX7, ..., RXy les composantes connexes de RX
et r; le cardinal de z NRX;, ¢ € {1,...,N}. Soit B C RX une surface a bord lisse. En
chaque point réel x; de x, on choisit une droite vectorielle 7; dans le plan tangent 7, ,RX.
Pour toute structure presque complexe J € R7, suffisamment générique, on définit I'entier
I'4B(J, x) comme la somme des nombres de courbes J-holomorphes rationnelles réelles qui
réalisent la classe d’homologie d, passent par la configuration z et qui proviennent des
quatre familles suivantes :

— Les courbes tangentes au bord de B, elles sont comptées en fonction de leurs masses

et de leur contact intérieur ou extérieur a B au point de tangence.

— Les courbes non-immergées, qui sont comptées en fonction de leurs masses et de la
position du point de rebroussement par rapport a B.

— Les courbes possédant une des droites 7T; comme tangente, qui sont comptées en
fonction de leurs masses et de la position du point x; correspondant a T} par rapport
a B.

— Les courbes réductibles, qui sont comptées en fonction de leurs masses et d’une mul-
tiplicité qui est le nombre de points réels d’intersection entre les deux composantes
irréductibles de la courbe, chacun de ces points devant étre compté positivement ou
négativement selon qu’il est intérieur ou extérieur a B.

Ainsi, en notant respectivement 7T an%(J, z), Cusp®(J, z), Tan’(J,z) et Red?(J,z) ces
quatre ensembles finis de courbes J-holomorphes, l'entier I'“P(J, x) s’écrit



Z (_1>m(0)<07 B) — Z (_1)m(C) multg(C).

CeUTan (J,2)UT and(J,z)UCusp?(J,z) CeRed(J,x)

Dans cette somme, l'indice de contact (C, B) vaut —1 (resp. +1) si C € Tan(J,z)
et RC se trouve localement incluse dans (resp. en dehors de) B au voisinage du point de
tangence y avec OB. Si C' € Cusp®(J,z) (resp. C € Tan’(J,x)), le point de rebroussement
(resp. la droite T;, i € I) est unique et I'indice de contact (C,B) vaut —1 si ce point
se situe en-dehors de B et +1 sinon. Si C' est réductible, elle n’a que deux composantes
irréductibles (', (5, toutes deux réelles et

multp(C) = Y (4, B),

yeRC1NRCy

ou (y, B) vaut —1 lorsque y est extérieur a B et +1 s’il est intérieur.

Théoreme 2.1 ([28]) Soient (X,w, cx) une variété symplectique réelle fermée de dimen-
sion quatre et B C RX wune surface a bord lisse. Soient N le nombre de composantes
connexes de RX et d € Hy(X;Z) satisfaisant ¢,(X)d > 1, ¢1(X)d # 4. Soient x C X \ 0B
une configuration réelle de c1(X)d—2 points distincts et r = (ry,...,ry) le N-uplet associé,
supposé non nul. L’entier THB(J x) est indépendant du choiz de z et du choix générique
de J € RT,.

Le Théoréme 2.1 permet sans ambiguité de noter I'%? cet entier. Lorsque Zfil r; n'a pas
la méme parité que c;(X)d, on pose I'*? = 0. Comme au §1.1, on note alors I'“Z[T] la
fonction génératrice Zrﬁ‘g)dﬂ BT € Z[Ty, ..., Ty]. Cette fonction est de méme parité
que ¢;(X)d et tous ses monomes ne dépendent en fait que d’une indéterminée.

Ainsi, la fonction '8 : d € Ho(X;Z) — T4B[T] € Z[Ty,...,Ty] ne dépend que du
quadruplet (X,w, cx, B). Elle est en outre invariante par déformation de ce quadruplet au
sens ol si wy est une famille continue de formes symplectiques satisfaisant cjw; = —w; et
B; € RX une isotopie de surfaces compactes, alors cette fonction est la méme pour tout

(Xa W, Cx, Bt)

Remarquons qu’en particulier ['“#(J, x) ne dépend pas de la position relative de z par
rapport a B, que I'4P = —Ff’RX\B et que le cas particulier ou B est vide est admissible
et fournit un invariant que l'on a préalablement introduit dans [27]. Montrer l'invariance
de T%?(J, z) se trouve étre une étape importante dans la démonstration de I'invariance de

IHE(J, z).

Théoréme 2.2 ([28]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, si B est un disque, 2x%., =
res — Ff’w. Si de plus, (X,w, cx) est symplectomorphe au plan projectif complexe, T8 =
—Ff’w, tandis que si elle est symplectomorphe a la quadrique hyperboloide de dimension
deuz, T8 =2y, | — 1o,
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Corollaire 6 ([28]) Sous les hypothéses du Théoréme 2.2, x1., = —TI'4? = T'48 dans
le cas du plan projectif compleze et THP = 2)&“, I’f’@ = 0 dans le cas de la quadrique
hyperboloide de dimension deuz. [

2.1.2 Sur les 3264 coniques tangentes a cinq coniques génériques

Il est possible d’étendre les résultats du §2.1.1 a davantage de conditions de tan-
gence avec le bord de B, au moins dans le cas de coniques. J’ai illustré ce phénomene
en m’intéressant au probleme ancien du comptage du nombre de coniques tangentes a
cing coniques génériques données. Le nombre de solutions complexes est 3264 comme ['a
démontré de Joncquieres en 1859 mais le nombre de solutions réelles dépend du choix des
cing coniques génériques. Soient B, ..., Bs cinq disques plongés dans RP? de sorte que
leurs bords soient transverses deux a deux, et J € RJ,,. Notons I'® le nombre de coniques
J-holomorphes réelles qui sont soit :

— irréductibles, tangentes a By, ..., Bs, et comptées positivement si elles sont tangentes
intérieurement a B; pour un nombre pair de ¢ € {1,...,5}, négativement sinon.
— réductibles, tangentes a quatre des cinq disques By, ..., Bs, et chacune comptée en

fonction de la parité du nombre de disques en lesquelles elle est tangente intérieurement
et de la position de son unique point singulier par rapport au cinquieme disque en
lequel elle n’est pas tangente.

Ainsi, en notant respectivement Con(J) et Con,.q(J) ces deux ensembles finis de co-
niques J-holomorphes, on obtient

%)= > (C,B)— Y (C,B)multz(C)€Z,

CeCon(J) CeConyeq(J)

ott lorsque C' € Con(J), lindice de contact (C, B) vaut II2_,(C, B;) ; tandis que lorsque
C € Conyeq(J) et iy, ... 00 € {1,...,5} sont les entiers tels que C' soit tangent aux bords de
By, ..., B, (C,B) =1Ij_,(C, By,) et multp(C) = +1 si le point singulier de C' appartient
a B;, et —1 sinon.

Théoréme 2.3 ([28]) 1) Cet entier TB(J) ne dépend pas du choiz générique de la struc-
ture presque-complexe J € RJ,, et est invariant par isotopie de B = B, U ---U Bs.

2) Si By,...,Bs sont cing disques disjoints, alors TP = 272. Il en est de méme si
By, ..., Bs sont proches de cing droites doubles génériques.

Un disque est dit proche d'une droite double d’équation y? = 0 s’il a une équation de
la forme {y? < €2x? — 0} pour € et § petits.

in=—sswill}
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Corollaire 7 ([28]) Si C1,...,Cs sont cing coniques dont la classe d’isotopie est donnée
par la deuxieme partie du Théoreme 2.3, alors le nombre de coniques réelles qui leur
sont tangentes est minoré par 32 indépendamment du choix de C4,...,Cs dans la classe
d’isotopie.

Démonstration :

Le nombre de droites tangentes a deux coniques génériques vaut quatre, elles sont
codées par les points d’intersection entre les deux coniques duales. Le nombre de coniques
tangentes a quatre des cinq coniques C1, . . ., Cs se trouve donc majoré par 240 = 5% 34 x4,
de sorte que le résultat découle de la définition de I'Z et de la deuxieme partie du Théoréme
2.3.0

Remarquons que le fait qu’il existe une configuration de cing coniques réelles pour
lesquelles les 3264 coniques tangentes a ces cing coniques sont toutes réelles a été établi
par F. Ronga, A. Tognoli et T. Vust [19]. Le théoreme 2.1 montre la difficulté a définir
des invariants relatifs avec conditions de tangence réelles. Dans le « monde tropical », la
situation est parfois bien meilleure, voir [13]. Il en est de méme avec des conditions de
tangence complexes conjuguées, voir le §2.2.

2.2 Invariants relatifs imaginaires

Soit. L une sphere, un tore ou un espace projectif réel de dimension n = 2 ou 3. Le
fibré cotangent de L est équipé de sa forme de Liouville A et de I'involution c¢;, définie par
(q,p) € T*L — (q,—p) € T*L. Cette derniere satisfait ¢; A = —\ de sorte que (T*L, d\, cy)
est une variété symplectique réelle. Soit g une métrique a courbure constante sur L, U*L
'ensemble des couples (q,p) € T* L tels que g(p,p) < 1 et S*L le bord de U* L. La restriction
de XA a S*L est une forme de contact et 'on note R, le champ de Reeb associé. Le flot
engendré par R, n’est autre que le flot géodésique. Notons J) 'espace des structures
presque-complexes positives pour dA et asymptotiquement cylindriques sur une structure
CR de S*L. Plus précisément, le champ radial de T*L identifie le complémentaire de la
section nulle avec la symplectisation (R x S*L,d(e”)\)) de (S*L,A). On note J, l'espace
des structures presque-complexes J positives pour d\, de classe C!, [ > 1, qui satisfont
J (a%) = R, et préservent le noyau de A pour p > 1 et qui enfin sont invariantes par
translation par p au-dela d’'un certain rang py. Nous notons alors R7, C J, le sous-espace
des structures presque-complexes pour lesquelles c; est J-antiholomorphe. Ces espaces
Ty et RJ), sont tous deux des variétés de Banach séparables non-vides et contractiles.
Nous allons compter les courbes J-holomorphes rationnelles réelles pointées d’énergie de
Hofer finie proprement immergées dans 7L en fonction d’un signe +1 de fagon a obtenir
un invariant associé a T*L. Rappelons que d’apres le Théoreme 1.2 de [11] et d’apres
[3], ces courbes rationnelles pointées convergent en leurs pointes vers des orbites de Reeb
parcourues un nombre entier de fois, que I'on appelle multiplicité. La dimension de I'espace
des modules de telles courbes dépend du nombre de pointes et des multiplicités associées.
Afin d’obtenir un nombre fini de courbes, nous allons soumettre ces courbes a quelques
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contraintes, soit en les forcant a converger vers des orbites de Reeb prescrites, soit en les
forcant a passer par des points de L ou des paires de points complexes conjuguées de
T*L\ L.

Soit e;, © > 1, la suite d’entiers partout nulle sauf au i-eme rang ou elle vaut un. Soient
a = Y N i€ et B = Y. . Bie; deux suites d’entiers positifs qui s’annulent a partir
d’un certain rang. Ces deux suites codent respectivement le nombre de paires d’orbites de
Reeb complexes conjuguées limites prescrites et non prescrites de nos courbes, avec leur
multiplicités ¢ € N*. Le nombre de pointes de nos courbes vaut donc 2v =23, . (a; + ;)
et nous choisissons un ensemble I' de >, . a; géodésiques fermées disjointes de L pour

prescrire nos paires d’orbites de Reeb limites. A présent, afin de fixer nos contraintes
ponctuelles, soient » € N et x4, ..., z, des points distincts de L. De méme, soient r;, € N
et £1,€,,. .. 757'L7ET'L des paires distinctes de points complexes conjugués de T*L \ L, c’est-
a-dire satisfaisant cr,(&;) = €;. Nous supposons que

m—1r+2n—1rp+2n—1D#I' =2v+e(n—1) Z i(a; + Bi) +n — 3, (1)

1EN*

ou € = 2 si L est homéomorphe a une sphere et € = 1 si L est homéomorphe a un espace
projectif réel, tandis que nous supposons

(mn=—1Dr+2n—1)rp=2v+n—-3eta=0 (2)

si L est homéomorphe a un tore.

Alors, lorsque la structure presque-complexe J € R, est générique, il n’y a qu'un
nombre fini de courbes J-holomorphes rationnelles réelles d’énergie de Hofer finie, propre-
ment immergées dans 7*L et ayant 2v pointes qui passent par x, par chaque paire {&;,&,}
et qui convergent vers les orbites de Reeb relevant les éléments de I" ainsi que vers 3; autres
paires d’orbites, 7 € N*, chacune avec multiplicité j ou de classe d’homologie donnée si L
est un tore. En effet, si L est un tore, il y a une infinité de géodésiques fermées primitives
non homologues et la dimension (2) ne dépend pas du choix des classes d’homologies de
sorte qu’il y a une infinité d’espaces de modules ayant la méme dimension. Pour garantir
la finitude, nous imposons les classes d’homologies des orbites de Reeb limites. Notons
R(a, 5,1, 2,&,J) cet ensemble fini de courbes, la généricité de J garantit qu’elles sont
toutes immergées. Si L est de dimension deux, on pose

Forp( 8026 0) = >, ()" eL
CeR(a,f,1,z,€,J)

Si L est de dimension trois, on I’équipe d’une structure spin. Ceci permet d’associer un
état spinoriel sp(C') a chaque courbe C' € R(«o, 5,1, z, ¢, J) comme expliqué au §3.1 et on
pose

F(T,TL)(&767F7£7 §7 J) = Z Sp(C) € 7.
CER(a,ﬂ,F,Lé,J)
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Théoreme 2.4 ([30]) Soit L une sphére, un tore ou un espace projectif réel de dimension
n = 2 ou 3 muni d’une métrique a courbure constante. Soient o, 8 deux suites d’entiers
positifs qui s’annulent a partir d’un certain rang. On choisit comme ci-dessus un ensemble
[' de géodésiques fermées et des ensembles x, & de r et rp points dans L et T*L \ L
respectivement de sorte que ces nombres satisfassent (2) dans le cas du tore et (1) sinon.
Lorsque n = 3, on suppose r # 0 et lorsque de plus L € {S3 RP3}, on suppose que J
est invariante par le flot de Reeb pour p > 1. Alors, Uentier Fi,,\(a, 8,1, 2,§, J) défini
ci-dessus ne dépend ni du choix des contraintes I', x, &, ni du choix générique de la structure
presque-complexe J € RJ,. -

L'entier Fi,,, (o, 3,1, 2, J) étant indépendant de I', z, §, J d’apres le Théoreme 2.4,
nous le noterons F{,,,)(«, 6)._Aﬁn d’alléger encore cette notation, nous noterons cet entier
F(a,B) lorsque r;, = 0, puisque la valeur de r est alors définie sans ambiguité par les
calculs de dimensions (1) et (2). Les Lemmes 2.5, 2.6 et 2.7 fournissent quelques calculs
que l'on a pu mener. Les résultats du §1.4 reposent sur ces calculs.

Lemme 2.5 ([30]) Si L est homéomorphe a une spheére de dimension deux et r, = 0,
on a F(e,0) = F(0,e1) =1, F(e2,0) = 2, F(0,e3) = 8, F(2e1,0) = 2, F(ej,e1) =4 et
F(0,2¢,) = 6.

Lemme 2.6 ([30]) Si L est homéomorphe a un plan projectif réel et r, = 0, on a
F(e1,0) = F(0,e1) = F(eq,0) = F(2e1,0) = F(ey,e1) = F(0,2e1) =1 et F(0,e3) = 4.

Lemme 2.7 ([30]) Si L est homéomorphe a un plan projectif réel et r, = 0, on a
F(@g,O) = 27 F(O, 63) = ]_2, F(61 + 62,0) = 2, F(el,eg) = 8, F(€2,61) = 4, F(O,61 + 62) =
24, F(3e1,0) =2, F(2e1,e1) =4, F(e1,2e1) =6 et F(0,3¢e;) = 8.

Toutefois, la valeur de l'invariant F' qui ressort du Théoreme 2.4 n’est pas connue en
général. Il serait intéressant de développer des méthodes permettant son calcul.

3 Invariants en dimension six

Nous exposons dans ce paragraphe les résultats analogues a ceux présentés au §1 que
I'on a pu établir en dimension six.

3.1 Définition des invariants dans les variétés algébriques réelles
convexes

Rappelons qu'une variété projective lisse est dite convexe lorsque le groupe H'(CP'; u*TX)
s’annule pour tout morphisme u : CP! — X. Les principaux exemples que je connaisse
sont les espaces homogenes projectifs, citons les produits d’espaces projectifs, la quadrique
de CP* ou encore la variété des drapeaux de C3. Il est & nouveau possible de définir
un invariant en comptant algébriquement le nombre de courbes rationnelles réelles qui
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réalisent une classe d’homologie d donnée et passent par une configuration réelle de points
z de cardinal 3¢;(X)d, ot ¢;(X) désigne la premitre classe de Chern de la variété et
c1(X)d est supposé pair. Toutefois, le signe 1 en fonction duquel il convient de compter
les courbes rationnelles réelles est plus délicat a définir. Le lieu réel RX = fixe(cx) de
X est une variété lisse de dimension réelle trois que l'on suppose orientable pour simpli-
fier. Munissons-la d’une orientation ainsi que d’une métrique riemannienne auxiliaire. Son
SO3(R)-fibré principal des repéres orthonormés directs s’étend alors en un Sping-fibré prin-
cipal. En effet, 'obstruction a I'existence d'une telle extension est donnée en général par
la classe caractéristique wq(RX) et cette obstruction s’annule en dimension trois comme
il découle de la formule de Wu. Lorsque la configuration réelle de points est suffisamment
générique et possede au moins un point réel, d’une part les courbes rationnelles réelles qui
passent par z et réalisent d sont toutes immergées (méme lisses en général) et de partie
réelle non vide, et d’autre part elle sont équilibrées. Ce dernier point signifie que le fibré
normal de ces courbes se décompose sur C comme la somme directe de deux fibrés en droite
isomorphes L et M, fibrés qui de plus peuvent étre choisis réels. Notons R4(x) cet ensemble
fini de courbes rationnelles réelles. Chaque lieu réel de ces courbes fournit donc un nceud
immergé dans la variété de dimension trois RX, et ce nocud est de plus canoniquement
équipé d’'un repere mobile ou plutot d’axes mobiles donnés par la tangente au noeud et les
lieux réels des fibrés en droites L et M (en fait, seule la classe d’homotopie de ces axes
mobiles est canoniquement définie, puisque la décomposition du fibré normal en somme
L & M n’est pas uniquement définie, mais c’est amplement suffisant pour nos besoins).
Lorsque les lieux réels de L et M sont orientables, c’est-a-dire lorsque ces fibrés sont de
degré pair, ces axes mobiles peuvent étre enrichis de reperes orthonormés. Ainsi, les nceuds
définis par les courbes rationnelles réelles sont tous équipés de reperes orthonormés mobiles
qui fournissent des lacets dans le SO3(R)-fibré principal des reperes orthonormés, lacets qui
relevent les noceuds de RX. Vient alors I'alternative suivante pour chaque lacet : soit ce lacet
du SO3(R)-fibré principal des repéres se releve en un lacet du Sping-fibré principal donné
par la structure Spin s, soit non. Ceci permet de définir [’état spinoriel sp(C') de chaque
courbe rationnelle réelle C' comme valant +1 dans le premier cas, et —1 dans le second.
Lorsque les lieux réels de L et M ne sont pas orientables, on modifie ces axes mobiles a
I’aide d'un demi-tour a droite donné par 'orientation de RX, ce qui permet de se ramener
au cas précédent et de définir I'état spinoriel également dans ce cas. L'entier y%*(z) n’est
alors autre que le nombre de courbes rationnelles réelles qui réalisent la classe d’homologie
d et passent par x, ces courbes étant comptées en fonction de leur état spinoriel, de sorte
que

X)) = Y sp(C) €.

CeRy(z)
On a noté r = (rq,...,ry) le N-uplet associé a z; c’est-a~dire que N désigne le nombre
de composantes connexes de RX et en notant (RX)i,...,(RX)y ces composantes, r; =

#(z N (RX),).

Théoreme 3.1 ([26]) Soient (X, cx) une variété algébrique réelle conveze lisse de di-
mension trois et § une structure Spinsg sur son lieu réel RX supposé orientable. Soit
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d € Hy(X;Z) telle que ¢\(X)d soit pair et différent de quatre et soit kq = 5¢1(X)d € N*.
Soient x = (x1,...,xx,) une configuration réelle de kq points distinct dont au moins un
réel et r le N-uplet associé. L’entier Xg’s(g) ne dépend alors pas du choix générique de x.

Ce résultat est valable aussi pour les variétés dont le lieu réel n’est pas orientable,
moyennant le choix d’une structure Ping sur le lieu réel; I'invariant s’annule alors lorsque
kq est pair, voir [26].

Le Théoréme 3.1 permet sans ambiguité de noter cet entier x%°. Lorsque 21111 r; n'a
pas la méme parité que kg = %cl (X)d, on pose x4 = 0. On note alors x%*[T] la fonction
génératrice Zﬁ:o XTI € Z[T, ..., Ty). Cette fonction est de méme parité que 3¢1(X)d
et tous ses monomes ne dépendent en fait que d’une indéterminée.

Ainsi, la fonction x* : d € Hy(X;Z) — x**(T) € Z|T)] est invariante par isomorphisme
de la variété algébrique réelle convexe lisse de dimension trois (X, cx). On en déduit a
nouveau les bornes inférieures suivantes en géométrie énumérative réelle.

Corollaire 8 ([26]) Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, notons Ru(z) le nombre de
courbe rationnelles réelles connexes homologues a d qui passent par x et Ny ['invariant de
Gromov-Witten de genre zéro associé. Alors, | x| < Ry(z) < Ng. O

Finissons ce paragraphe par une interprétation topologique de nos résultats. Les sin-
" ——d . . .
gularités de I'espace R, M, (X)) sont de codimension au moins deux, de sorte que cet espace

possede une premidre classe de Stiefel-Whitney. Etant donné D € Hg d,l(]RTMZ (X);Z/27),
on note DY son image sous le morphisme Hgkd_l(]RTMZd (X);Z)27) — H* (RTMZd (X);Z/2Z).

Proposition 3.2 ([24]) La premieére classe de Stiefel-Whitney de toute composante RM*
de R, M{ (X) qui contient une courbe équilibrée s’écrit

wi (RM") = (Rrev?)wi (R X*) + > ¢(D)DY € H(RM*; Z/2Z),

DCRed

ou (D) € {0,1} et lorsque €(D) = 1, la composante irréductible D de Red se trouve
contractée par Uapplication d’évaluation Ryev?. O

On a noté ici Red’ la réunion du diviseur des courbes réductibles Red et de I’éventuel
diviseur des courbes non-équilibrées (u, C, 2) telles que dim H'(C; N, ® Oc(—z)) > 2, si un
tel diviseur existe. On note Red; la réunion des composantes irréductibles D de Red’ pour
lesquelles €(D) = 1. En dimension deux, cet ensemble a été déterminé dans [18]. Equipons
R, X% d'un systeme de coefficients tordus entiers Z et notons R, X kd] € Hy,, (R, X ka: Z)
sa classe fondamentale. Notons Z* le systeme de coefficients locaux induit sur RM*, tiré
en arriere de Z par R, ev?.

Proposition 3.3 ([24]) Sous les hypothéses de la Proposition 3.2, il existe une unique
classe fondamentale [RM*] € Hyp,(RM*, Redy; Z*) telle qu’en toute courbe équilibrée
(u,C, z) € RM*, le morphisme

(Rrev®)s + Hapoy(RM,RM*\ {(u, 0, 2) 1 2%) — Hg, (R X", RoX"\ {u(2)}: 2)
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envoie [RM*] sur sp(u, C, z)[R, X*]. O

Comme R, ev?(Red;) est de codimension deux, le groupe Hyy, (R, X% R ev?(Red;); Z) est
cyclique, engendré par [R,X*¢]. L’entier x®* n’est autre que celui défini par la relation

(RTevd)*[RTMZ L(X)] = x®*[R,X*], ot la classe fondamentale [RTMZ (X)] est donnée
par la Proposition 3.3.

3.2 Extension aux variétés symplectiques réelles fortement semi-
positives

L’extension des résultats du §3.1 aux variétés symplectiques n’est pas immédiate, en
partie parce-que le théroréme de Grothendieck [10] selon lequel les fibrés holomorphes
sur la sphere de Riemann sont entierement décomposables n’est plus valable pour les fibrés
normaux des courbes pseudo-holomorphes. Ces derniers sont des fibrés vectoriels complexes
munis d'un opérateur de Cauchy-Riemann qui n’est que R-linéaire et non C-linéaire comme
dans le cas de fibrés holomophes. Ces premiers sont des perturbations d’ordre zéro de ces
derniers par des opérateurs C-antilinéaires et sont parfois appelés « opérateurs de Cauchy-
Riemann généralisés ». J'ai étendu dans [24] la notion d’état spinoriel pour un opérateur
de Cauchy-Riemann généralisé surjectif.

La stratégie est la suivante. L’espace des opérateurs de Cauchy-Riemann généralisés
réels sur un fibré vectoriel complexe réel donné est un espace de Banach affine, il contient
les opérateurs de Cauchy-Riemann C-linéaires comme sous-espace de Banach. Or chaque
opérateur de Cauchy-Riemann surjectif définit une structure de fibré vectoriel holomorphe
équilibré et possede donc un état spinoriel d’apres les résultats du §3.1. Etant donné un
opérateur de Cauchy-Riemann généralisé surjectif, on le relie a opérateur de Cauchy-
Riemann surjectif par un chemin générique et on définit son état spinoriel comme celui
de l'opérateur de Cauchy-Riemann si le chemin traverse un nombre pair de fois le mur des
opérateurs non-surjectifs et son opposé sinon.

Soit alors (X, w, cx) une variété symplectique réelle fortement semi-positive de dimen-
sion six, c’est-a-dire pour laquelle toute classe sphérique d € Hy(X;7Z) positive contre w
satisfait 'implication ¢;(X)d > 2 —n = ¢;(X)d > 1. Les variétés symplectiques réelle
positives, par exemple de Fano, satisfont cette condition. On suppose a nouveau pour sim-
plifier le lieu réel de cette variété orientable et on I’équipe d’une structure spin s. Soit,
comme au §3.1, d € Hy(X;Z) telle que (cx).d = —d, ¢1(X)d soit pair et strictement plus
grand que deux. Soient kg = ¢1(X)d et z = (21, ..., zy,) € X* une configuration réelle de
k4 points distincts, dont au moins un réel. Lorsque J € RJ,, est suffisamment générique, il
n’y a qu'un nombre fini de courbes J-holomorphes rationnelles réelles connexes homologues
a d et contenant z. Ces courbes sont toutes irréductibles, lisses et de partie réelle non-vide.
On note Ry4(z, J) cet ensemble fini de courbes. Le fibré normal de chacune de ces courbes
C € Ry(z,J) est équipé d'un opérateur de Cauchy-Riemann généralisé surjectif D¢ qui
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possede donc un état spinoriel sp(C') d’apres ce qui précede. On pose

Xz J)= Y splC) €L

CeRq(z,J)

Théoréme 3.4 ([24]) Soit (X, w, cx) une variété symplectique réelle fortement semi-positive
de dimension siz, de lieu réel orientable muni d’une structure spin s. Soit d € Hy(X;7)
telle que (cx)«d = —d, ¢1(X)d est pair et strictement plus grand que deuz. Soient kg =
%cl(X)d et x une configuration réelle de ky points distincts, dont au moins un réel. et
r=(ry,...,rn) le N-uplet associé. Alors, lentier x%*(z,J) ne dépend ni du choir de x,

ni du choiz générique de J € RJ,.

Remarquons que ce résultat permet de noter sans ambiguité 'invariant x%°, c’est un

invariant par déformation fortement semipositive de (X, w,cx). On en déduit les bornes
inférieures suivantes.

Corollaire 9 ([24]) Sous les hypothéses du Théoréme 3.4, |x&°| < #Rq(x, J), pour tout
choiz de configuration réelle z € X% telle que z NRX = r, et tout choir générique de
JeRJ,. O

Les invariants qui ressortent des Théoremes 1.1 et 3.1 ont été interprétés par C.-H.
Cho [5] et J. Solomon [22]. Leur approche consiste & d’abord définir la classe fondamentale

[RTWZ ,(X)] donnée par la Proposition 3.3 en utilisant les travaux de K. Fukaya, Y.-G. Oh,
H. Ohta et K. Ono [6], [7], puis & en déduire l'existence des invariants grace a la relation
entre classes fondamentales donnée a la suite de cette proposition. J. Solomon a étendu
ces invariants aux courbes de genre strictement positifs mais de structure conforme fixée
et aux variétés symplectiques de dimension six, notamment de Calabi-Yau. Dans le cas

des quintiques de CP*, I'invariant a été calculé par R. Pandharipande, J. Solomon et J.
Walcher [17].

3.3 Optimalité, congruences et calculs dans le cas de ’ellipsoide
de dimension trois

Théoréme 3.5 ([30]) Soient (X, cx) la quadrique ellipsoide de dimension trois et d €
Hy(X;Z) satisfaisant ¢;(X)d = 2 mod (4). L’invariant x¢ est alors négatif et les bornes
inférieures apparues dans le Corollaire 8 sont optimales, atteintes lorsque les conditions
d’incidence non réelles sont choisies suffisamment proches d’une section hyperplane réelle
disjointe du lieu réel RX.

Remarque 4 La condition ¢;(X)d =2 mod (4) garantit la parité de Uentier ky de sorte
que l'on peut effectivement choisir un point réel. Lorsque ¢1(X)d =0 mod (4), et r =0,
Vinvariant x¢ n’est pas défini. Toutefois, on a montré dans ce cas la qu’il existe une struc-
ture presque-complexe générique J € R, et kg points complexes conjugués pour lesquels
aucune courbe J-holomorphe rationnelle réelle homologue a d contient ces kg points, voir
le Théoreme 4.2.
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Théoreme 3.6 ([30]) Soient (X, cx) la quadrique ellipsoide de dimension trois et d un

multiple positif, disons 6 > 0, d’une section hyperplane réelle. Lorsque 6r + 1 < 30, la
3

puissance 21972 divise y?.

Corollaire 10 ([30]) Soit (X,w, cx) une variété symplectomorphe a la quadrique ellipsoide
de dimension trois. Alors, x? = —1, x$ =0 et x1° = —896.

Dans le cas de 'espace projectif de dimension trois, une formule calculant y4,(CP?)
pour tout degré d est annoncée par E. Brugallé et G. Mikhalkin dans [4]. En particulier,
X30 = 45 et x7, = —14589 alors qu’en degré pair, I'invariant s’annule pour des raisons de
symétrie.

4 Sur la présence et ’absence de membranes J-holomorphes

4.1 Absence de membranes J-holomorphes

Soit C' une membrane J-holomorphe a bord dans une sous-variété lagrangienne L d'une
variété symplectique fermée (X, w). Notons y la caractéristique d’Euler de cette membrane,
d € Ho(X, L; Z) sa classe d’homologie relative et urx € H*(X, L;Z) la classe de Maslov de
la paire (X, L). La dimension attendue de I'espace des déformations de C' s’écrit (urx, d)+
(n — 3)x. Cette dimension chute lorsque I'on impose a C' des contraintes supplémentaires.
Si 'on impose par exemple a cette membrane de rencontrer p cycles de codimensions 2 +
qQ,- -, 2+qp, cette dimension attendue chute de la somme ¢ = g;+- - - 4¢,. Deux problemes
généraux sous-tendent nos résultats. Il s’agit d’une part de compter les membranes J-
holomorphes homologues a d soumises a de telles conditions d’incidence de sorte que ce
comptage ne dépende pas de J et ne dépende des conditions d’incidence qu’a homologie
pres. Il s’agit d’autre part de minimiser ce nombre de membranes. Si nous ne pouvons
répondre au premier probleme dans ce degré de généralité, il nous est par contre parfois
possible de répondre au second sans méme supposer l'égalité ¢ = (urx,d) + (n — 3)x,
lorsque le minimum en question est nul. Le présent paragraphe est consacré aux résultats
que l'on a pu obtenir dans cette direction. Ici encore le minimum est atteint en allongeant
le cou d’une structure presque complexe générale.

4.1.1 En dimension supérieure

Théoréme 4.1 ([30], [31]) Soit L une sphere lagrangienne dans une variété symplectique
fermée (X,w) satisfaisant ¢(X) = dw, A < 0 et soit E > 0. Supposons la dimension
de X supérieure a cing. Pour toute structure presque-complexe J générale ayant un cou
suffisamment long au voisinage de L, cette variété ne possede ni membrane J-holomorphe
reposant sur L ni courbe J-holomorphe rencontrant L qui soit d’énergie inférieure a E. Ce
résultat reste valable en dimension quatre pour les courbes ou membranes de genre nul.

Rappelons que 1’énergie d’une courbe C' est par définition I'intégrale de la forme w sur
cette courbe. Les variétés projectives a fibré canonique nul ou ample, par exemple les
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intersections completes de multidegrés (dy, . . ., d) de I'espace projectif de dimension N dés
lors que Zle d; > N + 1, satisfont les hypotheses du Théoreme 4.1. Remarquons qu’une
modification de ce dernier s’applique également aux variétés dont le fibré canonique est
le produit d'un fibré ample et d’un fibré porté par un diviseur effectif disjoint de L. Le
Théoreme 4.1 permet de définir la cohomologie de Floer de spheres lagrangiennes dans les
variétés symplectiques dont la premiere classe de Chern s’annule, voir [31] et [6], [7] pour
une théorie de 'obstruction a définir en général une telle homologie.

Théoréme 4.2 ([30]) Soit L une sphére lagrangienne dans une variété symplectique fermée
semipositive (X,w) de dimension 2n > 6 et soit d € Hy(X, L; Z). Ecrivons {jrx,d) + (n—
)X =q+7r avecq € Z,0 <r <2+ (n—3)x et x < 2. Lorsque ¢ > 0, choisissons p
cycles de X \ L de codimensions 2 + q1,...,2 + g, de sorte que ¢ = q1 + --- + qp. Dés
que la structure presque complexe générale J posséde un cou suffisamment long au voisi-
nage de L, cette variété ne contient aucune membrane J-holomorphe homologue a d, de
caractéristique d’Euler x qui rencontre ces p cycles et repose sur L. Ce résultat reste valable
pour des membranes de genre nul lorsque n = 2.

Exemple : la quadrique ellipsoide.

Soit X la quadrique ellipsoide de dimension complexe n > 3 et H une section hyperplane
disjointe de L. Le groupe Hy(X, L;Z) est monogene, engendré par la classe dy satisfaisant
(H,dy) = +1. La premiere classe de Chern de X vaut nH, d’ou I'on déduit le calcul
(urx,ldy) = 2ln quel que soit l'entier . Ecrivons [ = (n — 1)a 4+ b, le Théoreme 4.2
s’applique par exemple lorsque n+1 < 2b < 2n, les membranes sont des disques et lorsque
toutes les conditions d’incidence sont ponctuelles. Rappelons que le Théoreme 3.5 traite
du cas r = n — 1 et montre ainsi en un sens l'optimalité des hypotheses faites dans ce
Théoreme 4.2.

4.1.2 En dimension quatre

Nous noterons M, ; l'espace des modules des structures complexes de la surface com-
pacte connexe orientée de genre g ayant b composantes de bord.

Proposition 4.3 ([30]) Soit L une sphére lagrangienne dans une variété symplectique
fermée de dimension quatre (X,w). On suppose que cette derniére ne possede pas de sphére
symplectique S satisfaisant (c1(X),[S]) > 0. Soit (d,g,b) € Ho(X,L;Z) x N x N* et K
un compact de M. Alors, pour toute structure presque-compleze générale ayant un cou
suffisamment long au voisinage de L, la variété ne posséde pas de membrane J-holomorphe
homologue a d a bord dans L et conforme a un élément de K.

Proposition 4.4 ([30]) Soit L une surface lagrangienne orientable hyperbolique dans une
variété symplectique fermée de dimension quatre (X,w) et soit d € Ho(X, L;7Z). On note
Nf(z,J) le nombre de courbes J-holomorphes homologues a d a bords dans L, de topologie
et de structure conforme données et qui passent par une configuration x de points distincts
de (X,w) de cardinal adéquat, pour J € J,, générique. Ce nombre Nj(z,J) s’annule pour
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toute structure presque-complexe générale ayant un cou suffisamment long au voisinage de
L.

Proposition 4.5 ([30]) Soit (X,w,cx) une variété symplectique réelle fermée de dimen-
siton quatre dont le lieu réel possede un tore lagrangien ou bien une surface hyperbolique
lagrangienne L, orientable ou non. On suppose que (X,w,cx) ne possede pas de spheére
symplectique réelle S satisfaisant (c1(X),[S]) > 1 si L est orientable et (¢, (X),[S]) > 0
sinon. Soit (d, g,b) € Ha(X, L;Z) x N x N* et K un compact de M. Alors, pour toute
structure presque-complexe générale ayant un cou suffisamment long au voisinage de L,
la variété ne posséde pas de membrane J-holomorphe homologue a d a bord dans L et
conforme a un élément de K.

4.2 Présence de membranes J-holomorphes

Les résultats présentés aux §§1.1 et 3.1 permettent de garantir l’existence de disques J-
holomorphes reposant sur une sous-variété lagrangienne d’une variété symplectique donnée,
lorsque cette lagrangienne se trouve dans le lieu fixe d’une involution antisymplectique, la-
quelle est J-antiholomorphe et a condition que I'invariant que 'on a défini n’est pas nul.
Nous souhaitons montrer ici qu’il est possible d’obtenir ces résultats pour une classe plus
large de sous-variété lagrangiennes, en faisant intervenir la notion d’involutions antibira-
tionnelles sur les variétés symplectiques.

4.2.1 Involutions antibirationnelles des variétés symplectiques de dimension
quatre

Une involution cx de la variété symplectique de dimension quatre (X, w) qui est définie
en-dehors d’un nombre fini de points x1,...,z; de X est dite antibirationnelle lorsqu’il
existe un diagramme commutatif de la forme suivante :

Y, Jy) = (Y. Jy)
| s
(Xv JX) S (X’ ‘]X)

ou Y est une variété compacte de dimension quatre obtenue a partir de X en réalisant
un nombre fini d’éclatements topologiques au-dessus des points z;, i € {1,...,k}, Jx, Jy
sont des structures presque-complexes lisses et ¢y une involution Jy-antiholomorphe sur Y’
toute entiere. De plus, Jx est supposée w-positive, cx est Jx-antiholomorphe sur son lieu
de définition et 7 est (Jy, Jx)-holomorphe.

Les involutions antibirationnelles classiques sur les surfaces compactes de Kéahler four-
nissent des exemples de telles surfaces. Remarquons que pour tout i € {1,..., k}, 77 (x;)
est un arbre de spheres Jy-holomorphes n’ayant que des points doubles transverses comme
singularités.
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Lemme 4.6 Supposons que pour tout i € {1,...,k} et toute composante irréductible C
de Uarbre 7=1(x;), ¢y (C) ne soit pas contractée par m sur xq,...,xy. Alors, le diagramme
ci-dessus est unique a équivalence pres, une fois donnée (X,w,cx).

Soient (X,w, Jx, cx) satisfaisant les hypotheses du Lemme 4.6 et (Y, Jy, cy) la variété
de dimension quatre associ¢e. Soit y Uensemble fini (Uf_, 77 (z;)) Ney (U, 7 (). Lin-
volution antibirationnelle cy est dite simple lorsqu’elle satisfait les hypotheses du Lemme
4.6 et lorsque y se trouve en-dehors des points doubles de Uk ().

Lemme 4.7 Soit cx une involution antibirationnelle simple de (X,w) et (Y, cy) la variété
de dimension quatre donnée par le Lemme 4.6. Alors, la deuz-forme wy = m*w — (mocy )*w
est fermée et non-dégénérée en tout point de Y \ y. Elle est également non-dégénérée en
tout point d’intersection transverse de (U, 77 (z;)) Ney (U, 771 (z;)) C y.

Une telle deux-forme qui n’a qu’un nombre fini de noyaux de dimension deux sera dite
quasi-symplectique. Remarquons qu’en particulier, lorsque l'intersection ( Uk, Wﬁl(xi)) N
cY( Ule W_l(l‘i)) est transverse, la deux-forme wy est symplectique.

La structure presque-complexe Jy est wy-positive dans le sens que pour tous y € Y
et v € T,Y \ {0}, soit v et Jy(v) engendrent le noyau de wy|y, soit wy (v, Jy(v)) > 0.
Notons J,, l'espace des structures presque-complexes de classe C! qui sont wy-positives.
Si J € T, alors &(J) = —dcy o J o dey appartient également a J,,.. Notons R7,,. le
lieu fixe de cette action de Z/27Z sur J,, .

Lemme 4.8 Soient cx une involution antibirationnelle simple sur (X,w) et (Y, cy,wy) la
variété de dimension quatre donnée par les Lemmes 4.6, 4.7. Il existe Jy € RJ,,, tel que
wy (Jo, Jo) = wy et gy = wy(.,Jy) soit un deuz-tenseur symétrique positif sur'Y, défini
en-dehors de y.

Pour tout voisinage U de y et tout J; € RJ,, donné par le Lemme 4.9, notons J%
(resp. RTL:%) le sous-espace des J € T, (resp. J € RJ,,) telles que J = Jy sur U.

Lemme 4.9 Pour tous U, Jy, [’espace jwlyo est une variété de Banach séparable non-vide
et contractile. Le sous-espace RJW%JO en est une sous-variété de Banach séparable non-vide
et contractiles.[]

Remarque 5 La deux-forme m*w est limite d’une suite de formes symplectiques sur'Y ob-
tenues apres un nombre fini d’éclatements de boules symplectiques dont les rayons convergent
vers zéro. Par suite, la deux-forme wy est limite d’une suite de formes symplectiques
(Wi )nen. Alors, J € T, est wi-positif pour n assez grand, principalement parce-que les
noyaur de wy deviennent symplectiques pour wy-.
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4.2.2 Invariants énumératifs des involutions antibirationnelles simples

Soient cx une involution antibirationnelle simple sur (X, w) et x1, ...,z € X les points
ou elle n’est pas définie. Soit (Y, wy, cy) la variété quasi-symplectique de dimension quatre
associée, voir le Lemme 4.7. Soient 7 la projection ¥ — X et y I'ensemble fini ( ur,
7 Hx;)) Ney (U, 77 1(a;)). Soit RY le lieu fixe de ¢y, on étiquette ses composantes
connexes (RY)y,..., (RY)y. Remarquons que la courbe (U, 77! (z;)) Ucy (UL, 77 ()
n’intersecte RY qu’en un nombre fini de points, de sorte qu’elle ne déconnecte aucune des
courbes (RY);, i € {1,...,N}. Soient dy € Hy(Y;Z) tel que (cy).dy = —dy, c1(Y)dy > 0
et ¥ = (Y1,---Yer(v)dy—1) une configuration réelle de ¢,(Y)dy — 1 points distinct de Y\
(Ub 7 (as) Uey (U (). Pour tout i € {1,..., N}, notons r; = #(yN(RY);) puis
7= (ry,...,rn). Soient U, voisinage de y et Jy € RJ,, donnés par le Lemme 4.9. Alors, des
que U est suffisamment petit, pour tout J € RJE;J‘) générique, il n’y a qu’un nombre fini de
courbes J-holomorphes rationnelles réelles homologue a dy dans Y qui contiennent y. Ces
courbes sont toutes irréductibles, immergées et n’ont que des points doubles transverses
comme singularités. Le nombre total de leurs points doubles vaut dy = 3 (d —c; (V) dy +2).
Pour tout entier m compris entre 0 et dy, notons ng(m) le nombre de ces courbe qui sont
de masse m. On pose alors

dy

Xy, LU, Jo) = > (=)™ na(m),

m=0
Théoréme 4.10 L’entier Y& (y, J,U, Jy) ne dépend pas des choiz de y,J,U et Jy. O

Remarquons que 'entier Y% fourni par le Théoréme 4.10 est un invariant par déformation
du triplet (X, w, cx), puisque le triplet (Y, wy, ¢y ) lui est canoniquement associé.

4.2.3 Exemple : les tores isotopes au tore de Clifford

Soient a,b € R* et T,, C CP? le tore lagrangien défini par les équations |z| = a,
ly| = b dans les coordonnées affines (z,y) € (C)?> C CP?2 Ce tore est le lieu fixe de I'in-
volution antibirationnelle de Cremona ¢** : (x,y, z) € CP?\ {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} —
(a*yz, b*zz,7y) € CP?. Cette involution antibirationnelle ¢*, a,b € R%, est simple. En ef-
fet, soit Y le plan projectif éclaté aux trois points (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) et 7 : Y — CP?
la projection associée. L’involution ¢’ se reléve en une involution antiholomorphe c@b
définie partout, soit une structure réelle. Cette derniere envoie les trois diviseurs excep-
tionnels sur les transformées strictes des cotés du triangle (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), d’ou
la simplicité de ¢®b. Ainsi, le Théoreme 4.10 s’applique et fournit des invariants y4* par
déformation du triplet (CP?, w,c®?). Le deuxieéme groupe d’homologie de Y est engendré
par une droite générique et les diviseurs exceptionnels Fi,... E3 de nos éclatements. La
classe d’homologie dy de nos courbes rationnelles réelles de Y est déterminée par quatre
entiers d, dq, . . ., ds satisfaisant la relation d = d; + ds + ds3. Si 'on contracte E, ... E3, ces
courbes se contractent sur des courbes rationnelles de degré d du plan qui ont un point de
multiplicité dy, ds, ds en (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) respectivement. Ces courbes rationnelles

23



immergées ont en outre la propriété de rencontrer le tore T,; en une collection de points
isolés et en un cercle immergé, elles consistent en fait en une paire de disques J-holomorphes
qui reposent sur T, et sont échangés par ¢?. Si 'on contracte plutot un diviseur excep-
tionnel, disons FEj3, ainsi que son image sous c’f,’b, alors on obtient des courbes rationnelles
de bidegré (d; + ds, dy + d3) sur I'hyperboloide quadrique (CP! x CP', conj x conj), qui
ont une paire de points de multiplicité d3 en deux points complexes conjugués, a savoir
les points olt B3 et son image se contractent. Lorsque ds = 0 ou 1, cet invariant x4 vaut
I'invariant correspondant dans 1’hyperboloide quadrique (CP! x CP?, conj X conj), & savoir

ngl’dQ) et X£d1+1’d2+1) respectivement. Des estimations de ces derniers se trouvent dans [12].

Corollaire 11 Soientr,s,d € N tels que r+2s = 2d—1 et supposons donnée une collection
de r points distincts dans T, C CP?, a,b € R? ainsi qu’une collection de s paires dis-
tinctes de points dans CP?\ (Ta,b u{(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)}) échangées par l'involution
antibirationnelle c*®. Alors, pour tous dy,dy, ds € N tels que d = dy+dy+ds, il y a au moins
X% | paires de disques Jx-holomorphes reposant sur Ty, échangés par ¢°, passant par les
r points donnés et intersectant chacune des s paires de points complexes conjugués, des lors
que Jx se releve en une structure Jy appartenant a ['un des Rj‘g;’o donné par le Lemme
4.9. La réunion de ces deux disques dans chacune de ces paires forme une courbe ration-
nelle plane de degré d ayant un point de multiplicité dy,ds,ds en (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)
respectivement. []

Remarquons que des invariants énumératifs portant sur des disques a bords dans le tore
de Clifford ont été obtenus par P. Biran et O. Cornea [2]. Les disques holomorphes & bords
dans le tores de Clifford ont par ailleurs été étudiés par C.-H. Cho dans sa these en termes
de produits de Blaschke. En ce qui concerne nos résultats présentés dans ce paragraphe
4.2, il reste a s’affranchir de la notion de simplicité (des involutions antibirationnelles).
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