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1 Introdu
tionBien que le débat sur les fondements de la théorie quantique n'ait jamais 
essé, il s'est parti-
ulièrement intensi�é à deux époques : lors de l'élaboration de la nouvelle théorie (Congrès Solvay1927) et au 
ours des années 1980 (inégalités de Bell [1℄,[2℄ et expérien
es d'Aspet [3℄).L'expérien
e des fentes de Young est l'expérien
e 
ru
iale du débat sur l'interprétation dudualisme onde-parti
ule.Feynman [4℄ a é
rit à propos de 
ette expérien
e réalisée ave
 des éle
trons qu'elle aborde �lepoint fondamental du 
omportement mystérieux [des éle
trons℄ sous son aspe
t le plus étrange. [...C'est ℄ un phénomène qui est impossible, absolument impossible à expliquer de façon 
lassique etqui 
ontient le 
÷ur de la mé
anique quantique. En réalité, il en 
ontient même l'unique mystère...�De Broglie (1927) [5℄ et Bohm (1952) [6℄ ont proposé des traje
toires pour les parti
ules quan-tiques, 
ohérentes ave
 l'équation de S
hrödinger mais en 
ontradi
tion ave
 les inégalités d'Hei-senberg.Mi
hel Gondran vient de proposer un nouveau modèle non standard de traje
toires [7℄ quipermet de démontrer l'équation de S
hrödinger tout en véri�ant les inégalités d'Heisenberg. Lestraje
toires de De Broglie et Bohm 
orrespondent alors à la partie standard de 
e modèle. Il devientdon
 intéressant de relan
er le débat de l'interprétation de la mé
anique quantique.Mon stage a eu pour but d'apporter une 
ontribution à 
e débat. Il a été réalisé sous la dire
tionde Jean-François Colonna au laboratoire de Mathématiques Appliquées de l'É
ole Polyte
hnique(CMAP).Il s'agissait de montrer la plausibilité du modèle des traje
toires par leurs simulations dans le
as de l'expérien
e des fentes de Young réalisée ave
 des éle
trons.Une simulation de 
ette expérien
e a déjà été réalisée il y a quelques années par Philippidis,Dewdney et Hiley [8℄. Cependant 
ette simulation n'est qu'appro
hée 
ar d'une part elle n'este�e
tuée qu'à partir de la sortie des fentes et d'autre part les fentes sont 
onsidérées 
omme�gaussiennes�, 
e qui rend le modèle peu réalise. Les traje
toires présentées i
i 
orrespondent àl'expérien
e réelle en partant d'une sour
e unique d'éle
trons et ne faisant pas l'approximationgaussienne des fentes.Nous présentons dans le paragraphe 2 les 
onditions de l'expérien
e des fentes de Young et les
al
uls permettant de déterminer la solution de S
hrödinger à partir de l'intégrale de 
hemin deFeynman.Les deux paragraphes suivants sont 
onsa
rés à l'interprétation des résultats de simulation.Le troisième paragraphe s'intéresse à l'évolution de la densité de probabilité de présen
e deséle
trons dans le 
as d'une seule fente (phénomène de di�ra
tion) et de deux fentes (phénomèned'interféren
es : expérien
e des fentes de Young).Le quatrième paragraphe 
orrespond aux traje
toires des parti
ules dans les deux 
as pré
é-dents.2 Cal
ul de la fon
tion d'onde pour les fentes de Young2.1 Des
ription de l'expérien
eL'expérien
e des fentes de Young (
f. �gure 1) 
onsiste à émettre des éle
trons (sour
e : 
anonà éle
trons) et à les déte
ter sur un é
ran (é
ran d'arrêt ou de déte
tion) après un passage à traversune plaque per
ée de N fentes (plaque ; N=2 pour les fentes de Young).
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z Fig. 1 � Expérien
e des fentes de Young réalisée ave
 des éle
trons (image refaite en 2005)Dans l'expérien
e que nous allons modéliser, nous ne nous intéresserons qu'aux dimensions
(x; y) de l'espa
e.Les 
al
uls numériques sont faits (
omme 
eux de Philippidis, Dewdney et Hiley [8℄) en utilisantdes données issues des expérien
es menées par Jönsson [9℄. Nous disposons don
 le 
anon à éle
tronsaux 
oordonnées (x = −X ; y = 0). Il émet des éle
trons ayant une vitesse Vx = 1, 3 × 108 ms−1selon l'axe (0x) et Vy = 0 ms−1 selon l'axe (0y) (
orrespondant à une énergie de 45 keV). Onsuppose que la sour
e d'éle
trons est "gaussienne" selon les axes (0x) et (0y) 
'est-à-dire qu'unéle
tron émis par 
ette sour
e a pour 
oordonnée initiale (x = w ; y = u) où (w ; u) suit unerépartition gaussienne 
entrée en (−X ; 0) et d'é
art type (σx, σy).Une plaque est pla
ée en x = 0 orthogonalement à l'axe (0x) dans le plan (z0y). Des fentes, dontle nombre N variera, sont per
ées dans 
ette plaque ; 
es fentes sont 
entrées en y = Yξ, pour ξ =
1 . . .N et ont 
omme demi-largeur selon (0y) : b = 10−7 mètre.Dans le 
as des fentes de Young (2 trous), 
es deux trous sont 
entrés en y =+

− 5× 10−7 mètre(Y1 = 5 × 10−7 m et Y2 = −5 × 10−7 m). Lorsque l'on bou
hera une des fentes (phénomène dedi�ra
tion), les 
al
uls seront faits ave
 la fente supérieure (la fente 1) mais les résultats seraientanalogues s'il s'agissait de la fente inférieure.La �gure 2 s
hématise une telle expérien
e.
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Fig. 2 � S
héma de l'expérien
e2.2 Méthode de FeynmanLa fon
tion d'onde ψ(x, y, t) liée à l'éle
tron véri�e l'équation de S
hrödinger :
ih̄
∂ψ

∂t
= −

h̄2

2m
△ψ + V ψ

ψ(x, y, 0) = ψ0(x, y)Le 
al
ul des solutions de l'équation de S
hrödinger dans le 
as des fentes de Young se fera par laméthode des intégrales de 
hemins de Feynman. Feynman [10℄ dé�nit pour une parti
ule libre uneamplitude appelée "kernel" (noyau). Le kernel 
ara
térise la traje
toire d'une parti
ule partantà l'instant ta du point a(xa) et arrivant à l'instant tb au point b(xb). Par la suite, on asso
ieraun point ave
 un instant (i.e. on notera le point a(xa, ta) pour dire que la parti
ule est en xa àl'instant ta). Le kernel se 
al
ule, grâ
e à une méthode dé�nie par Feynman , 
omme une sommede toutes les traje
toires possibles entre 
es deux points, 
haque traje
toire étant pondérée parune fon
tion de l'a
tion 
lassique de la dite parti
ule.Le lagrangien pour une parti
ule libre est
L(ẋ, x, t) =

(

m
ẋ2

2

)

.don
 l'a
tion 
lassique d'une parti
ule libre entre deux points a et b est :
Scl(b; a) =

∫ tb

ta

L(ẋ, x, t) dt =
m(xb − xa)

2

2(tb − ta)Feynman dé�nit alors le kernel par
K(b; a) ∼ exp

(

i

h̄
Scl(b; a)

)ave
 ∫ +∞
−∞ K(a, b) dxa = 1 d'où

K(b; a) =

(

2πih̄(tb − ta)

m

)−1/2

exp

(

im(xb − xa)
2

2h̄(tb − ta)

)

.5



De plus, pour tout autre point c(xc, tc), on a
K(b; a) =

∫ +∞

−∞
K(b; c) ×K(c; a) dxc. (1)La solution de l'équation de S
hrödinger au point a(x1, t1) peut être déterminée à partir de lafon
tion d'onde aux points b = (x2, t2) et des kernels K(a, b) où x2 balaye les abs
isses

ψ(x1, t1) =

∫ +∞

−∞
K(x1, t1 ; x2, t2)ψ(x2, t2) dx2 (2)Si on étend le kernel à une se
onde dimension, on a

K(b; a) =

(

2πih̄(tb − ta)

m

)−1/2

exp

(

im((xb − xa)
2 + (yb − ya)

2)

2h̄(tb − ta)

) (3)2.3 Traje
toires de de Broglie et BohmOn peut é
rire la fon
tion d'onde sous la forme
ψ(x, y, t) =

√

ρ(x, y, t) exp

(

i

h̄
S(x, y, t)

)où ρ(x, y, t) ≥ 0 représente la densité de probabilité de présen
e de l'éle
tron.En reportant 
ette expression de ψ en fon
tion de ρ et S dans l'équation de S
hrödinger, ontrouve les deux équations suivantes :
∂S

∂t
+

1

2m
( ~∇S)2 + V +

h̄2

2m

△ρ

ρ
= 0 (4)

∂ρ

∂t
+ div

(

ρ
~∇S

m

)

= 0 (5)Cette dernière équation montre que si on prend 
omme vitesse des éle
trons ~v(x, y, t) =
~∇S(x,y,t)

m ,on a
∂ρ

∂t
+ div (ρ~v) = 0qui est l'équation de 
onservation de la densité de probabilité (
f. Madelung [11℄).Les traje
toires dé
rites par 
ette vitesse 
orrespondent aux traje
toires dé�nies par de Broglie[5℄ et Bohm [6℄. Ce sont 
elles-
i que nous allons simuler. On véri�e que l'on a

~v =
h̄

m

Im(~∇ψ ψ∗)

ψ ψ∗ (6)d'où si ~∇ψ = ψ( ~A+ i ~B) alors ~v = h̄
m
~B.Les 
al
uls des densités de probabilité et des vitesses pour 
es expérien
es sont faits en an-nexe A : Expli
itation des 
al
uls.3 Evolution de la densité de probabilitéOn étudie dans 
e paragraphe l'évolution de la densité de probabilité dans les expérien
espré
édentes pour les 
as d'une fente (
as 1) et de deux fentes (
as 2).6



3.1 Densité de probabilité avant les fentesEn annexe A (Expli
itation des 
al
uls), nous avons vu que la fon
tion d'onde avant les fentes(équation 10 de l'annexe A) est :
ψ(x, y, t) = (2πY 2

0 )−1/4

(

−1 − i
h̄t

2mY 2
0

)−1/2

× exp

[

im

h̄

(

(x+X)2

2t
− VxX +

y2

2t
−

y2

2t(1 + C2
t )

)

−
mCty

2

2h̄t(1 + C2
t )

]ave
 Ct = h̄t
2mY 2

0
.Don
 :

ρ(x, y, t) = |ψ(x, y, t)|2 = (2πY 2
0 (1 + C2

t ))
−1/2 exp

(

−
y2

2Y 2
0 (1 + C2

t )

)

.Les �gures 3, 4 et 5 représentent les résultats des simulations de 
ette densité de probabilité
ρ(x, y, t).

Fig. 3 � Densité de probabilité de la sour
e (le 
anon à éle
trons) aux fentes.On 
onstate sur la �gure 3 que la densité de probabilité diminue rapidement : à 35 
entimètresaprès la sour
e, on ne la distingue quasiment plus. Le phénomène de dispersion est assez rapide. Ilest don
 né
essaire de prendre une é
helle logarithmique pour représenter la densité de probabilité.On visualise mieux le phénomène ave
 la �gure 4 où l'é
helle verti
ale est logarithmique (ln(1+10×densité de probabilité)).
7



Fig. 4 � Densité de probabilité de la sour
e (le 
anon à éle
trons) aux fentes ave
 une é
hellelogarithmique

Fig. 5 � La �gure de gau
he représente la densité de probabilité au niveau de la plaque per
éed'une seule fente 
entrée en y = 5 × 10−7 mètre (
as 1). La �gure de droite représente la densitéde probabilité pour deux fentes 
entrées en y = 5+
−10−7 mètre (
as 2).3.2 Densité de probabilité pour une fente (
as 1)La fon
tion d'onde ψ(x, y, t) après les fentes (
f. équations 12, 13, 14, 15 et 18 de l'annexe A ),est

ψ(x, y, t) = F (t)G(x, y, t)H(y, t)

8



ave

F (t) = −i(2πY 2

0 )−1/4

(

m

2πh̄(t− T )

)1/2 (

i−
h̄T

2mY 2
0

)−1/2

G(x, y, t) = exp

(

im

2h̄

(

x2

t− T
+

y2

t− T
− VxX

))

H(y, t) =

ξ=N
∑

ξ=1

∫ Yξ+b

Yξ−b
f(y, v) dv.d'où

|ψ(x, y, t)|2 = (2πY 2
0 )−1/2

(

m

2πh̄(t− T )

)

(

1 +

(

h̄T

2mY 2
0

)2
)−1/2

|H(y, t)|2.Cette formule est valable quel que soit le nombre de fentes.On 
onsidère une seule fente ; elle est 
entrée en y = 5 × 10−7 mètre et a une demi largeur
b = 10−7 mètre. L'évolution de la densité de probabilité au sortir de la fente est représentée surles �gure 6 et 7.

Fig. 6 � Densité de probabilité à 10−7 m de la sortie de la fente.
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Fig. 7 � Évolution de la densité de probabilité pour les 35 
m suivant la sortie de la fente (phé-nomène de di�ra
tion).On peut mettre en éviden
e quatre périodes 
ara
téristiques dans 
ette évolution. Rappelonsque la fente est 
entrée en y = 5 × 10−7 m et que la demi-largeur est b = 10−7 m.De 10−7 m à 10−5 m après la fente : un re
tangle très bruité. Au niveau de la fentela densité de probabilité est quasi-re
tangulaire (
f. �gure 5), elle reste d'apparen
e re
tangulairejusqu'à une distan
e de 10−5 mètre malgré un bruitage quasi-
haotique, voir la �gure 8.

Fig. 8 � Densité de probabilité à 10−6 et à 10−5 mètre de la sortie de la fente.De 10−5 à 10−3 m après la fente : du re
tangle très irrégulier jusqu'à un minimum
entral. Comme le montre la �gure 9, de 10−5 à 10−3 m, le bruitage quasi-
haotique s'harmonise.10



La densité de probabilité qui était de forme re
tangulaire se transforme en une forme admettantun minimum 
entral.

Fig. 9 � Évolution de la densité de probabilité de 10−5 mètre à 10−3 mètre de la sortie de la fente(
as 1).De 10−3 à 2 × 10−3 m après la fente : du minimum 
entral au pi
 
entral. Comme lemontre la �gure 10, lors de 
ette période, le minimum 
entral va peu à peu devenir un maximumglobal.

Fig. 10 � Évolution de la densité de probabilité de 10−3 mètre à 2× 10−3 mètre de la sortie de lafente. 11



De 2 × 10−3 à 35 × 10−2 m après la fente (et au delà) : du pi
 
entral à la �gure dedi�ra
tion 
lassique. La �gure 11 représente la dernière évolution de la densité de probabilité :le pi
 
entral se disperse. Lors de 
ette période, on retrouve la densité de probabilité (de typesinus
ardinal) 
al
ulée par les approximations de Fraunhofer (
f. annexe C). La �gure 12 représente
ette densité de probabilité à 35 × 10−2 mètre de la fente.

Fig. 11 � Évolution de la densité de probabilité de 2 × 10−3 mètre à 35× 10−2 mètre de la sortiede la fente (attention représentation ave
 une é
helle logarithmique).

Fig. 12 � Densité de probabilité à 35 
m de la sortie de la fente (phénomène de di�ra
tion).
12



3.3 Densité de probabilité pour deux fentes (
as 2)On représente sur les �gure 13 et 14, l'évolution de la densité de probabilité au sortir des deuxfentes.

Fig. 13 � Densité de probabilité pour le phénomène d'interféren
e (2 trous) à 10−7 m de la sortiedes fentes.

Fig. 14 � Évolution globale de la densité de probabilité à la sortie des 2 fentes et jusqu'à 35 
mdes fentes. 13



On peut mettre en éviden
e 
inq périodes dans 
ette évolution. Rappelons que les fentes pour
e 
as sont 
entrées en y =+
− 5 × 10−7 m et ont une demi-largeur égale à b = 10−7 m.De 10−7 m à 10−5 m après les fentes : deux re
tangles très bruités. Au passage parla plaque, la densité de probabilité est quasi-re
tangulaire au niveau de 
ha
une des fentes (
f.�gure 5). Elle reste d'apparen
e re
tangulaire jusqu'à une distan
e de 10−5 mètre malgré unbruitage quasi-
haotique, voir la �gure 15. Cette période est similaire au 
as d'une seule fente.

Fig. 15 � Densité de probabilité à 10−6 et 10−5 mètre de la sortie des deux fentes.De 10−5 à 10−3 m après les fentes : des re
tangles très irréguliers jusqu'à un mini-mum 
entral. Comme le montre la �gure 16, de 10−5 à 10−3 m, le bruitage quasi-
haotiques'harmonise. La densité de probabilité qui était de forme re
tangulaire se transforme en une formeadmettant un minimum 
entral. Jusqu'à 10−3 m les phénomènes ave
 une ou deux fentes sont trèssimilaires.

Fig. 16 � Évolution de la densité de probabilité de 10−5 mètre à 10−3 mètre après la sortie desdeux fentes. 14



De 10−3 à 10−2 m après les fentes : rappro
hement des densités de probabilité. Commele montre la �gure 17, lors de 
ette période, les deux densités vont s'étaler et se rappro
her.

Fig. 17 � Évolution de la densité de probabilité de 10−3 mètre à 10−2 mètre après la sortie desdeux fentes.De 10−2 à 4 × 10−2 m après les deux fentes : formation d'un pi
 
entral. Comme lemontre la �gure 18, lors de 
ette période, les deux densités vont s'unir et former un pi
 
entral(maximum global de la densité). C'est la période durant laquelle se forme l'ébau
he des frangesd'interféren
es.

Fig. 18 � Évolution de la densité de probabilité de 10−2 mètre à 4 × 10−2 mètre après la sortiedes deux fentes. 15



De 4 × 10−2 à 35 × 10−2 m après les deux fentes (et au delà) : du pi
 
entral à la�gure d'interféren
e 
lassique. La �gure 19 représente la dernière évolution de la densité deprobabilité. La formation des franges d'interféren
e s'a
hève. Lors de 
ette période, on retrouve ladensité de probabilité (de type sinus
ardinal) 
al
ulée par les approximations de Fraunhofer (
f.annexe C). La �gure 20 représente 
ette densité de probabilité à 35× 10−2 mètre des deux fentes.

Fig. 19 � Evolution de la densité de probabilité de 4 × 10−2 mètre à 35 × 10−2 mètre après lasortie des deux fentes.

Fig. 20 � Densité de probabilité à 35 
m de la sortie des deux fentes (phénomène d'interféren
es).
16



Fig. 21 � Densité de probabilité à 0, 1 mm (a), à 1 
m (b), à 3 
m (
) et à 35 
m (d) de la sortiedes deux fentes (phénomène d'interféren
es) - image refaite en 2005.

17



Fig. 22 � Évolution de la densité de probabilité de la sortie du 
anon à éle
trons à l'é
ran dedéte
tion - image refaite en 2005.

18



3.4 Comparaison des deux phénomènesOn s'intéresse i
i aux similitudes des deux phénomènes : lorsque les deux trous sont ouverts etlorsque l'on en bou
he un.Les deux premières périodes sont identiques. Bien que 
es deux phénomènes soient fon-damentalement di�érents, les densités de probabilité sont similaires jusqu'à une distan
e de 10−3mètre. Les �gures 23 et 24 superposent les densité de probabilités pour une et deux fentes à 10−5,
10−4 et 10−3 mètre de la sortie des fentes ; on 
onstate qu'à 
es distan
es il est di�
ile, voirimpossible, de dis
erner les deux 
ourbes.

Fig. 23 � Densités de probabilité après une seule fente (trait en pointillé) et après deux fentes(trait plein) à une distan
e de 10−5 m de la sortie de la fente supérieure. A 
ette distan
e, il estimpossible de dis
erner les deux 
ourbes.

Fig. 24 � Densités de probabilité après une seule fente (trait plein) et après deux fentes (en traiten pointillé) à une distan
e de 10−4 m (�gure de gau
he) et 10−3 m (�gure de droite) de la sortiede la fente supérieure.A partir de 10−3 m après la sortie des fentes. Il est intéressant de 
omparer la densité deprobabilité après deux fentes par rapport à 
elle après une seule fente (
as où l'on bou
he une desdeux fentes). Mais il est en
ore plus intéressant de 
omparer la densité de probabilité après deux19



fentes par rapport à la somme des densité de probabilités de 
ha
une des deux fentes 
onsidéréesséparément. En e�et 
e qui est surprenant en mé
anique quantique par rapport à la mé
anique
lassique, 
'est le phénomène d'interféren
e : ave
 la mé
anique 
lassique, on s'attend à une simpleaddition des densité de probabilités de 
ha
une des deux fentes, mais en mé
anique quantiqueil y a une "intera
tion" entre 
es deux fentes ave
 l'apparition des franges d'interféren
e. On vadon
 s'intéresser à 
ette 
omparaison dans les �gures suivantes (�gures 25, 26, 27). Les traits enpointillés représentent la densité de probabilité lorsque les deux fentes sont ouvertes (|ψAB |2 siA et B sont les fentes) et les traits pleins la somme des densité de probabilités de 
ha
une desdeux fentes 
onsidérées séparément (|ψA|2 + |ψB|
2). Les �gures 25, 26, 27 montrent le début etl'évolution des di�éren
es entre les deux phénomènes.

Fig. 25 � Vue à une distan
e de 1 
m des fentes de la densité de probabilité après deux fentes (traiten pointillé) et de la somme des densité de probabilités des deux fentes 
onsidérées séparément(trait plein).
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Fig. 26 � Vue à une distan
e de 3 
entimètres (�gure de gau
he) et de 5 
entimètres (�gure dedroite) de la densité de probabilité après deux fentes (trait en pointillé) et de la somme des densitéde probabilités des deux fentes 
onsidérées séparément (trait plein).

Fig. 27 � Vue à une distan
e de 10 
entimètres (�gure de gau
he) et de 35 
entimètres (�gurede droite) de la densité de probabilité après deux fentes (trait en pointillé) et de la somme desdensité de probabilités des deux fentes 
onsidérées séparément (trait plein).Questions. Nous avons 
al
ulé la densité de probabilité de présen
e des éle
trons pour 
es deuxphénomènes et on peut se poser la question : par quelle(s) fente(s) un éle
tron, 
apté par l'é
rand'arrêt, est-il passé ? (la fente 1, la fente 2 ou les deux fentes à la fois)Lorsqu'il n'y a qu'une seule fente ouverte, il est évident que l'éle
tron est passé par la seule fenteexistante.Lorsque les deux fentes sont ouvertes, dans les premiers 10−3 m qui suivent la sortie des fentes,étant donné que les densité de probabilités pour un ou deux trous sont quasiment les mêmes(�gures 23 et 24), il est di�
ile de ne pas 
on
lure par quel trou passe 
haque éle
tron. En e�et lesdensité de probabilités juste avant les fentes et juste après les fentes étant 
ontinues, il est di�
ilede 
on
evoir qu'un éle
tron 
apté juste après une fente (< 10−3 mètre) soit passé par l'autre fenteou par les deux fentes à la fois.Ensuite à 1 
entimètre, bien que les densité de probabilités des deux fentes se soient réunies,il apparaît normal que les deux prin
ipaux paquets proviennent 
ha
un d'une des deux fentes21



(
f. �gure 25). Par la suite la formation des franges d'interféren
e suit le même pro
essus logique(
f. �gure 26). La simple observation de l'évolution de la densité de probabilité permet don
 uneinterprétation du phénomène.Il semble bien que l'éle
tron passe par l'une ou l'autre des fentes lors de l'expérien
e des fentesde Young.Au paragraphe 4, nous allons voir 
omment la théorie de l'onde pilote de De Broglie [5℄ permetd'attribuer une traje
toire aux éle
trons.4 Traje
toires d'éle
tronsAprès avoir observé l'évolution de la densité de probabilité, l'idée d'une existen
e de traje
toirepour les éle
trons semble assez naturelle. Nous allons don
 dé�nir des traje
toires pour les éle
tronspar la méthode de De Broglie et de Bohm, dé�nit au paragraphe 2.3.Nous simulons le 
anon à éle
trons par un tirage aléatoire des 
oordonnées initiales (xinitial ; yinitial)des éle
trons, où xinitial = −X est �xé et où yinitial suit la loi normale (m = 0 ; σy = 10−7).Le 
al
ul des vitesses est dé
rit en annexe A. Très peu d'éle
trons passent par les fentes (environ5% par 
ha
une des fentes). On peut même déterminer la position initiale des éle
trons qui vontpasser par les fentes. Par exemple, les éle
trons qui passeront à travers la fente ouverte en y surl'intervalle [4 ·10−7m ; 6 ·10−7m] seront émis par la sour
e (située à 35 
entimètre avant la plaque)ave
 un yinitial 
ompris dans l'intervalle [2.561 · 10−8m ; 3.84 · 10−8m].Le 
al
ul des traje
toires m'a posé des problèmes pour dé�nir les pas de temps (
f. dis
ussionen annexe B).4.1 Traje
toires pour une fenteCommençons par "voir" les traje
toires des éle
trons à travers une seule fente (l'autre étantobstruée) : 
'est un phénomène de di�ra
tion.Nous allons voir que 
e phénomène est expli
able si l'on 
onsidère les éle
trons 
omme desparti
ules guidées par l'onde-pilote de De Broglie [5℄. Nous observons sur la �gure 28 que lestraje
toires représentent le phénomène de di�ra
tion.Tout se passe 
omme si 
e phénomène ondulatoire n'était qu'une émergen
e d'un phénomène
orpus
ulaire. En e�et, une propriété fondamentale de 
es traje
toires est que, 
omme nous l'avonsvu, la densité de probabilité ρ(x, y, t) d'une famille de 
es parti
ules dont la vitesse est donnée par(6) véri�e l'équation de 
ontinuité de Madelung [11℄ :
∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) = 0.
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Fig. 28 � Traje
toires de 100 éle
trons émis par la sour
e suivant une loi normale et traversantune plaque per
ée d'une seule fente.Après la fente, on observe que les éle
trons adoptent assez rapidement une traje
toire re
tiligne.

Fig. 29 � Sur 
ette �gure, après qu'un grand nombre de parti
ules ait été émis, on retrouve ladensité de probabilité 
ara
térisant la di�ra
tion.Nous nous intéressons maintenant à la simulation de l'expérien
e des fentes de Young pour deséle
trons (
f. expérien
e de Jönsson [9℄)
23



4.2 Traje
toires pour deux fentes

Fig. 30 � Traje
toires de 25 éle
trons émis par la sour
e, 20 d'entre eux passent par une des deuxfentes.Il est intéressant de noter qu'au
une traje
toire ne fran
hit le plan de symétrie. Ce
i signi�eque toutes les parti
ules observées dans la partie supérieure (respe
tivement inférieure) de l'é
rand'arrêt (à 35 
m des fentes) proviennent de la fente supérieure (respe
tivement inférieure).

Fig. 31 � Traje
toires de 165 éle
trons passant par les deux fentes. On retrouve les franges d'in-terféren
es. 24
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µm 70 cm Fig. 32 � Traje
toires de 200 éle
trons passant par les deux fentes - image refaite en 2005.
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µm 35 cm Fig. 33 � Zoom des 200 traje
toires d'éle
trons passant par les deux fentes - image refaite en 2005.Lors de l'expérien
e réelle (réalisée par Jönsson [9℄) on émet de la sour
e les éle
trons un parun. Ils "traversent" les fentes et arrivent un par un sur l'é
ran d'arrêt(situé à 35 
m des fentes).On repère sur l'é
ran d'arrêt le point d'impa
t de 
ha
un des éle
trons par ses 
oordonnées (y, z).Il est don
 intéressant d'observer les impa
ts des éle
trons sur l'é
ran d'arrêt au fur et à mesure dudéroulement de l'expérien
e. La �gure 34 représente les impa
ts de N éle
trons à 35
m des fentespour N=50, 100, 200, 1000 et 5000.
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Fig. 34 � Impa
ts de N éle
trons sur l'é
ran d'arrêt (N=50, 100, 200, 1000 et 5000).27



4.3 Comparaison des deux traje
toiresNous avons vu dans le paragraphe 3.4 que les densités de probabilité pour les phénomènes dedi�ra
tion et d'interféren
es sont très semblables à la sortie des fentes (à moins d'un 
entimètredes fentes). Que deviennent 
es similitudes au niveau des traje
toires ? Pour 
ela nous 
al
ulons latraje
toire d'un même éle
tron (même 
oordonnées initiales au niveau du 
anon à éle
tron) dansle 
as d'une fente et de deux fentes.

Fig. 35 � Comparaison de la traje
toire d'un même éle
tron mais di�ra
tée par une seule fentepour la traje
toire inférieure et di�ra
tée par les deux fentes pour la traje
toire supérieure.

Fig. 36 � Zoom de la 
omparaison pré
édente.On 
onstate que, 
omme pour la densité de probabilité , les traje
toires de l'éle
tron sont28



pro
hes jusqu'à un 
entimètre de la sortie de la fente. Les phénomènes propres à l'interféren
en'interviennent don
 qu'après 
e premier 
entimètre.5 Con
lusionLes simulations pré
édentes montrent que tout se passe 
omme si les éle
trons, dans le 
as desfentes de Young, ont bien une traje
toire.Pour relan
er le débat de l'interprétation de la mé
anique quantique, il est né
essaire de gé-néraliser la simulation pré
édente aux autres expérien
es 
lassiques de la mé
anique quantique :e�et tunnel, expérien
e de mesure du spin par Stern et Gerla
h, expérien
e EPR, traje
toires del'éle
tron dans l'atome d'hydrogène...Cette interprétation n'est pas en 
ontradi
tion ave
 
elle de Copenhague. Elle lui est 
om-plémentaire : l'interprétation statistique des résultats 
orpus
ulaires redonnent l'interprétation deCopenhague.
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A Expli
itation des 
al
ulsDans 
ette annexe, nous développons les 
al
uls pour déterminer les densités de probabilité etles vitesses des éle
trons dans le 
as des fentes de Young. Rappelons sur la �gure 37 le s
héma del'expérien
e.

Fig. 37 � S
héma de l'expérien
eA l'instant initial (émission des éle
trons), le paquet d'ondes est gaussien :
ψ0(x, y) = ψ(x, y, 0) = (2πσ2

x)
−1/4 exp (ikxx) exp

(

−(x− x0)
2

4σ2
x

)

×(2πσ2
y)

−1/4 exp (ikyy) exp

(

−(y − y0)
2

4σ2
y

)Supposons maintenant que ~k =

(

kx = mVx/h̄
ky = 0

), ~x =

(

x0 = −X
y0 = 0

), σy = Y0 et que σx → 0.Alors limσx→0

(

(2πσ2
x)

−1/4 exp
(

−(x−x0)
2

4σ2
x

))

= δ0(x− x0) = δx0(x)ave
 δx0(x) =

{

∞ pour x = x0

0 pour x 6= x0
et ∫ +∞

−∞ f(x)δx0(x) dx = f(x0).On a don

ψ0(x, y) = (2πY 2

0 )−1/4 exp (ikxx) exp

(

−y2

4Y 2
0

)

δ−X(x) (7)Cal
ul de la vitesse entre la sour
e et les fentes. On a d'après l'équation 3 :
K(x, y, t ; w, v, 0) =

(

2πih̄t

m

)−1/2

exp

(

im((x− w)2 + (y − v)2)

2h̄t

)Don
 d'après l'équation 2 :
ψ(x, y, t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
K(x, y, t ; w, v, 0)ψ0(w, v) dw dv30



= (2πY 2
0 )−1/4

(

2πih̄t

m

)−1/2

exp (imy2/2h̄t)

×

∫ +∞

−∞

[

exp [(im/2h̄t)(x− w)2 + ikxw]δ−X(w)
]

dw

×

∫ +∞

−∞
exp

[(

im/2h̄t− 1/4Y 2
0

)

v2 + (−imy/h̄t)v
]

dv.Or
∫ +∞

−∞

[

exp [(im/2h̄t)(x− w)2 + ikxw]δ−X(w)
]

dw = exp [(im/2h̄t)(x+X)2 − ikxX ] (8)et puisque
∫ +∞

−∞
exp (αv2 + βv) dv =

√

π

−α
exp

(

−
β2

4α

)

si Re(α) ≤ 0 (9)alors
∫ +∞

−∞
exp

[(

im

2h̄t
−

1

4Y 2
0

)

v2 +

(

−imy

h̄t

)

v

]

dv =

(

m

2πh̄t
(i−

h̄t

2mY 2
0

)

)−1/2

× exp

(

−
my2

2h̄t

i+ h̄t/2mY 2
0

1 + (h̄t/2mY 2
0 )−1/2

)ave
 α = m
2h̄t

(

i− h̄t
2mY 2

0

) et β = − imy
h̄t .En posant Ct = h̄t

2mY 2
0
, on a

ψ(x, y, t) = (2πY 2
0 )−1/4

(

−1 − i
h̄t

2mY 2
0

)−1/2 (10)
× exp

[

im

h̄

(

(x+X)2

2t
− VxX +

y2

2t
−

y2

2t(1 + C2
t )

)

−
mCty

2

2h̄t(1 + C2
t )

]don

∂ψ

∂x
(x, y, t) = ψ(x, y, t)

(

im

h̄

x+X

t

)d'où
vx(x, t) =

x+X

t
.Or vx = dx

dt , don
 dx
x+X = dt

t .On en déduit ∀t, x(t) = Vxt−X .La vitesse de la parti
ule selon l'axe (0x) est don
 
onstante entre la sour
e et la plaque.(vx(x, t) =
vx(x, 0) = Vx). Don
 T = X/Vx est la durée pour qu'un éle
tron parti de la sour
e arrive à laplaque (aux fentes).D'autre part

∂ψ

∂y
(x, y, t) = ψ(x, y, t)

[

im

h̄

(

y

t
−

y

t(1 + C2
t )

)

−
myCt

h̄t(1 + C2
t )

]d'où
vy(y, t) = y

h̄2t

4m2Y 4
0

1
(

1 +
(

h̄t
2mY 2

0

)2
) .31



Cal
ul de la vitesses après les fentes. Après les fentes, le 
al
ul de la fon
tion d'onde pourles 
oordonnées (x, y) se fait par la même méthode. Nous allons faire 
e 
al
ul pour qu'il soitvalable quel que soit le nombre N de fentes.Comme on peut le 
onstater sur la �gure 2, la traje
toire de a(w, v, 0) à b(x, y, t) peut êtredé
omposée en passant par c(0, u, T ) où u ⊆ U , ave
 U =
⋃N
ξ=1[Yξ − b , Yξ + b] (
f. équation 1).

K0(x, y, t ; w, v, 0) =

∫

U

K1(x, y, t ; 0, u, T )K2(0, u, T ; w, v, 0) duNous partons toujours d'un paquet d'onde gaussien de la forme (
f. 7 ) :
ψ0(x, y) = (2πY 2

0 )−1/4 exp (ikxx) exp

(

−y2

4Y 2
0

)

δ−X(x)don
 d'après l'équation 2 :
ψ(x, y, t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(∫

U

K1K2 du

)

ψ0(w, v) dw dv.Posons
ψ(x, y, t) =

N
∑

ξ=1

ψξ(x, y, t) (11)ave

ψξ(x, y, t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ Yξ+b

Yξ−b
K1K2ψ0(w, v) dw du dv

K1(x, y, t ; 0, u, T ) =

(

2πih̄(t− T )

m

)−1/2

exp

(

im(x2 + (y − u)2)

2h̄(t− T )

)

K2(0, u, T ; w, v, 0) =

(

2πih̄T

m

)−1/2

exp

(

im(w2 + (u− v)2)

2h̄T

)En utilisant (9), on a
∫ +∞

−∞

[

exp [(im/2h̄T )w2 + ikxw]δ−X(w)
]

dw = exp [(im/2h̄T )X2 − ikxX ]

= exp−(im/2h̄T )VxX
ar Vx = X/T et kx = mVx/h̄.Alors
ψξ(x, y) = −

(

im

2πh̄

)

(2πY 2
0 )−1/4

√

T (t− T )
exp

(

im

2h̄

(

x2

(t− T )
+

y2

(t− T )
− VxX

))

×

∫ Yξ+b

Yξ−b

[

exp

(

im

2h̄(t− T )
(u2 − 2yu)

)

exp

(

im

2h̄T
u2

)

I

]

duoù
I =

∫ +∞

−∞
exp

((

im

2h̄T
−

1

4Y 2
0

)

v2 −
imu

h̄T
v

)

dv.En utilisant la formule ∫ +∞
−∞ exp (αx2 + βx) dx =

√

π
−α exp

(

− β2

4α

) si Re(α) ≤ 0ave
 α = m
2h̄T

(

i− h̄T
2mY 2

0

) et β = −imuh̄T ,on obtient
I =

(

m

2πh̄T

(

i−
h̄T

2mY 2
0

))−1/2

exp






−
mu2

2h̄T

1

1 +
(

h̄T
2mY 2

0

)2

(

i+
h̄T

2mY 2
0

)






.32



En 
e référant à l'équation 11, on pose
ψ(x, y, t) = F (t)G(x, y, t)H(y, t) avec H(y, t) =

N
∑

ξ=1

Hξ(y, t) (12)Par 
onséquent : ∀ξ, ψξ(x, y, t) = F (t)G(x, y, t)Hξ(y, t), ave

F (t) = −i(2πY 2

0 )−1/4

(

m

2πh̄(t− T )

)1/2 (

i−
h̄T

2mY 2
0

)−1/2 (13)
G(x, y, t) = exp

(

im

2h̄

(

x2

t− T
+

y2

t− T
− VxX

)) (14)
Hξ(y, t) =

∫ Yξ+b

Yξ−b
f(y, u) du (15)et

f(y, u) = exp [(α+ iβt)u
2 + iγy,tu] = f1(y, u) + if2(y, u)

f1(y, u) = e(αu
2) × cos (βtu

2 + γy,tu) (16)
f2(y, u) = e(αu

2) × sin (βtu
2 + γy,tu) (17)

α = −
1

4Y 2
0

(

1 +
(

h̄T
2mY 2

0

)2
)

βt =
m

2h̄









1

t− T
+

1

T

(

1 +
(

2mY 2
0

h̄T

)2
)









γy,t = −
my

h̄(t− T )
.Don


∂ψξ
∂x

(x, y, t) = F (t)
∂G

∂x
(x, y, t)Hξ(y, t)Or ∂G

∂x (x, y, t) = imx
h̄(t−T )G(x, y, t)d'où ∂ψξ

∂x (x, y, t) = ψξ(x, y, t)
imx

h̄(t−T )don
 ∂ψ
∂x (x, y, t) = ψ(x, y, t) imx

h̄(t−T )et par suite
vx(x, t) =

x

t− T
.Comme vx = dx

dt , on a dx
x = dt

t−T .On en déduit ∀t, x(t) = Vx(t− T ).La vitesse de la parti
ule selon l'axe (0x) est don
 
onstante et égale à Vx après les fentes.
t = (x+X)/Vx est alors la durée que met un éle
tron de la sour
e à l'abs
isse x.D'autre part

∂ψξ
∂y

(x, y, t) = F (t)

(

∂G

∂y
(x, y, t)Hξ(y, t) +G(x, y, t)

∂Hξ

∂y
(y, t)

)Or ∂G
∂y (x, y, t) = imy

h̄(t−T )G(x, y, t)et
∂Hξ

∂y
(y, t) =

∫ Yξ+b

Yξ−b

∂f

∂y
(y, u) du33



où ∂f
∂y (y, u) = iuf(y, u)

∂γy,t

∂y = −im
h̄(t−T )uf(y, u).Don
 ∂Hξ

∂y (y, t) = −im
h̄(t−T )

∫ Yξ+b

Yξ−b uf(y, u) du.Intégrons par partie : ∫ Yξ+b

Yξ−b (u exp ((α + iβt)u
2))(exp (iγu)) du

avec

{

r′ = u exp ((α + iβt)u
2) r = 1

2(α+iβt)
exp ((α + iβt)u

2)

s = exp (iγy,tu) s′ = iγy,t exp (iγy,tu)

∂Hξ

∂y
(y, t) =

−im

h̄(t− T )

1

2(α+ iβt)

(

[f(u)]
Yξ+b
Yξ−b − iγy,tHξ(y, t)

)d'où
∂H

∂y
(y, t) =

ξ=N
∑

ξ=1

∂Hξ

∂y
(y, t)

=
−im

h̄(t− T )

1

2(α+ iβt)





ξ=N
∑

ξ=1

[f(u)]
Yξ+b
Yξ−b − iγy,t

ξ=N
∑

ξ=1

Hξ(y, t)





=
−m(βt + iα)

2h̄(t− T )(α2 + β2
t )
H(y, t)

(

C(y, t)

H(y, t)
− iγy,t

)ave

C(y, t) =

ξ=N
∑

ξ=1

[f(u)]
Yξ+b
Yξ−b =

ξ=N
∑

ξ=1

[f1(u)]
Yξ+b
Yξ−b + i

ξ=N
∑

ξ=1

[f2(u)]
Yξ+b
Yξ−b

= C1(y, t) + iC2(y, t).De plus
∂ψ

∂y
(x, y, t) =

ξ=N
∑

ξ=1

∂ψξ
∂y

(x, y, t)

= ψ(x, y, t)

[

imy

h̄(t− T )
+

−m(βt + iα)

2h̄(t− T )(α2 + β2
t )

(

C(y, t)

H(y, t)
− iγy,t

)]ave

H(y, t) =

ξ=N
∑

ξ=1

∫ Yξ+b

Yξ−b
f(y, u) dv =

ξ=N
∑

ξ=1

∫ Yξ+b

Yξ−b
f1(y, u) dv + i

ξ=N
∑

ξ=1

∫ Yξ+b

Yξ−b
f2(y, u) dv

= H1(y, t) + iH2(y, t). (18)On a don
 :
Vy =

1

t− T

[

y +
−1

2(α2 + β2
t )

(

βtIm

(

C(y, t)

H(y, t)

)

+ αRe

(

C(y, t)

H(y, t)

)

− βtγy,t

)]

.
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B Les paramétragesDans 
ette annexe, on va s'intéresser aux problèmes 
on
ernant les 
al
uls numériques. Lamise en ÷uvre d'équations mathématiques posent toujours des problèmes de paramétrisation.Dans notre 
as, on souhaite 
al
uler des 
oordonnées, via le 
al
ul d'une vitesse ; il y a don
 unpremier paramétrage : 
elui du pas de temps.Pour garder une bonne pré
ision de 
al
ul, 
e pas de temps doit être petit si la vitesse variebeau
oup et il peut être plus grand si la vitesse varie peu. En quelque sorte, le pas de temps "idéal"pourrait être inversement proportionnel à l'a

élération. Expérimentalement on 
onstate que lavitesse varie 
onsidérablement aux sorties des fentes (par exemple, à 10−3 m après les fentes, ellevarie de +
−104 m/s). La vitesse devient de plus en plus stable lorsque l'on s'éloigne des fentes. Ondoit don
 prendre un pas de temps très petit au début et l'augmenter au fur et à mesure que l'ons'éloigne des fentes. Si l'on suit 
ette méthode, que l'on 
al
ule une approximation de l'a

éléra-tion, et que l'on prend 
omme pas de temps l'inverse de 
elle-
i, on trouve alors un pas de tempsde l'ordre 10−22 se
onde à 10−5 mètre de la sortie des fentes, 
e qui n'est pas réaliste puisque lavitesse de l'éle
tron est seulement de 1.3 × 10−8 m/s (en e�et, il faudrait alors environ 109 pasde temps pour que la parti
ule par
ourt 10−5 mètre, 
e qui fait exploser le temps de 
al
ul). J'aidon
 dé
idé de �xer un pas de temps débutant à 10−17 se
onde et augmentant peu à peu selon letableau 
i-dessous. distan
e de la fente pas de temps maximum

10−5 m 10−17

4 × 10−5 m 10−16

1.4 × 10−4 m 10−15

5 × 10−4 m 10−14

3 × 10−3 m 10−13

2 × 10−2 m 10−12D'autre part, le 
al
ul de la vitesse né
essite le 
al
ul d'intégrales. Nous utilisons pour 
es
al
uls la méthode des trapèzes. Il nous faut alors dé�nir un nouveau paramètre : 
elui de la tailledu pas d'intégration. Expérimentalement, on s'aperçoit que la fon
tion à intégrer varie énormé-ment lorsque l'on est pro
he de la sortie des fentes (il faut au minimum 105 pas d'intégration (de
10−12 mètre) pour 
al
uler l'intégrale à une distan
e de 10−5 mètre de la fente). Pour optimiserle temps de 
al
ul de 
haque intégrale, il serait intéressant de prendre 
omme taille du pas d'in-tégration environ un dixième de la période de la fon
tion 
onsidérée. Évidement la fon
tion n'estpas périodique, mais on peut s'intéresser à ses pseudo-périodes. Expérimentalement on déterminela pseudo-période la plus 
ara
téristique.Pour le 
as qui nous intéresse, 
'est-à-dire pour l'intégration des fon
tions f1 et f2 (
f. équa-tions 16 et 17), la pseudo-période la plus 
ara
téristique est : T = π

|γ(y,t)| où γ(y,t) = myVx

h̄x .On pose alors la fon
tion suivante :
h(x, y) =

1

10

π

|γ(y,t)|
=

1

10

πh̄

mVx

x

|y|et on dé�nit la taille du pas d'intégration 
omme : min(h(x, y), b
100 ) où b

100 est dé�nit 
omme lataille maximum du pas d'intégration (b étant la demi-largeur de la fente et la demi-longueur del'intervalle d'intégration). En e�e
tuant des tests expérimentaux, on s'aperçoit de la validité de
e 
hoix (en e�et, au début, j'ai tenté simplement par l'expérien
e de trouver des tailles de pas
ritiques).Les di�érents paramétrages nous 
onduisent à ne pas pouvoir 
al
uler (par manque de temps)la vitesse de la parti
ule dans le premier 10−5 mètre, 
e qui est équivalant à poser un premierpas de temps de 10−13 se
onde : 
e qui est dommageable puisque 
'est bien à 
es instants que la35



vitesse est la plus importante. Après avoir fran
hi les premiers 10−5 mètre, on peut de nouveauprendre un pas de temps plus petit (par exemple 10−17 se
onde).Ce problème du premier pas de temps n'est pas dramatique puisque l'on s'aperçoit que ladensité de probabilité à 10−5 mètre 
onserve une forme "quasi" re
tangulaire, 
omme 
'est le 
asau niveau de la fente (
f. �gures 5 et 15).
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C Véri�
ation du phénomène ondulatoireLa longueur d'onde asso
iée aux éle
trons émis par le 
anon à éle
trons est donnée par :
λ =

h

p
=

h

mv
=

2πh̄

mv
= 5, 595 × 10−12 m
ar m = 9, 11 × 10−31 kg ;

h̄ = 1, 055× 10−34 m2kg/s ;
v =

√

v2
x + v2

y = vx = 1, 3 × 108 m/s ;Dans le 
as où les deux fentes sont ouvertes, la probabilité de présen
e des éle
trons peut être
al
ulée en faisant quelques approximations (approximation de Fraunhofer ou di�ra
tion à l'in�ni).On obtient :
P12 = 4I0

(

sin(πdsinθ/λ)

πdsinθ/λ

)2

cos2
(

πDsinθ

λ

)I
i on a : d = 2 × b = 2 × 10−7 met : D = 2 × Y1 = 10 × 10−7 m.
sinθ = x√

x2+L2ave
 : L = 35 × 10−2 m.La �gure 38 dé
rit l'expérien
e.

Fig. 38 � S
héma de l'expérien
eOn observe sur la �gure 39 la densité de probabilité à 35 
m après la sortie des fentes. Elle est
al
ulée de deux façons di�érentes : la �gure de gau
he représente la densité de probabilité 
al
uléeave
 l'approximation dé
rite 
i-dessus (approximation vraie si L est très grand, 
e qui est le 
as i
ià 35 
m après les fentes) et la �gure de droite représente toujours la densité de probabilité maiselle est 
al
ulée 
ette fois-
i dire
tement par le 
al
ul numérique de la fon
tion fon
tion d'onde(méthode exposée dans 
e rapport).
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Fig. 39 � Représentation s
hématique des franges d'interféren
es (densité de probabilité de pré-sen
e d'un éle
tron) par l'approximation dé
rite plus haut pour la �gure de gau
he et pour la�gure de droite en faisant le 
al
ul numérique de la fon
tion d'onde.On 
onstate que les deux �gures sont quasiment identiques. Les maximums et les minimumssont les même. On a pris pour l'approximation de Fraunhofen I0 = 1.92 × 104.
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D Approximation des fentes gaussiennesLa se
onde partie de la simulation que nous venons d'e�e
tuer (
elle après le passage des fentes),a déjà été réalisée par Philippidis et al. [8℄. Ils avaient fait des approximations en 
onsidérant lesfentes 
omme des fentes "gaussiennes". Leur approximation avait pour but de fa
iliter le 
al
uld'une intégrale.Pour une fente 
entrée en y = Yξ et de demi-largeur b, il nous faut 
al
uler une intégrale de laforme : ∫ Yξ+b

Yξ−b ... du =
∫ +∞
−∞ 1[Yξ−b ; Yξ+b](u) ... du.L'approximation des fentes gaussiennes 
onsiste à approximer 1[Yξ−b ; Yξ+b](u) par exp

(

−
(u−Yξ)2

2b2

).Nous souhaitons, dans 
ette annexe, 
onstater les réper
utions de 
ette approximation surles résultats. Lorsque l'on 
ompare les traje
toires obtenues, dans le paragraphe 4.2 (sans 
etteapproximation) ave
 
elles qu'obtient Philippidis (ave
 
ette approximation), on 
onstate que lestraje
toires de Philippidis sont beau
oup plus lisses (elles sont beau
oup moins perturber surtoutdans les premiers 
entimètres qui suivent la sortie des fentes). L'impa
t sur l'é
ran de déte
tiond'un même éle
tron (même point de départ) par les deux méthodes donne des résultats di�érents.Dans 
ette partie, nous allons alors étudier 
omment 
ette approximation se réper
ute dansl'évolution de la densité de probabilité .Commançons d'abord par e�e
tuer les 
al
uls de la fon
tion d'onde en tenant 
ompte de 
etteapproximation. Reprenons l'équation 12 de l'annexe A
ψ(x, y, t) = F (t)G(x, y, t)H(y, t) avec H(y, t) =

N
∑

ξ=1

∫ Yξ+b

Yξ−b
f(y, u) duEn appliquant l'approximation dé
rite 
i-dessous, on a :

H(y, t) ≃

N
∑

ξ=1

∫ +∞

−∞
exp

(

−
(u− Yξ)

2

2b2

)

f(y, u) du

≃
N
∑

ξ=1

∫ +∞

−∞
exp

(

−
u2

2b2
−
Y 2
ξ

2b2
+
uYξ
b2

)

exp [(α+ iβt)u
2 + iγy,tu] du

≃

N
∑

ξ=1

exp

(

−
Y 2
ξ

2b2

)

∫ +∞

−∞
exp [(α−

1

2b2
+ iβt)u

2 + (
Yξ
b2

+ iγy,t)u]du.Posons α′ = α− 1
2b2 , ζ =

Yξ

b2 , P = α′ + iβt et Q = ζ + iγy,t.Don
 par la formule 9 on a
∫ +∞

−∞
exp [(α −

1

2b2
+ iβt)u

2 + (
Yξ
b2

+ iγy,t)u] du =

∫ +∞

−∞
exp (Pu2 +Qu) du

=

√

π

−P
exp

(

−
Q2

4P

)
ar Re(P ) ≤ 0.Par 
onséquant
H(y, t) =

√

π

−P

N
∑

ξ=1

exp

(

−
Q2P̄

4PP̄
−
Y 2
ξ

2b2

)

.Or
−
Q2P̄

4PP̄
−
Y 2
ξ

2b2
=

(

−
Y 2
ξ

2b2
+

(γ2
y,t − ζy,t2−)α′ − 2ζγβ

4(α′2 + β2
t )

)

+ i
2ζγα′ − (γ2

y,t − ζy,t2−)β

4(α′2 + β2
t )

= Cξ + iDξ 39



alors
H(y, t) ≃

√

π

−P

N
∑

ξ=1

exp (Cξ + iDξ)

≃

√

π

−P





N
∑

ξ=1

(expCξ)(cosDξ) + i

N
∑

ξ=1

(expCξ)(sinDξ)





≃

√

π

−P
(A+ iB)d'où : |H(y, t)|2 = π

|P | (A
2 +B2). //Sa
hant que |G(y, t)|2 = 1 et par l'équation 13, on déduit que

|ψ(y, t)|2 = |F (t)|2|G(y, t)|2|H(y, t)|2

= −i(2πY 2
0 )−1/4

(

m

2πh̄(t− T )

)1/2 (

i−
h̄T

2mY 2
0

)−1/2
π

|P |
(A2 +B2)Observons maintenant les résultats obtenus. Tout d'abord, il n'y a pas de 
ontinuité de ladensité de probabilité à travers les fentes, 
omme nous le montre la �gure 40.

Fig. 40 � Densité de probabilité au niveau de la plaque. Pour la �gure de gau
he, les fentes sont
lassiques (pas d'approximation de la densité de probabilité) tandis que pour la �gure de droite,les fentes sont 
onsidérées "gaussiennes" (il y a approximation)On observe maintenant l'évolution de la densité de probabilité sur les 35 
entimètres qui suiventla sortie des fentes.
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Fig. 41 � Densité de probabilité 
al
ulée ave
 les fentes "gaussiennes" à 2 
m (�gure de gau
he)et à 3 
m (�gure de droite) de la sortie des fentes.

Fig. 42 � Densité de probabilité 
al
ulée ave
 les fentes "gaussiennes" respe
tivement à 5 
m(�gure de gau
he) et à 10 
m (�gure de droite) de la sortie des fentes.On note que jusqu'à 2 
m, il n'y a au
un signe d'interféren
e : les deux "ondes" gaussiennes sepropagent en s'étalant. Elles entrent en 
onta
t seulement au bout de 2 
m et 
'est en "s'unissant"que se forment les franges d'interféren
es (voir �gures 41 et 42).
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Fig. 43 � Densité de probabilité à 35 
m de la sortie des deux fentes ave
 approximation ("gaus-siennes" des fentes) pour la �gure de gau
he et sans approximation pour la �gure de droite.Malgré l'approximation des fentes gaussiennes (voir �gure 43 de gau
he), il y a bien formationd'interféren
es mais 
elles-
i ne 
orrespondent pas à la réalité. L'enveloppe de la 
ourbe de ladensité de probabilité à la forme d'une gaussienne pour le 
as de l'approximation gaussienne desfentes tandis qu'elle a la forme de la "di�ra
tion" si on ne fait pas 
ette approximation (
f. �gure43).Pour mieux 
omprendre l'e�et de 
ette approximation, on e�e
tue également 
ette approxima-tion pour le 
as d'une seule fente. On obtient les résultats de la �gure 44.

Fig. 44 � Densité de probabilité à 35 
m de la sortie d'une seule fente ave
 approximation ("gaus-siennes" de la fente) pour la �gure de gau
he et sans approximation pour la �gure de droite(phénomène de di�ra
tion)On 
onstate qu'il n'y a pas de phénomène de di�ra
tion si on fait l'approximation "gaussienne"de la fente (voir �gure 44).En 
e qui 
on
erne la représentation pré
édente, la �gure de gau
he est une gaussienne tandisque la �gure de droite est un sinus
ardinal (
ara
téristique de la di�ra
tion). C'est la dis
ontinuitéde la fente qui 
réée les perturbations signi�
atives de la di�ra
tion.
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E La programmationPour faire les 
al
uls numériques présentés dans 
e rapport, j'ai programmé en langage C lesprogrammes suivants :1. traje
toire.vv.
 : Ce programme 
al
ule les traje
toires (x, y) d'éle
trons partant de la sour
eet arrivant sur l'é
ran.(a) Les di�érents paramètres de 
e programme sont dé�nis dans : "traje
toires.vv.h" et"boolean.vv.h". On peut redé�nir 
es paramètres lors de l'exé
ution du programme.(b) Ce programme utilise des fon
tions dé�nies dans les �
hiers : initialisation.vv.
, fon
.vv.
,
hampQuantique.vv.
, ensembleDeFon
tion.vv.
, parti
uleLibre.vv.
.(
) Les résultats de 
e programme sortent dans un �
hier que l'on a préalablement dé�nisur la ligne de 
ommande. Le �
hier de résultats est une liste de 
oordonnées de points
(x, y).Exemple :
x(1) = 1.1e− 5 y(1) = 56e− 3
x(2) = 1.4e− 5 y(2) = 5e− 3...
x(101) = 3e− 5 y(101) = 23e− 4Dans 
e 
as il y a 100 
oordonnées 
al
ulées.2. densiteProba3D.
 : Ce programme 
al
ule la densité de probabilité des éle
trons pour unensemble de 
oordonnées (x, y) ; ave
 x balayant l'intervalle [Xmin,Xmax] et y balayantl'intervalle [Ymin, Y max].(a) Les di�érents paramètres de 
e programme sont dé�nis dans : "parametresDensite-Proba3D.vv.h" et "boolean.vv.h". On peut redé�nir 
es paramètres lors de l'exé
utiondu programme.(b) Les résultats de 
e programme sortent dans un �
hier, que l'on a préalablement dé�nisur la ligne d'exé
ution du programme. Les résultats sortent sous la forme d'une matri
e
orrespondant aux valeurs de la densité de probabilité pour un ensemble des 
oordonnés
(x, y).Exemple d'un �
hier résultat : la début du �
hier énon
e les x (i.e. les distan
es à lafente) et les y pour lesquels on va 
aluler la densité de probabilité . La suite du �
hierdonnent les densité de probabilité sous forme d'une matri
e : ddp(i, j) est la densité deprobabilité au point (x(i), y(j)).
x(1) = 1e− 5 x(2) = 2e− 5 ... x(100) = 1e− 4
y(1) = 0 y(2) = 1e− 9 ... y(1001) = 1e− 6
ddp(1, 1) = 5.6e− 3 ddp(1, 2) = 4.3e− 3 ... ddp(1, 1001) = 2.4e− 4
ddp(2, 1) = 5.3e− 3 ddp(2, 2) = 3.3e− 3 ... ddp(2, 1001) = 5.4e− 5... ... ... ....
ddp(100, 1) = 7.3e− 3 ddp(100, 2) = 6.3e− 3 ... ddp(100, 1001) = 9.4e− 4I
i Xmin = 1e− 5, Xmax = 1e− 4, Y min = 0 et Ymax = 5.4e− 5.(
) Grâ
e à 
e programme on peut tra
er des 
ourbes à 3 dimensions : la densité de pro-babilité en fon
tion de x et y .Les �
hiers de résultats sont ensuite lus par un petit programme de Matlab qui permet devisualiser les �gures.
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