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La « Nahe-geometrie » comme solution

d’Hermann Weyl au probleme de I'espace

Hermann Weyl 1885-1955

1904-1913 Etudes a Gottingen
1913-1929 ETH de Zirich

1930-1933 En poste a Goéttingen
1933-1951 En poste a I'lAS (Princeton)

Principaux thémes de travail

Théorie spectrale These (1908)

Théorie des ensembles/ Sur les définitions des concepts
fondements de 'analyse = mathématiques fondamentaux (1910),
Das Kontinuum (1918)

Topologie/analyse Les surfaces de Riemann (1913)
complexe
Fondements de la 1917-1923: Espace-temps-matiere

géométrie (en relation
avec la théorie de la
relativité générale)

Classification des A partir de 1924
groupes de Lie et études
des espaces de jauge



Le probleme de 'espace
(Weyl, Espace-Temps-Matiere, 1917-1923)

Un terme global pour regrouper les questions ontologiques
et epistémologiques sur I'’espace

Un probleme qui a eu un formidable role heuristique.

Réconciliation de deux grandes traditions de la pensée
géométrique (Erlangen+Riemann)

—Réactivation du probleme mathématiqgue de [I'espace
(Probleme de Riemann-Helmholtz)



Contexte historique
(philosophique et mathematique)
de la reémergence du probleme de I’espace

« Profusion des géométries au XiXeme, physicalisation de la
géomeétrie et interprétations empiristes a divers degrés

* Forte tradition philosophique de I'idéalisme transcendantal

« 1915, L’age mature de la réflexion géométrique
(—Einstein, Théorie de la relativité générale)




Physicalisation des relations métriques
dans la théorie de la relativité générale

g,,v = Forme quadratique locale exprimant la métrique

G,

— ag/w azg,uv
V_F (gyw axﬂ’ (axy)z)

(Einstein a écrit ses équations dans un espace riemannien)
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(avec Ryv = Rayav et R=R aa) (symboles de Christoffel=
I%, ar® -
R%.s =aax b aaxfd+ r PYAPE r YA connexion affine sous-jacente a I'espace métrique)

(tenseur de Riemann)




Espace-temps-matiere §11,

« Geomeétrie de Riemann
-Vision dynamique des propriétés métriques »

L’homogénéité de I’espace :

L'espace est une forme des phénomenes et, en tant que tel, il est nécessairement
homogene. A partir de 1a, il pourrait sembler qu’a partir de la riche abondance des
géomeétries possibles incluses dans la conception de Riemann, on ne doive conserver en
fin de compte que les trois géomeétries évoquées [celles a courbure constante]. Riemann
avait une opinion différente comme il est évident a partir des remarques de conclusion de
son essai. [l s’agit des Hypotheses sur lesquelles reposent la géometrie]

[D’apres un théoreme de Sophus Lie], si on admet la possibilité du mouvement, on ne
pourra inventer qu’un nombre fini (et méme restreint de géométries a trois dimensions..
Cependant, ce résultat semble contredit par Riemann, car ce savant construit une infinité
de géométries difféerentes. [...] Mais la plupart de ces définitions [celles des espaces
courbes de Riemann] sont incompatibles avec le mouvement d’'une figure invariable]...]
Ces geométries de Riemann, si intéressantes a divers titres, ne pourraient donc jamais
étre que purement analytiques et ne se préteraient pas a des démonstrations analogues a
celles d’Euclide.

Henri Poincare, La Science et 'Hypothése, chapitre 3, p73

Le probleme de Helmholtz-Riemann
La fonction épistémique de la notion d’homogénéité



Espace-temps-matiere, §11

Le sujet-observateur comme « ceil ponctuel »:

Bien que le véritable état de fait soit vraiment plus complexe, nous partirons du plus
simple des systemes de géométrie optique, dont la loi fondamentale stipule que le rayon
de lumiere, provenant d’'un point M émettant de la lumiere a un observateur situé en P, est
une ligne « géodeésique » ; la plus courte des lignes connectant ces deux points. Nous ne
tenons pas compte de la finitude de la vitesse de propagation de la lumiere. Nous
n’attribuons a la conscience qui regoit qu’une simple faculté de perception et la simplifions
en un « ceil-ponctuel » qui observe immédiatement les différences de direction des rayons
incidents, ces directions étant les valeurs de 6 données par:

o)
0= Qo)

L”oeil ponctuel” obtient ainsi une image des directions dans lesquelles se trouvent les
objets environnants (On ignore le facteur « couleur »). La loi de la continuité gouverne non
seulement I'action des choses physiques mais aussi les interactions psycho-physiques. La
direction dans laquelle nous observons des objets n'est pas déterminée par leurs seules
positions mais aussi par la direction du rayon lumineux qui en émerge et vient frapper la
rétine, et, par la, par I'état du champ optique directement en contact avec le corps de cette
enigmatique réalité dont I'essence est d’avoir un monde objectif qui se présente a elle
sous la forme d’expériences de conscience. Dire qu'un contenu matériel G est le méme
gue le contenu matériel G’ ne peut alors rien vouloir dire d’autre que le fait qu’a chaque
point P respectivement a G correspond un point de vue P’ relativement a G’ (et vice et
versa) de telle sorte qu'un observateur en P’ dans G’ recoit la méme « image
directionnelle » qu’'un observateur dans G recoit en P.




Espace-temps-matiere, §11

Evacuation de la métrique hors de I’espace pour sauver ’lhomogénéité :

Prenons comme base un systeme de coordonnées déterminé x;. Les mesures d’état
[mesures de phase] scalaires, comme la densité de charge p, sont alors représentées par
des fonctions déterminées : p=f(X;1X5X3).

Considérons la forme fondamentale: D gy dx'dx” ou les g, (tout comme dans la
terminologie mathématique) denotent certaines fonctions déterminées de x; X, Xs.
Supposons de plus que soit donnée une quelconque transformation de I'espace en lui-
méme, par laquelle un point P’ correspond a chaque point P. En utilisant ce systéme de
coordonnée et les notations :

P = (X1 Xz X3) P’ = (X1 X', X'3)
la transformation sera alors exprimée par:

X' = ¢ (X Xz X3). (16)

Cette transformations convertit une portion d’espace [représentée par |S en une portion
d’espace [représentee par | S’. Je veux montrer que si 'opinion de Riemann est correcte,
ces deux régions d’espaces seront congruentes dans le sens défini.

Je vais, pour cela, utiliser un second systeme de coordonnées qui donnera au point P les
valeurs « xX’; » qui avaient été données par la formule (16) au point P’. Les expressions
(16) deviennent alors des formules de changements de coordonnées. La région
mathématique a trois variables [variété a 3 dimensions] [qui représente] S dans les
[nouvelles coordonnées] est identique a celle qui [représentait] S’ dans les [premieres
coordonnées].



Espace-temps-matiere, §11

Je vais maintenant imaginer qu’on remplit 'espace d’'une nouvelle maniére, précisément
celle qui est exprimée par la formule :

p="Ff(xX1 X, X3)

au point P; et de méme pour les autres quantités scalaires. Si les relations métriques de
'espace sont prises comme étant indépendantes de la matiére qui y est contenue, la
forme métrique sera, comme dans le cas de la premiere répartition de masse, de la
forme :

Z gy dx'dx" = Z G (%' %, " %" )dx" dx”*
ik ik

le membre de droite désignant I'expression aprés transformation dans le nouveau
systeme de coordonnées. Si, en revanche, les relations métriques de I'espace sont
déterminées par le contenu matériel -et nous admettons avec Riemann qu’il en est

ainsi- alors, puisque la seconde répartition de la matiere s’exprime dans les coordonnées
X' exactement de la méme maniére que la premiére dans les coordonnées x, alors la
forme métrique fondamentale sera :

29 06 %" % )dx dx”
ik

En conséquence des principes d’optique géométrique sous-jacents que nous avons
acceptés plus haut, le contenu dans la portion d’espace S’, lors de la premiére répartition
de masse, présentera exactement la méme apparence a un observateur en P’ que celle
gue présente le contenu matériel en S a un observateur en P durant la seconde répatrtition
de masse. Si I'ancienne opinion des « casernes a loyers » était correcte, cela ne serait
évidemment pas le cas.



Casernes a loyers
‘Mietskasernen’




Espace-temps-matiere, §11

Le simple fait que je puisse presser une boule d’argile a modeler entre
mes mains pour lui donner n’importe quelle forme réguliere totalement
différente d’'une sphére pourrait nous sembler réduire I'opinion de Riemann a
une absurdité. En réalité, cela ne prouve rien. Car si Riemann a bien raison, la
déeformation de la structure atomique interne de l'argile qui ferait apparaitre la
boule d’argile sphérique a un observateur depuis un point de vue guelconque
est entierement differente de celle que je peux effectuer avec mes mains, et
un réarrangement des masses de I'Univers serait nécessaire pour que la balle
distordue soit amenée a apparaitre spheriguement a un observateur en un
point de vue quelconque. Le point essentiel est qu’'un morceau d’espace n’'a
pas de forme visuelle du tout, mais que cette forme dépend du contenu
matériel occupant le monde, et, en effet, en 'occupant de telle sorte que par le
biais d’'un réarrangement approprié du mode d’occupation (de la matiere), je
peux lui donner n’importe quelle forme visuelle. Par 14, je peux également
transformer n’importe quels morceaux différents d’espace pour leur donner la
méme forme visuelle en choisissant le mode de répartition de la matiere
adapté. Einstein a aidé a faire triompher des idées de Riemann.



Espace-temps-matiere, §11

Structure de Pargumentation de Wevl:

*Deux hypotheses:

1) Deépendance de la métrique a I’égard du contenu de la matiere. (R.E.M.)

( Le champ métrique, au sens de la classe d’equivalence des fonctions g, a
iIsométrie pres, est une fonctionnelle de la répartition de masse p:

[9,.]= F (p)
Weyl semble méme demander plus. Si on considére deux répartitions de la matiére
identiques. Alors les deux fonctions g, qui en sont issues ont le méme parcours de

valeurs. Plus précisément, les valeurs de g, seront les mémes pour deux points
correspondant a la méme position au sein du champ de répartition de la matiére

Si pour tout X, p(X)=p’(¢(x)), (¢ difféomorphisme) alors g,,, (X)=9"n (X'=0(X))
2) Homogeénéité de I'espace (vis-a-vis de I'ceil observateur dont les observations
dépendent de sa position vis-a-vis de la matiere et de la métrique)

Conclusion:

+ Exigence de prendre une métrique a coefficients variables
(réhabilitation des espaces riemanniens en les rendant garants de I’lhomogénéité)



De l'argument du trou d’Einstein
a l'argument de l'ilot de matiere de Weyl

Structure de Pargumentation d’Einstein:

1) Deépendance de la métrique a I’égard du contenu de la matiere. (R.E.M.)
Pris sous une forme plus précise que Weyl comme égalité tensorielle entre un tenseur
dérivant de la métrique G, et le tenseur impulsion T,

2) Forme riemanienne de la métrique.
Ce n’est pas une conclusion mais une hypothése chez Einstein

3) Présence d’une zone d’espace-temps sans matiere
(hypothése absente chez Weyl)

Conclusion aporétique::

* Les coefficients de G,,, ne peuvent étre pleinement déterminés par les coefficients
T, & l'intérieur du trou.

Pour sortir de I'aporie: comprendre que les différentes solutions trouvées sont toutes
isométriques et que la lattitude dans les coefficients n’est qu’une liberté mathématique
de paramétrisation et non pas le signe d’'une indétermination physique. La variété
topologigue n’a pas de réalité préalable a son remplissage par la matiere et par le
champ métrique. Dans les termes d’Einstein: la théorie de la relativité générale a oté
toute trace d’objectivité a I'espace et au temps.




Insuffisance de
a l'argument de l'ilot de matiere pour donner un statut
épistémologique pertinent a la métrique riemannienne

» Réduire la géométrie mathématique a la seule topologie est une position intenable sur
plan de I'histoire de la discipline.

» Ce n’est pas fidéle a la fagon méme dont est née la géométrie physique chez Gauss.

» Une conclusion nuancée de I'argument de l'ilot de matiere:

« Les relations meétriques ne sont pas des propriétés de
'espace en sol mais de I'espace dans sa relation avec son
contenu mateériel », Hermann Weyl, Espace-temps-matiére



Programme de reconstruction de la géométrie
comme « geométrie infinitésimale pure », ou « Nahe-geometrie »

o < Reéflexions philosophiques sur la localité du sujet

« Justifie une distinction de nature entre les relations spatiales infinitésimales fixables a
priori et donc objet possible de mathématique/les relations spatiales « a distance »
partiellement indéterminées mathématiquement et susceptible de recevoir une
signification physique.

«1918-1923: Programme de reconstruction de [I'ensemble des  strates
(affines/conformes/métriques) de la géométrie pour répondre a lidéal d’'une Nahe-
géometrie.

» Période de créativité intense mathématique et physique, fondée sur [I'étude
philosophique du probléme de I'espace et du programme de la Nahe-geometrie qui en
constitue sa solution.




Les innovations mathématiques

La « géomeétrie infinitésimale pure »,
un espace « patchwork »

Les espaces infinitésimaux (locaux)
tous identiques

La connexion qui spécifie la facon dont sont
j « COusus » ensembles ces espaces

infinitésimaux



Les innovations mathématiques

- Passage de {j'k} a I

* Interprétation seulement « conforme » de la forme quadratique g, (et
introduction du fameux « tenseur de Weyl)

« Introduction de la notion de connexion métrique ¢'. quand un vecteur
&' est transporté de P(x) a P’(x+dx) sa longueur n’est plus
Orn(X+AX)(E™+DE™) Y(EM+HAEMMAIS Gy (X +AX)(EM+ET) (EM+AEM)[1+¢;dX]



Les innovations mathématiques

Espaces Connexion Courbure
infinitésimaux

Affine Espace affine T
connexion
affine
Conforme Espace affine T Tenseur de
muni de [g,,,] connexion Weyl — Tenseur
dérivant du de Riemann
champ [g,,,]
Métrique Espace Connexion Courbure
pseudo- métrique o, métrique

euclidien (g,,,)




Les innovations philosophiques

‘Un « idéalisme transcendantal de proximité »,
I’Analyse mathématique du probleme de I'espace.

* Deux voies épistémologiques a partir d’un motif commun:
Poincaré et Weyl.




\
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Les innovations physiques

» Formalisation naturelle de la physique des champs
 Adapation de la théorie de Mie au cadre relativiste.

» Premiére théorie unitaire relativiste des champs.
(géométrisation complete de la physique)

 Les symétries de jauges comme cadre naturel pour la mécanique quantique.

Conclusion

-La tradition philosophique comme moteur de la créativité
scientifique

-Le dialogue avec la science dans son evolution historique comme
seule fagon pour la philosophie d’atteindre une vision solide et juste
des problemes ontologiques et de théorie de la connaissance.



