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FABRICE VANDEBROUCK
PERSPECTIVES ET DOMAINES DE TRAVAIL
POUR L’ETUDE DES FONCTIONS
Abstract. Perspectives and working domains for functionsdits

The aim of this paper is to understand and intérje difficulties that students are facing
when learning calculus during the transition fromghhschool to university. We are

specifically interested by the study of functiokiée first discuss the general background
concerning this transition and the notion of fuooti Then we define quite separate
working domains, specific on the one hand of thghhéchool practices and on the other
hand of university practices. Finally, we presentstady in which we examine the

freshmen’s difficulties in calculus.

Key-Words. Mathematics, Functions, Transition from secondaoy tertiary level,
Perspectives

Résumé Le but de ce travail est de comprendre et d'prteter les difficultés des étudiants
en Analyse a la transition lycée-université et pbasticulierement en ce qui concerne
I'étude des fonctions. Aprés des spécificités géunés liées a la transition et a la notion de
fonction, nous définissons des domaines de trass€z étanches mais spécifiques d’'une
part des pratiques au lycée et d'autre part deSqgpes attendues a l'université. Nous
terminons par des travaux de recherche sur lesagétisdentrant a I'université et une
interprétation en termes de perspectives (pointsugespécifiques dans le travail sur les
fonctions) de leurs difficultés en Analyse a lanfigion lycée-université.

Mots-clés Mathématiques, Fonctions, Transition Lycée-Ursitér Perspectives

1. Introduction et problématique

Dans cet article, hous proposons un travail saraiasition lycée-université et sur
les difficultés des étudiants en ce qui concerrenttée dans la démarche
d’Analyse. Ce theme a été trés étudié depuis plusidécennies (Robert 1982,
1983, Artigue 1991, Robert 1998, Artigue, BatanetoKent 2007 ou Gueudet
2008) mais les caractéristiques, sans cesse chlraagedes populations étudiantes
arrivant a l'université d’'une part (en particulies difficultés des éleves) et des
contenus d’enseignements d’autre part, tant avelypéa l'université, justifient
que I'on s’y intéresse de facon continue et rentigve

Bien souvent, les étudiants entrant a l'universié savent pas manipuler des
fonctions qui ne sont pas définies par une formalggbrique. Or la démarche
d’Analyse est une démarche fondamentalement différede la démarche
algébrique. Elle impose un nouveau point de vud'agalité des nombres réels qui
est I'égalité si les deux réels sont arbitraireny@oiches. Les techniques qui sont
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attachées a I'Analyse reléevent de la majoration, lde minoration et de
'encadrement, du jeu entre des conditions suffesamet/ou nécessaires et elles
mettent en jeu pour beaucoup les propriétés lodesfonctions (notamment les
limites). Mais lors de ces études locales, lesiénisl traitent algébriquement les
équivalents ou les développements limités, dontrastdifficilement du sens aux
expressions du type(x), O(X)... Enfin, les étudiants ne tracent des graphes que
guand la question leur est explicitement demandgdlse ne pensent pas
spontanément a utiliser cette représentation dewxtibms pour faire les
raisonnements locaux attendus d’eux. Notre travaibkiste donc a interroger leurs
difficultés afin de mieux pouvoir y remédier partuavail en amont et un travail au
début de l'université.

Nous nous placons dans le cadre général de laighd®n’activité, constitué dans
une lignée de recherche qui articule les appor®Riaget et Vygotsky pour enrichir
une approche par la conceptualisation des appsagis mathématiques des éléves
(Vergnaud 1991, 1996, 1999/2002, Leplat 1997, Rd@al008). Dans ce cadre,
nous reprenons les outils théoriques proposés @aerR(2008) qui spécifie divers
éléments des théories de I'apprentissage aux matlggras et a la situation
scolaire : les apprentissages des éléves et dégamt sont appréhendés par
lintermédiaire d’analyses de leurs activité classe, elles-mémes caractérisées
par les mises en fonctionnement de connaissancésématiques qu’ils sont
amenés a faire, a partir des taches qui leurspopbsées, des modes de travail et
des aides de l'enseignant (Robert 2008). Les afipsages sont référés a la
conceptualisation visée, elle-méme définie a paltis spécificités des notions
mathématiques, des programmes d’enseignement aliffiesltés des éleves. La
théorie est exposée en détail dans Vandebroucl800

Notre investigation s’articule avec le travail mepé@r Kuzniak (2010) sur les
espaces de travail géométrique pour le theme dpédemétrie en ce sens que
pourraient étre introduits des espaces de traeait pAnalyse (ETA). Cependant
c'est a une échelle plus fine que nous souhaitomgaitler en spécifiant des
domaines de travail pour I'étude des fonctions, @ioes qui traversent la scolarité
de la classe de troisieme aux premiéres annéelumeelsité et auxquels sont
associés une certaine conceptualisation de lamalgofonction. A partir de ces
domaines de travail, les connaissances et les ndeefonctionnement qu'ils
valorisent, nous questionnons cette conceptualisatiu plutét les conceptions des
étudiants entrant a 'université relativement adaion de fonction (au sens de la
théorie des champs conceptuel, Vergnaud 1991). Nmmons ensuite une
interprétation en termes de perspective de leufgcudiés pour entrer dans la
démarche d’Analyse attendue d’eux a ce niveaupPespective, nous entendons

! Le singulier sera utilisé dans une acception déuér. l'activité de I'éléve étant
constituée de I'ensemble de ses activités contbsées.
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des points de vue spécifiqgues dans le travail esifdnctions, associées aux trois
grands types de propriétés des fonctions : poriesjajlobales et locales.

Nous commencons dans le deuxiéme paragraphe pagtude didactique de la

notion de fonction et des difficultés liées a cettdgion, déja pointées dans les
travaux de recherche sur le sujet. Nous menonguicydier une discussion sur les
représentations des fonctions et les différentesppetives que I'on peut adopter
dans le travail sur les fonctions. Nous continudass le troisieme paragraphe en
définissant trois domaines de travail pour I'étags fonctions, spécifiques d’'une
part des pratiques au lycée et d’autre part dafpes attendues a l'université. Au

paragraphe 4, nous rendons compte de travaux Herobes sur les conceptions
des éléves de terminale et des étudiants du débludrdversité, ainsi que de notre

interprétation en termes de perspectives des ulififis en Analyse a la transition

lycée-université.

2. Les fonctions a la transition lycée-université

De nombreuses différences peuvent étre identifi@es niveau tres général entre le
secondaire et le supérieur : passage d'un coucswaveeul enseignant a des cours
magistraux en amphithéatre et a des travaux dirigg®dularisation des
enseignements qui peut contribuer a isoler les @ssances les unes des autres...
En didactique des mathématiques, nous pointonembdgalt des différences liées
aux contenus mathématiques en jeu, ce qui faifetatu paragraphe 2a. Dans le
paragraphe 2b, nous étudions la complexité de komade fonction et sa
conceptualisation dans notre cadre théorique. Dangparagraphe 2c, nous
exposons des approches complémentaires, en digaai®s mathématiques, pour
penser cette conceptualisation de la notion detifuamca la transition lycée
université. Enfin, dans le paragraphe 2d, nous rionalisons sur le rble des
perspectives dans la conceptualisation et leuns bwec les représentations.

2a. Quelques caractéristiques générales liées amathématiques

De nombreuses études ont déja précisé des castqiées de cette transition
(Robert 1998, Artigue, Batanero et Kent 2007, GeeuzD08). Par exemple,
Robert (1998) a pointé l'introduction a I'univeisit’'un nouveau type de notions
mathématiques : les notions a la fois FormalisatridUnificatrices et
Généralisatrices (FUG), spécifiqguement toutes letions d'algébre linéaire :
espace vectoriel, application linéaire... ces notipeisnettent en effet d’introduire
plus de généralité, en unifiant différents objets€deurs grace a un nouveau
formalisme, qui de fait simplifie les écritures sx@ieut aussi brouiller le sens pour
les étudiants. Les notions de topologie, maintengpbussées en L2 ou L3 sont
aussi FUG (Bridoux 2011). En classe de troisiemepte tenu des nouveaux
programmes du collége, la notion de fonction nuqu&risemble présenter des
aspects FUG (Robert, travail en cours).
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Robert (1998) a aussi relevé une distribution diiffiée, entre lycée et université, au
niveau des types de taches proposées aux étudiaats niveau des mises en
fonctionnement des connaissances attendues : ée, lies taches mettent souvent
en jeu des connaissances qui sont explicitées ietiajuent étre appliquées de
facon relativement immédiates. A I'Université, tdshes mettent plus souvent en
jeu des connaissances a reconnaitre (supposeamillisg) et aussi a adapter
(changements de points de vue sur les taches, geélées connaissances visées
avec d’autres connaissances, introduire des objegsmédiaires, des étapes de
raisonnement ...). A l'université, de ce fait, leqgaissances doivent étre plus
disponibles (mobilisables sans indication) et mieasfonctionnement de fagon
plus complexe, avec une augmentation des exigentésrmes de raisonnements,
preuves, formalisations et langage. Par ailleersalactere outil (Douady 1986) de
certaines connaissances est valorisé dans le sgmoralors que c'est plutdt le
caractéere objet qui I'est a l'université et viceszepour d’autres connaissances. A
ce niveau didactique, Bloch (2005) a clarifié lanpdexité par l'introduction de 9
« variables didactiques » dont les valeurs diffiemrontribuent a « mesurer » les
différences entre lycée et université.

On note enfin une différence entre secondaire @érseur au niveau des
déroulements (Grenier-Boley 2009). Par exemplg alune accélération du temps
didactique, avec un renouvellement rapide des ®bjatthématiques enseignés qui
oblige a des assimilations plus rapides. Il y de¥gant un nouvel équilibre entre
exercices a portée générale et exercices pluscypliets, un éventail des types
d’exercices plus large qui rend la routinisatiomdmoup plus difficile qu’au lycée,
cette derniére étant déléguée aux étudiants eailt@ersonnel, qui se doivent de
ce fait d’étre plus autonomes face a leurs apmsages (aussi dans Praslon 2000).

2b. La notion complexe de fonction et sa conceptlsétion

La notion de fonction peut intervenir dans de naeukrcadres, comme outil ou
comme objet (Douady 1986) et elle se trouve comeeét deux autres notions
essentielles du champ de I'Analyse : les nhombrels &n particulier les nombres
réels comme limites) et les suites numériques. G@mssite de prendre en compte
le vaste champ conceptuel des I'Analyse (Vergn&@fil)l et non la notion isolée
pour questionner la conceptualisation de la notlerfonction. Les domaines de
travail que nous définirons plus bas ne serontctériaés que par rapport a la
notion de fonction mais ils devront étre entendosrgout ce champ conceptuel.
C’est une limite du travail & prendre en compte,laguelle nous revenons en fin
de notre conclusion, avec les espaces de travaéihalyse.

Le travail sur et avec les fonctions fait égalematdrvenir plusieurs systemes de
représentations dans plusieurs registres diffé(@nisal 1991), ce qui fait 'une de

ses spécificités essentielles : les représentagonsableau de valeurs (registre
numérique), les représentations en courbes (regisphique), les représentations
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par des formules (registre algébrique), les reptétens en tableau de variations
(registre schématique) et les représentations f@sn@egistre symbolique). Selon

Duval, la conceptualisation de la notion passe tpais stades de mises en

fonctionnement des représentations : la formatesrdprésentations, le traitement
des représentations a l'intérieur d’'un registriaatonversion entre représentations
de registres différents.

Les fonctions sont donc des objets complexes, enmorapprentissage lorsque les
étudiants entrent a l'université. Nous postulong d¢m conceptualisation de la
notion de fonction numérique est liée a la ren@atra la mise en fonctionnement
de la notion dans plusieurs cadres, comme outtamme objet (Douady 1986),
proposées dans un ordre approprié, dans des esgitiltiples (avec des activités
de formation, de traitement, de conversion deséssmtations au sens de Duval
1991) et a travers des taches variées, a l'origieediverses adaptations de
connaissances (Robert, 1998), y compris de nombseajsplications immédiates le
cas échéant (les « gammes »).

En outre, les études de fonctions font égalemepela® plusieurs aspects de la
notion de fonction. En effet, certaines propriétéat ponctuelles en un poird,
c'est-a-dire gu’elles ne dépendent que de la valeda fonction au point,. Par
exemple, énoncefi(xy)=3 est une propriété ponctuelle qui ne donne sigrf(x,)
lorsquex; # %. Certaines propriétés sont globales, c’est-a-girelles sont des
propriétés valables sur des intervalles : pariégioglicité, croissance, continuité et
dérivabilité globales... Enfin, certaines propriétésne fonctionf sont locales en
un pointx,, c'est-a-dire qu’elles dépendent des valeur$ sl& un voisinage de,
aussi petit soit-il : avoir une limite e, étre continue er,, étre dérivable ero,
étre négligeable devant une autre fonction au wmagg de X, avoir un
développement limité exy... Dans certains cag, peut aussi étre infini mais ce cas
est pour nous particulier ; par exemple les progsidocales de continuité et
dérivabilité n’y sont pas définies. Nous y reviesms.

Nous pointons dans nos travaux I'importance powpleceptualisation de la notion
de fonction de ses mises en fonctionnement sousdissperspectives ponctuelle,
globale ou locale. Autrement dit, comme en faiyjibthése Rogalski M. (2008),
un enjeu important de I'enseignement des fonctemtsertainement de développer
chez les étudiants une prise de conscience destéadie de points de vue
spécifiques sur les fonctions, associés a cespsrEpectives, ainsi qu’'une mise en
fonctionnement de toutes ces perspectives d'unetion (voir aussi Bloch 2003,
Maschietto 2001, 2008, Chorlay 2011).

2c. Différentes approches complémentaires sur lenceptions et sur la
conceptualisation des fonctions
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Les conceptions des éléves et des étudiants amtsbredéja été étudiées a travers
plusieurs théories didactiques que nous souhait@rgionner ici : Tall et Vinner
(1981) introduisent la distinction entre conceptagm et concept définition, le
premier ne concordant pas généralement avec leepbéfinition, spécialement
dans le cas des fonctions (Vinner 1983). BalachefGaudin (2002) identifient
deux types de conceptions chez des éléeves a ldufitycée : une conception
« courbe — algébrique » et une conception « algaéri- graphique ». Les éléves
possédant la premiére conception voient prioritaéet les fonctions comme des
cas particuliers de courbes, celles pour lesquelfes expression algébrique peut
étre attachée. Les autres considérent que lesdaecont d’abord des expressions
algébriques, le graphique venant ensuite. Focalisassi sur les représentations
graphiques et algébriques des fonctions, Duval3)Le®@plique que {a lecture des
représentations graphiques suppose la perceptianvdeiations correspondantes
a I'écriture algébrique. Cette lecture est une décha d’interprétation globale qui
suppose une attitude contraire a la pratique épisaassociant un point a un
couple de nombres Il montre que les éleves ont des difficultés amite
interprétation globale du graphe. Elia et al. (9008enent une étude
multidimensionnelle et mettent en évidence par demlyses statistiques
implicatives des corrélations possibles dans Ipenges des étudiants entre quatre
dimensions : la définition donnée de fonction, éeemples donnés, l'aptitude a
reconnaitre et a convertir des représentationsfn #aptitude a résoudre des
problemes sur les fonctions. Monoyiou et Gaga®d Q) proposent quant & eux
un questionnaire portant sur les fonctions et legjpsésentations a des enseignants
en formation initiale & Chypre et en Italie. Maldgé différences existant au niveau
des programmes, des manuels scolaires et desyasmseignantes entre les deux
pays, leurs analyses statistiques révelent dewsesdadistinctes de variables, la
premiere correspondant & une approche algébrigsidotetions et la deuxiéme
correspondant & ce qu’ils appellent une approcloedoonée des représentations
algébriques et graphiques des fonctions. Enfina&iget al. (2010) retrouvent ces
résultats aupres d'éléves agés de 16 a 17 ansreavec I'enseignement regu. Plus
précisément, ils notent que des étudiants ayargnseignement scientifique des
fonctions dépassant les démarches intuitives et tlatements algébriques
persistent toujours dans une approche trés algébdgs fonctions.

D’autres approches portent sur la conceptualisatiterméme de la notion de
fonction. Une premiéere est basée sur la dualitégasus-objet de la théorie APOS
(Dubinsky 1991) : la conceptualisation de la notdm fonction débute par des
actions sur des objets physiques ou mentaux déjstroits. Ces actions
s’intériorisent alors en processus qui sont eniiiEapsulés en nouveaux objets
mathématiques puis manipulés dans des schémas. dpgttoche a été complétée
par la triade Intra-Inter-Trans (Piaget et GarcB89) qui enrichit le stade
« Schéma » de Dubinsky : au niveau intra, I'éléwe I'étudiant considere les
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fonctions comme des objets isolés et se conceuntrées processus dans lesquels
ils sont engagés. Au niveau inter, il commenceirg fdes connexions entre objets
fonctionnels de méme nature, a donner sens a ldgéwansformation engageant
ces fonctions. Au niveau Trans enfin, il peut cdéser des systemes de
transformations et les structures qui en émergent.

Sfard (1991) propose, a la méme époque, que leeptmmathématiques tels que
les fonctions peuvent étre conceptualisés sous démnes: d’abord
opérationnelle, en tant que processus, puis steldpen tant qu’objets, les deux
conceptions étant toujours successives dans saighd® la réification. Suivant
Bachelard (1938), Sierpinska (1992) utilise la owtd’obstacle épistémologique
pour étudier certaines propriétés des fonctionsogtmment la notion de limite.
Réfutant ensuite I'idée de succession des congcepsous tendue par la théorie
APOS et la théorie de la réification, Tall (1996jroduit la notion de procept,
amalgame entre deux composants : un processusoguechaissance a un objet
mathématique et un symbole qui représente de fdgale a la fois le processus et
I'objet®.

Finalement, Tall (2006) modélise [I'évolution cogvét dans la « pensée
fonctionnelle » en caractérisant trois mondes nma#itéues : un monde
« incorporé conceptuel » fait d'expériences sensmrices de la quantité et de la
covariation, un monde « symbolique proceptuel Yestreprésentations permettent
les manipulations aux niveaux processus et objetsfdnctions puis un monde
« formel axiomatique » ou les objets sont assgjedti des définitions et les
propriétés déduites via des preuves formelles.

La transition lycée-université peut donc étre iptétée en un passage du monde
« symbolique proceptuel » de Tall, caractéristidae pratiques a la fin du lycée,
au monde « axiomatique formel », ainsi qu'en unévation dans la triade de
Piaget et Garcia : des niveaux Intra et Inter lesiiveaux Inter et Trans. En effet,
le travail sur les fonctions est caractérisé desidbut de Il'université par un
élargissement vers le langage ensembliste avecol@gelles notions qui lui sont
attachées (injectivité, image réciproque...). Cetgdaement s’accompagne d’'une
introduction de nouveaux types de fonctions (fanddi caractéristiques
d’ensembles, fonctions de deux variables...), uneémg@é@re plus grande
(multiplicité des parametres, familles de fonctiods un rapport aux procepts
différents (réle accru de la représentation synooej role minoré de la
représentation algébrique, nouveau role d’outiladeeprésentation graphique pour

2 John Monaghan qui a travaillé avec David Tall &ecépoque sur cette dualité entre
processus et objet avait proposé la terminologi& geojet », ce qui ne pouvait convenir,
d’ou I'émergence de la notion de procept, amalganiee processus et concept. Mais l'idée
initiale est bien la dualité entre le processu®bjet.
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supporter les preuves et les formalisations pampie ..) sans oublier I'utilisation
plus importante des aspects locaux des fonctionsdet la perspective
correspondante qu’ils aménent a adopter de ladearétudiants.

2d. Discussion sur les registres de représentatioatles perspectives

Bloch (2003) exploite I'idée que les différenteprasentations sont réductrices ou
productrices par rapport aux aspects ponctuelslabagx des fonctions et donc
font travailler differemment les perspectives ses Ifonctions. En effet, la
représentation numeérique, et notamment le tableataurs, ne fait travailler que
la perspective ponctuelle sur les fonctions.

Au contraire, la représentation en tableau de trandait travailler la perspective
globale. Coppé et al. (2007) ont montré a ce pragpesdes éléves de seconde ont
plus de difficultés a utiliser le registre des &hix de variations que le registre
numérique des tableaux de valeurs. En méme temgsniersion d'un tableau de
variation & un autre systeme de représentatiorélfeltgie, graphique et méme
numérique) semble étre plus difficile que la cosi@r a partir d'une table de
valeur. lls pointent ainsi que la complexité dudal de variation est certainement
sous estimée dans l'enseignement. Il y a donc difisutlés inhérentes a
I'adoption de la perspective globale sur les fandi a partir des tableaux de
variations en classe de seconde.

Les représentations graphiques permettent & laldsiperspectives ponctuelle et
globale sur les fonctions : en effet le graphe d’tonction peut étre tracé point par
point et I'adoption de la perspective ponctuellelsugraphe permet de manipuler
les propriétés ponctuelles classiques sur les imagdes antécédents. Mais le
graphe peut également étre considéré globalemeiit teaduit alors pour les
fonctions simples les propriétés globales : croissa parité, périodicité,
majoration...

Au contraire, la représentation algébriqgue (la fdeh ne peut pas soutenir
aisément la perspective globale sur les foncti®tegalski (1984) explique par
exemple que tes caractéres producteurs dominantsde la représentation
graphique - sont essentiellement le fait que la représematgraphique fait
apparaitre une fonction comme unité, ce qui laéd#ificie de I'algorithme de
calcul représenté par la formule ou aux donnéesatisnues et partielles de la
table de valeuss. Dans la méme idée, selon Raftopoulos et Part{@e10), les
formules ne peuvent étre interprétées globalemaatpagr les experts. La fonction
X — X2 ou la fonctiorx — Vx peuvent étre interprétées globalement par desglév
car ils ont le graphe en téte (disponibilité dupipe) mais c’est plus difficile pour
eux dés que les expressions algébriques deviephentomplexes. Dire que—

X2 +Vx + expf) est croissante suR" car somme de trois fonctions croissantes
suppose I'adoption de la perspective globale drpetla formule, ce qui demande
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une certaine expertise. Les éléves de premiéresgmirtale vont bien souvent

calculer une dérivée de la fonction sur [8; fr En général, les propriétés globales
ne sont pas visibles directement a partir de Ianfbe mais elles doivent étre

déduites a partir de traitements algébriques. Coraseextréme, citons I'exemple

de

xe~*

X

FG) =

—1—

[

-1

qui est une fonction paire. Cependant, méme entadbpne perspective globale
sur la formule, il est impossible de s’en rendrepte. C’est un développement en
série entiere qui permet de le réaliser ou bienraokerche directe de parité par le
calcul def(-x).

Pour le non expert, la formule ne permet donc pagénéral de déduire des
aspects globaux de la fonction. Elle ne permet Ipasonstruction directe du
tableau de variation. Elle permet la constructiedalcourbe, mais point par point,
ce qui ne fait pas travailler la perspective glebsilir la fonction en jeu. C'est
seulement la réinterprétation d’'un tableau de tianaou d'un graphe déja
construit qui peut faire adopter une perspectiabaje sur la fonction pour des
eleves.

o=

Remarquons que le traitement de ces propriétéalg®lpeut plus ou moins faire
travailler la perspective globale : certaines pkdps globales sont en effet des
propriétés ponctuelles universelles, c'est-a-dire propriétés ponctuelles vérifiées
pour toutes les valeurs dealans l'intervalle de définition — par exempleest paire

si et seulement si son intervalle de définition sghétrique et pour towt de cet
intervalle, on d&(X)=f(-x) ; f estt périodique si et seulement si pour taude son
intervalle de définition, on &x)=f(x+t). L'établissement de ces propriétés est donc
facilement accessible par un traitement mettantjeen une seule variable.
L'absence de perspective globale peut ne pas @nelidapante sauf s’il faut
réinterpréter globalement des propriétés poncteltéverselles (par exemple pour
toutx, f(X)=f(x+t) doncf estt périodique). Au contraire, d’autres propriétésnoce

la croissance, sont liées a la variation, et saves hypothese de dérivabilité des
fonctions, elles ne peuvent pas se traduire papungriété ponctuelle universelle.
Elles nécessitent la prise en compte de deux vedede la variable sur I'intervalle
de définition de la fonctionf: est croissante si et seulement si pour xcetty tels
guex <y on af(x) < f(y). La perspective globale et la quantification éewvient
fondamentales dans l'activité. En particulier, wittment de la croissance sous
cette forme fait sans nul doute mieux travailler plarspective globale qu'un
traitement par la positivité de la dérivée. Nouswiendrons.

En ce qui concerne la perspective locale, remagumot d’abord que les
propriétés locales en un poixgne sont rien d’autres que des propriétés globales
vérifiées sur tout voisinage de. Nous émettons I'hypothése qu’adopter une
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perspective locale sur le graphe suppose donc gmssgér la perspective
uniquement ponctuelle. En effet, dans une rechemdleénne sur I'acquisition de
la notion locale de limite de suites, Robert (198®t en évidence la corrélation
entre une conception statique, bidimensionnelleladeotion locale de limite et
I'acquisition de la définition en termes formelaugsi, la perspective ponctuelle sur
les fonctions ne semble pas permettre une concegtigique et bidimensionnelle
de la notion de limite mais plutdét une conceptigmamique, qui fait obstacle a
I'acquisition de la définition. Cette perspectivenptuelle peut rentrer en conflit
avec la perspective locale. Par exemple, les reptéigons de la droite numérique
(et donc des fonctions) associées a la perspegioectuelle sont des
représentations discretes alors que les reprégsmgatécessaires pour adopter la
perspective locale sont des représentations ca#jnqui ne sont disponibles
gu’avec une perspective globale sur la droite diehation. En d’autres termes, la
perspective locale sur les fonctions ne pourragidgpter sans la disponibilité
préalable d’'une perspective globale et savoir aatdgt perspective globale serait
une condition nécessaire pour conceptualiser ilamfwndamentale de limite.

En outre, Robert et Boschet (1984) pointent I'inb@nce pour les étudiants de
disposer de connaissances disponibles dans plsgiadres et registres (hypothése
des blocs) et non seulement dans un seul (qu'tl agébrique, graphique ou
symboligue notamment). D’aprés ces résultats efocoment aux arguments
développés plus haut, adopter la perspective giahal les fonctions ne pourrait se
faire sans une maitrise par les étudiants de reptations mettant I'accent sur les
propriétés globales des fonctions, d'ou la néag&shitconnaissances graphiques et
symboliques. Les représentations algébriques, Sepdaivent ne pas suffire pour
adopter la perspective globale, en particulier does des propriétés comme la
croissance ne sont pas suffisamment travaillées #ar définition originale
relevant de la perspective globale.

3. Domaines de travail pour I'étude des fonctions

Dans I'enseignement, la notion de fonction appalafis la scolarité francaise a la
fin du collége et s’enrichit jusqu'a l'universitées premiers travaux gue nous
avons menés avec la CI2UVandebrouck 2008a), & partir de I'étude des
programmes, des manuels scolaires, d’'épreuves dealbaréat et de feuilles
d’exercices de la premiere année d’'université ordre I'idée que le travail sur les
fonctions est maintenant divisé en trois grand doew bien distincts, non
hiérarchisés et assez étanches. Ces trois domdeésavail décrivent donc la
réalité actuelle de I'enseignement de la notionfaection. Nous utilisons la
définition que fait Robert (2003) de « domainestd®ail » en géométrie : un
ensemble auto consistant, cohérent, enseigné oceigaable, spécifié par des

3 Commission Inter Irem Université
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fondements, un corps de définitions, des modesag®mements, un niveau de
rigueur et enfin un corps de problemes résolublesan sein. Un domaine de
travail fait partie d'un champ conceptuel, plusteas

Dans le paragraphe 3a), nous décrivons rapiderasrévolutions de la notion de
fonction a travers les programmes de lycée, defassannées 80. Les trois
paragraphes suivants correspondent a la descrifi¢i®trois domaines de travail.

3a. Evolution des programmes d’enseignements de 198 2002

La notion de fonction apparait dans les programdes le college, a partir de
I'étude des situations de proportionnalité et en lavec les fonctions linéaires et
affines. Nous ne parlons dans la suite que deggqmoges de lycée, a partir de la
classe de seconde et nous nous tournons vers c¢oughe a la démarche
d’Analyse et a la perspective locale.

Nous situons notre point de départ de cette étadgrbgrammes en 1981 ou Lazet
et Ovaert publient un article intitulé pour une nouvelle approche de
'enseignement de I'Analyse Suite a la réforme des mathématiques modeilaes,
dénoncent l'introduction des notions de base dedljse sans problématique sous
jacente ou avec une problématique trés élaborébématiquement mais loin de
I'éleve. lls dénoncent I'emploi trop précoce du dage formalisé souvent
hermétique aux éléves, un enseignement trop csuatrke discours du maitre, une
construction linéaire des concepts, non rapportéer@solution de problemes, une
prédominance trop grande du qualitatif sur le gtetift un intérét trop précoce
pour le pathologique (Artigue 1993).

lIs proposent de modifier les rapports entre tleeetiapplications, de promouvoir
une approche plus constructiviste des apprentissagerééquilibrer le quantitatif
et le qualitatif et enfin de ne théoriser que lel s€cessaire, en s’appuyant sur des
niveaux de formalisation accessibles aux élévesisOaur texte, il apparait a
plusieurs reprises les fonctions ou suites de eéfd&gs comme objets privilégiés
pour entrer dans la démarche d'Analyse. Les teclesigde majorations,
minorations, encadrements avec des suites et desdios de références sont mises
en valeurs comme technigues fondamentales de M&eaal es suites et fonctions
de références apparaissent donc a deux niveapretaier comme objets simples
et typiques permettant d’aborder qualitativemeatfdepriétés des fonctions et le
second comme outils permettant d'aborder quantitatent les propriétés
(globales et locales notamment) de classes plgedate fonctions.

Dans la réforme de 1982, les prescriptions de Letz@vaert sont assez suivies. Le
champ de l'approximation est en jeu des la classeeatonde, avant méme un
guelconque enseignement de I'Analyse. Il y a ungomance accordée a
I'exploration (graphique et numérique) a l'aide demculatrices et a I'étude

globale et locale de fonctions simples (fonctioms rdférences) en préalable a
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I'introduction de définitions générales. C’est aigge pour la progression vers la
définition de la limite en 0 d’'une fonction en piiene scientifique, les enseignants
commencent par des exemples de fonctions vérifigdMI|x| au voisinage de 0
et la vérification que ce type dix)| peut-étre rendu aussi petit que voulu, en
imposant ax d'étre dans un intervalle suffisamment petit cenén 0. Les
enseignants continuent par un examen de situatiohgchappent a ce cadre et
incitent & un point de vue plus qualitatffX| par exemple). La stratégie préconisée
est analogue pour la dérivation. Il y a égalemerd limitation bienvenue de la
formalisation. Seule la limite en 0 est formalis@eepsilon et eta.

Il s’en suit un période ou les fonctions de réféemnenvahissent les programmes
de seconde. Leur étude globale est traitée etdéetle leurs aspects locaux se
limite & des observations en classe de premiéus. f?Ecisément, les limites en 0
sont introduites sur la base d’explorations a lautatrice du comportement global

et local des fonctions de références. Par rapportpaogrammes précédents, un
aspect conjectures a partir des explorations se, pgui préparaient a des

démonstrations. L'algébre des limites disparaitogtre des programmes. Les
limites sont définies de fagon générale mais unmitpre par des criteres suffisants
a partir des fonctions de références. Le recoliegpproximation est donc impose.

Les majorations, minorations, encadrements (ethkoreme des gendarmes)
sont parfois tres lourdes, les enseignants recsse@ un gain au niveau des
majorations, minorations, encadrements, au niveaucahtrble de la variable

indépendante, au niveau du choix de fonctions déredces pour mettre en

évidence une limite, au niveau de I'approximatido, maniement de la valeur

absolue ou encore du repérage de terme algébripuégondérants dans une
expression.

La réforme de 1990 voit le repli des fonctions éirences dans les programmes
de lycée. Mais il n’y a plus de définitions (ou m&pseudo définitions a partir des
fonctions de références) des notions de convergatcele limite dans les
programmes. Il reste un appui sur des exploratimmsériques et graphiques pour
I'introduction des limites, mais pas seulementlssrfonctions de références, qui
perdent ainsi progressivement leur statut. Desalsse de premiére, les rudiments
de l'algebre des limites sont réintroduits et dtmmajoration, minoration par des
fonctions de références n’est plus le passage @lplayr I'étude des limites. Les
regles algébriques sont essentiellement admisémuetsignification est mise en
valeur intuitivement. Enfin, les programmes de 2@@2mettent en place et ils
entrainent les trois domaines de travail que noeduisons maintenant.

3b. Un premier domaine de travail F1 dentrée dansla pensée
fonctionnelle
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Ce domaine de travail couvre la fin de college jmg début de la classe de
premiére S. Dans ce domaine F1, les représentatemfonctions (notamment les
tableaux de variations, les graphiques et les ftasnalgébriques) sont introduites,
donnant corps & un nouveau cadre de travail posiréléves, appelé cadre
fonctionnel. Le chapitre central de la classe desge est le chapitre « généralités
sur les fonctions ». A partir d’'une introductionsembliste de la notion de

fonction, I'enjeu d'apprentissage semble étre gee éleves entrent dans la
« pensée fonctionnelle », c'est-a-dire qu’ils cphealisent les fonctions en tant
qu’'objet, qu’ils puissent adopter la perspectiveobgle sur cet objet, en

coordonnant les multiples registres de représentatiet en reliant le cadre

fonctionnel & de nombreux autres cadres (géométrayu physique notamment).

Robert (2011) parle de «relief des notions a ensei » pour présenter les
caractéres spécifiques des notions, qui peuvesnteri I'enseignement.

Les notions de parité, de périodicité ou de croissadont nous avons déja parlé,
sont des propriétés globales des fonctions qui spétifiquement travaillées en
seconde au sein de ce domaine. Les notions de maximinimum (globaux) sont
également travaillées, toujours sous différentdstexs de représentations. Les
variations globales de fonctions polyndmes de d@grée l'inverse, et dans une
moindre mesure de fonctions homographiques, samliéds mais ces fonctions
perdent leur statut de fonctions de références.iiguations sont résolues, a la
fois algébriguement et graphiqguement. Toutes césités doivent concourir a
'objectif énoncé plus haut, en particulier l'artiation entre perspectives
ponctuelle et globale sur les fonctions. Dans taniteologie de Tall et Garcia,
I'éléve doit accéder au monde « symbolique - pragdp> ou les représentations
permettent les manipulations aux niveaux processwbjets des fonctions mais
aussi accéder au niveau Inter de Garcia : il doitroencer a faire des connexions
entre des objets fonctionnels de méme nature ebrinedl sens a lidée de
transformation engageant ces fonctions. Le gain ¢l effort doit se faire sentir
par des taches de comparaisons de fonctions oleparopriétés a mettre en jeu
dés lors quest utilisée une classification descfions : linéaires, affines, du'®2
degré, polynomiales....

Cependant, comme dit Comin (2005) I'approche ensembliste de la notion de
fonction par une mise en correspondance terme @dedes éléments de deux
ensembles, modélisée par un graphe, évacue céttedd contrainte entre deux
grandeurs (...) nous faisons I'hypothése que lesquas qui sont proposées aux
éléves portent sur un nombre fini de valeurs eigéknt les éleves de l'idée de
variabilité et de continuité. Autrement dit, I'approche retenue dans les
programmes pour la définition de fonction éloigmelal perspective globale sur les
fonctions, peut enfermer les éléves dans la petigspgmonctuelle, voire ne pas leur
permettre d’accéder au niveau de conceptualisatigiet. Les utilisations de
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tableaux de valeurs, les taches de recherchesgbimiad’antécédent ou les taches
de recherches de solutions a des équations sepaieekemple surreprésentées au
sein du domaine de travail F1. En outre, I'herbierfonctions disponibles dans ce
domaine F1 se limite a des fonctions affines, destfons polynomiales de degré
2, la fonction inverse et parfois quelques fondibomographiques. Ces fonctions
perdent enfin leur statut de fonctions de référepoar introduire les notions
locales comme dans les programmes précédents.

Bloch (2003) met en évidence le fait que les éla@vegploitent que rarement, a
l'issue de ce domaine de travail F1, la puissancgrdphique au niveau global.
Elle fait des propositions pour des séquences dignement en seconde,
supportées par la perspective globale du registiphinue. Elle pointe déja le
travail au niveau local qui pourrait étre engagésdee domaine F1. Dans son
travail, Maschietto (2001) met aussi en évideniceplbrtance que pourraient avoir
les représentations graphiques comme outils pdoeretians des taches d’Analyse
locale des la premiére S.

3c. Un deuxieme domaine de travail F2 trés algéle

Dés la classe de seconde (mais surtout a partila daremiére S) et jusqu’a
'université ou il est complexifié, il s’ouvre unodhaine F2 trés algébrisé,
théoriqguement formalisateur et simplificateur dundine F1. Par exemple, comme
le notent Coppé et al. (2007), le registre algéleidéja important pour I'étude des
fonctions dans les manuels de seconde (de 30% ads8%exercices selon un
manuel de seconde) devient prédominant dans lesigisamle premiére et de
terminale scientifique. Notre hypothése est quealdre fonctionnel se réduit alors
au cadre algébrique ou tout le « relief » que Bégrsement a donné a la notion de
fonction dans le domaine F1 est masqué : en pheticles deux perspectives
ponctuelle et globale sur les objets fonctions, gei sont pas suffisamment
repérées par les éleves a lissue de F1, ne sostrplses en valeur dans le
domaine F2, étant donné l'insuffisance de la repriadion algébrique vis-a-vis de
ces perspectives. Autrement dit, les éléves nesamassez experts au sortir de la
classe de seconde pour interpréter toutes les samations algébriques
rencontrées comme des fonctions sous leur perspegttbale.

Cependant, dans ce domaine F2, les notions locsded progressivement
introduites : limite, continuité, dérivabilité, kderniére étant d’ailleurs introduite
dans les programmes de premiere scientifigue alamntotion de limite. De

nombreux travaux (Schneider 1991, Castela 1995ieMi2010) ont ici mis en

évidence la difficulté pour les éléves a adoptgrdespective locale a partir du jeu
de cadre géomeétrique / numérique symbolique (Sdbnei991) qui est proposé
dans I'enseignement. Cette introduction est baséd’'idée de tangente comme
limite des sécantes mais les éleves ne peuvent gwoine perspective globale sur
la tangente, vue au college et en seconde comnite dro intercepte la courbe (le
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cercle ou la parabole essentiellement) en un unpgue double. Le changement
de perspective, important au moment de l'introductidle ce nombre dérivé, ne
peut donc pas étre suffisamment repéré par lege®l&ette perspective locale est
ensuite tres peu travaillée pour elle-méme en grnearét en terminale. Maschietto
(2001, 2008) a par exemple travaillé avec les telcgnes le jeu global/local au
moment de lintroduction du nombre dérivé. Ellelisdiit la fonctionnalité de
zooms des calculatrices graphiques mais il s’aigigdaan travail d’ingénierie qui
n'est pas usuel dans les pratiques enseignantesnaiens locales sont en fait
principalement mobilisées dans des exercices ofotetions sont représentées et
représentables par une formule algébrique, en gépétynomiale puis mélant
exponentielles et logarithmes en terminale. Lebamhes de limites sont traitées
par des calculs algébriques et les démarches derations, majorations et
encadrement avec des fonctions de référencesyvgigra été introduites dans les
programmes a partir de 1982 et qui pouvaient docolgs a la perspective locale,
ont quasiment disparu. Il n'y a plus de définitiopérationnelle du concept de
limite et une approche intuitive de la notion deile apparait. Les représentations
graphiques permettent seulement d'illustrer legonetet quelques résultats locaux
dont les preuves ne sont pas assumeées. Selon @0@8), «cette illustration des
propriétés est supposée s'appuyer sur l'intuitioapghique. Elle ne questionne pas
le rapport graphique / fonctions supposé transpardes éléves sont SUpposés voir
dans le dessin graphique ce qu'y voit le professeuCompte tenu des
considérations faites plus haut sur la difficuliécdés a la perspective globale sur
les fonctions, cette perspective locale ne peectffement pas aller de soi pour les
éleves.

Au niveau du baccalauréat, Coppé et al. (2007)nbaie’il existe toujours une
forte algébrisation de techniques pour I'étude foestions, basées sur des régles
de calcul algébriques (calculs de limites, de @&y étude des variations de
fonctions polynémes, exponentielles, logarithmes.qyi renforcent les éleves
dans des pratiques algébriques. Les questionsnpatte des études globales mais
sont algébrisées. En particulier, les fonctiong sonjours dérivables globalement
et la variation est étudiée a partir du signe deldavée, ce qui raméne des
propriétés globales a des propriétés ponctuelleerselles et masque le caractere
global de ces propriétés. Les tableaux de variat&ines graphiques dont l'usage
permettrait de travailler la perspective globale,sont que rarement des outils de
travail mais sont essentiellement des objets ataores a compléter, & confronter
aux résultats algébriques. Le théoréme et l'inégales accroissements finis, qui
étaient des outils permettant des encadrementsegt nohjorations globales,
critiqués parce que stéréotypant les sujets de almo@at, ont disparu des
programmes, participant a ce recul du travail daspectives globale et locale sur
les fonctions. Les questions ponctuelles (résatstiiéquations ou intersections de
graphes) sont traitées algébriquement et le graphig sert encore qu'a conforter
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les résultats algébriques, ce qui réduit son rale edle de contrdle. Les problémes
locaux (limites, continuité, dérivabilité en un pbi sont encapsulés dans des
procédures algébriques. Le taux de variation dfonetion peut-étre explicitement
demandé a des éléves de terminale mais I'idée mecaloul n'est pas supposee
disponible spontanément quand elle est judicieuse.

Au final, Bloch, Comin, Coppé et al pointent comnmais, le fait qu’avec le travalil

algébrique dans le domaine F2, de facon assezidaléravail dans le domaine F1,
I'enseignement secondaire contribue & masquer éespectives ponctuelle et
globale sur les fonctions et il évacue aussi lasypestive locale dans ses
programmes, ses manuels et ses pratiques. Autretibeihty aurait, avec le travalil

en F2, une large algébrisation, qui nuirait d'ursat @ I'accés des éleves a la
perspective locale et qui masquerait d’autre pest perspectives ponctuelle et
globale a adopter sur les fonctions. Des éléves, sp retrouveraient

majoritairement dans les populations étudiantesirdversité, ne pourraient pas
facilement passer du ponctuel au global et vicesareHors des situations
algébrisées, les fonctions seraient considéréesmaux, soit comme des

correspondances ponctuelles, soit comme des ajigiaux, sans une articulation
possible entre les deux perspectives. Dans leatisiis algébrisées, les objets
manipulés seraient tres formels, sans les difféseperspectives sous jacentes.

3d. Un troisiéme domaine de travail F3 tourné verSAnalyse

Le troisieme domaine de travail F3 s’engage cep#rdiss le début de l'université.
C’est le domaine de I'’Analyse non algébrisée avetes ses régles, et notamment
les regles de quantifications qui deviennent igbénatives. Comme nous 'avons
vu plus haut, la démarche d’Analyse est une dérsaddifierente de la démarche
algébrique. Les techniques qui sont attachéesralyse relévent de la majoration,
de la minoration et de I'encadrement, du jeu edé® conditions suffisantes et/ou
nécessaires et relevent pour beaucoup de la péwgpéacale sur les fonctions.
Son fonctionnement ne doit pas pour autant sactiéi® démarches algébriques
simplificatrices et notamment l'algebre des limitgs reste toujours présent dans
ce domaine. Cependant des expressions proposées ldan programmes
d’enseignement, comme « proche de » ou « de plygusnproche », ne peuvent
pas étre opérationnelles dans le cadre algébriquesams recours aux
quantificateurs. Les fondements du domaine de itravd sont ceux de la
complétude de&r, généralement admise sous l'une des trois formasmse : la
convergence des suites croissantes majorées, \@rgemce des suites adjacentes
ou la convergence des suites de Cauchy. Le preidereme d’Analyse locale,
concernant I'image d'une suite convergente par dwrction continue, est
démontré. Sa démonstration nécessite le recoura guantification et aux
définitions précises des notions de convergende ebntinuité.
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Le travail dans ce domaine F3 nécessite aussiaonstnt un jeu entre les deux
perspectives globale et locale : le calcul algélwidge la limite d’'une expression
complexe nécessite par exemple une mise en pekspdotale pour repérer les
termes prépondérants et les termes négligeablésxgeession manipulée. Ensuite
vient le travail sur les fonctions négligeabless lenctions équivalentes, les
développements limités et les formules de Taylaromqu soit un caractére global
(formule de Taylor Lagrange ou formule de Tayloe@veste intégrale) ou un
caractere local (formule de Taylor Young).

4, Expérimentations sur les conceptions des étudits

Notre identification des trois domaines de travadus permet une premiére
compréhension des difficultés observées chez lediagtts entrant & I'université.
Dans ce paragraphe, nous souhaitons préciserftiealtis a partir de productions
d’éléves et d’étudiants, en reliant directement dédfcultés a la notion de
perspective introduite plus haut. Dans le premaagraphe, nous référons a une
recherche exploratoire menée dans le cadre duiltderda CI2U (Vandebrouck
2008a). Dans les deux paragraphes suivants, ndésomé a une recherche
personnelle et orientée par notre problématiquadeption des perspectives par
les éléves et les étudiants.

4a. Le travail de la Cl2U

Dans le cadre du travail de la CI2U, un questiaenaiété proposé aux étudiants
de L1 de plusieurs universités francaises (Parieit, Bordeaux 1, Montpellier,
Rouen) aux rentrées 2007 et 2008, pendant la prers@maine de cours. 298
réponses d’'étudiants ont été analysées pour agquéerne I'’Analyse.

Comme prévu, les résultats concernant des caledisites étaient assez bons dés
lors que ces limites mettaient en jeu des réglgébaiques sur les fonctions
mondmes, exponentielles, logarithmes, avec deseforeh des bornes usuelles : le

L 10 . NP
calcul de la limite deg(x) = X e lorsquex tend vers moins l'infini étant par

exemple réussi a 55 %, le calcul lorsquiend vers plus l'infini étant le mieux
réeussi avec 87 %. Les résultats étaient toujounects mais sensiblement moins
bons lorsque les formes ne correspondaient passafatenes indéterminées
usuelles de terminale, c'est-a-dire que les régjsbriques ne s’'appliquaient pas

de facon immédiate : le calcul de la limite I{x) =mkx§|-2ﬂ2 lorsquex tend vers
plus linfini étant par exemple réussi a 53 %, cé&umoins bien réussi étant celui
X

de la limite def(x) =€ lorsquex tend vers 0, réussi & seulement 9 % : I'absence
X

de disponibilit¢ de la perspective globale sur dacfion représentée semble
pouvoir expliquer ce taux d'échec chez les étudiafin effet, la fonction
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X
f(x) =& tend vers» en 0 et tend vers & en 0. La perspective globale adoptée
X

X
sur I'expression algébriquef(x) =-e§permettrait d'appréhender cette difficulté
X

mais comme nous l'avons expliqué plus haut seuexpert peut spontanément
adopter cette perspective a partir de la seuleesgfm algébrique. L'étudiant peut
ne référer qu'aux formules algébriques et ne ppase la différence de traitement
qui doit étre faite en'Cet en Q

En outre, les résultats de la CI2U ont remis edende la non disponibilité chez
les étudiants de la perspective locale nécessaireyn calcul correct des limites

en formes de taux d’accroissement, la limitel@de =J'D')2xf|'2nz lorsquex tend
vers 2 n’étant réussie qu'a 13%.

Concernant des calculs de limites a l'infini qui mettent pas en jeu des régles
algébriques, seuls 3 étudiants sur 298 ont répondectement aux deux calculs
de limitessin(2m) lorsquen tend vers l'infini etcos(2x) lorsquex tend vers plus
I'infini. Plus précisément, deux groupes d’étudsasbnt alors apparus nettement.
Le premier groupe est constitué des étudiantsnwasoreux (126 sur 298), qui ne
se dégagent pas d'une approche algébrique et meedb@aucune réponse a ce
genre de calcul de limitessiai(2rm) lorsquen tend vers l'infini,cos(2x) lorsquex
tend vers plus l'infini et d’autres du méme typklautre groupe est constitué
d’étudiants qui semblent pouvoir dépasser cetteogpp purement algébrique des
fonctions et des calculs de limites : on trouveetelant parmi ceux-la d’'une part
des étudiants qui semblent plutbt raisonner sudées limites (et d’autres) avec
une perspective ponctuelle, donnant une limiteefénila suite et a la fonction (54
étudiants sur les 298), et d’autre part des éttsligni semblent plutét adopter une
perspective globale pour conclure (traitant notamtmles suites comme des
fonctions, 49 sur 298). Pour tous les autres étslidors des deux grands groupes
qgue nous venons d’identifier, le questionnairet étap limité pour les catégoriser.

Comme le calcul de ces limites se fait a l'infillisemble que ce ne soit pas la
perspective locale qui soit pertinente ici maisntie perspective ponctuelle (dans
guelques cas particulier de suites consn&2m) ou la perspective ponctuelle
permet de trouver que la suite est constammene)netl surtout la perspective
globale sur les fonctions en jeu (comme pour l&tion cos(3x) ou la perspective
globale permet de déduire de l'oscillation la nanwergence). De fait, si la
coordination des deux perspectives ponctuelleaitaig se révélait nécessaire pour
traiter au mieux tous les calculs de limites rem@ il est apparu que peu
d’étudiants arrivant en L1 semblent capables dengdra de perspective
spontanément (une vingtaine dont les 3 qui ontrrépaorrectement aux limites
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de sin(2m) et cos(ax) ) et que beaucoup d'étudiants ne semblent mobiliser
aucune des deux perspectives, répondant faux aépmndant pas a toutes les
questions ou les procédures algébriques sontdaeHs et ou ces perspectives sont
pertinentes.

Signalons que dans le test de la CI2U, des résulgstéraux mettaient bien en
évidence la meilleure réussite au baccalauréatétigdiants semblant avoir pu
raisonner a un certain moment sous la perspectigbalg, confortant notre
hypothése selon laquelle I'aptitude & adopter lespesetive globale intervient
certainement dans la réussite des étudiants erygemabignalons enfin que le test
de la CI2U mettait bien en évidence également iffieudtés des étudiants pour
manipuler les valeurs absolues et leurs énormdisuli€s en ce qui concerne la

logique.
4b. Un exercice a la transition lycée-université

Il a été proposé en 2010 a des éléves de termsnidetifique (S) et a des étudiants
de L1 un exercice similaire, caractéristique dérdasition lycée — université. Il
nous a permis d’affiner notre étude des concepsanges fonctions en les reliant a
la notion de perspective ainsi que la facon dotteaderniére intervient dans des
exercices d’Analyse. Les résultats permettent deiger les caractéristiqgues des
deux classes d’éleves ou d'étudiants selon la d&pacmobiliser la perspective
globale sur les objets manipulés (disponibilité laeperspective globale, ce qui
correspondra a I'approche coordonnée proposée paoybu et Gagatsis, 2010)
ou bien la prégnance chez eux des seules procédig&sriques dans toutes les
situations ('approche algébrique). Ces résultatst £galement cohérents avec
ceux de Balacheff et Gaudin (2002), ainsi que auRobert (1983) de facon plus
indirecte.

Y

Notre dispositif a consisté a étudier les produdtial’éléves de terminale S et
d’étudiants de L1 sur un exercice qui mélange fistee algébrique et le registre
symbolique, traitant d’'une fonction définie par umiggrale de la forme :

G(%) =%j11 £(1) dt

Au lycée et a l'université, les intégrales sontadtites comme des aires sous les
courbes, c'est-a-dire une approche par les intégrekfinies. Le lien entre les
intégrales des fonctions continues et les primitigst fait rapidement (démontré
partiellement en général) de sorte que les élévks eétudiants peuvent travailler
la plupart des exercices dans le cadre algébrique.

Nous avons choisi de comparer les productions Eee® et des étudiants de L1
sur cet exercice car il est tres proche de tadassiques dans les deux institutions
et les adaptations sont raisonnables, aussi biem lgs éleves que pour les
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étudiants. En effet, méme si ce genre de foncti@st inhabituel dans les pratiques
des éléves et des étudiants, ces derniers ontad&antré des intégrales indéfinies
sur des intervalles de la forme K] ou [a, f(X)] (8 étant une fonction linéaire) au
moment du test. Les éléves devront donc adaptes nnaissances anciennes,
par exemple en introduisant un point intermédiaiet en utilisant la relation de
Chasles. L'intérét d’un tel type d’étude est que plecédures relevant uniquement
du domaine F2 peuvent ne pas suffire pour dégaegepbpriétés de la fonctids,
mémes ponctuelles. Il faut travailler dans le deomaiFl et recourir aux
perspectives.

Le test a impliqué une classe d’éléves de termigald’'un lycée parisien (15
étudiants) et un groupe d'étudiants de L1 (109 i@hid de I'Université Paris
Diderot). Les énoncés précis ont été choisis maptefesseurs de chacun des deux
niveaux et de facon indépendante, avec des corssignér traiter des questions
concernant des propriétés ponctuelles et globalda ébnctionG. Voici I'énoncé
qui a été proposé en L1 :

Exercice 5
Soitf une fonction continue st et soitG la fonction définie suR par

G(x) :%jf F(1) dit

1) Montrer que sf est une fonction constante, la foncti@rest également constante.

2) Montrer que sif est est paire (respectivement impaire), la fonctidrest paire
(respectivement impaire).

3) Montrer queG est dérivable et calcul€’.

4) Expliciter la fonctiorG associée a la fonctidtt)=|t|.

(...

Enoncé de L1 (mars 2010)

Dans cet énoncé de L1, la fonctibast supposée continue globalementRsures
étudiants doivent montrer des propriétés globale€ss notamment une propriété
de parité deG (par changement de variable, connaissance spéeitiguLl). Ils
doivent aussi justifier qu& est dérivable et calculgd’. Les questions 1) et 3)
peuvent se traiter algébriquement, en introduiser® primitive F de f et sans
aucune considération de perspective sur les forxfi@et G. Les difficultés des
étudiants liées aux perspectives ponctuelle etadgopeuvent apparaitre pour les
questions 2) — diest paire alor§s est paire - et 4) — explicitéd lorsquef est la
fonction valeur absolue. Par exemple, en questinlet seules procédures
algébriques ne suffisent plus, bien que le regidee questions et des réponses
attendues reste toujours algébrique. En effet, mémexploitant la parité de la
valeur absolue et le résultat de la question stiinécessaire d’envisager plusieurs



PERSPECTIVES ET DOMAINES DE TRAVAIL POUR L 'ETUDE DES FONCTIONS 21

cas selon que 0 appartient ou non a l'intervallé,[x+1] ; c’est-a-direx < -1, x

dans [-1,1] ek > 1. La difficulté nous semble tenir en ce qualf pouvoir adopter
simultanément la perspective ponctuelle Guenx et la perspective globale sur
dans l'intervalle x-1, x+1] pour dégager les cas de figure. La questiocobgerne

quant a elle uniqguement le domaine de travail F3oefs ne développerons pas a
son sujet.

Dans I'énoncé de terminale, I'introduction par bécé d’une primitiveE permet
d’amblée de rester dans le domaine de travail k2 ge nombreuses questions :
1a), 1b), 1c), 2a), 3af'ipartie et enfin 3b).

x

intdgrale
Danis le probleme, & désignera 'ensemble des fonctions dedi-
nies, dérivables sur R. A toute fonction f de <, on associe 2

- fﬁngtinnfiaﬂa quepwtwtréelx.ﬂ;rh-éj f(f) dt.

a=1

THEMES : Fonction définie par une

i.a. Montraz ;:;ue pour toute primitive F de fsur®
= 1
fix _-‘—"ElF{.T_{* 'I} - F[N— 1]:| ;

b. Calculez 7 lorsque £ est 1z fonction définie par i) = 17,
n entier, n = 1. W

Montrez que pour toute fonction polyndme f, f estune fonc-
tion polyndme de mame degre.

e. Calculsz Florsque f est la fonction définie par fify =cosn t.
2.a. Montrsz que polr touts foniction f da %, f est aussi déri-

uﬂ:bwﬂetmewmuurédﬁ‘ = -If x4 1 =flx- 1))

b. Déduisez-en gus les propositions {1} et (2) suivartes sont
équivalentes : (1) Fest une forcticn constante ; {2}  est pério-
digue et 2 est une péricde.

- 3.a2.0n wpmefmmmewﬁ. Montrez gu ‘alors f est crois-
sante sur R st que pour tout réel x, flx—1] ﬁﬂh’}i]"bﬂ- 7

. b. fest 12 fonction définie sur R par f(t} = :2

~

variations de f sur R. Décuisez-en les variations de Fsur #.

Enoncé de terminale S (mai 2010)



22 FABRICE VANDEBROUCK

Les premiers exemples de fonctiohpermettent de sensibiliser les éléves a la
dépendance d& (appeléef tilde dans I'énoncé) d, ce qui n'est pas une
préoccupation en L1, les étudiants devant raisodirectement dans le registre
symbolique. Des caractéristiques d’énoncés de malmiS se retrouvent, par
rapport a des énoncés de L1, concernant la conpleeis taches : la tache de
calcul de la dérivée d& est découpée en deux sous-taches: question la) et
guestion 2a) alors que les étudiants de L1 sorpaads trouvels’ directement.
Tout en restant dans le domaine de travail F2uéstipn 1b) partie 2 comporte des
adaptations de connaissances pour les lycéensgtieise questionne toujours pas
les perspectives. Ce sont les questions 2b) etqB@a)bligent ici a sortir du
domaine de travail F2 et qui permettent de testeapacité des éléves a manipuler
des fonctions de facon symbolique sous les pelispscponctuelle et globale.
Autrement dit, comme certaines des questions dtiepade L1, il s'agit de
guestions qui nécessitent de dépasser les démalgiébsisées.

Dans la question 2b), il faut jouer entre deux paps globales sudretG - f est 2
périodiqueet G est constante - par l'intermédiaire d’'une proprigtinctuelle
universelle suff - pour toutx réel, on af(x-1)=f(x+1). Plus précisément, dans le
sens direct par exemple, il faut traduire de fagonctuelle universelle le fait que
G est constante - pour tout réel, on aG’(x)=0. Il faut ensuite réinterpréter
I'information ponctuelle universelle - pour towtréel, on af(x-1)=f(x+1) — en
périodicité de la fonctioh Remarquons cependant gu'aucune de ces traduckons
met a priori en jeu la perspective globale. Enteféepériodicité et la constance se
traduisent de facon ponctuelle universelle (commasr’avons signalé plus haut,
les programmes ont évacué la perspective locake diéla dérivabilité et les
propriétés globales de variation des fonctions s@uluites a des propriétés
ponctuelles universelles de leur dérivée).

Dans la premiére partie de la question 3a), il fauer de la méme fagon entre
deux propriétés globales stiet G - f et G sont croissantes - par I'intermédiaire
d’une propriété ponctuelle universelle $urpour toutx réel, on a(x-1) < f(x+1).
Plus précisément, il faut a partir de la proprigltébale -f est croissante — écrire la
propriété ponctuelle universelle - pour taxtréel, on af(x-1) < f(x+1) — et
réinterpréter la propriété ponctuelle universel®’¢x) > 0 — en propriété globale —
G croissante. Remarquons ici que I'écriture en péb@rponctuelle universelle -
pour toutx réel, on af(x-1) < f(x+1) — n’est pas une traduction ponctuelle
universelle de la croissance. Il s'agit d'une pettmformation par rapport a
I'écriture globale d’'une propriété globale — laissance : pour tow, yréelsx<y
impliquef(x) < f(y) — qui ne peut ici se traduire de facon ponctuatieerselle.

Dans la deuxieme partie de la question 3a), il'agitspas par contre de passer
d'une propriété globale & une autre en les traduisie facon ponctuelle
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universelle. Comme dans I'exercice de L1, la difi€ semble tenir en ce qu'il faut
pouvoir adopter simultanément le point de vue paglcsurG enx et le point de
vue global suif dans lintervalle -1, x+1]. En effet, il faut traduire avec deux
variables une propriété globale gur pour toutx réelett dans lintervalle -1,
x+1], on af(x-1) < f(t) < f(x+1). Une autre méthode consiste a changer de negist
interpréter graphiqguement la croissancd deson intégrale sur un intervalte-1,
x+1]. Cette question est donc plus complexe queptésédentes car elle met
directement en jeu la perspective globale fset pas uniquement des propriétés
ponctuelles universelles.

La question 3b) est quant & elle une simple appitales variations dé se
déterminent algébriqguement (calcul de dérivée,etelsigne).

4c. Les résultats des éléves et des étudiants emies de perspectives

Focalisés sur la transition lycée-université, newsns choisi de n'analyser que les
copies des cing éléves de la classe de terminamgrds par leur enseignant
comme susceptibles de se retrouver a l'universitinée d’'aprés. En effet, dans
une premiére lecture des productions des élevest pparu que celles-ci étaient
de bien meilleure qualité globalement que les prdns des étudiants de L1,
relativement a la difficulté des énoncés. Cela @iguait par le fait que bon
nombre de bons éleves de terminale ne se retropasitdans les populations
d’étudiants de L1. lls s'orientent beaucoup par ngde vers les classes
préparatoires aux grandes écoles d'ingénieur. logges des étudiants ont par
contre toutes été consultées, sans pour autaaireruhe analyse exhaustive.

Comme prévu, les difficultés des cing éleves deitele ont surtout porté sur les
questions 2b) et 3a). Un seul d’entre eux a rélessideux questions de fagon
acceptable. Les autres questions, qui ne mettenitepajeu les perspectives
ponctuelle et globale, ont été traitées sans pnmsemajeurs. Seule la question
1b), dont nous avons noté plus haut qu’elle estptexe pour les lycéens, est mal
réussie majoritairement.

Il apparait que la question 2b) est moins biengiéugue la premiéere partie de la
question 3a), quand bien méme les deux mettentemifne propriété ponctuelle
universelle qui ne fait pas a priori travaillerparspective globale et quand bien
méme la propriété ponctuelle universelle de la tjpre8a) n'est pas une traduction
mais une perte d’'information par rapport a la pkgprde croissance.

En fait, la traduction des propriétés globales dastance ou de croissance en
propriétés ponctuelles universellés(x) = 0 ouG’(x) > O est routinisée par les
éléves de fin de terminale. C’est respectivemeneemans les deux questions 2b)
et 3a). Sans doute la traduction de la périodpaiéla propriété pour toutréel, on

a f(x+t)=f(x) est-elle, elle aussi, routinisée chez les élé@ependant, la propriété
ponctuelle universelle qui apparait en 2b)festl)=f(x-1). Son interprétation en
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périodicité fait donc finalement pleinement traleilla perspective globale. Au
contraire, dans la premiére partie de la quest®ro8 il faut traduire la croissance
de f de facon ponctuelle universelle - pour tautéel, on af(x-1) < f(x+1), cette
traduction est aidé par le contexte et ce a quautl arriver. Ceci semble expliquer
cette réussite moindre dans la question 2b) parora@ la question 3a). Voici un
exemple de production d’éleve 5 pour la question: 2b

i (1) G est constante> G ’(x)=0

ST T i) 2 (2) f est 2 périodique f (x)=f (x+2)
—q—*ﬂ%fi,h‘usr i ‘ Y “m Yot | On part d’'un membre pour arriver &
o e oGt ey oo l'autre :

B e — | G (%) = % [(x+1)4(x-1)] etG'(x)=0

: & f(xr1) =f(x-1)
ESnEsss & f(x+1) +1(1) = f(x-1) +F(1)

LLL HHH 255
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_____ = | @ f(x+2) =f(x) (2)
===cne = | so (D<= (2).
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Eleve 5 : question 2b)

L’éleve 5 explicite sa procédureor part d’'un membre pour arriver a l'autse I
n'y a aucune quantification qui traduirait une skifige a la perspective globale
dans les propriétés ponctuelles universelles. Emepues équivalences sont
fausses. Il est nécessaire pour I'éléve de reelairforme initiale de la périodicité
f(x)=f(x+2) pour conclure a la périodicité decar I'obtention def(x-1)=f(x+1),
méme sans quantification, n’est pas pour lui unmacatérisation de la périodicité.
Du coup, ce sont des procédés algébriques quifforgt tout est mis en ceuvre
algébriquement pour faire apparafipd=f(x+2).

Concernant la premiére partie de la question aajrdissance de la fonctidrest
traduite parf(x-1) <f(x+1) sans les quantificateurs chez 3 éleves (dob}.l8 y a
€galement présence d’équivalences, ceci dénotauttépe aussi I'absence de
perspective globale chez ces éléves. Voici lesymtiohs des éléves 2 et 5 :
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3a) On sait quéest croissante. 3a) G est dérivable suR (2a)
On a dond(x+1) >f(x) > f(x-1) Xx+1 >x-1
& f(x+1) >f(x-1) & f(x+1) >f(x-1) carf est croissante
< f(x+1) -f(x-1) >0 & f(x+1) —f(x-1) >0
& 2 [f(x+1) -f(x-1)] > 0 & Y [f(x+1) -f(x-1)] > 0
<G x>0 &G Xx)>0
DoncG est croissante. G' (x) > 0 surR,

doncG est croissante si.

Eléve 2 : question 3a) Eléve 5 : question 3a)

La production de I'éleve 3 est sensiblement idemtiq celle de I'éleve 2, sans
quantificateur, mais il n'y a pas les symboles digglence. Tout se passe comme
si ces trois éleves ne travaillaient que dans leaioe F2, ou seuls des calculs
algébriques permettent de passer d'un état A tsadtides hypothéses a un état B
caractéristique du résultat attendu. Le jeu pométpenctuel universel / global mis
a l'ceuvre dans ces deux questions est totalemestudapar des procédures
algébriques. Les quantifications permettant de rme&n scéne ce jeu sont
systématiquement absentes. C’est pourtant I'élewiiSréussit correctement la
deuxiéme partie de la question 3b) plus complexes rhaeconnait en fait une
application immédiate de la formule de la moyenineasse donc en quelque sorte
a coté de I'aspect global.

Le profil des éleves 1 et 4 semble par contre um ¢fférent. Méme si des
caractéristiques de leurs productions sont sireiaé celles des éleves précédents
(présence des équivalences notamment, ce qui [tosares doute s’expliquer en
référant au contrat didactique, Brousseau 1998griible que ces éleves sont plus
a méme d'interpréter ponctuellement ou globalentestécritures symboliques
gu’ils manipulent.
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Dans la question 2b), ces éleves ne traduisentepgzopriétés globales avec des
quantificateurs (mais ils vont le faire en 3a)).p@sdant comme nous l'avons

remarqué plus haut, la quantification explicitesh’pas nécessaire pour réussir la
question 2b) puisque les propriétés globales meesjeu sont uniquement

ponctuelles universelles. Alors il est légitime d&e demander si cette

quantification n’est pas présente implicitement. difet, contrairement aux trois

éléves du groupe précédent, les éleves 1 et 4 peunterpréter directement

I'écriture f(x-1)=f(x+1) comme la 2-périodicité.

L] Foad s i camab
(’D‘dib)‘:a‘._?._ =
& i thadfzo

[T

-

© {1 yirokiqu {B pineke § ea
S (»-:.'.‘l).: .2_. = ‘ } = ———=t1

e

‘ == =
b) G est une fonction constante G est une fonction constante
< G(X)=0 @ G(X)=0
@ Y [f (x+1)f(x-1)]=0 & Y [f (x+1)f (x-1)]=0
@ f(x+1) =f (x-1)
& f (x+1) =f (x-1) < f est périodique de période 2
<~ f est périodique de période 2 gar
x+1-(x-1)=2
D'ou (1) < (2)

Eléve 1 : question 2b) Eléve 4 : question 2b)

L'éléve 1 explicite d'ailleurs le fait quef«est périodique de période 2 car x+1-(x-
1)=2 ». Autrement dit, ce n'est pas tant la présencegdantificateur qui est
importante mais la capacité a interpréter globafgnfiécriture f(x-1)=f(x+1). Et
comme nous l'avons expliqué plus haut, il faut bieabiliser une perspective
globale sur les fonctions pour passer directementcette écriture (méme non
quantifiée) a la 2-périodicité, ce que n'ont pas fpue les éléves du profil
précédent.
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Concernant la question 3a) (premiére partie), @ dnémes éléves mobilisent
cette fois explicitement la quantification pourdu&e les propriétés globales en
propriétés ponctuelles universelles, ce qui pagriifier encore la prise en compte
de la perspective globale. Cependant les élevdsmiifient pas qu'’il s’agit d’'une
perte d’information et non d’'une traduction pondtueaniverselle de la croissance.
Par exemple, I'éléve 1 ci-dessous déduit la crassaleG a partir de la relation
G(x-1) < G(x) < G(x+1), ce qui constitue une grave erreur liée a desrles dans
cette perspective globale.
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3a)f est cr0|ssante SlIR 3a) Soitf croissante sur
< Pour toutx deR, f(x-1) < f(x) <f(x+1) | Pour toutx deR, x-1 <x+1
& [ M Ael)d < [ o T f)dx | <o f(x-1) <f(x+1)

<[ 2™ f(x+1)ck & ..
& & Y2 [f(x+1) -f(x-1)] > 0
& G(x-1) < G(x) < G(x+1) < G'(x) > 0 doncG est croissantg
< G est croissante s&t SUrk
Eléve 1 : question 3a) partie 1 Eléve 4 : quesimnpartie 1

Ces deux classes (ou profils) ayant été identifieez les éleves, nous avons essayé
de retrouver des caractéristiques de ces classzsles étudiants de L1. Ici, les
difficultés liees aux changements de perspectiwginentes ou nécessaires pour
résoudre les questions concernent les questiogts4d)

Chez beaucoup d’étudiants de L1, les propriétébaigs, dans la question 2) en
particulier, sont traduites sans quantificateuesci@ntraine un amalgame entre les
différentes perspectives qui sont masquées pampuaedures algébriques. Les
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écritures ne peuvent jamais étre interprétées qoas nécessaire. Il s’en suit
chez des étudiants une confusion entre les vas&blane non distinction des réles
différents que chacune d’'entre elle tient : porichaur le x et global pour |€,
comme dans les deux exemples ci-dessous :

‘:‘:.:w Q4 cw O ﬁuF fu"“ : ' % ]0 dt Aruw_ alne %m "‘)(IJ"\
g doe (R T ot wid W
ot s JEREST T = b
-5 4 sl . e -1 el
( —,leFkLJcL iﬁl J%ME 6( |
, \ /“-E\ Bt %L@
o)=L (et Flalo 4 (Fle) - e ) § | s el \ 4
L & ; ! i A\
4l ARLER Ll b id = %_S b = ol
: Jusi 4o e fi
: G-x) e G obuasst [ i
RET N
Dans le cas oflest paire : Sif paire alord(t)=f(-t)
f(t)=f(-t) dond ,., ***f(t)dt = G(-x)=
[ H(-t)dt
& Yol  XH(t) dt = Y[ o () dit Si f impaire alord(-t)=-f(t)
doncG(X)= ¥z [F(x+1) - F(x-1)] = G(-X)= Y] (1) dt
Yo [F(-(x+1)) - F(-(x-1))] = 1| (1) dt = - Yo (L) dit
=Y [F(-x-1) =F(-x+1)] =G(-x) donc | G(-x) = - G(X)
G est aussi paire

Exemples de réponses a la question 2)

D’un autre cété, il y a des copies ou la mise erspective globale est mieux
assurée, méme implicitement, lorsqu’elle est penti@. Les quantificateurs sont
présents pour traduire les propriétés globalespaticulier ici lorsqu’il s’agit
d’intégrer une relation d’égalité. Cela ne pernmed pour autant a ces étudiants de
réussir les questions mais des arguments globauxrsntionnés : ¢’est la méme
partie qu’il faut intégrer» ou «si deux fonctions sont égales, leurs primitives son
égales».

Concernant la question 4), cette distinction seovee a nouveau. Pour une partie
des étudiants, les procédures mobilisées ne raléuendu domaine de travail F2
comme dans la copie suivante.
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{ b gl 4) Pourf(t)=|t |
LS LRI H A onallt|=Ie/2) =
L i -
e Gl t‘;ﬂ Faa ™M) dt = | @ 1f/ 2 | 1)/ 2]
R doncG(X)= Y2 [| ¢+1)2/ 2 |-| &1)2/ 2 |]

Exemple de réponses a la question 4)

Chez d’autres étudiants par contre, il y a uneepeis compte des cas de figure,
méme si & nouveau cela ne méne pas aux bonnesisslut

b B B anside a (@ ‘
) Bepliadors & fudian y Eyinlon G i kJ)O

&MMS’@:(Q
Al : M‘
66) ‘-5 1l dF o ,
?Z 11 Gl - i fbde/ @[Lmu
g kc\@\ dlens !
@(’M:_\“{ x+ld}_-(,&+qw+,l] Gyo -y (fohal s S
o = l D L e |y

-3 v‘\
¥ bo d‘om‘g\\ hago !

L
S0 - 4\ s At o
\ =1 Y-l
i = 1
4) Explicitons la fonctiorG associée a 4) ExplicitonsG
la fonctionf([t]) G(X)= % . <H(t) dt - {t)=|t]

G(X)= Yo w1 <t dt

Sit< 0 alors Six>0

G(X)= - o w1t dt = - Yo [x+1x+1] | G(X)= Ya) 1 ¥t dt = Y2 [12] 2], =
=-1

Sit> 0 alors Six<0

G(X)= Y| 1t dt = ¥ [x+1x+1] G(X)= %[ 1t tdt= - %[22/ 2],
=1 = ..

Exemples de réponses a la question 4)

On trouve extrémement peu de procédures corregtddenrsemble des questions
et des étudiants de L1, mais une condition néaesada réussite semble bien étre
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que I'étudiant fasse partie du deuxiéme groupe sDes deux copies précédentes,
il apparait clairement combien, méme en ayant guoisscience du fait qu'il faille
considérer des cas, il est difficile de gérer siamément la perspective ponctuelle
sur G - calcul deG(x) pour des valeurs de< 1, x dans [-1,1] owx > 1 - et la
perspective globale sur la valeur absolue — cordidé@ de | t | pour t dans [x-
1,x+1] - ou pour dire autrement les deux varialelegeu, le domaine de variation
det étant défini par rapport a la premiere variabl€’est sans aucun doute une
difficulté supplémentaire de cette question, qupaise les seules considérations
sur les perspectives ponctuelle et globale.

5. Conclusions et discussion

A l'issue de notre synthese de résultats déja migwedence dans de nombreux
travaux, nous émettons I'hypothése que le cadretifomel est réduit a un cadre
algébrique chez les éléves de fin de terminalentfigue, avec la manipulation de

formules algébriques sans le «relief » que I'egrsminent a voulu donner a la
notion de fonction dans le domaine de travail Fd c@dre algébrique suppose tout
de méme la possibilité de travailler avec des esgio@s symboliques, et la

possibilité d’envisager un certain degré de géitérabomme dans I'exercice

d’intégration présenté ci-dessus. Cependant, itld@pe chez certains éleves une
approche algébrique qui limite leurs possibilitdentrée dans I'Analyse.

En effet, les deux perspectives ponctuelle et déolsar les fonctions, qui ne
semblent déja pas suffisamment repérés par leegieVissue de leur travail dans
le domaine F1, ne sont plus suffisamment manipulées le domaine F2 du fait
de l'insuffisance des formules algébriques vissa-de la perspective globale, du
faible herbier de fonctions disponibles et de lassexploitation des représentations
globales (graphique ou tableau de variation) coroot#é heuristiqué de I'activité
mathématique. Les propriétés globales de variadimm en outre réduites a des
propriétés ponctuelles universelles, grace aux tgses fortes de dérivabilité, ce
qui ne favorise pas la nécessité des quantificaitetunuit également au travail de la
perspective globale. Du coup, le manque de disjlitéilte cette perspective
globale, la non articulation entre les perspectipasctuelle et globale, associés a
la seule disponibilité du registre algébrique atrich&nt des registres graphiques

* En reprenant Duval (1999), les représentationshimaps sont essentiellement réduites a
un rdle iconique : conic representations refer to a previous peroaptof represented
object [...] whereas visualization consists in gragpdirectly the whole configuration of
relations and in discriminating what is relevantitn»>. De ce fait, la visualisation au sens
de Duval peut-étre reliée a la perspective globatdes courbes et a un réle heuristique de
ces représentations. De méme qu'adopter la pergpegibbale est difficile, il n’y a pas
toujours visualisation au sens de Duval dés quhaplgjque est utilisé.
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ou symbolique, constitue sans doute I'un des olestamajeurs a I'entrée des

lycéens et des étudiants dans les exercices d’8mabll les mises en perspectives
sont souvent pertinentes (sans pour autant padeessairement d’exercices

mettant en jeu des notions locales).

Ces hypotheses semblent confirmées par les résaltiissue de notre exercice
d’'intégration proposé aux lycéens et étudiants. dierchant a préciser les
conceptions sur les fonctions a l'issue de la teatei scientifique et a I'entrée a
I'université, nous pouvons ici dégager deux popartetd’éléves et d'étudiants.

Certains étudiants a I'entrée de l'université n'phis aucune disponibilité de la
richesse qui leur a été enseignée a propos desidiesiclls ne raisonnent plus
gu'algébriguement sans pouvoir se détacher deségseptations issues des
formules et sans pouvoir adopter la ou les perb@sctpertinentes pour les
questions en jeu. Hors des situations algébriségdpnctions sont considérées au
mieux, soit comme des correspondances ponctuedl@s, comme des objets
globaux, sans une articulation possible entre ée gherspectives. Les productions
de ces étudiants semblent caractérisées par upacabtotale des quantificateurs
universels pour traduire des propriétés ponctuell@serselles, ce qui peut étre
associé a la non disponibilité de la perspectivabae sur les fonctions. Cette
population d’éléves ou d’étudiants est sdrement étren en relation avec la
conception algébrique — graphique de Balacheffatdé (2002). Elle se retrouve
aussi parmi les nombreux étudiants qui n'ont pgomier ni ponctuellement ni
globalement dans les questions de limites non ks du questionnaire de la
CI2U. Ce sont aussi les étudiants qui ont uneaayer algébriquedu concept de
fonction au sens de Monoyiou et Gagatsis (2010).

Une deuxiéme population d’étudiants est par cardapable de dépasser I'approche
algébrique et notamment d’adopter, dans certaiiigations a mieux circonscrire,
la perspective globale sur les représentationspunéses (symboliques, graphiques
mais aussi algébriques). Ce sont ici les étudiqmit®nt une approche coordonnée
du concept de fonctions au sens de Monoyiou et 8iagi2010), étant capables
d’adopter une perspective globale sur des formalgébriques en référence a la
représentation globale graphique. Ces étudiantgepunotamment introduire plus
spontanément des quantificateurs universels (sausfdrme symbolique ou non)
pour traduire que certaines propriétés utiliséed gmbales ou méme ponctuelles
universelles. Ces éléves sont sirement plus prodbels conception courbe -
algébrique de Balacheff. Cette population se ragmcgalement sans doute des
éléves dont Robert (1982, 1983) met en évidendésalisposent d’'une conception
statique de la notion locale de limite, favorablen& conceptualisation correcte de

® Dire « conception algébrique » nous semble tropé@mnt donné les limites de notre
étude et ce que sous tend le terme de conceptions .
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la définition. Il faut enfin rapprocher ce résul@dt fait que les étudiants du

questionnaire de la CI2U qui ont pu raisonner dyimt de vue global pour les

calculs de limites sont ceux qui statistiquememtiest eu une meilleure réussite au
baccalauréat.

Ces résultats sont a affiner mais considérant aal fque l'adoption de la

perspective globale est une nécessité pour abtedexvail local, avec toutes ses
contraintes, nous concluons que l'approche algébrigxclusive fait obstacle a
I'entrée dans le champ de I'Analyse et notammen& &onceptualisation des
notions locales sur les fonctions, travaillées iekpiment dés le début de
I'université. Un facteur prédictif de succes degl@&nts a I'entrée a I'université est
ainsi qu’ils puissent dépasser l'approche algéleriqgu’ils puissent avoir une

approche coordonnée des différentes représentatiess fonctions et qu'ils

puissent adopter les perspectives globale ou loaa@éme dans des manipulations
algébriques : par exemple, détecter les termesoprid@nts ou négligeables dans
des calculs de limites « complexes », ce que aiaé Fexpert mathématicien.

Y

Ce travalil invite a étendre le domaine de travdil jgsqu’'a la terminale et a
I'imbriquer avec le domaine F2 pour mieux prépdeedomaine F3. Cela signifie
d’'une part enrichir I'herbier de fonctions dispdrildans le domaine F1 afin que
les éléves puissent se représenter globalemeribrieions en jeu a travers des
manipulations de formules. Cela signifie aussi enaans le domaine F1 les
problémes de calculs de limites, de calculs devééret d’étude de variations qui
relévent actuellement uniquement du domaine F2etomt plus connectées a des
situations concrétes pour les éléves. Enfin, dglaifie travailler dées le domaine
F1 des problémes locaux afin de pouvoir envisagese@n de ce domaine de travail
F1 a la fois des questions ponctuelles, des qumssiitobales et des questions
relevant de I'aspect local des fonctions. En ce skentravail avec les technologies
que nous menons par ailleurs est une opportunité porichir le domaine de
travail F1 dans ces directions, par exemple eanetles taches relevant du travail
algébrique a des représentations dynamiques géquoesrou graphiques des
fonctions en jeu.

Le travail de recherche reste lui aussi a poursuipour I'étendre a tous le champ
de I'Analyse et notamment relier les trois domaidegravail sur les fonctions, les
multiples niveaux de conceptualisation caractérigg€sdiverses manieres, a des
espaces de travail en Analyse (ETA). Par exemeteattefacts des ETA seraient a
relier aux outils technologiques pour I’Analyse sm&ut ce travail théorique reste
a faire.
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