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Résumé

Ce travail est consacré a 1’é¢tude du déplacement
des ondes incidentes et réfléchies en écoulement com-
pressible, & travers un tube a choc modélisé par les
équations d’Euler. Nous employons une méthode ma-
thématique implicite basée sur [l’approche de Boltz-
man pour résoudre ce probléme : 'utilisation de la
méthode de décomposition des flux FVS (Flux Vec-
tor Splitting) de Steger et Warming.

Dans un premier temps, le systéme hyperbolique
est approché par un algorithme implicite d’ordre un
ou la dérivée spatiale est décentrée selon le signe des
valeurs propres de la Jacobienne des flux. Nous consi-
dérons ensuite le probléme en définissant des condi-
tions aux limites réfléchissantes, avec une approche
ghost cells (Noeuds fictifs) constituée d’une donnée
initiale et d’une condition de bord. Nous nous pla-
cons dans un cadre oi, les conditions initiales sont
de type Riemann avec ’application de quelques cas
test. Un solveur bloc tridiagonal standard, qui utilise
une variante de la méthode LU est adopté pour la
résolution du systéme d’équations linéaire, les solu-
tions obtenues sont comparées aux solutions exactes
du probléme de Riemann et aux solutions numériques
obtenues avec d’autres schémas FVS.

mots clés :
Equations d’Euler, tube a choc, onde de choc, réfrac-
tion normale, Flux Vector Splitting, schéma implicite

*redouane.benhafsi@gmail.com ; Faculté de Génie Méca-
nique, Laboratoire de Mécanique Avancée, USTHB, Alger, Al-
gérie.

1 Introduction

Un cas particulier du probléme de Riemann [1, 2]
qui est le tube & choc se modélise par des lois de
conservation hyperboliques qui relatent un trait fon-
damental des écoulements compressibles, qui est la
présence d’ondes qui se déplacent sans dissipation &
vitesse finie dans le fluide en mouvement ce qui im-
plique un caractére directionnel de propagation de
I'information, notamment au niveau des fluctuations
de pression [3]. En conséquence beaucoup de difficul-
tés peuvent survenir lors du développement de sché-
mas de résolution pour ce type de systémes. Le choix
d’un schéma numérique de résolution simple et en
méme temps qui tiendrait compte de ces caractéris-
tiques devient alors nécessaire, afin de mieux prédire
le comportement physique de I’écoulement. Ceci nous
a amené a opter pour des schémas qui se classent dans
la catégorie upwind, et qui introduisent notamment
des notions de sens de propagation de l'information.
Le schéma que nous avons utilisé pour résoudre ce
probléme est un schéma a décomposition des flux in-
troduis en premier par Steger et Warming [4] , et qui
ensuite a été amélioré par Van Leer [5, 6].

Le second point que nous avons considéré, est la no-
tion d’implicitation qui apparait lorsque I’on cherche
a augmenter 'ordre de précision temporelle, cette
“technique” nous a permis d’accélérer la convergence
vers I’état stationnaire. Cela a permis aussi de lever
les conditions de stabilité restrictives sur le pas de
temps qui sont généralement associées & une discré-
tisation explicite; évidemment, le prix a payer pour
cette stabilité inconditionnelle est la nécessité de ré-
soudre un systéme linéaire & chaque pas de temps en
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raison du couplage des inconnues [7]. Pour le simple
cas 1D considéré, le systéme linéaire bloc tridiago-
nal associé au schéma implicite peut étre résolu a
moindre colt par une factorisation LU', dite algo-
rithme de Thomas.

2 Le modéle d’Euler

L’écoulement est modélisé par les équations d’Eu-
ler 1D instationnaires. Ces équations sont présentées
sous forme d’un systéme différentiel a trois grandeurs
instantanées, la masse volumique, la vitesse et ’éner-
gie totale.

Les équations d’Euler pour un écoulement uni-
dimensionnel instationnaire sous forme conservative

sont :
continuité,
0 0
=5 (0) + 5= (pu) =0 (M
mouvement,
0 0 9
g; (W) + 5 (pu” +p) =0 (2)
énergie,

% (pes) + i [(per +p)ul =0 (3)

ox
ou t représente le temps, x la position en coordonnée
cartésienne, u la composante de la vitesse, p la masse
volumique, p la pression, e; = e+ %uQ I’énergie totale
de ’écoulement, ol e est I’énergie interne du fluide.
Les équations précédentes peuvent étre exprimées
sous forme vectorielle,

ou OF
— +—=0 4
at  Ox (4)
ou,
p pu
U= pu et F=| pu2+p
pet (pet +p)u

Lower-Upper

2.1 Discrétisation

Les équations d’Euler sont approchées par la mé-
thode des différences finies, sur un maillage régulier
avec intégration temporelle implicite précise au pre-
mier ordre.

Un—i—l _yn aFn-',-l
+ (5)
At Ox
La formulation étant implicite, le deuxiéme terme
de ’équation (5) est exprimé a linstant n + 1, et le
changement d’état du fluide a chaque pas de temps
sera calculé par

=0

AU = U™ —pn,

Les EDF? seront formulées en termes de AU, ceci se
refére & la formulation delta3.

Un developpement en serie de Taylor & ’ordre 1 per-
met d’exprimer la variable F**! & I'instant n :

F
Frt = gy %_tm +O(AR) (6)

avec

OF(U) OF U _ OF AU

ot OU ot OU At
L’insertion de (7) dans (6), donne :

(7)

oF
Frtl = P 4 —— AU + O(A#?) (8)
ou
le terme g—g représente la matrice jacobienne A du
vecteur F';
0 1 0
A= (252) w? B-u (=1

(v = Du® —yue,  ver — $(y — Du? Yu

(9)
Pour un fluide parfait, ’énergie totale e; peut étre
exprimée en fonction de la vitesse du son a,

a® u?
“Ti6-1 2
Par conséquent, la matrice A devient :
0 1 0
A= (73%)w? G-vu (=D
(3-Dud -2 (G- qu

2Equations aux Différences Finies.
3Les solutions des EDF sont les AU;.
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2.1.1 Factorisation de la Jacobienne A

Une méthode simple, proposée par Steger et War-
ming (1980) pour la résolution des problémes ins-
tationnaires, consiste & factoriser la Jacobienne du
schéma compressible proposé pour l'équation (4).
Cette factorisation s’appuie sur la propriété d’homo-
généité du vecteur des flux F' et la nature des va-
leurs propres de la jacobienne des flux, si ces valeurs
propres sont réelles et leurs vecteurs propres associés
sont linéairement indépendants, alors la matrice A
est diagonalisable et peut s’écrire sous la forme :

A=KAK™!

ou A est la matrice diagonale dont les éléments repré-
sentent les valeurs propres de A, et K la matrice des
vecteurs propres & droite associés aux valeurs propres
de A. Les valeurs propres de la matrice A sont calcu-
lées par le ploynéme caractéristique

|A— A =0,
ce qui donne les valeurs propres du systéme :
A3 =u-+a

M=u—a, X=u et

Les vecteurs propres & droite associés au systéme
d’Euler (4) sont

0 1
XO = | u—a . X® =1 u
’U.2 a 'u,2
T T aut 5o Pl
et
0
X® = | u+a

2 2
u_ a
5 +au+v_1

Par conséquent, la matrice K est :

0 1 0
K = U—a U u—+a (11)
uzgau+’ya_21 %2 u2+22au+’ya__21

La matrice diagonale des valeurs propres s’écrit :

u—a 0 0
A= 0 u 0
0 0 u+a

(12)

La matrice jacobienne A est reliée a la matrice des
valeurs propres A par la relation :

A=K 'AK

La matrice A est decomposée en deux parties selon
le signe des valeurs propres de A, de la maniére sui-
vante :

A=AT+ A"

et par conséquent la matrice A peut étre décomposée
de la méme facon :

A=At + A~
ol

AT =KATK™' et A" =KA K™!
Pour un écoulement subsonique (0 < M < 1), la
matrice des valeurs caractéristiques A s’écrit :
0 0 0 u—a 0 0
A=|0 u 0 + 0 0
0 0 +a 0 0

o o |

u

At A~
A présent, le vecteur des flux F' est décomposé en une
partie F'T et une partie F'~ selon la décomposition de
la matrice A, il s’écrit :
F=FtT4+F =ATU+ AU (13)

Les matrices AT et A~ pour un écoulement subso-
nique sont déterminées par le logiciel & manipulation
symbolique Maple [8].
On obtient finalement ’expression du vecteur des flux
convectifs qui est :

—pour 0 < M <1:

2yu+a—u
Ft =L | 2(vy- 1+ (u+a)?
. +a)3 53— ta)a?
2’}/ (y— 1)u3 + (u 2a) + ( Zgiilf)“

et

F—:ﬁlwaf 1

(u=a)® | (3=v)(u—a)a?
S e e
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2.1.2 Construction des EDF

L’insertion de la linéarisation (8) dans (5) permet
d’obtenir

(14)

AU OF™ 0 (OF
ou

N a—AU)O

Cette équation peut étre exprimée en termes de la
matrice jacobienne A comme suit

AU 0

oOF™
E+£(AAU):7

ox

(15)
et factorisée de la maniére suivante

9 + - -
IAU + At (AT + A7)AU] =
0

At | L (Ft4F)"
At@x(F+F)

(16)

ou I est la matrice identité.
Le schéma est alors décentré selon le signe des valeurs
propres, ce qui donne :

CLAU;,_1 + CD;AU; + CS;AU; 1, = RHS; (17)
avec
At
I = ——AFf
C Az i—1
At
CD; =1+ ——(Af — A-
+ A A — A7)
At _
CSi =1 A
At v ot - —\n
RHSi:_E(Fi —FEL +FL - )

L’équation (17) est appliquée & chaque nceud 4 du
domaine d’étude, un systéme d’équations est alors
constitué, la matrice des coefficients du systéme ob-
tenue est symétrique et définie positive, pour notre
probléme 1D chaque élément de la matrice repré-
sente & son tour une matrice 3 x 3. Le systéme obtenu
est donc un systéme bloc tridiagonal qui est illustré

comme suit :

CDz CSQ AUZ
ClI; CDs CSs AUz
CIn-2 CDny-2 CSn-2 AUN -2
CIn-1 CDn-—1 AUN-1
F x
RHSy; — CI, AU,
RHSS3
RHSy_2

RHSN-1 — CSN_1AUN

(18)
Pour des régions supersoniques de I’écoulement, les
coefficients C'S; sont nuls (les A; sont nulles) géné-
rant ainsi une matrice triangulaire supérieure (Sys-
téme bidiagonal) qu’on pourra inverser d’une maniére
plus efficace.

2.2 Résolution

Pour résoudre le systéme linéaire (18), nous em-
ployons la méthode de factorisation LU qui consiste
a décomposer la matrice du systéme obtenu en une
matrice triangulaire supérieure U et une matrice in-
férieure L. Dans ce cas, les matrices L et U de la
factorisation LU de la matrice systéme F sont des
matrices bidiagonales par bloc. Ensuite, on applique
Palgorithme de Thomas [9] qui consiste & résoudre
deux systémes bidiagonaux LY =R et UX = ).

2.3 Traitement des conditions aux li-
mites

On considére que les parois situées & r = Xg et a
2 = X, sont fixes et réfléchissantes (figure 1), en sup-
posant des états fictifs Uy, et Uy calculés a partir
des états connus Uy et U & 'interieur du domaine
d’étude comme suit :

n _n n _ n n _.n
PN+1 = PN> UN41 = —UN, Gy, = Gy (19)
et
n__. n n __ n n _..n
Po = P1, Ug = —Up, €4 = €. (20)

Les états Un41 et Up & 'instant n + 1 sont déter-
minés par une extrapolation temporelle d’ordre zero
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X

Paroi
a droite

Paroi
a gauche

Domaine d’étude

(o XL 1

Neeud
fictif gauche

N Xr (N+1

Neeud
fictif droit

Fic. 1 — Conditions auz limites. Les noceuds fictifs
sont a l'extérieur du domaine.

[10, 11, 12]. Les conditions initiales restent constantes
a travers tout ’espace sauf pour la singularité qui se
trouve & x = xg, en d’autres termes, la singularité re-
présente la séparation des deux fluides stagnants par
le diaphragme & = = xg.

Ulz,0) = {UL = (pr,prur, pret,)t @ < xo,

Ur = (pr: pRUR, PRELR)T @ > 0.

3 Résultats numériques

3.1 La définition des cas tests

Une des configuration possible pour la solution du
probléme de Riemann : selon les conditions initiales,
correspond & ’écoulement dans un tube & choc ou la
discontinuité initiale entre deux gaz est réalisée par
un diaphragme localisé & zy. Dans ’expérience, ce
diaphragme est enlevé & l'instant ¢ = 0 et 1’écou-
lement se développe ensuite. Pour cette configura-
tion, Sod [13] a défini des conditions initiales standard
pour le calcul numérique. Nous nous basons sur ces
valeurs en ce qui concerne les variables aérothermody-
namiques. Le fluide considéré ici est de l’air (y = 1.4).

3.2 Tests

L’objectif des tests présentés dans ce paragraphe
est d’évaluer la performance du schéma implicite de
Steger et Warming que nous avons proposé pour trai-
ter le probléme du tube & choc. Nous allons également
effectuer une comparaison entre trois schémas FVS.

Ceci permet de juger le comportement des trois mé-
thodes pour chaque test et de distinguer efficacité
de chacune d’elles.

Nous utilisons trois tests avec leurs solutions

exactes. Les données initiales sont constituées des
deux états constants U et Ur séparés par le dia-
phragme & la position x = z(, ces tests sont don-
nés par le tableau 3.2. Les solutions sont calculées
a l'intérieur du domaine spatial z;, < z < zg. Les
solutions numériques sont obtenues pour 100 noeuds.
Nous utilisons la condition de stabilité de type critére
de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) pour le calcul de
At global telle que, |Apaz|Ax/At < 1, 00t A Te-
présente la vitesse maximale de onde |u;| + a;. La
valeur initiale choisie du nombre de CFL est de 0.9,
ensuite nous réduisons le nombre de CFL avec un
pas de 0.01 afin de satisfaire les conditions de stabi-
lité pour le calcul explicite. Les conditions de bord
sont réfléchissante. Pour chaque test nous sélection-
nons une position initiale ¢ du diaphragme et 1’ins-
tant de calcul. Les résultats numériques obtenus sont
comparés aux solutions exactes ainsi qu’aux résultats
obtenus avec les schémas explicites de Van Leer et de
Liou-Steffen [14]. Les méthodes explicites ainsi défi-
nies sont formellement d’une précision d’ordre un en
espace et en temps.
Le codage des algorithmes pour ces tests a été effec-
tué a l’aide du langage FORTRAN 90 [15]. Le temps
de calcul n’est pas représentatif ; puisqu’il s’agit d’un
code qui n’est pas optimisé.

PL ur, pL PR UR PR
Test | (£%) | (%) | (kPa)| (£%)| (%) | (kPa)
1 1 0 100 0.125( 0 10
2 122 0 10000| 1.22 | O 100
3 1 0 1 1 0 0.01

TAB. 1 — Conditions initiales des problémes test.

3.2.1 Test 1

Le test 1 & l'instant ¢ = 0.01s ou I’écoulement
est entiérement subsonique est une version du pro-
bléme de Sod. les résultats obtenus avec le schéma
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implicite de Steger-Warming (figure 2) sont compa-
rables & la solution exacte avec un choc incident et
une discontinuité de contact beaucoup plus étendus,
en revanche, ’éventail de détente est plus satisfai-
sant avec une dissipation au niveau de la "téte” d’ex-
pansion. Les schémas explicites de Van Leer et de
Liou-Steffen présentent une meilleure résolution no-
tamment au niveau des discontinuités (choc et dis-
continuité de contact).

120 T —T— T

= A Van Leer (explicite) 1

100

@ Steger-Warming (implicite) |

¢ Liou-Steffen (explicite)

Pression (kP

Position (m)

T T T T T T T T

A Van Leer (explicite) 1

® Steger-Warming (implicite) |

¢ Liou-Steffen (explicite)

207\\\\1\\\\1\\\\1\\\\7
—2 2 6 10

Position (m)

F1c. 2 — Schémas FVS appliqués au test 1, avec xg =
0, les solutions numériques (symboles) et exactes
(trait) sont comparées a linstant t = 0.01 s.

3.2.2 Test 2

En utilisant un nombre de CFL de 0.4 & 'instant
t = 0.01s, qui correspond & 52 itérations en implicite

pour le schéma de Steger-Warming et un CFL de 0.8
(85 itérations) en explicite pour Van Leer, on constate
ici que la version implicite converge plus rapidement
vers la solution stationnaire.

11000

T

T

T

A Van Leer (explicite) ]

9000 -

= ¢ Liou-Steffen (explicite) 1

S
R, 7000
<2

@ Steger-Warming (implicite) | ]

w (SN

o o

o o

o o
T

Pression (

A Van Leer (explicite)

@ Steger-Warming (implicite)

¢ Liou-Steffen (explicite)

70

= W
o O
T T

Masse volumique (kg/m?)
[
o
T

I
—_
o

|
o

Position (m)

Fi1G. 3 — Schémas FVS appliqués au test 2, avec o =
0, les solutions numériques (symboles) et exactes
(trait) sont comparées a linstant t = 0.01 s.

Dans la solution du test 2 (figure 3), I’éventail d’ex-
pansion contient un point sonique u —a =0a x =0,
ce qui génére une légére détente au niveau du choc
donc un rapport de pression assez faible et qui est
de 6.5374, ce qui indique qu’un rapport de pression
initial élevé ne traduit forcément pas un choc impor-
tant. En second lieu, le choc contient un point sonique
de compression u + a = 0, qui apparemment ne pose
aucun probléme aux schémas numériques utilisés. En
comparaison avec le schéma implicite de Steger et
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Warming, les résultats de Van Leer et de Liou-Steffen
sont plus précis et pratiquement identiques sauf au
point sonique, ou le schéma de Liou-Steffen se rap-
proche plus de la solution exacte. Les plus grandes
différences du schéma implicite de Steger-Warming
par rapport aux schémas explicites sont visibles au
niveau du choc incident ou la dissipation est plus im-
portante.

3.2.3 Test 3

Le test 3 est purement théorique, il permet d’éva-
luer la méthode numérique en terme de précision et de
robustesse, les résultats obtenus & l'instant ¢ = 0.009s
comportent un choc incident assez important qui tra-
verse le tube avec un nombre de Mach de 198, une
surface de séparation et un éventail de détente (fi-
gure 4). On constate pour ce test que les versions ex-
plicites convergent plus rapidement vers la solution,
et en particulier celle de Liou-Steffen (48 itérations).
En faisant varier le CFL du calcul implicite, on n’ar-
rive pas & dépasser la vitesse de convergence des ver-
sions explicites. La résolution du systéme principal &
chaque pas en temps semble étre plus sévére. On note
donc une instabilité & cause du pas de temps puisque
I’on obtient des résultats que lorsque le nombre de
CFL se trouve réduit a 0.09, ce qui correspond & un
At global de 0.288 x 10™°. Dans ce cas, le calcul impli-
cite n’apporte pas d’avantage par rapport au schéma
explicite.

Les solutions numériques montrent une légére perte
de monotonie & proximité du choc qui apparait dans
les résultats de pression, ainsi qu’une sous-estimation
de la densité. En comparaison avec le schéma impli-
cite de Steger-Warming, on peut dire que les schémas
explicites sont plus précis, particuliérement au point
sonique.

T T T

= A Van Leer (explicite) 1

@ Steger-Warming (implicite)

¢ Liou-Steffen (explicite)

—~
3

0.8

kP

0 0.5
Position (m)

T T T T T
A Van Leer (explicite)

@ Steger-Warming (implicite) ﬂ

¢ Liou-Steffen (explicite)

s

Lo L

TTT T T T T T T T T T T T T T T T TTTTrT

2, > a

1
$
.
.
L]

Masse volumique (kg/m?)
S N W e ot 3

il

)

0.5
Position (m)

0

Fi1G. 4 — Schémas FVS appliqués au test 3, avec xo =
0.5, les solutions numériques (symboles) et eractes
(trait) sont comparées a l'instant t = 0.009 s.

3.3 Augmentation de la précision en
raffinant le maillage

Jusqu’ici, la facon d’obtenir des résultats adaptés
pour représenter la propagation des ondes du systéme
d’Euler a été discutée. Pour cela, on a considéré une
approche spatiale du premier ordre, ce qui constitue
une erreur de troncature O(Ax), donc une méthode
assez dissipative. Pour augmenter la précision, nous
avons augmenté le nombre de noeuds & N = 2000 afin
de permettre une meilleure distinction des résultats
aprés un temps de calcul assez long.
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0

16500

33000

49500

66000

82500

103500
110000

temps (s)

Pression (N/mZ)

position (m)

FiGc. 5 — Test 1 : répartition des pressions dans le
tube en fonction du temps. Les resultats sont obtenus
avec le schéma implicite de Steger et Warming pour
un At global de 0.354 x 1073,

3.3.1 Testl

Les figures 5 & 7 montrent une amélioration visible
de la représentation des discontinuités. La réflexion
des ondes de détente a été distinguée et son influence
sur le choc réfléchi a été démontrée. De méme, I'in-
fluence des ondes réfléchies sur la discontinuité de
contact a été clairement mise en évidence numérique-
ment. La position des ondes est facilement repérée &
chaque instant. La figure 6 qui montre la répartition
de la vitesse est exemplaire pour la représentation
numérique des ondes. On constate d’abord la mono-
tonie des résultats obtenus avec le schéma implicite
qui génére une trés bonne résolution de I’éventail de
détente. De plus, 'intensité du choc réfléchi est tres
prononcée juste au niveau de la paroi ol on est ca-
pable de donner les valeurs de référence analytiques.

L’interaction entre le choc réfléchi et la surface de
contact est trés bien reproduite par les résultats nu-
mériques. On peut clairement distinguer la réfraction
normale du choc réfléchi provoquée par sa rencontre
avec la surface de séparation (figure 7). Une partie du
choc réfléchi est transmise a travers la discontinuité
de contact, ot la vitesse du choc transmis est légeére-
ment ralentie. On constate aussi la formation d’une

o
=)
&

temps (s)

Vitesse (m/s)

position (m)

FiG. 6 — Test 1 : répartition des vitesses dans le tube
en fonction du temps.

onde de choc produite par la réfraction qui se déplace
vers la droite, & partir du point d’interaction. Le com-
portement de ces ondes qui sont une particularité du
phénomeéne de la réfraction normale prévue par la
théorie du tube a choc, a donc été clairement mis
en évidence numériquement. Ceci peut étre constaté
pour les résultats obtenus par chacun des trois sché-

mas FVS.
0

Densité (kg/m®)

°
R

temps (s)
o o o
© 9 9
2 8B &

=4
=3
S

position (m)

F1G. 7 — Test 1 : répartition des densités dans le tube
en fonction du temps.
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4 Conclusion

En se basant sur les résultats des cas tests, nous
pouvons conclure que la formulation mathématique
utilisée pour la résolution du systéme hyperbolique
d’Euler est robuste, et permet de calculer des chocs
forts et des détentes fortes sans oscillations, dans
un fluide parfait compressible. Le choix d’une mé-
thode implicite nous a permis la construction d’un
algorithme & faible cotit de calcul se comportant de
maniére trés satisfaisante dans la plupart des tests,
avec une trés bonne prédiction des chocs incidents
et réfléchis, notamment une parfaite distribution de
pression. Cependant, la capture de fagon précise de
la discontinuité de contact montre qu’une décomposi-
tion de flux génére une viscosité numérique (un défaut
souvent constaté dans la littérature).

Si on observe les résultats du test 3, on constate
que le schéma sur-estime la pression au point sonique
(le cas ou la vitesse caractéristique s’annule) juste
avant le choc, en revanche la masse volumique est
sous-estimée en ce méme point. Ces deux observa-
tions sont liées. On note aussi le point faible de la
méthode implicite du premier ordre qui a tendance a
étre trop diffusive et a étaler les chocs sur un grand
nombre de noeuds, surtout dans les cas ou il s’agit de
chocs relativement faibles.
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