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Capture des di�érents types d'ondes in
identes et ré�é
hies dansun tube à 
ho
Redouane Benhafsi∗2007RésuméCe travail est 
onsa
ré à l'étude du dépla
ementdes ondes in
identes et ré�é
hies en é
oulement 
om-pressible, à travers un tube à 
ho
 modélisé par leséquations d'Euler. Nous employons une méthode ma-thématique impli
ite basée sur l'appro
he de Boltz-man pour résoudre 
e problème : l'utilisation de laméthode de dé
omposition des �ux FVS (Flux Ve
-tor Splitting) de Steger et Warming.Dans un premier temps, le système hyperboliqueest appro
hé par un algorithme impli
ite d'ordre unoù la dérivée spatiale est dé
entrée selon le signe desvaleurs propres de la Ja
obienne des �ux. Nous 
onsi-dérons ensuite le problème en dé�nissant des 
ondi-tions aux limites ré�é
hissantes, ave
 une appro
heghost 
ells (N÷uds �
tifs) 
onstituée d'une donnéeinitiale et d'une 
ondition de bord. Nous nous pla-çons dans un 
adre où, les 
onditions initiales sontde type Riemann ave
 l'appli
ation de quelques 
astest. Un solveur blo
 tridiagonal standard, qui utiliseune variante de la méthode LU est adopté pour larésolution du système d'équations linéaire, les solu-tions obtenues sont 
omparées aux solutions exa
tesdu problème de Riemann et aux solutions numériquesobtenues ave
 d'autres s
hémas FVS.mots 
lés :Equations d'Euler, tube à 
ho
, onde de 
ho
, réfra
-tion normale, Flux Ve
tor Splitting, s
héma impli
ite
∗redouane.benhafsi�gmail.
om ; Fa
ulté de Génie Mé
a-nique, Laboratoire de Mé
anique Avan
ée, USTHB, Alger, Al-gérie.

1 Introdu
tionUn 
as parti
ulier du problème de Riemann [1, 2℄qui est le tube à 
ho
 se modélise par des lois de
onservation hyperboliques qui relatent un trait fon-damental des é
oulements 
ompressibles, qui est laprésen
e d'ondes qui se dépla
ent sans dissipation àvitesse �nie dans le �uide en mouvement 
e qui im-plique un 
ara
tère dire
tionnel de propagation del'information, notamment au niveau des �u
tuationsde pression [3℄. En 
onséquen
e beau
oup de di�
ul-tés peuvent survenir lors du développement de s
hé-mas de résolution pour 
e type de systèmes. Le 
hoixd'un s
héma numérique de résolution simple et enmême temps qui tiendrait 
ompte de 
es 
ara
téris-tiques devient alors né
essaire, a�n de mieux prédirele 
omportement physique de l'é
oulement. Ce
i nousa amené à opter pour des s
hémas qui se 
lassent dansla 
atégorie upwind, et qui introduisent notammentdes notions de sens de propagation de l'information.Le s
héma que nous avons utilisé pour résoudre 
eproblème est un s
héma à dé
omposition des �ux in-troduis en premier par Steger et Warming [4℄ , et quiensuite a été amélioré par Van Leer [5, 6℄.Le se
ond point que nous avons 
onsidéré, est la no-tion d'impli
itation qui apparaît lorsque l'on 
her
heà augmenter l'ordre de pré
ision temporelle, 
ette�te
hnique� nous a permis d'a

élérer la 
onvergen
evers l'état stationnaire. Cela a permis aussi de leverles 
onditions de stabilité restri
tives sur le pas detemps qui sont généralement asso
iées à une dis
ré-tisation expli
ite ; évidemment, le prix à payer pour
ette stabilité in
onditionnelle est la né
essité de ré-soudre un système linéaire à 
haque pas de temps en1



2 LE MODÈLE D'EULER 2raison du 
ouplage des in
onnues [7℄. Pour le simple
as 1D 
onsidéré, le système linéaire blo
 tridiago-nal asso
ié au s
héma impli
ite peut être résolu àmoindre 
oût par une fa
torisation LU1, dite algo-rithme de Thomas.2 Le modèle d'EulerL'é
oulement est modélisé par les équations d'Eu-ler 1D instationnaires. Ces équations sont présentéessous forme d'un système di�érentiel à trois grandeursinstantanées, la masse volumique, la vitesse et l'éner-gie totale.Les équations d'Euler pour un é
oulement uni-dimensionnel instationnaire sous forme 
onservativesont :
ontinuité,
∂

∂t
(ρ) +

∂

∂x
(ρu) = 0 (1)mouvement,

∂

∂t
(ρu) +

∂

∂x

(
ρu2 + p

)
= 0 (2)énergie,

∂

∂t
(ρet) +

∂

∂x
[(ρet + p)u] = 0 (3)où t représente le temps, x la position en 
oordonnée
artésienne, u la 
omposante de la vitesse, ρ la massevolumique, p la pression, et = e+ 1

2u2 l'énergie totalede l'é
oulement, où e est l'énergie interne du �uide.Les équations pré
édentes peuvent être expriméessous forme ve
torielle,
∂U

∂t
+

∂F

∂x
= 0 (4)où,

U =





ρ
ρu
ρet



 et F =





ρu
ρu2 + p
(ρet + p)u



1Lower-Upper

2.1 Dis
rétisationLes équations d'Euler sont appro
hées par la mé-thode des di�éren
es �nies, sur un maillage régulierave
 intégration temporelle impli
ite pré
ise au pre-mier ordre.
Un+1 − Un

∆t
+

∂Fn+1

∂x
= 0 (5)La formulation étant impli
ite, le deuxième termede l'équation (5) est exprimé à l'instant n + 1, et le
hangement d'état du �uide à 
haque pas de tempssera 
al
ulé par

∆U = Un+1 − Un.Les EDF2 seront formulées en termes de ∆U , 
e
i serefère à la formulation delta3.Un developpement en serie de Taylor à l'ordre 1 per-met d'exprimer la variable Fn+1 à l'instant n :
Fn+1 = Fn +

∂F

∂t
∆t + O(∆t2) (6)ave


∂F (U)

∂t
=

∂F

∂U

∂U

∂t
∼=

∂F

∂U

∆U

∆t
(7)L'insertion de (7) dans (6), donne :

Fn+1 = Fn +
∂F

∂U
∆U + O(∆t2) (8)le terme ∂F

∂U
représente la matri
e ja
obienne A duve
teur F ;

A =

[
0 1 0�

γ−3
2

�
u2 (3 − γ)u (γ − 1)

(γ − 1)u3
− γuet γet −

3
2 (γ − 1)u2 γu

](9)Pour un �uide parfait, l'énergie totale et peut êtreexprimée en fon
tion de la vitesse du son a,
et =

a2

γ(γ − 1)
+

u2

2Par 
onséquent, la matri
e A devient :
A =

[
0 1 0�

γ−3
2

�
u2 (3 − γ)u (γ − 1)�

γ

2 − 1
�

u3
−

ua2

γ−1
a2

γ−1 +
�

3
2 − γ

�
u2 γu

](10)2Equations aux Di�éren
es Finies.3Les solutions des EDF sont les ∆Ui.



2 LE MODÈLE D'EULER 32.1.1 Fa
torisation de la Ja
obienne AUne méthode simple, proposée par Steger et War-ming (1980) pour la résolution des problèmes ins-tationnaires, 
onsiste à fa
toriser la Ja
obienne dus
héma 
ompressible proposé pour l'équation (4).Cette fa
torisation s'appuie sur la propriété d'homo-généité du ve
teur des �ux F et la nature des va-leurs propres de la ja
obienne des �ux, si 
es valeurspropres sont réelles et leurs ve
teurs propres asso
iéssont linéairement indépendants, alors la matri
e Aest diagonalisable et peut s'é
rire sous la forme :
A = KΛK−1où Λ est la matri
e diagonale dont les éléments repré-sentent les valeurs propres de A, et K la matri
e desve
teurs propres à droite asso
iés aux valeurs propresde A. Les valeurs propres de la matri
e A sont 
al
u-lées par le ployn�me 
ara
téristique
|A − λI| = 0,
e qui donne les valeurs propres du système :

λ1 = u − a, λ2 = u et λ3 = u + aLes ve
teurs propres à droite asso
iés au systèmed'Euler (4) sont
X(1) =





0
u − a
u2

2 − au + a2

γ−1



 , X(2) =





1
u
u2

2



et
X(3) =





0
u + a
u2

2 + au + a2

γ−1



Par 
onséquent, la matri
e K est :
K =





0 1 0
u − a u u + a

u2
−au
2 + a2

γ−1
u2

2
u2+2au

2 + a2

γ−1



 (11)La matri
e diagonale des valeurs propres s'é
rit :
Λ =





u − a 0 0
0 u 0
0 0 u + a



 (12)

La matri
e ja
obienne A est reliée à la matri
e desvaleurs propres Λ par la relation :
Λ = K−1AKLa matri
e Λ est de
omposée en deux parties selonle signe des valeurs propres de A, de la manière sui-vante :
Λ = Λ

+ + Λ
−et par 
onséquent la matri
e A peut être dé
omposéede la même façon :

A = A+ + A−où
A+ = KΛ

+K−1 et A− = KΛ
−K−1Pour un é
oulement subsonique (0 ≤ M < 1), lamatri
e des valeurs 
ara
téristiques Λ s'é
rit :

Λ =





0 0 0
0 u 0
0 0 u + a





︸ ︷︷ ︸

Λ+

+





u − a 0 0
0 0 0
0 0 0





︸ ︷︷ ︸

Λ−A présent, le ve
teur des �ux F est dé
omposé en unepartie F+ et une partie F− selon la dé
omposition dela matri
e A, il s'é
rit :
F = F+ + F− = A+U + A−U (13)Les matri
es A+ et A− pour un é
oulement subso-nique sont déterminées par le logi
iel à manipulationsymbolique Maple [8℄.On obtient �nalement l'expression du ve
teur des �ux
onve
tifs qui est :� pour 0 ≤ M < 1 :

F+ =
ρ

2γ

[
2γu + a − u

2(γ − 1)u2 + (u + a)2

(γ − 1)u3 + (u+a)3

2 + (3−γ)(u+a)a2

2(γ−1)

]et
F− =

ρ

2γ

[
u − a

(u − a)2

(u−a)3

2 + (3−γ)(u−a)a2

2(γ−1)

]



2 LE MODÈLE D'EULER 42.1.2 Constru
tion des EDFL'insertion de la linéarisation (8) dans (5) permetd'obtenir
∆U

∆t
+

∂Fn

∂x
+

∂

∂x

(
∂F

∂U
∆U

)

= 0 (14)Cette équation peut être exprimée en termes de lamatri
e ja
obienne A 
omme suit
∆U

∆t
+

∂

∂x
(A∆U) = −

∂Fn

∂x
(15)et fa
torisée de la manière suivante

I∆U + ∆t
∂

∂x

[
(A+ + A−)∆U

]
=

−∆t

[
∂

∂x

(
F+ + F−

)n
] (16)où I est la matri
e identité.Le s
héma est alors dé
entré selon le signe des valeurspropres, 
e qui donne :

CIi∆Ui−1 + CDi∆Ui + CSi∆Ui+1 = RHSi (17)ave

CIi = −

∆t

∆x
A+

i−1

CDi = I +
∆t

∆x
(A+

i − A−

i )

CSi =
∆t

∆x
A−

i+1

RHSi = −
∆t

∆x
(F+

i − F+
i−1 + F−

i+1 − F−

i )nL'équation (17) est appliquée à 
haque n÷ud i dudomaine d'étude, un système d'équations est alors
onstitué, la matri
e des 
oe�
ients du système ob-tenue est symétrique et dé�nie positive, pour notreproblème 1D 
haque élément de la matri
e repré-sente à son tour une matri
e 3×3. Le système obtenuest don
 un système blo
 tridiagonal qui est illustré


omme suit :2666664 CD2 CS2

CI3 CD3 CS3

CIN−2 CDN−2 CSN−2

CIN−1 CDN−1

3777775| {z }
F

2666664 ∆U2

∆U3

.

.
∆UN−2

∆UN−1

3777775| {z }
X

=2666664 RHS2 − CI2∆U1

RHS3

.

.
RHSN−2

RHSN−1 − CSN−1∆UN

3777775| {z }
R (18)Pour des régions supersoniques de l'é
oulement, les
oe�
ients CSi sont nuls (les A−

i sont nulles) géné-rant ainsi une matri
e triangulaire supérieure (Sys-tème bidiagonal) qu'on pourra inverser d'une manièreplus e�
a
e.2.2 RésolutionPour résoudre le système linéaire (18), nous em-ployons la méthode de fa
torisation LU qui 
onsisteà dé
omposer la matri
e du système obtenu en unematri
e triangulaire supérieure U et une matri
e in-férieure L. Dans 
e 
as, les matri
es L et U de lafa
torisation LU de la matri
e système F sont desmatri
es bidiagonales par blo
. Ensuite, on appliquel'algorithme de Thomas [9℄ qui 
onsiste à résoudredeux systèmes bidiagonaux LY = R et UX = Y.2.3 Traitement des 
onditions aux li-mitesOn 
onsidère que les parois situées à x = XR et à
x = XL sont �xes et ré�é
hissantes (�gure 1), en sup-posant des états �
tifs Un

N+1 et Un
0 
al
ulés à partirdes états 
onnus Un

N et Un
1 à l'interieur du domained'étude 
omme suit :

ρn
N+1 = ρn

N , un
N+1 = −un

N , en
tN+1

= en
tN

. (19)et
ρn
0 = ρn

1 , un
0 = −un

1 , en
t0

= en
t1

. (20)Les états UN+1 et U0 à l'instant n + 1 sont déter-minés par une extrapolation temporelle d'ordre zero



3 RÉSULTATS NUMÉRIQUES 5
b bb b b

XL XR1 N0 N + 1

Domaine d'étudeN÷ud�
tif gau
he N÷ud�
tif droit
Paroià droiteParoià gau
he

Fig. 1 � Conditions aux limites. Les no÷uds �
tifssont à l'extérieur du domaine.[10, 11, 12℄. Les 
onditions initiales restent 
onstantesà travers tout l'espa
e sauf pour la singularité qui setrouve à x = x0, en d'autres termes, la singularité re-présente la séparation des deux �uides stagnants parle diaphragme à x = x0.
U(x, 0) =

{

UL = (ρL, ρLuL, ρLetL
)T x < x0,

UR = (ρR, ρRuR, ρRetR
)T x ≥ x0.3 Résultats numériques3.1 La dé�nition des 
as testsUne des 
on�guration possible pour la solution duproblème de Riemann : selon les 
onditions initiales,
orrespond à l'é
oulement dans un tube à 
ho
 où ladis
ontinuité initiale entre deux gaz est réalisée parun diaphragme lo
alisé à x0. Dans l'expérien
e, 
ediaphragme est enlevé à l'instant t = 0 et l'é
ou-lement se développe ensuite. Pour 
ette 
on�gura-tion, Sod [13℄ a dé�ni des 
onditions initiales standardpour le 
al
ul numérique. Nous nous basons sur 
esvaleurs en 
e qui 
on
erne les variables aérothermody-namiques. Le �uide 
onsidéré i
i est de l'air (γ = 1.4).3.2 TestsL'obje
tif des tests présentés dans 
e paragrapheest d'évaluer la performan
e du s
héma impli
ite deSteger et Warming que nous avons proposé pour trai-ter le problème du tube à 
ho
. Nous allons égalemente�e
tuer une 
omparaison entre trois s
hémas FVS.

Ce
i permet de juger le 
omportement des trois mé-thodes pour 
haque test et de distinguer l'e�
a
itéde 
ha
une d'elles.Nous utilisons trois tests ave
 leurs solutionsexa
tes. Les données initiales sont 
onstituées desdeux états 
onstants UL et UR séparés par le dia-phragme à la position x = x0, 
es tests sont don-nés par le tableau 3.2. Les solutions sont 
al
uléesà l'intérieur du domaine spatial xL ≤ x ≤ xR. Lessolutions numériques sont obtenues pour 100 n÷uds.Nous utilisons la 
ondition de stabilité de type 
ritèrede Courant-Friedri
hs-Levy (CFL) pour le 
al
ul de
∆t global telle que, |λmax|∆x/∆t ≤ 1, où λmax re-présente la vitesse maximale de l'onde |ui| + ai. Lavaleur initiale 
hoisie du nombre de CFL est de 0.9,ensuite nous réduisons le nombre de CFL ave
 unpas de 0.01 a�n de satisfaire les 
onditions de stabi-lité pour le 
al
ul expli
ite. Les 
onditions de bordsont ré�é
hissante. Pour 
haque test nous séle
tion-nons une position initiale x0 du diaphragme et l'ins-tant de 
al
ul. Les résultats numériques obtenus sont
omparés aux solutions exa
tes ainsi qu'aux résultatsobtenus ave
 les s
hémas expli
ites de Van Leer et deLiou-Ste�en [14℄. Les méthodes expli
ites ainsi dé�-nies sont formellement d'une pré
ision d'ordre un enespa
e et en temps.Le 
odage des algorithmes pour 
es tests a été e�e
-tué à l'aide du langage FORTRAN 90 [15℄. Le tempsde 
al
ul n'est pas représentatif ; puisqu'il s'agit d'un
ode qui n'est pas optimisé.

ρL uL pL ρR uR pRTest ( kg
m3 ) (m

s
) (kPa) ( kg

m3 ) (m
s
) (kPa)1 1 0 100 0.125 0 102 122 0 10000 1.22 0 1003 1 0 1 1 0 0.01Tab. 1 � Conditions initiales des problèmes test.3.2.1 Test 1Le test 1 à l'instant t = 0.01s où l'é
oulementest entièrement subsonique est une version du pro-blème de Sod. les résultats obtenus ave
 le s
héma



3 RÉSULTATS NUMÉRIQUES 6impli
ite de Steger-Warming (�gure 2) sont 
ompa-rables à la solution exa
te ave
 un 
ho
 in
ident etune dis
ontinuité de 
onta
t beau
oup plus étendus,en revan
he, l'éventail de détente est plus satisfai-sant ave
 une dissipation au niveau de la �tête� d'ex-pansion. Les s
hémas expli
ites de Van Leer et deLiou-Ste�en présentent une meilleure résolution no-tamment au niveau des dis
ontinuités (
ho
 et dis-
ontinuité de 
onta
t).
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Fig. 2 � S
hémas FVS appliqués au test 1, ave
 x0 =
0, les solutions numériques (symboles) et exa
tes(trait) sont 
omparées à l'instant t = 0.01 s.3.2.2 Test 2En utilisant un nombre de CFL de 0.4 à l'instant
t = 0.01s, qui 
orrespond à 52 itérations en impli
ite

pour le s
héma de Steger-Warming et un CFL de 0.8(85 itérations) en expli
ite pour Van Leer, on 
onstatei
i que la version impli
ite 
onverge plus rapidementvers la solution stationnaire.
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Fig. 3 � S
hémas FVS appliqués au test 2, ave
 x0 =
0, les solutions numériques (symboles) et exa
tes(trait) sont 
omparées à l'instant t = 0.01 s.Dans la solution du test 2 (�gure 3), l'éventail d'ex-pansion 
ontient un point sonique u− a = 0 à x = 0,
e qui génère une légère détente au niveau du 
ho
don
 un rapport de pression assez faible et qui estde 6.5374, 
e qui indique qu'un rapport de pressioninitial élevé ne traduit for
ément pas un 
ho
 impor-tant. En se
ond lieu, le 
ho
 
ontient un point soniquede 
ompression u + a = 0, qui apparemment ne poseau
un problème aux s
hémas numériques utilisés. En
omparaison ave
 le s
héma impli
ite de Steger et



3 RÉSULTATS NUMÉRIQUES 7Warming, les résultats de Van Leer et de Liou-Ste�ensont plus pré
is et pratiquement identiques sauf aupoint sonique, où le s
héma de Liou-Ste�en se rap-pro
he plus de la solution exa
te. Les plus grandesdi�éren
es du s
héma impli
ite de Steger-Warmingpar rapport aux s
hémas expli
ites sont visibles auniveau du 
ho
 in
ident où la dissipation est plus im-portante.
3.2.3 Test 3Le test 3 est purement théorique, il permet d'éva-luer la méthode numérique en terme de pré
ision et derobustesse, les résultats obtenus à l'instant t = 0.009s
omportent un 
ho
 in
ident assez important qui tra-verse le tube ave
 un nombre de Ma
h de 198, unesurfa
e de séparation et un éventail de détente (�-gure 4). On 
onstate pour 
e test que les versions ex-pli
ites 
onvergent plus rapidement vers la solution,et en parti
ulier 
elle de Liou-Ste�en (48 itérations).En faisant varier le CFL du 
al
ul impli
ite, on n'ar-rive pas à dépasser la vitesse de 
onvergen
e des ver-sions expli
ites. La résolution du système prin
ipal à
haque pas en temps semble être plus sévère. On notedon
 une instabilité à 
ause du pas de temps puisquel'on obtient des résultats que lorsque le nombre deCFL se trouve réduit à 0.09, 
e qui 
orrespond à un
∆t global de 0.288×10−5. Dans 
e 
as, le 
al
ul impli-
ite n'apporte pas d'avantage par rapport au s
hémaexpli
ite.Les solutions numériques montrent une légère pertede monotonie à proximité du 
ho
 qui apparaît dansles résultats de pression, ainsi qu'une sous-estimationde la densité. En 
omparaison ave
 le s
héma impli-
ite de Steger-Warming, on peut dire que les s
hémasexpli
ites sont plus pré
is, parti
ulièrement au pointsonique.
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Fig. 4 � S
hémas FVS appliqués au test 3, ave
 x0 =
0.5, les solutions numériques (symboles) et exa
tes(trait) sont 
omparées à l'instant t = 0.009 s.
3.3 Augmentation de la pré
ision enra�nant le maillageJusqu'i
i, la façon d'obtenir des résultats adaptéspour représenter la propagation des ondes du systèmed'Euler a été dis
utée. Pour 
ela, on a 
onsidéré uneappro
he spatiale du premier ordre, 
e qui 
onstitueune erreur de tron
ature O(∆x), don
 une méthodeassez dissipative. Pour augmenter la pré
ision, nousavons augmenté le nombre de n÷uds à N = 2000 a�nde permettre une meilleure distin
tion des résultatsaprès un temps de 
al
ul assez long.
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Fig. 5 � Test 1 : répartition des pressions dans letube en fon
tion du temps. Les resultats sont obtenusave
 le s
héma impli
ite de Steger et Warming pourun ∆t global de 0.354 × 10−3.3.3.1 Test1Les �gures 5 à 7 montrent une amélioration visiblede la représentation des dis
ontinuités. La ré�exiondes ondes de détente a été distinguée et son in�uen
esur le 
ho
 ré�é
hi a été démontrée. De même, l'in-�uen
e des ondes ré�é
hies sur la dis
ontinuité de
onta
t a été 
lairement mise en éviden
e numérique-ment. La position des ondes est fa
ilement repérée à
haque instant. La �gure 6 qui montre la répartitionde la vitesse est exemplaire pour la représentationnumérique des ondes. On 
onstate d'abord la mono-tonie des résultats obtenus ave
 le s
héma impli
itequi génère une très bonne résolution de l'éventail dedétente. De plus, l'intensité du 
ho
 ré�é
hi est trèspronon
ée juste au niveau de la paroi où on est 
a-pable de donner les valeurs de référen
e analytiques.L'intera
tion entre le 
ho
 ré�é
hi et la surfa
e de
onta
t est très bien reproduite par les résultats nu-mériques. On peut 
lairement distinguer la réfra
tionnormale du 
ho
 ré�é
hi provoquée par sa ren
ontreave
 la surfa
e de séparation (�gure 7). Une partie du
ho
 ré�é
hi est transmise à travers la dis
ontinuitéde 
onta
t, où la vitesse du 
ho
 transmis est légère-ment ralentie. On 
onstate aussi la formation d'une
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Fig. 6 � Test 1 : répartition des vitesses dans le tubeen fon
tion du temps.onde de 
ho
 produite par la réfra
tion qui se dépla
evers la droite, à partir du point d'intera
tion. Le 
om-portement de 
es ondes qui sont une parti
ularité duphénomène de la réfra
tion normale prévue par lathéorie du tube à 
ho
, a don
 été 
lairement misen éviden
e numériquement. Ce
i peut être 
onstatépour les résultats obtenus par 
ha
un des trois s
hé-mas FVS.
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Fig. 7 � Test 1 : répartition des densités dans le tubeen fon
tion du temps.



RÉFÉRENCES 94 Con
lusionEn se basant sur les résultats des 
as tests, nouspouvons 
on
lure que la formulation mathématiqueutilisée pour la résolution du système hyperboliqued'Euler est robuste, et permet de 
al
uler des 
ho
sforts et des détentes fortes sans os
illations, dansun �uide parfait 
ompressible. Le 
hoix d'une mé-thode impli
ite nous a permis la 
onstru
tion d'unalgorithme à faible 
oût de 
al
ul se 
omportant demanière très satisfaisante dans la plupart des tests,ave
 une très bonne prédi
tion des 
ho
s in
identset ré�é
his, notamment une parfaite distribution depression. Cependant, la 
apture de façon pré
ise dela dis
ontinuité de 
onta
t montre qu'une dé
omposi-tion de �ux génère une vis
osité numérique (un défautsouvent 
onstaté dans la littérature).Si on observe les résultats du test 3, on 
onstateque le s
héma sur-estime la pression au point sonique(le 
as où la vitesse 
ara
téristique s'annule) justeavant le 
ho
, en revan
he la masse volumique estsous-estimée en 
e même point. Ces deux observa-tions sont liées. On note aussi le point faible de laméthode impli
ite du premier ordre qui a tendan
e àêtre trop di�usive et à étaler les 
ho
s sur un grandnombre de n÷uds, surtout dans les 
as où il s'agit de
ho
s relativement faibles.Référen
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