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et la modélisation mathématique des risques financiers 
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Benoit Mandelbrot, savant multidisciplinaire et inclassable, est surtout connu pour ses 
travaux sur la  géométrie fractale et l’analyse multifractale, cadres conceptuels pour décrire et 
modéliser de nombreux objets mathématiques irréguliers, comme l’ensemble  du plan 
complexe qui porte son nom. Certains seront donc surpris d’apprendre que Mandelbrot 
portait également un vif intérêt à la modélisation mathématique en finance : il s’intéressa très 
tôt dans sa carrière à l’étude statistique des données économiques et financières et fut à 
l’origine de nombreuses idées importantes et fécondes dans la modélisation statistique des 
risques financiers, sujet qui le passionna tout au long de sa vie.  C’est que Benoit Mandelbrot 
était avant tout un penseur de la rugosité et un chasseur de la régularité dans l’irrégularité, ce qui le 
conduisit à s’intéresser aux phénomènes  irréguliers de toute sorte, qu’ils fussent 
mathématiques, physiques, biologiques ou économiques. Il était donc inévitable que, tôt ou 
tard, il porte son intérêt à la modélisation des fluctuations boursières, dont l’irrégularité 
occupe bien souvent la une de nos journaux.... 
 
Ce sujet avait déjà suscité la curiosité des mathématiciens, à commencer par le français Louis 
Bachelier qui, dans sa thèse en 1900,  proposa de modéliser les cours boursiers par un 
processus `purement’ aléatoire qui prit quelques années plus tard le nom de mouvement 
Brownien sous la plume d’Einstein. Dans ce modèle, les variations successives du prix d’une 
action sont représentées par des variables aléatoires indépendantes avec une distribution 
Gaussienne : l’évolution des cours boursiers y est modélisée comme un mouvement  
imprévisible mais continu, dont l’amplitude peut être caractérisée par l’écart-type, ou  volatilité, 
des rendements journaliers, qui mesure l’ordre de grandeur des fluctuations typiques du prix 
sur une journée. Le modèle de Bachelier, repris par les économistes américains Markowitz et 
Samuelson dans les années 1950, fut le point de départ de la modélisation probabiliste des 
risques  financiers. 
 



A la recherche d’invariances d’échelle    

Dès 1962, Benoît Mandelbrot, qui avait à sa disposition les ordinateurs d’IBM, son 
employeur à l’époque, se mit  à analyser les propriétés statistiques de données financières, 
notamment les cours de matières premières comme le coton. Alors que l’économétrie de son 
temps se contentait d’étudier et de modéliser des variations hebdomadaires ou mensuelles de 
grandeurs économiques, Mandelbrot recherchait dans ces mêmes données des d’invariances 
d’échelle – des propriétés statistiques  qui ne dépendent pas de la fréquence d’échantillonnage. 
La distribution des rendements journaliers est-elle semblable à la distribution des rendements 
hebdomadaires ou mensuels ?  Si on en croit le modèle de Bachelier, la réponse est oui : par 
la propriété d’invariance d’échelle du mouvement Brownien,  la variation d’un cours sur t 
jours a la même loi statistique, à un facteur √t près, que sa variation sur 1 jour : on dit aussi 
que le mouvement Brownien est autosimilaire avec un exposant d’autosimilarité 2. En 
s’appuyant de nouveau sur une étude statistique des prix de coton,  Mandelbrot montre que 
cette « loi en √t » ne décrit pas correctement l’évolution des queues de distribution à travers 
les échelles de temps, et c’est en essayant de rendre compte de cette variation des propriétés 
des données financières avec l’échelle d’observation que Mandelbrot décerna deux 
phénomènes importants mais absents du modèle de Bachelier et ignorés jusque là dans la 
modélisation économétrique : 
 
- la présence de discontinuités, correspondant à  une chute brutale des cours boursiers, et son 
pendant statistique, une queue de distribution épaisse  et non-Gaussienne  des rendements : 
c’est ce qu’il appela syndrome de Noé par allusion au mythique déluge ;  
 
- la persistance des variations boursières et leur concentration dans le temps, qu’il appela 
syndrome de Joseph : « Sept années d’abondance, sept années de vaches maigres ». 
Ces  « syndromes » devinrent les deux piliers de sa représentation des aléas boursiers. 

Du hasard sage au hasard sauvage: le syndrome de Noé 

Dans une série d’articles publiés à partir de 1962 (M 1962c, M 1963c M 1963e, 1967)  
Mandelbrot remarque que les prix boursiers  présentent des variations extrêmes beaucoup plus 
fréquentes que ne le prédit une distribution Gaussienne. Mandelbrot qualifia  ce 
comportement  de « hasard sauvage » par opposition au comportement aléatoire continu et  
assez « sage » du mouvement Brownien. Dans sa célèbre étude sur les prix du coton (M 
1963) qui parut dans le même recueil (Cootner 1964) que la traduction par Savage de la thèse 
de Bachelier, Mandelbrot nota que si le but est de quantifier le risque d’un portefeuille, ce ne 
sont pas les variations « typiques » qui comptent mais bien ces gains ou pertes spectaculaires, 
que l’écart type ne mesure pas et  qui sont représentées par la queue de la distribution de 
probabilité des rendements.  

En voici une illustration. Si l’on suppose une distribution Gaussienne pour les rendements 
journaliers, la probabilité qu’un rendement observé dévie de 4 écarts types de sa moyenne est 
inferieur à 0.01 %, soit un événement observé en moyenne une fois tous les 63 ans.  En 
revanche, pour une distribution de Student avec 3 degrés de liberté (pour laquelle la 
probabilité d’observer une perte > x décroit en 1/x3 ), de même écart type, la probabilité 



d’observer des événements 4 fois l’écart type passe à 0.62 % soit, en moyenne, un événement 
observé deux fois par an. Les rendements journaliers de l’indice Dow Jones (Figure 1) sur les 
deux années 2007-2009 exhibent 16 observations dont l’amplitude dépasse 4 écarts types : 
cela donne une proportion de 0.78 %, un peu plus que la loi de Student avec 3 degrés de 
liberté et 100 fois plus que dans le cas gaussien! 
 

 

 
 

Figure 1 : En haut : rendements journaliser de l’indice Dow Jones 2007-2008  (points). 

En bas : Distribution normale (rouge) comparée avec la loi de Student de paramètre 3 

(bleu) et la distribution (normalisée) des rendements journaliers de l’indice Dow Jones 

(points).  Les trois distributions ont le même écart type et la même moyenne. L’unité sur 

l’axe horizontal correspond au nombre d’écart types.  
 
 



 

 
Figure 2. Gauche: Rendements journaliers de l’indice S&P500 de la bourse de New York, de 
Janvier 1950 à Septembre 2009. La flèche indique le krach du  Lundi 19 Octobre 1987, 
lorsque l’indice boursier SP500 perd 20% en une journée, ce qui correspond à 20 fois l’écart-
type. Droite: simulation d’un « aléa sage», une série aléatoire gaussienne de même moyenne 
et même écart-type. La plus grande perte dans cette série de 14 000 observations est de 4 %, 
soit 4 fois l’écart-type. 
 
Mandelbrot propose alors de remplacer le mouvement Brownien de Bachelier par  une classe 
de processus aléatoires reflétant le caractère sauvage et discontinu des mouvements 
boursiers: les processus de Lévy, dont l’étude fut initiée dans les années 1930 par Paul Lévy,  et 
qui, a l’opposé du mouvement Brownien,  modélisent une évolution aléatoire   discontinue, 
faite de sauts de toutes les tailles. Mandelbrot considéra initialement la classe des processus 
de Lévy stables, qui, comme le mouvement Brownien, sont autosimilaires mais avec un 

exposant d’autosimilarité 0<<2 : la diffusion « en √t » du mouvement Brownien est alors 

remplacé par un comportement en t1/ . Mandelbrot estima que la valeur   est proche de 
1.7-1.8 pour de nombreuses séries financières (M 1963). La modélisation des prix avec des 
processus stables, dont la variance est infinie, fit l’objet de débats interminables chez les 
économètres dans les années 1960 mais  eut du mal à percer dans les applications en finance 
qui reposait à l’époque sur la variance comme mesure du risque. Mais il existe bien d’autres 
constructions de processus de Lévy qui sont discontinus mais de variance finie et, après 
avoir été négligée pendant 30 ans, cette piste de recherche connut un renouveau dans les 
années 1990 et continue à stimuler de nouvelles recherches sur les processus de Lévy.  

Persistance et concentration du risque: le syndrome de Joseph   

Une autre contribution importante de  Mandelbrot fut la mise en évidence- et la 
modélisation mathématique- des dépendances temporelles ou persistances dans les 
mouvements boursiers, qui se manifeste dans leur concentration dans le temps: « les petites 
variations sont le plus souvent suivi de petites variations, et les grandes mouvements sont le 
plus souvent suivi de grand mouvements» (M 1963). Cette propriété, qui se retrouve dans 
toutes les séries boursières,  indique l’insuffisance de modèles à accroissements 
indépendants.  

Une autre idée est celle de dépendance à longue portée: les rendements d’une action sur des 
jours différents, même éloignés dans le temps, peuvent présenter une dépendance 



significative (1971a, 1971b, 1972) : c’est le syndrome de Joseph. Ces deux observations vont à 
l’encontre de l’hypothèse d’indépendance des variations boursières, sous-jacente au modèle 
de Bachelier.  A partir de ses travaux antérieurs avec Van Ness sur la dépendance à longue 
portée en hydrologie (1968a,1968b), Mandelbrot proposa de modéliser ce phénomène en 
remplaçant cette fois le mouvement Brownien de Bachelier par un autre processus aléatoire, 
le mouvement  Brownien fractionnaire, dont les accroissements sont Gaussiens mais fortement 
dépendants même  sur des périodes éloignées. Cette idée a généré des travaux de recherche 
considérables sur les processus aléatoires fractionnaires, notamment par Murad Taqqu qui 
fut élève de Mandelbrot,   ainsi que des applications en économétrie et finance.  

Ainsi, les différents modèles que proposaient Mandelbrot prédisent que la fréquence des  
grands risques est beaucoup plus grande que ne le suggère le modèle brownien, soit à cause 
de la discontinuité des prix dans le temps (syndrome de Noé), soit à cause de la 
concentration des pertes dans le temps (syndrome de Joseph). Evidemment, les deux effets 
peuvent coexister, ce qui fut confirme par les centaines d’études économétriques qui 
suivirent les travaux de Mandelbrot. Dans ses travaux ultérieurs avec Laurent Calvet et Adlai 
Fisher (1997a, 1997b), Mandelbrot proposa de combiner ces deux effets au sein d’un modèle 
multifractal, revenant ainsi à un amour de jeunesse, les  cascades aléatoires multifractales qu’il 
proposa en 1974 pour modéliser la turbulence des fluides (M 1974).  

Mesurer l’irrégularité financière : l’analyse multifractale  

Une idée importante chez Mandelbrot est l’existence d’une échelle  de la rugosité dans les 
phénomènes irréguliers : il faut, pensait il, «bien mesurer l’irrégularité » d’un phénomène 
pour choisir un modèle mathématique adéquat. On peut mesurer la régularité locale d’un 
signal f(.) à un instant t par son exposant de Hölder local H(f,t) au voisinage de t. Pour des 
signaux irréguliers, cet exposant de Hölder peut varier d’un instant à l’autre et, lorsque le 
signal est aléatoire, chaque échantillon peut donner une fonction H(t) différente. Une façon 
plus « stable » de caractériser l’irrégularité d’un signal est via son spectre de Hölder, défini 
comme la dimension de Hausdorff de l’ensemble des points ou l’exposant  de Hölder atteint 
une valeur donnée : 

D(f,h)= dim( {t> 0, H(f,t)= h}) 

(avec la convention que dim(Ø )= -∞). Lorsque le signal est la trajectoire d’un processus 
aléatoire X(t), D(X,h) dépend a priori de la trajectoire observée mais pour de grandes classes 
de processus stochastiques – processus de diffusion, processus de Lévy et solutions 
d’équations différentielles stochastiques à coefficients réguliers- ce spectre ne dépend en fait 
que du support de la loi de X et permet donc de caractériser la ‘texture’ du processus. Par 
exemple, pour un signal ‘monofractal’ comme un mouvement Brownien 

 
 D(X, 1/2)=1 et D(X, h)= -∞  pour h ≠ 1/2 

 
alors que pour des signaux ‘multifractals’, plus complexes, D(X,.) peut avoir un domaine 
non-trivial. Une idée clé, due à Parisi et Frisch (1985) et développée ensuite dans différentes 



directions par Mandelbrot (1974), Arneodo et al (1993), Jaffard (1997) et d’autres, est qu’on 
peut, pour une grande classe de fonctions, estimer le spectre de Hölder à partir des moments 
empiriques des accroissements du signal à différentes échelles du temps. Mandelbrot  
comprit très tôt l’intérêt de ce formalisme multifractal  dès les années 1970 dans le contexte de la 
modélisation statistique de la turbulence. Avec  la disponibilité de données haute-fréquence 
de taux de change dans les années 1990, ces techniques permirent à Fisher, Calvet et 
Mandelbrot (1997c) de mettre en évidence  un spectre  de Hölder concave des signaux  
boursiers qui ressemble peu à  celui des processus stochastiques –processus de diffusion, 
semimartingales- habituellement utilisés pour les représenter...  et qui signale l’existence 
d’aléas de rugosité différentes à de multiples échelles de temps. 

Reprenant  l’idée, qu’il avait exploré dès 1967 (Mandelbrot & Taylor 1967), de représenter 
l’évolution d’un prix non pas en fonction du temps chronologique mais d’un temps 
‘intrinsèque’ de marché, dont l’évolution est elle-même aléatoire et saccadée, Mandelbrot, 
Calvet et Fisher (1997a) modélisent ce temps intrinsèque par l’intégrale d’une mesure 
multifractale, ce qui aboutit à une représentation de la dynamique des prix par un 
mouvement Brownien avec un changement de temps multifractal.  

Observer avant de modéliser  

Ceux qui ont connu Benoit Mandelbrot savent l’importance qu’il attribuait au fait d’observer 
avant de modéliser. La simulation, la visualisation et l’analyse des données ont joué un rôle 
important, dans ses travaux sur la finance, comme dans ses travaux sur les fractales. Cet 
aspect de sa méthodologie est indissociable de ce qui fut  son lieu de travail pendant de 
nombreuses années : le centre de recherche IBM à Yorktown Heights (New York), où il 
disposait des ordinateurs les plus puissants de son époque, et dont il fit manifestement bon 
usage. Mandelbrot passait une grande partie de son temps à visualiser les données, les 
observer sur l’écran d’ordinateur et les soumettre à de multiples cribles statistiques. Son 
regard perçant faisait le reste. Il n’hésitait pas à réexaminer les modèles proposés dans ses 
anciens articles à la lumière de nouvelles données, pour les réévaluer voire les rejeter. Rien de 
surprenant, dirait certains lecteurs, mais si cette précieuse habitude mérite d’être mentionnée, 
c’est qu’elle contraste avec une littérature foisonnante de « modèles mathématiques», 
notamment en économie et finance, qui prétendent modéliser une réalité qu’elles ne daignent 
pas d’examiner .... Mandelbrot, qui était pourtant sensible à l’élégance mathématique, restait 
sceptique sur les « mathématiques financières » qu’il voyait, à la différence d’une véritable 
modélisation, se développer comme une nouvelle scolastique où l’engouement pour certains 
outils mathématiques semblait primer sur l’observation et les questions de fond sur la nature 
du risque… 
 
Accueil et postérité des travaux de Mandelbrot sur les risques financiers 

Dire que les  travaux de Benoit Mandelbrot sur les risques financiers n’ont pas laissé  
indifférents les spécialistes du sujet est un euphémisme. Accueillis au départ avec hostilité par 
les uns – notamment nombre d’économistes et représentants de la « finance académique » - 
et avec enthousiasme par les autres, notamment des praticiens de la finance et ceux qui 
comme lui étudiaient  de près les données empiriques,  les travaux de Benoit Mandelbrot sur 
la modélisation mathématique en finance continuent à inspirer les uns et les autres plus de 40 
ans après leur publication. 



L’hostilité de la réaction –notamment des représentants de la finance académique- à 
Mandelbrot était en partie due au fait qu’il avait choisi  de s’attaquer aux paradigmes de la 
théorie financière d’alors: utilisation de la variance comme mesure de risque, représentation 
des aléas boursiers par  des modèles Gaussiens ou des modèles à accroissements 
indépendants, pertinence du mouvement Brownien comme représentation de l’aléa 
boursier…  Benoit Mandelbrot, qui a toujours eu un coté abrasif, aimait la polémique, 
exprimait ses critiques avec une franchise extrême et avait une certaine idée de sa personne, 
ce qui ne plaisait pas toujours. Dans les conférences d’économie  des années 60 aux Etats 
Unis, jouant sur le nom de son employeur de l’époque, IBM, on parlait d’ « ABM» (Anything 
But Mandelbrot)… Mais cette hostilité était aussi liée à sa position d’ « outsider » à la fois 
chez les mathématiciens et les économistes, dans un monde académique qui aime bien 
filiations et références. 
 
Que reste-t-il aujourd’hui des idées de Mandelbrot sur la modélisation des risques 
financiers ? Les modèles que Mandelbrot proposa initialement –processus alpha-stables, 
Brownien fractionnaires, cascade aléatoire multifractale- n’ont pas vraiment été retenus dans 
les applications économétriques et financières sous leur forme initiale. Dans ce domaine 
comme dans les autres, Mandelbrot s’intéressait plus au cadre conceptuel et laissait à d’autres 
le soin d’adapter ce cadre aux applications. Ce travail nécessita un  effort considérable, 
l’élégance mathématique devant céder parfois devant la complexité des données financières. 
La modélisation initiale du « hasard sauvage » par les processus de Lévy alpha-stables céda 
progressivement la place dans les années 1990 à des processus de Lévy « stables tempérés », 
discontinus et encore quelque peu sauvages mais tout de même de variance finie…  
Les idées de Mandelbrot sur la longue dépendance et le syndrome de Noé donnèrent 
naissance à une foisonnante littérature sur les modèles de volatilité à longue dépendance 
(voir par exemple Comte & Renault 1998, Cont 2005 et l’article de Murad Taqqu dans ce 
numéro). Quant aux processus multifractals de Mandelbrot, ils furent raffinés et développés 
dans les travaux de Calvet & Fisher (2001) et Bacry & Muzy (2010)  dans la modélisation des 
données haute fréquence. 
 
Mais, force est de constater que les idées directrices de Mandelbrot –importance des 
fluctuations extrêmes, discontinuité et concentration des risque financiers, dépendances 
temporelles dans la volatilité, l’importance d’examiner les données à de multiples échelles de 
temps– qui rencontrèrent une grande résistance de la part des économistes de son temps, 
sont aujourd’hui reconnues comme des faits incontestables, confirmés par plus de 40 ans de 
recherche en économétrie financière. Les objets mathématiques qu’il fit entrer avec tant de 
fracas dans l’univers de la théorie financière font désormais partie de la boite à outils de la 
modélisation en économétrie et finance.  
 
Dans la quête d’un  modèle  adéquat pour représenter l’aléa financier,  Benoit Mandelbrot 
posa de nombreuses bonnes questions, dont certaines restent ouvertes. Ses idées, qui ont 
connu des extensions et ramifications multiples, continuent d’inspirer les chercheurs, dans ce 
domaine comme dans bien d’autres. Ce qui ne signifie pas nécessairement qu’ils soient 
appliqués dans la pratique quotidienne de la gestion des risques financiers... où beaucoup 
utilisent encore des modèles Gaussiens,  pourtant mis en défaut à la fois par les études 
statistiques et par l’expérience des crises financières répétées de ces dernières décennies. Mais 
ceci est une autre histoire... Faudra-t-il attendre encore 30 ans pour que les gestionnaires de 
risque (et les formations de Master!) intègrent ces concepts ? Espérons que non. 
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