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Chapitre 13

M¢éthode d’Ecart a la Réciprocité

13.1. Introduction

La classe de problemes étudiée dans ce chapitre réunit I’ensemble des situations
d’identification (sources, fissures, voire conditions aux limites ou parametres phy-
siques sur des surfaces intérieures au solide) pour lesquelles on dispose de données
surabondantes sur la surface extérieure du solide. Pour un opérateur mathématique
donné représentant la physique du phénomene que I’on utilise, qu’il s’agisse de conduc-
tion thermique ou électrique ou encore d’élasticité par exemple, on désigne par don-
nées surabondantes un couple de champs dont I’'un seulement peut étre utilisé pour
formuler le probléme direct. Ce probleme direct est le probleme usuel qui consiste a
déterminer le champ solution a I’intérieur du solide a partir de la connaissance de sa
géométrie, des sources éventuellement présentes et plus généralement des « charge-
ments ». C’est ainsi que disposer a la fois des efforts appliqués et des déplacements en
surface constitue une situation de données surabondantes en mécanique, de méme que
de disposer du flux de chaleur et de la température en thermique. De facon générale,
on dispose donc de la donnée du champ « primal » qui décrit le phénomene et de la
donnée correspondant aux « conditions aux limites naturelles » pour 1’opérateur en
jeu (conditions de Dirichlet et de Neuman pour prendre le vocabulaire mathématique
associé au Laplacien).

Une approche classique de ce type de problémes d’identification consiste a pa-
ramétrer les inconnues ou les éléments recherchés (fissures, inclusions, etc.) par un
vecteur x, a choisir ’'une des données surabondantes comme « entrée » (par exemple
le flux ou les efforts) et construire via la résolution du probleme direct, un champ u(x)

Chapitre rédigé par Stéphane ANDRIEUX, Huy Duong BUI et Andrei CONSTANTINESCU.
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dont on observe la valeur sur le bord du domaine, c’est-a-dire pour lequel on compare
la « sortie » a I’autre donnée dont on dispose. Pour les comparer, on utilise dans la
quasi-totalité des cas une fonction d’erreur au sens des moindres carrés M C'(u —u™).
L’ algorithme d’identification devient donc un algorithme de minimisation :

arg min M Clu(x) — u™] 13.1)
T

Cette méthode nécessite de nombreuses résolutions du probleme direct et ne per-
met pas en général d’obtenir des résultats d’identifiabilité, c’est-a-dire de déterminer
si les données dont on dispose sont suffisantes pour identifier de facon unique les
éléments que 1’on recherche.

Lorsque I’on dispose de données surabondantes sur 1’ensemble de la surface ex-
térieure du solide, on peut utiliser une autre approche, baptisée écart a la réciprocité,
qui permet :

— en général, et sans aucune résolution de probléemes directs, d’obtenir une infinité
d’informations sur les éléments que 1’on cherche a identifier ;

— dans certains cas particuliers, d’identifier explicitement ces éléments.

La méthode repose sur une idée tres simple : lorsque I’opérateur qui décrit la phy-
sique en jeu est symétrique (conduction stationnaire, élasticité linéaire, etc.) il existe
une propriété dite de réciprocité qui prend différents noms selon la physique en ques-
tion : réciprocité de Maxwell-Betti en élastostatique, de Rayleigh en élastodynamique
harmonique, etc.. Cette propriété exprime de facon générale que pour un méme solide
soumis a deux « chargements » distincts C'; et Cs, et présentant des réponses distinctes
R et Ro, le « travail » des sollicitations liées au chargement C; dans la réponse R,
égale celui de la sollicitation liée a Cs dans la réponse R;. C’est cette propriété qui
conduit par exemple a la symétrie des matrices de « rigidité » dans les méthodes par
éléments finis. L’idée de la méthode d’écart a la réciprocité est d’écrire la relation
de réciprocité entre le champ réel dans le solide réel et tout champ a 1’équilibre dans
un solide fictif ne présentant aucun des éléments recherchés (pas de fissures, d’inclu-
sions, de sources, etc.). Bien entendu la propriété de réciprocité n’est pas vérifiée, et
la valeur de cet écart (scalaire) permet d’accéder a une sorte de « différence » entre le
domaine réel et le domaine sain ou sans sources. Pour chaque champ a I’équilibre dans
le solide sain, et on en connait en général une infinité sous forme analytique dans le
cas d’un solide homogene, on obtient ainsi une information par un calcul trés simple
d’intégrale sur le bord du solide. C’est I’exploitation judicieuse de ces informations
qui permet d’obtenir dans certains cas des résultats d’identifiabilité théorique et four-
nit une méthode pratique d’identification, souvent traduite par des formules explicites
comme dans le cas des fissures planes par exemple.
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Apres avoir précisé dans un cadre abstrait la méthode d’écart a la réciprocité, on
étudie dans ce chapitre trois exemples d’identification : 1’identification de fissures
planes, puis de sources en thermique et enfin de fissures planes en thermo-élasticité,
en n’utilisant que des mesures de champs de déplacement.

13.2. La méthode d’écart a la réciprocité

La démonstration du théoréme de réciprocité de Maxwell-Betti en élasticité, s’ ap-
puie sur la propriété de symétrie de la forme bilinéaire a(u,v) intervenant dans la
formulation faible du probleme d’équilibre élastique du solide €2 (avec frontiere O €2
et une normale extérieure 1) considéré :

a(u,v) = a(v,u) V(u,v) € V? (13.2)

alu,v) = /Qa[u} c A e[v] dQ (13.3)

ol A est le tenseur de rigidité élastique et V I’espace des champs de déplacements
d’énergie finie. De la méme facon, tout opérateur représentant une équation de la
physique et possédant cette symétrie accédera ainsi a une propriété similaire a celle
de Maxwell-Betti. La liste suivante en indique pour quelques exemples 1’ opérateur
bilinéaire et I’opérateur des conditions aux limites naturelles o :

— élastodynamique harmonique a pulsation fixée :
a(u,v) = / elu] : A : efv] dQ—w2/ pu - v df) (13.4)
Q Q

olul-n = (A:efu]) n (13.5)
ou u,v sont des champs réels et virtuels de déplacement. € est 1I’opérateur des

déformations, o 1’opérateur des contraintes et n la normale extérieure a la facette
considérée.

— conduction thermique ou électrique :

a(u,v) = /Vu-k:~VUdQ (13.6)
Q

olul-n = (k-Vu)-n (13.7)
ou u,v sont des champs réels et virtuels du potentiel thermique respectivement
électrique et o est I’opérateur flux ;

— acoustique harmonique (équation d’Helmholtz) :

a(u,v) = /Vu~k~Vde—w2/u~de (13.8)
Q Q

ofu]-n (k-Vu)-n (13.9)
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ol u, v sont des champs réels et virtuels du potentiel acoustique, o est I’opérateur flux
acoustique.

Le cas général est donc celui ol le probleme admet une formulation faible du type :
a(u,v) = l(v), dans laquelle {(v) est la forme linéaire du « travail » des sollicitations
surfaciques, associée aux conditions aux limitées naturelles du probleme étudié ou
volumique (sources, forces de volume,etc.) et a une forme bilinéaire symétrique.

La propriété de réciprocité exprime que pour deux formes linéaires différentes ['
et [, et si I’'on note u' et u? les solutions des problemes :

a(ut,v) =1'"(v)  YweV i=1,2 (13.10)
on a alors :
IM(u?) = 12(u') (13.11)

Les termes de bord font intervenir 1’opérateur o des conditions aux limites natu-
relles associé a la forme linéaire a, défini par I’équation :

YueV: a(u,v) = / (o[u] -n)-vds Yvey (13.12)
o9

L’expression de 1’opérateur o pour différents modeles physiques est précisé dans
la liste précédente.

Dans ce formalisme général, les problémes d’identification auxquels on s’intéresse
peuvent s’écrire de la fagon suivante :

L’essai réalisé ou la sollicitation appliquée conduit a un champ u dans le solide
qui vérifie :

ag(u, w) + a1 (u, w) = l(w) —|—/ frwds Yw eV (13.13)
et

expression dans laquelle la forme linéaire | (sources ou conditions sur les surfaces
intérieures) et la forme bilinéaire a; (caractéristiques physiques, inclusions etc..) sont
inconnues. On dispose en revanche par mesures de champs de la valeur de uw = U sur
la totalité du bord du domaine. A partir des données surabondantes de bord (U, f), il
s’agit de déterminer [ et a;.
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13.2.1. Définition de I’écart a la réciprocité

L’écart a la réciprocité est la forme linéaire définie sur 1’espace des champs d’éner-
gie finie :

R = (f-v—="Uogg[v] - n) ds (13.14)
et

Cette forme linéaire ne fait intervenir que les quantités connues et se calcule par une
intégration sur le bord extérieur du domaine.

Aucune résolution d’un quelconque probleme « direct » n’est nécessaire.

L’intérét de cette définition réside dans la propriété fondamentale de I’écart a la
réciprocité, propriété qui fait intervenir non pas tous les champs v de V, mais ceux qui
sont« a 1’équilibre » pour la forme bilinéaire connue ag, sans sollicitation autre que
des sollicitations surfaciques sur le bord extérieur du domaine. Cet espace est noté :
Vil et se caractérise donc par :

Vil ={veV

ap(v,w) = /8 (oo[v] *m)-wds YweV} (13.15)
Qeat

13.2.2. Propriété fondamentale de I’écart a la réciprocité

Pour tout champ de I’espace, 1’écart a la réciprocité s’exprime également par :

R(v) = L(v) — a1 (u,v) Vo € Vil (13.16)

La démonstration de cette propriété est immédiate. En effet, en prenant respec-
tivement comme champ test w = u dans la caractérisation de v, et w = v dans la
condition d’équilibre de w, il vient :

ap(v,u) = / (oo[v] - m) - uds (13.17)
et
et:

ap(u,v) + ay(u,v) = £(v) +/ f-vds (13.18)
OQeat
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On obtient 1’égalité voulue par différence, en exploitant la symétrie de la forme
bilinéaire ag, bien siir essentielle ici.

Pour chaque champ v de I’espace, on dispose donc en calculant (v) via sa défi-
nition, c’est-a-dire par une intégration sur le bord du domaine, d’une information sur
les deux inconnues que sont £ et a;. Le principe de la méthode d’écart a la récipro-
cité est d’exploiter cette égalité, en choisissant judicieusement les champs v. Deux
types de résultats peuvent étre obtenus : des résultats théoriques d’identifiabilité d’une
part, et des méthodes constructives d’identification totale ou partielle d’autre part. Les
premiers répondent a la question suivante : pour un jeu de données surabondantes,
existe-t-il un unique couple (¢, a;), c’est-a-dire un unique ensemble de sources, de
fissures, d’inclusions pour lequel la réponse du solide coincide avec les données de
bord mesurées ? Les seconds fournissent des méthodologies qui permettent de carac-
tériser concretement (éventuellement partiellement seulement) les inclusions, fissures,
sources, etc., que renferme le solide.

On donne dans la suite de ce chapitre des exemples de tels résultats. Il faut noter
que lorsqu’il est possible de construire analytiquement les champs auxiliaires v néces-
saires a I’exploitation de I’écart a la réciprocité (et c’est le cas assez souvent), alors
aucune résolution de probleme direct n’est nécessaire. Les calculs se limitent a des
intégrations sur la surface du solide. Cette spécificité fait de la méthode d’écart a la
réciprocité une technique d’identification extrémement rapide et efficace. En contre-
partie de ses deux grandes limitations, il faut souligner la nécessité de disposer de
données sur la totalité du bord du solide d’une part, et I’absence de méthode systéma-
tique de choix des champs v « judicieux » d’autre part.

Quelques propositions pour pallier ces deux limitations ont été formulées mais
elles sortent du cadre de ce chapitre.

13.3. Identification de fissures en électrostatique

Dans le cas de fissures planes, il est possible d’établir des formules donnant 1’ex-
pression de la normale au plan renfermant une ou plusieurs fissures, et méme de dé-
terminer complétement ce plan. Prenons I’exemple de la conduction thermique (ou
électrique) stationnaire.

Si le solide est a I’équilibre, pour un flux de chaleur imposé ou connu (via une

condition d’échange par exemple) égal a f sur la surface extérieure, on aura les équa-
tions suivantes ol k désigne la conductivité du milieu et le 7' champ de température :

div (kVT) =0 dans €, EVT -m=f sur 0Qcys (13.19)
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\/

Figure 13.1. Fissures planes a l'intérieur d’un solide

Dans ce cas la frontiere 02 du domaine ) est formée de la frontiere extérieure du
solide 0€2.,; et I' I’ensemble des 1evres des fissures I';, j = 1, N (voir 13.1).

Sur les fissures I';, j = 1, N, on suppose que regne une condition de type résis-

tance de contact (non-linéaire), c’est-a-dire une condition (inconnue) qui relie le flux
normal a la fissure a la discontinuité de température [71'] entre les levres de la fissure.

EVT -Nj; =r; ([T])sur I';, Vj=1,etc., N (13.20)

Enfin, on connait par mesure la température 7™ sur la surface extérieure du solide.

£ 04

Pour ces équations, 1’écart a la réciprocité s’écrit :

R(U)/Q [f-v—(kVv-n)-T™] ds (13.21)

ext

On peut alors facilement établir la propriété fondamentale de 1’écart a la réciprocité :

R(v) = Z Vo N;[T]ds Yvtelque divkVv=0 dans € (13.22)

j=1,N
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Figure 13.2. Exemple de sollicitation non-identifiante pour des fissures planes.
Les niveau de gris représentent les isovaleurs du potentiel u

13.3.1. Formules d’identification pour le plan de fissure(s)

Si les fissures sont toutes situées dans un méme plan II de normale IV, alors en
choisissant comme champs auxiliaires des fonctions v linéaires, plus précisement les
projections du point courant de I’espace x sur les différents axes de coordonnées, on
obtient :

i) =2 i=1,23 (13.23)

on aboutit aux formules suivantes de détermination de la normale et de la moyenne de
la discontinuité de température sur les fissures :

L

N=_"_
IL]

L=7R(z)e; i=13 (13.24)

et:

N
1
1Y e [ Irlas = 1) (13.25)
j=1 T
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De méme, on peut déterminer complétement le plan IT en utilisant des champs
quadratiques, mais il faut prendre garde au fait que tous ne sont pas harmoniques et ne
peuvent donc pas étre utilisés car ils ne satisfont pas la propriété d’équilibre dans le
domaine sans fissures. En effet, en effectuant un changement de repére z, k = 1,2, 3
dont la coordonnée x3 est dirigée selon la normale IN qui vient d’étre déterminée,
I’équation du plan II est maintenant donnée par 3 + C' = 0. La constante C' s’obtient
en utilisant le champ auxiliaire :

v(x) = 23 — 22 (13.26)

Comme la normale de la fissure est orientée suivant x3 on obtient

Vuv-N = —23?3

L’intégration de 1’équation (13.22) sur le plan de la fissure défini par 23 + C = 0,
ceci pour le champs v particulier défini ci-dessus, conduit a la valeur suivante :

1
C=—R(z3—23) (13.27)
21L|

Ces formules montrent qu’une seule mesure permet d’identifier le plan refermant
les fissures, et que cette détermination ne nécessite que quatre calculs tres simples :

(i-iii) pour i=1,2,3 :
R(x;) = / [fx; — kn;T™] ds
Q

(iv)
R(m% - x%) = / [f(:v% - m%) - k(332n2 - 3?3”3)Tm] ds
Q

ext

Une illustration d’une identification de plan de fissure est présentée sur la fi-
gure 13.3. On remarque une meilleure précision pour la position du plan en utilisant
des élément quadratiques dans le calcul de la température 7" et des champs auxiliaires.
L’erreur observée pour les éléments linéaires provient directement de I’erreur d’ap-
proximation des champs quadratiques avec ce type d’éléments.

On notera la condition d’identifiabilité :

/ [T] ds #0 (13.28)
r
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qui s’interprete simplement par I’exigence que la sollicitation appliquée au solide «
excite» les fissures en moyenne. Les fissures ne sont discernables que si elles sont le
siege d’une discontinuité de température (puisque 1’absence de source impose la conti-
nuité du flux de chaleur), lorsque la sollicitation ne conduit pas a ces discontinuités,
I’essai n’est pas pertinent. La figure13.2 montre une telle situation.

Linear elements TRI3

/ 0.

Quadratic elements TRI6

Figure 13.3. Exemple d’identification de position du plan de la fissure pour
des reconstructions utilisant des éléments finis linéaires ou quadratiques dans
le calcul de la température T et de la fonction adjointe v

13.3.2. Identification compléte des fissures

Une fois le plan de fissure déterminé, il est possible de choisir les champs auxi-
liaires pour identifier complétement les fissures, c’est-a-dire pour déterminer leur po-
sition et leur forme dans le plan. Pour cela, on reconstuit la décomposition en série de
Fourier des discontinuités de température dans le plan II en s’appuyant sur un résultat
mathématique qui assure que le support des fissures coincide avec le support des dis-
continuités : en d’autres termes, il est physiquement impossible que la discontinuité de
température s’annule sur une partie de mesure finie du domaine occupé par les fissures
(voir schéma sur la figure 13.4).

En étendant le saut des températures [T'] par zéro hors des fissures dans un rec-
tangle R = [0, L] x [0, H] contenant I’intersection du plan II avec le solide, et avec
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nrn

Figure 13.4. Extension par zéro de la discontinuité de température [T] dans
un rectangle R contenant l'intersection du plan P et du solide

les fonctions auxiliaires suivantes complétées des fonctions similaires comportant les
combinaisons de fonctions sinus et cosinus wSS, wSs, wsS on obtient :

pa> Upg> Upg
1 X X
wpo (X1, Xo, X3) = sin <p771> sin (pwz) sinh (\/)\qug)
Apg L H
2 2
p q
)‘pq = 772 (L2 + I‘Iz)

L’écart a la réciprocité qui s’écrit pour les premieres fonctions par exemple :

. . X\ . X
R(wpg) = /R[[T]] sin (mi) sin (mer) dX1dX> (13.29)

permet de déterminer les composantes de Fourier de [T7] .

Des résultats similaires ont été obtenus avec 1’opérateur de Lamé, c’est-a-dire en
exploitant le champ de déplacement élastique [AND 92] dans le solide avec I’opéra-
teur de Helmholtz [BEN 05]. Le résultat d’une telle identification est montré sur la
figure 13.5.

13.4. Identification en thermo-élasticité avec mesures de déplacement

On considere un solide élastique isotrope et homogene soumis a une sollicitation
thermique uniquement. La relation contrainte-déformation s’écrit alors :

vE
O'—A.(E—CKTIQ) AmI2®I2+1+V

I, (13.30)
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Exact

Reconstructed

Figure 13.5. Fissures multiples et fissures non convexes : saut des champs
originaux et reconstruits (Ben Abda et al., 2005)

ou « est le coefficient de dilation thermique linéaire, F le module de Young, v le
coefficient de Poisson et 7" I’écart a la température de référence du matériau. I et I,
représentent les tenseurs unité d’ordre 2 et respectivement 4.

Un cas expérimental intéressant est celui d’une sollicitation thermique quelconque
imposée (et non mesurée) sur un solide libre de tout chargement, pour lequel on se
borne a relever seulement le champ de déplacement «” en surface.

Les équations d’équilibre thermo-€lastique et d’évolution thermique sont les sui-
vantes dans le cadre des petites perturbations et en négligeant les effets d’inertie mé-

canique :

Evolution thermique

dansQ\ T pcT — divkVT = s

sur’ EVT - N = rp([T])
sur 0f2 KVNT -n=9®
sur 0f2

dansQ\T T =T

Equilibre thermo-élastique
dive =0

o-n=r(u])

o-n=20

u:uD

La source de chaleur s, le flux surfacique ¢ et la température initiale 7 ne sont
pas connus, de méme que la résistance thermique r sur les fissures ou la rigidité de
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contact r. L’écart a la réciprocité mécanique est défini a chaque instant ¢ € (0, D) de
facon usuelle pour des champs de déplacements réguliers par la formule :

Ri(v) = — /69 u" - (A:e((v)) -n)ds (13.31)

dans laquelle on a tenu compte de la condition de surface libre au bord du solide.

Pour des champs de déplacement auxiliaires v, a [’équilibre dans le solide et a
divergence nulle, son interprétation dans le cadre thermo-élastique est donnée pour
par la propriété suivante :

Ri(v) = /F[[u]] -(A:e(v)-N)ds (13.32)

pour tous les champs auxiliaires de 1’espace :

Viin = {v| /Qz-:(v) cAe(w) = /8&2 (A:e(v)) - n Vwavec divw = O}

Grace a la condition de divergence nulle sur les champs auxiliaires, il est donc
possible de n’exploiter que les champs de déplacement mesurés a la surface du solide
sans aucune autre information sur le chargement ou 1’état thermique de la structure.

En définissant les champs a divergence nulle suivants :

vi(z) = 203z,e;—x) i=1,3 (13.33)

w(x) = 2(xzree; + 12369 + ToT1€3) (13.34)

et pour des fissures contenues dans un plan, les composantes du tenseur

. 1

R = dvR=R-;(uR)I (13.35)

R = %(N@U—I—U@N) (13.36)

U = [u] ds (13.37)
r

sont données par les écarts la réciprocité suivants :
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—si 4 # j alors pour k différent des deux indices i et j on écrit :

- 1 . .
R = @Rt(’w,k) k#jk#]

—sii = jalors:

.\ 1
R;; = @Rt(vi) (sans sommation)

La question qui se pose maintenant est la détermination du vecteur normal IN
et du vecteur intégrale du saut de déplacement U & partir de la connaissance de R.
Dans la suite on notera les valeurs propres de R (A1, A2, A3) ordonnées par valeurs
décroissantes et les directions principales normées correspondantes (g4, gs, gs)-

On est nécessairement dans 1’un des deux cas suivants : IN et U sont (i) colinéaires
ou (ii) ne le sont pas.

Si N et U sont colinéaires :
U=UN

alors nécessairement IN = g,. Comme : R = UN ® NN, les valeurs propres de R
sont liées a U par les relations suivantes :

2 1
AN ==U A =A3=—=U
1= 3 2 3 3
siU > 0.

Si IN et U ne sont pas colinéaires, on note :

U ="Ud,

Alors on peut facilement montrer que w X IV est colinéaire avec g5. Ensuite il en
résulte que nécessairement :

N =ni1g, +nsg; d, = ni1g; — n3g;

Une discussion sur 1’ordre des valeurs propres (Andrieux et Bui, 2006), et I’hypo-
theése que U soit positif conduisent alors a la relation suivante pour les directions 1 et

3:
VA1 — A2 Ny = VA2 = A3
VAL — A3 VA1 — A3

ny =



Meéthode d’Ecart a la Réciprocité 397

Il est important de remarquer que 1’on ne peut pas distinguer les directions IN et
U. Dans une application pratique, il faut tenir compte de la constance de IN au cours
du temps tandis que u varie en général avec le chargement.

Enfin, I’amplitude du saut du déplacement U est donné par :

U=||/F[[u]]dsl\=¢A1—A3

Une fois la normale connue (en employant les formules précédentes a deux instants
différents) on effectue un changement de cordonnées : le vecteur E'3 est pris parallele
a la normale au plan II défini par « - e3 + C' = 0. On identifie la constante localisant
le plan affine renfermant les fissures a 1’aide du résultat suivant :

C=—-——F7+—Rih) avec h=3(22—zie; (13.38)
6;1/[[%]] ds
r

13.5. Conclusions et perspectives

La technique de I’écart a la réciprocité présente un grand avantage : celui de la sim-
plicité. Un certain nombre de problémes d’identification ont été résolus d’un point de
vue théorique ou numérique. L’identification de fissures planes a partir des différents
familles des champs adjoints a été discuté dans les cas suivants :

— en diffusion électrique ou thermique stationnaire (équation de la diffusion avec
potentiel scalaire) dans [AND 92, AND 99, AND 96];

— en thermique transitoire dans [BEN 01] ;

—en acoustique transitoire (équation de propagation avec potentiel scalaire)
dans [BUI 99] :

—en élasticité statique (équation de diffusion avec potentiel vectoriel)
dans [BAN 97, BAN 99]

—en élastodynamgiue (équation de propagation avec potentiel vectoriel)
dans [BUI 04, BUI 05] ;

— en thermo-élasticité dans [AND 06] ;

— en visc-oélasticité dynamqiue avec une loi de comportement de type Zehner
(équation de Helmoltz) dans [BUI 10] ;

—en dispersion acoustique (équation de Helmholtz avec potentiel scalaire)
[COL 05, BEN 05];
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L’inconvénient de la méthode, comme d’ailleurs pour un certain nombre des pro-
blemes inverses, est I’obligation de connaitre les champs mesurés sur la frontiere
complete du domaine. La recherche de moyens adaptés pour contourner cette diffi-
culté reste un probleme ouvert pour les années a venir.
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