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❆❜str❛❝t

❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡

❜♦t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡✳ ❚❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡♥❛❜❧❡s

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✐♥❛✉❞✐❜❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✳

❆t t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡

❡①tr❛❝t❡❞ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❢♦r s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧s t❤❡ s♦✉r❝❡s

❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭●P✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s t❤r♦✉❣❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡✐r

s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❆s t❤❡s❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ❛r❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✱ ✇❡ s❤♦✇

❤♦✇ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❚❡♥s♦r ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆❚❋✮ ♦r ✐♠❛❣❡

❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ❆ ❤✐❣❤✲❝❛♣❛❝✐t② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠ t♦ ✐♥❛✉❞✐❜❧② ❡♠❜❡❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ■♥❞❡① ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛♥❞ ♣❡r♠✐ts t♦ r❡❛❝❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡s

♦❢ ❛❜♦✉t 250❦❜♣s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❆✉❞✐♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ❲✐❡♥❡r ❋✐❧t❡r✐♥❣✱ ❉❛t❛ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ◆❚❋

✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r ❛❜♦✉t ✷✵ ②❡❛rs ✭s❡❡ ❡✳❣✳

❬✶❪ ❢♦r ❛ r❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❬✷❪ ❢♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✮✳ ■ts ❣♦❛❧ ✐s t♦ r❡❝♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ s✐❣♥❛❧s ❝❛❧❧❡❞ s♦✉r❝❡s

t❤❛t ✇❡r❡ ♠✐①❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ s✐❣♥❛❧s ❝❛❧❧❡❞ ♠✐①t✉r❡s✳

✩❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣❛rt❧② ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❆❣❡♥❝② ✭❆◆❘✮ ❛s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❉❘❡❛▼ ♣r♦❥❡❝t ✭❆◆❘✲✵✾✲
❈❖❘❉✲✵✵✻✲✵✸✮ ❛♥❞ ♣❛rt❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ◗✉❛❡r♦ Pr♦❣r❛♠♠❡✱ ❢✉♥❞❡❞ ❜② ❖❙❊❖✱ ❋r❡♥❝❤ ❙t❛t❡ ❛❣❡♥❝② ❢♦r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✳

Pr❡♣r✐♥t s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❙✐❣♥❛❧Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❏✉❧② ✶✽✱ ✷✵✶✶



❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ r

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧s✱ K✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s✱ M ✳ ■❢ t❤✐s r❛t✐♦ ✐s

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 1✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♦✈❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♠❛② t❤❡♥ r❡❧② ♦♥

♠✐❝r♦♣❤♦♥❡ ❛rr❛② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ r❡❛❝❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭r = 1✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤r♦✉❣❤ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ❬✸❪✳ ❲❤❡♥ r < 1✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❣❡ts ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞ s②st❡♠s✬ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❛r❡ ❤❛r❞❧② ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ✈❡r② ♣♦♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

❞✐✣❝✉❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠✉s✐❝ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✐♥❝❡ ♠♦st ♠✉s✐❝ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡

❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ s♦✉r❝❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s K ✐s ♦❢t❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦r t✇♦

✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ♠♦♥♦ ❛♥❞ st❡r❡♦ r❡❝♦r❞✐♥❣s✮✳ ❙❡♣❛r❛t✐♥❣ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ s✉❝❤ ♠✉s✐❝ ♠✐①t✉r❡s ✐s

♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛✉❞✐♦ s❝❡♥❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

❦❛r❛♦❦❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦r t♦ s❡♣❛r❛t❡❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡♠✱ ❡✳❣✳ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ♦r t❤❡

s♣❛t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛ ♣r♦❝❡ss r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛❝t✐✈❡ ❧✐st❡♥✐♥❣ ♦r r❡♠✐①✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❯❙❙✮ ♦❢ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❯❙❙✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❡ss ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧s t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐①✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t s♦♠❡ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✐❣♥❛❧s t❤❛t

♣❡r♠✐ts t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✐s ❤❡♥❝❡ ❧❛r❣❡❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥②

s✉❝❤ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t❛❦❡ ✐t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❡ ❝❛♥ r♦✉❣❤❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥

t❤r❡❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♣r✐♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋✐rst✱ ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ❆✉❞✐t♦r② ❙❝❡♥❡ ❆♥❛❧②s✐s ❬✹❪✱ s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r

t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♠♦❞❡❧s ❬✺✱ ✻❪ t♦ ❛❝♦✉st✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s

✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❡❝❤ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❬✼❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣

t❤❡ ❜❡st ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠✐①t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱

✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙✉❝❤ ♣r✐♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❢r♦♠ q✉❡r② s✐❣♥❛❧s ❛s ✐♥ ❬✽❪ ♦r ❢r♦♠ t❤✐r❞ ♣❛rt② ▼✉s✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✭▼■❘✮ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✾✱ ✶✵❪ ♦r ♦♥s❡ts ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❙❡❝♦♥❞✱ ♠✉❝❤ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❛❧s♦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✷



Encodingstage.

•Aninformedconf gurationwhereboththesourcesandthemixtures
areknown
•Asmall side-information iscomputedandwatermarked into the
mixtures.

Msources

Decodingstage

•Thesideinformation isextracted
•It isusedtoperformreliablesourceseparation.

estimatedsources

Kmixtures

watermarkedmixtures

Θ

ΘΘ

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ■❙❙ ♠❡t❤♦❞

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐♥ ♠✉s✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ss✐❣♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡

s♦✉r❝❡s ✐♥ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❛t ❡①♣❧♦✐t t❤✐s s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❬✶✶✱ ✶✷❪✳ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡

♦❢t❡♥ s♣❛rs❡ ✐♥ t❤❡ ❚✐♠❡✲❋r❡q✉❡♥❝② ✭❚❋✮ ❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❡ ❬✶✸❪ ❛♥❞ ❝❤❛♣t❡r ❙♣❛rs❡ ❈♦♠♣♦♥❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ✐♥

❬✶❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢❡✇ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡②

❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ✭❉❖❆✮✱ ❛♥❞ ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❉❖❆ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r② ❣♦♦❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs t❤❛t ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡

♠✐①t✉r❡s ✐♥t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❚❡♥s♦r

❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆❚❋✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❬✶✹✱ ✶✺✱ ✶✻❪ ✇❛s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ t❤✐s ❡♥❞✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡

s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ❛ t✐♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ ✜①❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❜❛s✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ◆❚❋ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t

♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣r✐♦rs ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✼✱ ✶✽❪✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❯❙❙ r❡❧② ♦♥ ❛ ❚❋ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝✲

t✐✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝②

❜✐♥✳ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ ❜✐♥❛r② ❬✶✾❪ ♦r ❛ s♦❢t ❬✷✵❪ ❚❋ ♠❛s❦✐♥❣

str❛t❡❣②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❬✷✶✱ ✶✹✱ ✷✷❪✱

t❤✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❧② t✇♦ s♦✉r❝❡s✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❯❙❙✱ ❝❛❧❧❡❞ ■♥❢♦r♠❡❞ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭■❙❙✮ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞

✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ■❙❙ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣✴❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡
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♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡

s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s t♦ ❛ss✐st

t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■❙❙ t❤✉s ❛✐♠s ❛t ♠❛❦✐♥❣ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r♦❜✉st ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛♥❞ ❝❛s❡✲

s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■ts ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ r❡❧✐❛❜❧②

r❡❝♦✈❡r t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ tr❛❝❦s ❢r♦♠ ♠✐①t✉r❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✸✱ ✷✹❪ ❢♦r ♠♦♥♦♣❤♦♥✐❝ ❧✐♥❡❛r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s ✉s✐♥❣ ▼♦❞✐✜❡❞

❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭▼❉❈❚✮ ❞♦♠❛✐♥ ♠❛tr✐① q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦

st❡r❡♦ ❧✐♥❡❛r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s ✐♥ ❬✷✺✱ ✷✻❪✱ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❚❋ ❞♦♠❛✐♥✳

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s s❡tt❧❡ t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛

t✇♦✲st❡♣ ❝♦❞✐♥❣✲❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♥♦t❛❜❧❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ ✜rst✱ t❤❡② ❛r❡

❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ✐❢ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ♠✉s✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s t♦

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞❀ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❧✐❡s ❡✐t❤❡r ♦♥ ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ✭✐✳❡✳ ♦✈❡r✲s♣❡❝✐✜❝✮ s♦✉r❝❡

❡♥❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦r ♦♥ ❛ ✏✇❡❛❦ ❢♦r♠✑ ♦❢ t❤❡ s♣❛rs✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✐♥ ❬✷✻❪✱ ❛t ♠♦st t✇♦ s♦✉r❝❡s ❛r❡

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❚❋ ❜✐♥✮ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❢❛✐❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦✉r❝❡s ♦r ❢♦r s♦✉r❝❡s

t❤❛t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❤❡ ❚❋ ♣❧❛♥✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ■❙❙ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ●Ps t❤❛t ❛r❡ ♠✐①❡❞ t♦❣❡t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s

❬✷✷✱ ✷✼❪✱ t❤✉s ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♥♦t

❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♣❛rs❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❤❡ ❚❋ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷ t❤❛t s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧② ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✈✐❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣

❬✷✽✱ ✷✶✱ ✷✾✱ ✶✹❪✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤♦s❡ ❲✐❡♥❡r

✜❧t❡rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆s t❤♦s❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ❛r❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛s t❤❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡

tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ◆♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❚❡♥s♦r

❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ✭◆❚❋✮ ♦r ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡ ✇❛②✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❡♥❛❜❧❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ■❙❙ ✇✐t❤ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❡①t❡♥❞✐♥❣

t❤❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ■❙❙ ♠❡t❤♦❞s✳

✹



❆s ❢♦r t❤❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❤✐❣❤✲❝❛♣❛❝✐t② ❞❛t❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ■♥❞❡① ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭◗■▼✮ ❬✸✵❪ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢

t❤❡ ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧s✱ ❛♥❞ ❛ Ps②❝❤♦✲❆❝♦✉st✐❝ ▼♦❞❡❧ ✭P❆▼✮ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥❛✉❞✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤✐s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✶✱ ✸✷❪✱ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧♦✐t❡❞ ❢♦r ■❙❙ ✐♥ ❬✷✺✱ ✷✻❪✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❤❡r❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐ts ✉s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

♥❡✇ ■❙❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢

t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦♥ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s st✉❞② ♦♥❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✉♥❝♦♠♣r❡ss❡❞✱

P❈▼ s✐❣♥❛❧s✳

❚❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ t❤❡

♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ✐♥❛✉❞✐❜❧② ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s t❤r♦✉❣❤

t❤❡ ❤✐❣❤✲❝❛♣❛❝✐t② ❞❛t❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ s♦♠❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② r❡❞✉❝t✐♦♥

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞r❛✇ s♦♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✻✳

✷✳ ❙♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭●P❙❙✮ t❤❛t

✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❢✉❧❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✐♥ ❬✷✷❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛✉❞✐♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s✱ ✐ts

♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❞✉❝❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❡♥❡r

✜❧t❡r✐♥❣✳

✷✳✶✳ ◆♦t❛t✐♦♥s

▲♦❝❛❧❧② ❙t❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥ Pr♦❝❡ss❡s ✭▲❙●P✮ ❬✷✷❪ ❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❆♥

▲❙●P ✐s ❛ s✐❣♥❛❧ ✇❤♦s❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢r❛♠❡ ✐s ❛ st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥ ♣r♦❝❡ss

❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡r ❢r❛♠❡s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛♥ ▲❙●P ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

st❛t✐♦♥❛r②✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐ts r❡str✐❝t✐♦♥s t♦ s♠❛❧❧ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐♦♥❛r②✳

▲❡t f , [f (x1) · · · f (xn)]
⊤
❜❡ ❛♥ ▲❙●P ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ n s❛♠♣❧❡s✳ f ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛ s❡t {ft}t=1···NT

♦❢

NT ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢r❛♠❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ L✳ ❚❤❡ ❙❤♦rt ❚❡r♠ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❙❚❋❚✮ ♦❢ f ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

✺



♠❛tr✐① F ✇❤♦s❡ tt❤ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ft✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✶✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ t ❛r❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ft ✐s st❛t✐♦♥❛r②✱ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① F ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ Fω,t ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ ω ♦❢ ❢r❛♠❡ t✳

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✭♣♦✇❡r✮ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ S ♦❢ f ❛s Sω,t = |Fω,t|
2
✳ ■t ✐s r❡❛❞✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✐❢ f ✐s ❛♥

▲❙●P✱ Fω,t ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ Sω,t ❬✸✹✱ ✶✹✱ ✷✶❪✳

✷✳✷✳ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ●Ps

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s✉♠ y (x) ♦❢ M ❧♦❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② s✐❣♥❛❧s fm (x)✿ y (x) =
∑M

m=1 fm (x) ❢♦r

n s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❙❚❋❚ Y ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✐s ❤❡♥❝❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚s {Fm}m=1···M ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ▲❙●Ps✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ ♦❢ Y ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ M ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t

❝♦♠♣❧❡① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡

▼♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❙❝❛❧❡❞ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❡♥❛r♦②❛ ❬✷✵❪ ❛♥❞

❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡❞ ❜② ♠❛♥② ♦t❤❡rs ❬✷✶✱ ✷✾✱ ✶✺✱ ✶✹✱ ✷✷❪✳ ▲❡t Sm ❜❡ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦❢ s♦✉r❝❡ m✳ ■t ❝❛♥

❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r ✭▼▼❙❊✮ ❡st✐♠❛t❡ F̂m0
♦❢ t❤❡ ❙❚❋❚ Fm0

♦❢ s♦✉r❝❡ m0

✐s✿

F̂m0
=

Sm0
∑

m Sm

·Y ✭✶✮

✇❤❡r❡ A
B

❛♥❞ A ·B r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞ ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s A ❛♥❞

B✳ ■♥ ❛✉❞✐♦ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✖ ♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ✖ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣✳

✷✳✸✳ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ♠✐①t✉r❡s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ K ♠✐①t✉r❡s {yk}k=1···K ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭✐♥

♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❢♦r st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♠✐①t✉r❡ yk ✐s t❤❡

s✉♠ ♦❢ ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ M s♦✉r❝❡s ❬✸✺❪✿

yk (x) =

M∑

m=1

fkm (x) ✭✷✮

✶❆ss✉♠✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❢r❛♠❡s t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥
❬✷✷❪✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ♦✈❡r❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✱ ❜✉t ♣r♦✈✐❞❡s s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❛♠❡s✳ ❘❡❝❡♥t st✉❞✐❡s s✉❝❤
❛s ❬✸✸❪ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s ✐ss✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✻



✇❤❡r❡ fkm (x) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ m t♦ ♠✐①t✉r❡ k ❢♦r t✐♠❡ x ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ m ✇✐t❤ ❛ st❛❜❧❡ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r akm✱ t❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡r ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ m t♦

♠✐①t✉r❡ k✿

fkm (x) , (akm ∗ fm) (x) ,
P∑

τ=0

akm (τ) fm (x− τ) ✭✸✮

❲❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❝❛✉s❛❧ ❛♥❞ ❋✐♥✐t❡ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ✭❋■❘✮ ✜❧t❡rs ♦❢ ♦r❞❡r P ❤❡r❡✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t

P ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ L ♦❢ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✱ ✭✸✮ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❞♦♠❛✐♥✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r P ❛r❡ 150 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❤❡r❡❛s L ≈ 3000 ✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡t

Akm ❜❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡r akm✱ Fkm ❜❡ t❤❡ ❙❚❋❚ ♦❢ fkm ❛♥❞ Sm ❜❡ t❤❡ ♣♦✇❡r

s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ m✳ ■t ✐s r❡❛❞✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t❡ F̂km0
♦❢ Fkm0

✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

❣✐✈❡♥ ❜②✷✿

F̂km0
=

(

❞✐❛❣ |Akm0
|
.2
)

Sm0

∑M
m=1

(

❞✐❛❣ |Akm|
.2
)

Sm

.Yk ✭✹✮

❚❤✐s ♣❡r♠✐ts t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡rs akm ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s Sm ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✸✳ ❙tr❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ●Ps✱ ✇❡ ♥♦✇ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✐♥❢♦r♠❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s fm ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠✐①t✉r❡s yk ❛r❡

♣❡r❢❡❝t❧② ❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r✳ ❲❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❧❡❢t t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❛✉❞✐❜❧②

❡♠❜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s t♦ ❛ss✐st s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡

❛ss✉♠❡❞ ❧♦❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷ ♣r♦✈✐❞❡s s✐♠♣❧❡ ✇❛②s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✹✮ r❡q✉✐r❡s✿

• t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡rs {akm}k=1···K,m=1···M ✱

• t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s {Sm}m=1···M ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✳

✷■❢ V ✐s ❛ ✈❡❝t♦r✱ ❞✐❛❣V ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ V ✳ ■❢ M ✐s ❛ ♠❛tr✐①✱
❞✐❛❣M ✐s t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ M✳

✼



■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤✉s ❞❡✈✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ r❡❝♦✈❡r✐♥❣

❡st✐♠❛t❡s ♦❢ {akm}k=1···K,m=1···M ❛♥❞ {Sm}m=1···M ❣✐✈❡♥ Θ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ❤✐❣❤❧② ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ ❜❧✐♥❞ ♦r s❡♠✐✲❜❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦r s♣❡❝tr❛❧ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❜❛s❡❞ ♦♥❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ✭♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠s

♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✮ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥❧②✳

✸✳✷✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡rs

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡rs ❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r✳ ❚❤♦s❡ ✜❧t❡rs ❛r❡

❡✐t❤❡r ❞❡✜♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❡❞ ♠✐①t✉r❡s ❛♥❞ t❤✉s ♣❡r❢❡❝t❧② ❦♥♦✇♥✱ ♦r t❤❡

♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ♠❛❞❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ✭❡✳❣✳ ❜② ❛ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✮ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞

❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ Pr❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠✐①✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✸✺❪

❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✳ ●✐✈❡♥ s♦♠❡ ✜①❡❞ ❧❡♥❣t❤ P + 1 ❢♦r t❤❡✐r ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡rs {akm}k=1···K,m=1···M ❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♠✐①t✉r❡

k✱ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜❧t❡rs {akm}m=1···M t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥

sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ yk ❛♥❞
∑M

m=1 akm ∗ fm t❤r♦✉❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠❡t❤♦❞✳

■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ✐♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♠❛② ✐♥❝❧✉❞❡ ✈❡r② ❧♦♥❣ ♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡rs

s✉❝❤ ❛s r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥s ♦r ❡✈❡♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❜② ✜♥✐t❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ✜❧t❡rs ♦❢ ❧❡♥❣t❤

P ≈ 150✳ ❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❡✈❡♥ ✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠✐①t✉r❡s✱

t❤✉s s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤✉s s✐♠♣❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ✜❧t❡rs ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞②✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣

✜❧t❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r ❡❛❝❤ ✇❤♦❧❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♠✉s✐❝ t♦ ♣r♦❝❡ss✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✐❞❡✲

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s❡r✈❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤♦s❡ ✜❧t❡rs ✐s ✈❡r② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✭❛t ❧❡❛st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡✮✳

✸✳✸✳ ❖r❛❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❆ ✜rst ✐❞❡❛ ✐s

t♦ s✐♠♣❧② ❡♠❜❡❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✏r❛✇✑ s❡t ♦❢ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥Θ =
{

{akm}k=1···K,m=1···M ✱ {Sm}m=1···M

}

✳

✽



❆s t❤✐s s❡tt✐♥❣ ♦❢ Θ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ▼▼❙❊ ❡st✐♠❛t❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ✐t t❤❡ ❖r❛❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✉❝❤ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♥♦t ❛♥ ♦♣t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛✛♦r❞ t♦ ❡♠❜❡❞

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s {Sm}m=1···M ✐♥❛✉❞✐❜❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r

#Θ♦r❛❝❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Θ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s✿

#Θ♦r❛❝❧❡ = M × Nω ×NT
︸ ︷︷ ︸

❢♦r ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡

+M ×K × (P + 1)
︸ ︷︷ ︸

❢♦r A

✭✺✮

✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❜✐tr❛t❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✿ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❜✐tr❛t❡ ♥❡❝❡s✲

s❛r② t♦ ❡♠❜❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✷✵✵✵✵❦❜♣s✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✿ ✐♥ t❤❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ t②♣✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❛❜♦✉t 200❦❜♣s ♣❡r ♠✐①t✉r❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❝❤

✐s ♠✉❝❤ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❙t✐❧❧✱ ❛s t❤❡ ❖r❛❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡st

r❡s✉❧ts t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢✱ ✐t ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

✸✳✹✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❆s t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s {Sm}m=1···M ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❝❛♣❛❝✐t②✱ r❡❛❧✐st✐❝ ❜✉t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡✈✐s❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡♠ ❝♦♥✲

❝✐s❡❧②✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✼❪ ✐s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ 3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❡♥s♦r S

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛❝❦❡❞ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s✹✳

❆ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ S ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❧♦✇✲r❛♥❦ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦

❛♥ ◆❚❋ ♠♦❞❡❧ ❬✶✻❪ t❤❛t ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ Θ✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡

❝❛♥ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ P♦❧②❛❞✐❝ ✭❈P✮ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✺ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ S ❛s✿

Sω,t,m ≈ Ŝω,t,m =

R∑

r=1

QmrWωrHrt ✭✻✮

✇❤❡r❡Q✱W ❛♥❞H ❛r❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rsΘ◆❚❋ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✐✳❡✳ Θ◆❚❋ =
{

{akm}k=1···K,m=1···M ,Q,W,H
}

✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳

■♥ ❬✷✼❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s ❛s ❛ s✉♠

♦❢ R ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ▲❙●Ps ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr✉♠ ❝❛❧❧❡❞ ❧❛t❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ✜♥❞✐♥❣ Θ◆❚❋ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ■t❛❦✉r❛✲❙❛✐t♦ ❞✐st❛♥❝❡✻ D■❙

(

S|Ŝ
)

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s

✸❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ M = 5✱ Nω = 1024 ❛♥❞ NT = 100❢r❛♠❡s✴s✳
✹❚❤❛t ✐s✱ [S]ω,t,m = [Sm]ω,t✳
✺❈P ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❈❆◆❉❊❈❖▼P ♦r P❆❘❆❋❆❈ ❬✶✻❪✳
✻
D■❙ (A|B) ,

∑

ω,t,m

[

Aω,t,m

Bω,t,m
− log

Aω,t,m

Bω,t,m
− 1

]

✾



∼∼

W

W

∈RNω×R
+

H

H

∈RR×N T

+

Q ∈RM ×R
+

S ∈CNω×N T ×M

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ P♦❧②❛❞✐❝ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ◆❚❋
♠♦❞❡❧✳

❛♥❞ t❤❡✐r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✈❡r t❤❡ ❖r❛❝❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r #Θ◆❚❋ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Θ◆❚❋ ❜❡❝♦♠❡s✿

#Θ◆❚❋ = Nω ×R
︸ ︷︷ ︸

❢♦r W

+NT ×R
︸ ︷︷ ︸

❢♦r H

+M ×R
︸ ︷︷ ︸

❢♦r Q

+M ×K × (P + 1)
︸ ︷︷ ︸

❢♦r A

✭✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ #Θ♦r❛❝❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✮ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❜✐tr❛t❡s ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❝♦♥✈❡② Θ◆❚❋ ✐♥❞❡❡❞ ❞r♦♣ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 150❦❜♣s✳ ■t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛t❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡s W ❛♥❞ H ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ s♦✉r❝❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s♦✉r❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞

❜② Q✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✷✾❪✳ ❋♦r ♦♥❧② ♦♥❡ s♦✉r❝❡✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ◆▼❋

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✇❛s ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❬✸✻❪ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ■❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧

❝❛s❡ ♦❢ β✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r β = 0 ✭s❡❡ ❬✶✹✱ ✶✻❪ ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✮✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛♣❡rs ❝❛♥

❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ 3✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❡♥s♦rs ♦❢ M ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡s

❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❢♦r ❛♥② β✲❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✼✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✇✐t❤ t❤♦s❡

✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t♦ r❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞

t❤❡♥ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✉♣❞❛t❡ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❆❧❣✳ ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♠❛tr✐❝❡s

t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t st❡♣s✐③❡ η (β) ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② r❡❝❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❡♥s♦r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

✼◆♦t❛t✐♦♥s ✿

• Bm. ✐s t❤❡ m
t❤ r♦✇ ♦❢ ♠❛tr✐① B✱

• Sm ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦❢ s♦✉r❝❡ m✱

• Ŝm = W❞✐❛❣(Qm.)H ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦❢ s♦✉r❝❡ m ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✶✵



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❯♣❞❛t❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Q✱ W ❛♥❞ H ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♠♦❞❡❧ ✭✻✮ ❢♦r ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

• Qm. ← ❞✐❛❣

(

❞✐❛❣(Qm.).

[
W⊤(Ŝ.β−2

m .Sm)H⊤

W⊤Ŝ
.β−1

m H⊤

]·η(β)
)

• W←W.

[∑M
m=1(Ŝ

.β−2

m .Sm)(❞✐❛❣(Qm.)H)⊤

∑
M
m=1

Ŝ
.β−1

m (❞✐❛❣(Qm.)H)⊤

]·η(β)

• H← H.

[∑M
m=1

(W❞✐❛❣(Qm.))
⊤(Ŝ.β−2

m .Sm)
∑

M
m=1

(W❞✐❛❣(Qm.))
⊤Ŝ

.β−1

m

]·η(β)

❬✸✼✱ ✸✽✱ ✸✾❪✳ η (β) ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

η (β) =







1
2−β

✐❢ β < 1

1 ✐❢ 1 < β ≤ 2

1
β−1 ✐❢ β ≥ 2

❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✱ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ Sm ✐♥ ✭✶✮ ♦r ✭✹✮ ❜② ✐ts ❈P ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✻✮✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs R ♦❢ t❤❡ ❈P ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳

✸✳✺✳ ❙♣❡❝tr♦❣r❛♠ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② t♦ ◆❚❋ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r t♦

❝♦♥❝✐s❡❧② ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ✐s t♦ ❝♦♠♣r❡ss t❤❡♠ ✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❜♦rr♦✇❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹✵✱ ✹✶❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ Sm ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s♦✉r❝❡

m ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✭❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss❡❞✮ ❛s ❛ ❧❛r❣❡ ✐♠❛❣❡✳

❙✐♥❝❡ 8✲❜✐t ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❡♥❝♦❞❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ 256 ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡

❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t②♣✐❝❛❧ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❞✐r❡❝t❧② ♦♥ Sm ❧❡❛❞s t♦ ♣♦♦r❧② ❡♥❝♦❞❡❞ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ Sm✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞

r❛t❤❡r ❡♥❝♦❞❡ logSm✱ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐ts ♠✉❝❤ ❧❡ss ❞②♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❣✲s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ❝❛♥

❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛① (❧♦❣Sm) ❛♥❞ ♠❛① (❧♦❣Sm)−X❞❇ ✇❤❡r❡ X ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s❡t t♦ 80❞❇ ❢♦r ♠✉s✐❝

s♣❡❝tr❛ ✭✈❛❧✉❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♥❡✇ ♠✐♥ ✈❛❧✉❡ ❛r❡ s❡t t♦ t❤✐s ♥❡✇ ♠✐♥ ✈❛❧✉❡✮✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❢❛❝t♦rs ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ❛t t❤❡

❞❡❝♦❞❡r✱ ❜✉t t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ♦❝❝✉♣② ❛ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡✱

✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏P❊● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ◗✉❛❧✐t②❂✶✵✳

❧♦❣✲s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❧✐♥❡❛r s❝❛❧❡✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♥♦t❡❞ C ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❜✉✛❡r

♦❢ ❞❛t❛ θm ✇❤✐❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝♦♥❝✐s❡❧② ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ Sm ♦❢ ❡❛❝❤ s♦✉r❝❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡

❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

θm = C {Sm} . ✭✽✮

❆♥ ❡st✐♠❛t❡ Ŝm ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿

Ŝm = C−1 {θm} . ✭✾✮

❖♥❝❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ Sm ✐♥ ✭✶✮ ♦r ✭✹✮

❜② ✐ts ❡st✐♠❛t❡ ✭✾✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❝❡r♣t ♦❢ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ log✲s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❏P❊● ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✹✶❪ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ q✉❛❧✐t② s❡tt✐♥❣✳

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ s✉❝❤ ❛♥ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭■❈✮ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t❤❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ■❈ t♦ ❜❡ ✐♥❛✉❞✐❜❧②

❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❜❡❝♦♠❡s

Θ■❈ =
{

{θm}m=1···M ✱ {akm}k=1···K,m=1···M

}

✭✶✵✮

❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❜✐tr❛t❡ t❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥

q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ C✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r

t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ Θ■❈ ❧✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ 20❦❜♣s ❛♥❞ 200❦❜♣s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ◗✉❛❧✐t② s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡

✶✷



❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❏P❊● ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r st✐❧❧

✐♠❛❣❡s ❬✹✶❪✳

✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❛❧❧♦✇ ❡✣❝✐❡♥t

✐♥❛✉❞✐❜❧❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦♠♣r❡ss❡❞✱ ❢✉❧❧✲❛❝❝✉r❛❝②✱ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❛❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳

✹✳ ❍✐❣❤✲❝❛♣❛❝✐t② ❞❛t❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❤✐❣❤✲❝❛♣❛❝✐t② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t♦ ❡♠❜❡❞ t❤❡ s✐❞❡✲

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❤②♣❡r♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ❆s

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✶✱ ✸✷❪✱ ❛♥❞ ✇❡ t❤✉s ♦♥❧②

♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡s ❤❡r❡✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝

♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐❢ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❜✐♥❛r② r❡s♦✉r❝❡ ✇✐t❤♦✉t ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ q✉❛❧✐t② ✐♠♣❛✐r♠❡♥ts ✐♥ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❛✉❞✐♦ ❝♦❞✐♥❣✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡

♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❡♠❜❡❞ ❞❛t❛✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ t♦ tr❛♥s♠✐t ❤❛s t♦ ❜❡ s♣❧✐t ❛♥❞

s♣r❡❛❞ ❛❝r♦ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❚❋ ❜✐♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐①t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✈❛❧✉❡s✱ s♦ t❤❛t ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡♠ ❝❛rr✐❡s ❛ s♠❛❧❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❡ss❛❣❡✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡❞ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡ss❛❣❡s ❤❛✈❡

t♦ ❜❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t

❢♦❝✉s ❤❡r❡ ♦♥ s✉❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s✱ t❤❛t ❛r❡ tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r②✳

✹✳✷✳ ❚✐♠❡✲❋r❡q✉❡♥❝② ❚r❛♥s❢♦r♠

❆s ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❤✐❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r t♦ ❡♠❜❡❞ t❤❡ s✐❞❡✲

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Θ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◗✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

■♥❞❡① ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭◗■▼✮ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✵❪ ❛♥❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❚❋ r❡♣r❡✲

s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✳

✶✸



−8 00
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−5 10
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❝♦❡✣❝✐❡♥ts

✈❛❧✉❡s

❡♠❜❡❞❞❡❞

❝♦❞❡

00 01 11 10

2C(ω, t)

Xw(ω, t)

X(ω, t)

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ◗■▼ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ q✉❛♥t✐③❡rs ❢♦r C(ω, t) = 2 ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ●r❛② ❝♦❞❡ ✐♥❞❡①
❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡ ✵✶ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ■♥t▼❉❈❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥t X(ω, t) ❜② q✉❛♥t✐③✐♥❣
✐t t♦ Xw(ω, t) ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡r ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ✵✶✳

■♥ ❬✸✶❪ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❉✐s❝r❡t❡ ❈♦s✐♥❡ ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭▼❉❈❚✮ ✇❛s ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ❬✸✷❪ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ▼❉❈❚ ✭■♥t▼❉❈❚✱ s❡❡ ❬✹✷❪✮ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ■♥t▼❉❈❚

♠❛♣s ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❤❛s

t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠✐① s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ t❤❡ P❈▼ ❢♦r♠❛t✱ ✇❤✐❧❡

❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ t❤✐s ❢♦r♠❛t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ▼❉❈❚ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥♦✐s❡ r♦❜✉st♥❡ss

✐ss✉❡s✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ✉s❡ ■♥t▼❉❈❚ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s②st❡♠✳ ■♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❛♠❡s

❛r❡ W❂✷✵✹✽ s❛♠♣❧❡s ❧♦♥❣ ✭46.5♠s ❢♦r ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② fs = 44.1❦❍③✮✱ ✇✐t❤ ❛ 50✪ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥

❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ■♥t▼❉❈❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ✶✵✷✹ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥s ✭❞❡♥♦t❡❞

❜② ω✮ t✐♠❡s n/1024 t✐♠❡ ❜✐♥s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❀ n ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ s✐❣♥❛❧✮✳ ❚❤❡ t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥

s✐❣♥❛❧s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢r♦♠ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ■♥t▼❉❈❚ ♠❛tr✐❝❡s ❜② ❢r❛♠❡✲✇✐s❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ♦✈❡r❧❛♣✲❛❞❞✳

✹✳✸✳ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ■♥t▼❉❈❚ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ▲❡t C(ω, t) ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❛t ❚❋ ❜✐♥

(ω, t)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡ t♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥t▼❉❈❚ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t t❤❛t ❚❋ ❜✐♥ ✭✉♥❞❡r

✐♥❛✉❞✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❜❡❧♦✇ ❤♦✇ C(ω, t) ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❚❋ ❜✐♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❚❋ ❜✐♥

(ω, t)✱ ❛ s❡t ♦❢ 2C(ω,t) ✉♥✐❢♦r♠ q✉❛♥t✐③❡rs ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤♦s❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✐♥t❡rt✇✐♥❡❞✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤

q✉❛♥t✐③❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ C(ω, t)✲❜✐t ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡✳ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ■♥t▼❉❈❚

✶✹



❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ❜② q✉❛♥t✐③✐♥❣ t❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✐③❡r ✭✐✳❡✳ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡r

✐♥❞❡①❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❞❡ t♦ tr❛♥s♠✐t❀ s❡❡ ❋✐❣✳ ✹✮✳

❆t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✱ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ 2C(ω,t)

q✉❛♥t✐③❡rs✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐③❡r ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ (ω, t)✱ t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

s❡❧❡❝t t❤❡ r✐❣❤t s❡t ♦❢ q✉❛♥t✐③❡rs✳ ❚♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ❛ ✜①❡❞✲❝❛♣❛❝✐t② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✧r❡s❡r✈♦✐r✧ ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥

t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ s✉❜❜❛♥❞s

✭s❡❡ ❬✸✷❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳

✹✳✹✳ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡ ρ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❜✐ts ♣❡r s❡❝♦♥❞ ♦❢ s✐❣♥❛❧✳ ■t

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② C(ω, t) ♦✈❡r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❋ ♣❧❛♥ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡

r❡s✉❧t ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❛✉❞✐❜✐❧✐t②

❝♦♥str❛✐♥t✽✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✐♥❛✉❞✐❜✐❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛♥t✐③❡rs✱ ❤❡♥❝❡

❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② C(ω, t) ❬✸✶✱ ✸✷❪✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ ♣♦✇❡r

♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ t♦ r❡♠❛✐♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛s❦✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ M(ω, t) ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜②

❛ ♣s②❝❤♦✲❛❝♦✉st✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭P❆▼✮ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ P❡r❝❡♣t✉❛❧ ❆✉❞✐♦ ❈♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❬✹✸✱ ✹✹❪✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥

t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✸✶✱ ✸✷❪✿

C(ω, t) =

⌊
1

2
log2 (M(ω, t)) + 1

⌋

. ✭✶✶✮

✇❤❡r❡ ⌊.⌋ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✢♦♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ P❆▼ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛s❦✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❛♥t

❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐❣♥❛❧ ❢r❛♠❡✳ ❚❤✐s ♠❛s❦✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▼P❊●✲❆❆❈ ♠♦❞❡❧ ❬✹✺❪

❛♥❞ ✇❛s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞❛t❛ ❤✐❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣

r❛t❡ ❜② tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛s❦✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ❜② ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r α ✭✐♥ ❞❇✮✱ ✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t

♦❢ ✭✶✶✮✿

✽■♥ ❬✸✶❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ▼❉❈❚ ✇❛s ✉s❡❞✱ r♦❜✉st♥❡ss t♦ t❤❡ ✶✻✲❜✐t P❈▼ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ■♥t▼❉❈❚✱ s✐♥❝❡ ❛ ✶✻✲❜✐t P❈▼ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

✶✺



Cα(ω, t) =

⌊
1

2
log2

(
M(ω, t) · 10

α
10

)
+ 1

⌋

. ✭✶✷✮

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ r❛t❡✲❞✐st♦rt✐♦♥ t❤❡♦r② ✐♥ s♦✉r❝❡ ❝♦❞✐♥❣✱ s✐❣♥❛❧ q✉❛❧✐t② ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❲❤❡♥ α > 0❞❇✱ t❤❡ ♠❛s❦✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❛✐s❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r

❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ t❤✉s ❧❛r❣❡r ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡s✱ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢

♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧♦✇❡r q✉❛❧✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ α < 0❞❇✱ t❤❡ ♠❛s❦✐♥❣ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❧♦✇❡r❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛

✏s❛❢❡t② ♠❛r❣✐♥✑ ❢♦r t❤❡ ✐♥❛✉❞✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❧♦✇❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡✳ ❆♥

❡♥❞✲✉s❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s②st❡♠ ❝❛♥ t❤✉s ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ r❛t❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡ ρα ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ Cα ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ r❛t❡ ρ = ρ0

❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜②✿✾

ρα ≃ ρ0 + α ·
log2 (10)

10
· Fu. ✭✶✸✮

✇❤❡r❡ Fu ✐s t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡❣✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❡❛s✐❧②

❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡ ❜② t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ α✳

✹✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲✐t❤ t❤✐s ❞❛t❛ ❤✐❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✺✵❦❜♣s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r

♠❛♥② ♠✉s✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t st②❧❡s s✉❝❤ ❛s r♦❝❦✱ ♣♦♣✱ ❥❛③③✱ ❢✉♥❦✱ ♠❡t❛❧✱ ❡❧❡❝tr♦✱ ❜♦ss❛✱ ❢✉s✐♦♥✱ ❡t❝✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s✱ t❤✐s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ✶✻✲❜✐t ✹✹✳✶❦❍③ P❈▼ ❜✐tr❛t❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥✈❡② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s✐❣♥❛❧s ✭✼✵✺❦❜♣s✴❝❤❛♥♥❡❧✮✶✵✳

❙✉❝❤ r❛t❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛s❦✐♥❣ ❝✉r✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ P❆▼ ❛♥❞ t❤❡

❧✐♠✐t ♦❢ ♠❛s❦✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ▼♦r❡ ✧❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡✧ r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡t ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺✵ ❛♥❞

✷✵✵❦❜♣s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t q✉❛❧✐t② ❢♦r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ s✐❣♥❛❧s ❬✸✷❪✳ ❚❤✐s ✢❡①✐❜✐❧✐t②

✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ■❙❙ s②st❡♠ t♦ ✜t t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❛♣❛❝✐t② ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ s❡❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺ t❤❛t t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s t♦ ❝♦♥✈❡② t❤❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❛r② ❢r♦♠ ✸✵❦❜♣s

t♦ ✷✺✵❦❜♣s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✾❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①❛❝t ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r α ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ 10 log10(4)✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞ ❢♦r
♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ r❛t❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ✈❛❧✉❡s✳

✶✵◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♥♦t r♦❜✉st t♦ ❧♦ss② ❛✉❞✐♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ▼P✸ ♦r ❆❆❈✳ ❙♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝✲
t✐✈❡s ♦♥ ■❙❙ ❢♦r ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ♠✉s✐❝ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✳

✶✻



✺✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✺✳✶✳ ❉❛t❛ ❛♥❞ ♠❡tr✐❝s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❡❞

s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡♥❝❡ ♦♥❧② ❜❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ❢♦r ♠✐①t✉r❡s ✇❤♦s❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❛♣✐❞❧②

❣r♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ ♠✉s✐❝✐❛♥s ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❈r❡❛t✐✈❡ ❈♦♠♠♦♥s ❧✐❝❡♥s❡s✶✶✱ s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ♥♦✇

r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦r♣✉s

❣❛t❤❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ◗✉❛❡r♦ ♣r♦❣r❛♠♠❡✶✷✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✶✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❝❡r♣ts ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠✉s✐❝❛❧

st②❧❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ s❡♣❛r❛t❡❞ tr❛❝❦s✳ ❚❤❡ ❝♦r♣✉s ✐♥❝❧✉❞❡s ❡①❝❡r♣ts ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✺ t♦ ✶✶

s❡♣❛r❛t❡❞ tr❛❝❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❢ ♠❛♥② ❦✐♥❞s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❝♦✉st✐❝ ✐♥str✉♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ♣✐❛♥♦ ♦r ❣✉✐t❛r✱ ♠❛❧❡

❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡ s✐♥❣❡rs✱ ❞✐st♦rt❡❞ s♦✉♥❞s✴✈♦✐❝❡s✱ ❞✐❣✐t❛❧ ❡✛❡❝ts✱ ❡t❝✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡s ✇❡r❡ s❡t t♦ ✹✹✶✵✵❍③

❛♥❞ ❛❧❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✵s ❧♦♥❣✳

❙✐♥❝❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞s ❬✷✻✱ ✷✺❪ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ s❡t ♦❢

✼ s✉❝❤ ♠✐①❡s ❢r♦♠ ♦✉r ❝♦r♣✉s ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❛❧❧

♠✐①✐♥❣ ✇❛s ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ ♠♦♥♦ ✭✺ ❡①❝❡r♣ts✮ ♦r ✐♥ st❡r❡♦ ✭✶✵ ❡①❝❡r♣ts✮ ✉s✐♥❣ ❉✐❣✐t❛❧ ❆✉❞✐♦ ❲♦r❦st❛t✐♦♥s

✭❉❆❲✮✳ ■t ✐♥❝❧✉❞❡s ❡q✉❛❧✐③✐♥❣✱ ♣❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐❣✐t❛❧ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ s♦♠❡

❡①❝❡r♣ts✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ✐♥t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠✐①t✉r❡s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥

♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡♣❛r❛t❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❉❆❲ ♠✐①✐♥❣ t♦♦❧s✳ ❚❤✐s ♣❡r♠✐ts t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡

❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s fkm✳

❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇❙❙❡✈❛❧

t♦♦❧❜♦① ❬✹✻❪✳ ❇❙❙❡✈❛❧ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦♦❧❜♦① t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙✐❣♥❛❧ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❈❛♠♣❛✐❣♥ ✭❙✐❙❊❈ ❬✹✼❪✮ ❛♥❞ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s s❡✈❡r❛❧ ♠❡tr✐❝s ❛ss❡ss✐♥❣ s❡♣❛r❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❢♦r ❡❛❝❤

s♦✉r❝❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇❙❙❡✈❛❧ ❛r❡ t❤❡ ❙♦✉r❝❡ t♦ ❉✐st♦rt✐♦♥ ❘❛t✐♦

✭❙❉❘✮✱ t❤❡ ❙♦✉r❝❡ t♦ ❆rt✐❢❛❝t ❘❛t✐♦ ✭❙❆❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦✉r❝❡ t♦ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❘❛t✐♦ ✭❙■❘✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♠❡tr✐❝s

❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❞❇✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❙❉❘ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤❡ ❙❆❘ ❛♥❞ ❙■❘

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥✴r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠

✶✶✇✇✇✳❝r❡❛t✐✈❡❝♦♠♠♦♥s✳♦r❣
✶✷✇✇✇✳q✉❛❡r♦✳♦r❣

✶✼



t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ s♦✉r❝❡s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❤✐❣❤❡r ✐s ❜❡tt❡r✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✹✽❪ t❤❛t t❤❡ ♠❡tr✐❝s ❢r♦♠

❇❙❙❡✈❛❧ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✱

❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ❛r❡ ❞♦♥❡ ❜② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✐ts ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ s♦✉r❝❡s

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡✐r t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✉s❡

t❤❡ P❊❆❙❙ t♦♦❧❦✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦♦❧❜♦① ❢♦r ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❲❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉✲

❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❡

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ✐♥ t❤❡

s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳

❙♦✉♥❞s ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❧✐st❡♥❡❞ t♦ ♦♥ ♦✉r ✇❡❜♣❛❣❡✶✸✳

✺✳✷✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❡st ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞ ❬✷✻✱ ✷✺❪✱ ❝❛❧❧❡❞ P❛r✈❛✐① ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♦✉r ❝♦r♣✉s✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s ♦♥❧②✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❜✐tr❛t❡s ✭75❦❜♣s✮

✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❘❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺ ✭❧❡❢t✮ ❢♦r ❇❙❙❡✈❛❧✳

❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺ ✭❧❡❢t✮✱ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❣♦♦❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙❉❘ ✈❛❧✉❡s s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②

r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ 5❞❇ ❛♥❞ 15❞❇✱ ❧❛r❣❡❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❧✐♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ ❙■❘ ✐s s❡❡♥ t♦ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ 10❞❇ ❛♥❞ 30❞❇ ❢♦r P❛r✈❛✐① ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ 10❞❇ ❛♥❞ 20❞❇ ✇✐t❤ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ t❤✉s ❝❧❡❛r❧② ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t P❛r✈❛✐① ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❇❙❙❡✈❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧♦s❡

t♦ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦s✳ ❙t✐❧❧✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛s ✇❡❧❧ ♦♥ ♣❡r❝❡♣t✐✈❡ ❣r♦✉♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❡❡♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺ ✭❧❡❢t✮ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❢❛❝ts✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t

P❛r✈❛✐① ♦❜t❛✐♥s ✈❡r② ❣♦♦❞ ❇❙❙❡✈❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛✐♠s ❛t ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♦✉t♣✉t

s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❧② t✇♦ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ ❡❛❝❤

❚❋ ❜✐♥✳ ❉♦✐♥❣ s♦✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s♦✉r❝❡s✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ♠❛♥② ❚❋ ❜✐♥s t♦

③❡r♦✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❛❝❝♦✉♥t❡❞

❢♦r ❜② ❇❙❙❡✈❛❧ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♥♦t✐❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹✾❪✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❲✐❡♥❡r

✶✸❙❡❡ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳t❡❧❡❝♦♠✲♣❛r✐st❡❝❤✳❢r✴⑦❧✐✉t❦✉s✴✐ss✴
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ P❛r✈❛✐① ✭r❡❞✮ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭❜❧✉❡✮✳ ❇❙❙❊✈❛❧ ✭❧❡❢t✮
❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠✉s✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ✇❤❡r❡❛s P❊❆❙❙ ✭r✐❣❤t✮ ❞♦❡s✳ ❖P❙✱ ❚P❙✱ ■P❙ ❛♥❞ ❆P❙ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
st❛♥❞ ❢♦r ❖✈❡r❛❧❧✴❚❛r❣❡t✴■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✴❆rt✐❢❛❝ts P❡r❝❡♣t✉❛❧ ❙❝♦r❡✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❡tr✐❝s✱ ❤✐❣❤❡r ✐s ❜❡tt❡r✳

✜❧t❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✱ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ s❧✐❣❤t ❞❡s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✱ t❤❛t

❛r❡ ♥♦t ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧② ❜② t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❛✉❞✐t♦r② s②st❡♠ ❜✉t t❤❛t ♠❛② ❝❛✉s❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦s

t♦ ❞r♦♣ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳

❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✐t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② ❊♠✐②❛ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✹✾❪ t❤❛t ❢✉rt❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s ❜❛s❡❞

♦♥ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♠❛② ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡②

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ t♦♦❧❦✐t ❢♦r P❡r❝❡♣t✉❛❧ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉❞✐♦ ❙♦✉r❝❡ ❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭P❊❆❙❙✮✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r

✇❡❜s✐t❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ t❤✐s t♦♦❧❦✐t✶✹ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥

✐♥ ❋✐❣✳ ✺ ✭r✐❣❤t✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r ❢♦r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts✳

■❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❛r✈❛✐① ❤❛♥❞❧❡s ✇❡❧❧ s♦✉r❝❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ s♣❛rs❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr♦❣r❛♠✱ ✐t

♣r♦❞✉❝❡s ♣♦♦r❡r ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ♥♦♥ s♣❛rs❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐st♦rt❡❞ ♦r ♥♦✐s② s♦✉♥❞s✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❡✈❡r② ❝❛s❡✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡tr✐❝s ❢♦r t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉r❝❡ s❡♣❛✲

r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞❡❧✐❝❛t❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ■❙❙ ✇❤❡r❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ✐s ♦❢t❡♥ ✈❡r② ❣♦♦❞✳

❆s r❡❝❡♥t st✉❞✐❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ s♦✉r❝❡ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ■❙❙ ❬✺✵❪✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

✶✹❱❡r② s♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s t♦ ❆✳ ❖③❡r♦✈ ❛t ■❘■❙❆ ✭❘❡♥♥❡s✱ ❋r❛♥❝❡✮ t❤❛t ❛ss✐st❡❞ ✉s ♦♥ t❤✐s ♣♦✐♥t✳

✶✾



❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ■❙❙ ♠❛② ❡✈❡♥ ♥❡❡❞ t♦ s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛s

✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡ t♦ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ s♦✉r❝❡ ❝♦❞✐♥❣✳ ❙t✐❧❧✱ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢

t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ✉s❡ ❇❙❙❡✈❛❧ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐t ❣✐✈❡s s❝♦r❡s t❤❛t ♠❛t❝❤

♣❡r❝❡♣t✐✈❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ✐s ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ ✈✐s✐t t❤❡ ✇❡❜♣❛❣❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❛♥❞

❧✐st❡♥ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t❡❞ tr❛❝❦s ❤✐♠s❡❧❢ ✭s❡❡ ❢♦♦t♥♦t❡ ✶✸✮✳

❆♥②✇❛②✱ ✐t ♠✉st ❜❡ r❡♠✐♥❞❡❞ t❤❛t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♠✐①t✉r❡s ♦♥❧②✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡r✐♦✉s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ♠✐①✐♥❣ ❞♦♥❡ ❜② ❛ ♣r♦✲

❢❡ss✐♦♥❛❧ s♦✉♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✈❡s t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ❡✈❡♥ ❢♦r ♠✐①t✉r❡s

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡✈❡r❜❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦r ♣r♦❝❡ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞✐❣✐t❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♠♣r❡ss♦rs ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞

✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✺✳✸✳ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

❙✐♥❝❡ t❤❡ ■❙❙ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts

❝♦♠✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦r ✐♠♣❡r❢❡❝t ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣✱ t✇♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞

♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✐♠♣❛❝t

♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❖r❛❝❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✭s❡❡ ✸✳✸✮✱ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠✐①t✉r❡s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❜✐tr❛t❡s✳ ❙✐♥❝❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝❛♥ ♦♥❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❧♦ss ✐♥ ❇❙❙❊✈❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥❞✉❝❡❞

❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✶✵ st❡r❡♦ s✐❣♥❛❧s ♦❢

♦✉r ❞❛t❛s❡t✳

❙❡✈❡r❛❧ r❡♠❛r❦s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❖r❛❝❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞✳ P❡r❝❡♣t✉❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ s♦✉r❝❡s

❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠✐①t✉r❡s✱ t❤❡

❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦ss ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉♣ t♦ ❜✐tr❛t❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

200❦❜♣s ❢♦r ❛❧❧ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 250❦❜♣s ❢♦r ♠♦st s✐❣♥❛❧s✶✺✳ P❡r❝❡♣t✉❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦

✶✺▲♦✉❞ ♠✉s✐❝ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠♦r❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❖r❛❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭❛❜♦✈❡✮ ❛♥❞ ❧♦ss ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
✭❜❡❧♦✇✮ ❢♦r ❛❧❧ ❡①❝❡r♣ts✳ ❍✐❣❤❡r ✐s ❜❡tt❡r✳

♥♦t✐❝❡ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❡①tr❛❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡ s✐❣♥❛❧s✱

✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r t❤❡ ■❙❙ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❤❡♥ ✈❡r②

❤✐❣❤ ❜✐tr❛t❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❖r❛❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞r♦♣s r❛♣✐❞❧②

❛❢t❡r 250❦❜♣s✳ ❚❤✐s ♦❝❝✉rs s♦♠❡t✐♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ◆❚❋ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ♠♦♥♦ ♠✐①t✉r❡s ❢♦r R = 150✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts

❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♠✐①t✉r❡s ✐♥ ❬✸✷❪✳

❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛❜♦✈❡ 250❦❜♣s t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ t♦ ❞❡❣r❛❞❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❧✐st❡♥✐♥❣ ❛♥❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳

✺✳✹✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t ❝♦♥❝❡r♥s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤✲

♦❞s ✇❡ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s

✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✖ ❝❛❧❧❡❞ ◆❚❋ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✖ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ◆❚❋ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r R ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♥s♦r

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ■❈

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

Θ■❈ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❧♦ss② ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✶
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ 15 ❡①❝❡r♣ts ♦❢ ♦✉r ❝♦r♣✉s ❛♥❞ ✇✐t❤ 4 q✉❛❧✐t② s❡tt✐♥❣s ❢♦r
❡❛❝❤ ❡①❝❡r♣t ❛♥❞ ❡❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❖r❛❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ❙♦❧✐❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s ❛r❡ ❢♦r st❡r❡♦ ❛♥❞ ♠♦♥♦ ❡①❝❡r♣ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❇♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s s✐③❡s ❢♦r t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡✐r

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② t❤❡ ❖r❛❝❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts

❣✐✈❡♥ ❜② ❇❙❙❊✈❛❧ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❖r❛❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞

♠✐①t✉r❡s✮✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣ ✼✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❋✐❣ ✼✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ■❈ ♦r ◆❚❋ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡

q✉❛❧✐t② s❡tt✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ■❈ ❛♥❞ R ❢♦r

◆❚❋✶✻✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ♣❡r♠✐t ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡

s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ✇❤❡r❡❛s s♠❛❧❧ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ♣❡r♠✐t ❝r✉❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ❙t✐❧❧✱ ❧❛r❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤❡r

❜✐tr❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t

❛ tr❛❞❡✲♦✛ ✐s t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❤✐❣❤❡r q✉❛❧✐t②

s❡tt✐♥❣s ❢♦r s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦ss ✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠♦r❡

❞❛t❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣ ✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ✐♥ ❙❉❘ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ■❈ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❖r❛❝❧❡ ✐s ❧♦✇❡r

t❤❛♥ 1❞❇ ❛t 200❦❜♣s ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛t t❤✐s r❛t❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■t

✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛t❡ t♦ 300❦❜♣s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✐♥

t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❜❡tt❡r ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❖r❛❝❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s❛t✐s✲

✶✻■♥ ◆❚❋✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ 60 ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❆❧❣✳ ✶ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ✐♥ ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♥♦t ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t
❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ R✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤② ❤✐❣❤ ❜✐tr❛t❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ◆❚❋✳

✷✷
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❇♦①♣❧♦ts ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣✴❞❡❝♦❞✐♥❣ t✐♠❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✭■❈ ♦r
◆❚❋✮✳

❢❛❝t♦r②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❋✐❣✳ ✽ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦①♣❧♦ts✶✼ ♦❢ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣✴❞❡❝♦❞✐♥❣ t✐♠❡s✶✽ ♦✈❡r ❛❧❧

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡①tr❡♠❡❧② r❛♣✐❞❧②

❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s②st❡♠

t❤✉s ♣❡r♠✐ts t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ ❡♠❜❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡s r❡❝♦✈❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r

❛r❡ s❡❡♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞✱ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ♥♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts✳

❆❝t✐✈❡ ❧✐st❡♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❦❛r❛♦❦❡ ♦r r❡♠❛st❡r✐♥❣ ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠

♦♥ r❡❛❧✐st✐❝ ♠✐①t✉r❡s✳

◆♦✇✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ■❈ ❛♥❞ ◆❚❋✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐♥ ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ■❈ ❛❧✇❛②s

②✐❡❧❞s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ◆❚❋ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜✐tr❛t❡ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡①❝❡r♣t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❢❛❝t ♠❛② ❜❡ t❡♠♣❡r❡❞

❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ◆❚❋ ❛r❡ ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧❧② ❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦✈❡r❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❜✐tr❛t❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥✈❡② Θ◆❚❋✳ ❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♠❛② ❤❡♥❝❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r

◆❚❋ t❤❛♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❤❡r❡✱ ♥♦t❛❜❧② t❤r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Θ◆❚❋✳ ❙t✐❧❧✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡♥❝♦❞✐♥❣

t✐♠❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✽ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ■❈ ♣❡r❢♦r♠s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r ❢♦r ❝♦❞✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ◆❚❋

♠❡t❤♦❞✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✉s❡❞ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ♠❛t✉r❡ ❛♥❞

♦♣t✐♠✐③❡❞ ❧✐❜r❛r②✱ ❝♦♥tr❛r✐❧② t♦ ♦✉r ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆❚❋✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t✐♠❡

❜❡t✇❡❡♥ ■❈ ❛♥❞ ◆❚❋ ✐s ♠♦st❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❛r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥② t✐♠❡s ❢♦r ◆❚❋✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✱ ✇❤❡r❡❛s ❏P❊● ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢

❛ s♣❡❝tr♦❣r❛♠ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦s✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈❡r② r❛♣✐❞❧② ❬✹✶❪✳

✶✼❙❡❡ ❡✳❣✳ ❤tt♣✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❇♦①❴♣❧♦t
✶✽❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ◗✉❛❞ ❈♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ✹●❜ ❘❆▼✳

✷✸



❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ◆❚❋ ✐s ❤❡♥❝❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ■❈✳ ❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s

❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ■❈ ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞s t♦ ❧♦✇❡r ♥❡❝❡ss❛r② ❜✐tr❛t❡s✱ ❤✐❣❤❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❧♦✇❡r

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✳ ■t ✐s t❤✉s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ■❙❙✶✾✳

✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥❢♦r♠❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ❛ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s st✉❞② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ❛♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❛✉❞✐❜❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡

P❈▼ ♠✐①t✉r❡s t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❤✐❣❤✲❝❛♣❛❝✐t② ❞❛t❛ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆t t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡✱

t❤✐s s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ♠♦❞❡❧s t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛s ❧♦❝❛❧❧② st❛t✐♦♥❛r② ●❛✉ss✐❛♥

♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❛r❡ ♠✐①❡❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❋■❘ ✜❧t❡rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡

s♣❡❝tr♦❣r❛♠s ❛r❡ ♠✉❝❤ t♦♦ ❧❛r❣❡ ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✇❡r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡♠✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❡♥s♦r ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ■❙❙ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❝♦r♣✉s ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡s s♦✉r❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲s♣❛rs❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ s✉❝❤ ❛s ❞✐st♦rt❡❞ ❞r✉♠s

♦r ❣✉✐t❛rs ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❉❆❲✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ s❡tt✐♥❣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✉s❡❝❛s❡s t❤❛t ✇❡r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r

■❙❙✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❛s ❡①tr❡♠❡❧② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✲

✐③❡❞ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ✐s ❤❡♥❝❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r t❤❡ ■❙❙ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❛❝t✐✈❡ ❧✐st❡♥✐♥❣

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✉s✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t s✉❝❤ ❛s ❦❛r❛♦❦❡ ♦r ♠✉s✐❝❛❧ r❡♠✐①✐♥❣✳

■♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❡❞ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛r❡ ✜rst t❤❛t

t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❛t❡ ❞♦❡s ♥♦t ♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧② ♥♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❧❡❛❞ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✶✾❖t❤❡r ❧♦ss② ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❏P❊●✷✵✵✵ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s♣❛❝❡✱
✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ♦♥❧② r❡♣♦rt ♦♥ ❏P❊●✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛ ❢r❡❡✱ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❏P❊●✷✵✵✵✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠s✱ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❜❡tt❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❏P❊● ❢♦r ✈❡r② ❧♦✇ s✐❞❡✲✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐tr❛t❡s✿ ❙❉❘✱ ❙❆❘
❛♥❞ ❙■❘ ✇❡r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 0.3❞❇✱ 1.5❞❇ ❛♥❞ 1.5❞❇ ❜❡tt❡r ❢♦r ❏P❊●✷✵✵✵ t❤❛♥ ❢♦r ❏P●✳

✷✹



❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s♦✉r❝❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ t❤❛t ✐t ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠
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