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❉ét❡❝t✐♦♥ ❖♣t✐♠❛❧❡ ❞✬■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈❛❝❤é❡s

■♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❈♦♥t❡♥✉ ❞❡s ■♠❛❣❡s

❘é♠✐ ❈♦❣r❛♥♥❡✱ ▲✐♦♥❡❧ ❋✐❧❧❛tr❡✱ ❋❧♦r❡♥t ❘❡tr❛✐♥t ❡t ❈❛t❤❡❧ ❩✐t③♠❛♥♥

▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ▲▼✷❙✴❙❚▼❘✱ ❯▼❘ ❈◆❘❙ ✻✷✼✾✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❚r♦②❡s✳

❆❜str❛❝t✳ ❉❛♥s ❝❡ ♣❛♣✐❡r✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐❡ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s ❜✐ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❢❛✐❜❧❡s
✭▲❙❇✮ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❯♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♠❛❣❡✉r ❡t ❞❡
❧❛ s❝è♥❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té
❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡st ❢♦r♠❛❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡st st❛t✐s✲
t✐q✉❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳ ❉❡✉① t❡st s♦♥t ♣r♦♣♦sés✱ ❧❡ t❡st ♦♣t✐♠❛❧ t❤é♦r✐q✉❡
❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❘❱✮ ❡t ✉♥ t❡st ♣r❛t✐q✉❡ q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧✳ ▲❡s
❛♣♣♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ s♦♥t ✶✮ ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ✷✮ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ t❡st ♦♣t✐♠❛❧ s♦♥t ❡①✲
♣❧✐❝✐té❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r ❞❡ ✏❜❡♥❝❤♠❛r❦✑ ❡t ✸✮ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ t❡st
q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧ s♦♥t ❜♦r♥é❡s✱ ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st q✉❛♥t✐✜é❡✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❝♦♥✜r♠❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ▼♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞✬✐♠❛❣❡✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ sté❣✲
❛♥❛❧②s❡✱ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡✱ ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sés ❬✷✱✸❪✳ ❉❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs
s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ✿ ✶✮ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡rr❡✉r
❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭s♦✉✈❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢❛✉ss❡s✲❛❧❛r♠❡s ❡t ❞❡s ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥✮✱ ✷✮
❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐❡ ✭sté❣❛♥❛❧②s❡ ❞✐t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✮
❡t ✸✮ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞✬✐♠❛❣❡s✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♦✉ ✐♥❢♦❣r❛♣❤✐q✉❡s✳
▲❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦✉tr❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs✱ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛
♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs✳ ❧❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t q✉✐ ❡♥ ❞é✲
❝♦✉❧❡♥t s♦♥t ✿ ✶✮ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡
❡t ❞❡ t❡st ❡t ✷✮ ❛✉❝✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é❡ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ❢❛✉ss❡s✲❛❧❛r♠❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t✮✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t❡✉rs ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé s❡ ❜❛s❡♥t
✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♠❛❣❡s ✭❝❤❛♠♣s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♦♥❞❡❧❡tt❡s✱ ✳ ✳ ✳ ✮
♠❛✐s ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❊♥
❡✛❡t ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❞✐s♣♦s❡r ✶✮ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣ré❝✐s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ✷✮ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ✐♠❛❣❡s✳
❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s
❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r♠❡t ❛✉ t❡st ❞✬êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳



✷

❈❡tt❡ ❞✉❛❧✐té ❡st ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❛rt✐❝❧❡ ✿ ❝ré❡r ✉♥❡
♣❛ss❡r❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❡t ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡
♣r♦♣♦sé❡ r❡♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛✲
t✉r❡❧❧❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡✳ ▲❡s ❛♣♣♦rts s♦♥t✱
❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ✶✮ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ♣r✐s❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡✱ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✏♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡✑ ❀ ✷✮ ❧❡ t❡st ♣❡✉t s❛t✐s❢❛✐r❡
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❢❛✉ss❡s✲❛❧❛r♠❡s ❡♥ ✜①❛♥t ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ✸✮ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ t❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡
✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭❘❱✮ s♦♥t ❞♦♥♥é❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣❡rt❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✬✉♥
t❡st ♣r❛t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ q✉❛♥t✐✜é❡✳

✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ s♦♥t
♣rés❡♥tés ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳

✷✳✶ Pr♦❝❡ss✉s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡

❯♥❡ s❝è♥❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡
B(x, y, λ) ♦ù (x, y) ∈ [0, xM ] × [0, yM ] = X ⊂ R

2 r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✳ P♦✉r ✉♥ ❛♣♣❛r❡✐❧ ♣❤♦t♦✱ ❝❡tt❡
❣r❛♥❞❡✉r ❡st ♠és✉ré❡ ♣♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs c = {r, v, b} ♣❛r ✿

Bc(x, y) =

∫

R+

Tc(λ)B(x, y, λ) dλ

♦ù Tc(λ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✜❧tr❡s ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té q✉❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡
❞❡s ♣❤♦t♦♥s✳ ▲❡s ❝❛♥❛✉① ét❛♥t tr❛✐tés ✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ c ❡st ♦♠✐t✳

❉❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ♦♣t✐q✉❡ s❡ ♠♦❞✲
é❧✐s❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ h(x, y) ❬✼❪✳ ❈❡ ♥♦②❛✉ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✭s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❛t♠♦s♣❤èr❡✱ ❡t❝✳ ✳ ✳ ✮ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠♦❞é❧✐✲
s❛t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ▲✬✐rr❛❞✐❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❤♦t♦✲é❧❡❝tr♦♥s ❣é♥érés ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❬✼✱ ✽❪ ✿

I(x, y) = (h∗B)(x, y)
❞❡❢✳
=

∫∫

R2

B(x−u, y−v)h(u, v) du dv ✭✶✮

❛✈❡❝ ∗ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✲✷❉✳ ❈❡ ♣❛♣✐❡r ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✉
♥♦②❛✉ ●❛✉ss✐❡♥ ✐s♦tr♦♣✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬✐rr❛❞✐❛♥❝❡ I(x, y) ❡st ✐♥té❣ré❡ s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡s ♣✐①❡❧s [0, sx]×[0, sy] ❞✉r❛♥t ✉♥ t❡♠♣s τ ❬✽❪ ✿

ωi,j = τ ·

∫ xi+sx

xi

∫ yi+sy

yi

I(u, v)Sr(u, v) dv du ✭✷✮

♦ù ✐❧ ❡st s✉♣♣♦sé ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉❡ Sr(x, y)✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❞✉ ❝❛♣t❡✉r✱ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣✐①❡❧s s♦♥t ❝♦♥t✐❣✉s xi+1−xi=sx ❡t yj+1−yj=sy✳



✸

B(x, y)

❙②stè♠❡
♦♣t✐q✉❡

♥✉♠ér✐s❛t✐♦♥y

x

y

x

yk

I(x, y) Yi,j

✭❛✮ ❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳

θk
❞✐s❝✳

x

y

yk

✭❜✮ ❯♥❡ s❝è♥❡ ❡♥ ✷❉ ❡t s❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✶❉✳

❋✐❣✳ ✶✿ ▲❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡✳

✷✳✷ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐sé❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s❡❣♠❡♥t

P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ s❝è♥❡ ✐♠❛❣é❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❬✶✶❪ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ✿ ❧❛ s❝è♥❡ ❡st
❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts ❞♦♥t ❧❛ r❛❞✐❛♥❝❡ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲❡s ❢r♦♥t✐èr❡s
❡♥tr❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❛♥s B(x, y)✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ s❝è♥❡
❛❞♠❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ B(x, y) = Bc(x, y)+Bs(x, y)✱ ♦ù Bc(x, y) ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡
❡t Bs(x, y)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ ❡st ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❛r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥✉❡s ❡t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛s êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❛♠étr✐q✉❡✳
❖r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❧♦❝❛❧
❛❞❛♣té ❛✉① ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s q✉✐ s♦✐t s✐♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❡st ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ K s❡❣♠❡♥ts ❞❡ N ♣✐①❡❧s ❝♦♥t✐❣✉s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐❣♥❡ ✭♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡✮✳

❊♥ ♥♦t❛♥t zk = (zk,1, . . . , zk,M )T ❧❡s ✈❡❝t❡✉r ❞❡ M ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❧❛ s❝è♥❡ ♣❡r♠❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ✭✷✮ ♣❛r s❡❣♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✿

ωk = Hksk + F(θk)uk. ✭✸✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Hk ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × p ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✉ k✲✐è♠❡ s❡❣✲
♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❞❡❣ré p − 1✱ ❞♦♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r sk ❝♦♥t✐❡♥t
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ F(θk) ❞❡ t❛✐❧❧❡ N × rk ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s rk ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱
♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs θk=(θk,1, . . . , θk,rk)

T ❡t uk✱ ❞❛♥s ❧❡ k✲✐è♠❡ s❡❣♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❧❛ ❜❛s❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡
s✉r t♦✉s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ✿ Hk = H ❡t ❛✐♥s✐ ωk ∈ υk = im(H) ∪ im(F(θk)) ⊂ R

N ✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ yk ∈ YN ✱ ❧❡ k✲✐è♠❡ s❡❣♠❡♥t✱ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❬✺❪ ✿ yk = Q∆(ωk+ξk)✱

♦ù ξk ∼ N (0;Σk)✱ Σk = diag(σ2
k,1, . . . , σ

2
k,N ) ❡t Q∆ : R 7→ Y = {0, . . . , ℓ−1} ❡st

❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛s ∆ ❛♣♣❧✐q✉é s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳

✸ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ sté❣❛♥❛❣❛❧②s❡

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣✐①❡❧s ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r Pωk,n

={Pωk,n
(0), · · ·, Pωk,n

(ℓ−1)} ♦ù ∀m ∈ Y ✿

Pωk,n
(m) = P[yk,n = m|ωk,n, σk,n] =

1

σk,n

∫ ∆(m+
1
2 )

∆(m−
1
2 )

φ

(
x− ωk,n

σk,n

)
dx ✭✹✮



✹

P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ▲❙❇✱ ♦♥ ❞é✜♥✐ ❧❡ t❛✉①
❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts ✐♥sérés ♣❛r ♣✐①❡❧ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t
❛❞♠✐t q✉❡ ❧❡s ❜✐ts ❞✉ ♠❡ss❛❣❡✱ 0 ♦✉ 1✱ s♦♥t éq✉✐♣r♦❜❛❜❧❡s ❬✹✱✻❪✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✱
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ yk,n ❛♣rès ✐♥s❡rt✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ▲❙❇ ❡st
❛❧♦rs ❞♦♥♥é❡ ♣❛r QR

ωk,n
= {QR

ωk,n
(0), · · · , QR

ωk,n
(ℓ−1)} ♦ù QR

ωk,n
(m) ✈❛✉t ❬✹❪✿

QR
ωk,n

(m) =

(
1−

R

2

)
Pωk,n

(m) +
R

2
Pωk,n

(
m− η(m)

)
✭✺✮

❛✈❡❝ η(m) = −1 s✐ m ❡st ♣❛✐r ❡t η(m) = 1 s✐ m ❡st ✐♠♣❛✐r✳
▲❛ sté❣❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡st st❛t✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❤②✲

♣♦t❤ès❡s ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✈✐s❛♥t à ❞é❝✐❞❡r s✐ ✿

{
H0 = {yk,n ∼ Pωk,n

, ∀k = 1 . . . ,K, ∀n = 1 . . . , N}

H1 = {yk,n ∼ QR
ωk,n

, ∀k = 1 . . . ,K, ∀n = 1 . . . , N, ∀R0 ≤ R ≤ 1}

♦ù R0 ✉♥ t❛✉① ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✐♥s❡rt✐♦♥ ✭r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✮✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ t❡st
ϕ :YK·N 7→{H0;H1} ❛❝❝❡♣t❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ Hi s✐ ϕ(Y) = Hi ✭❝❢✳ ❬✶✵❪ ♣♦✉r ♣❧✉s
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s✮✳ ❙♦✐t

Kα =

{
ϕ : sup

ΩK∈ΥK

P[ϕ(Y) = H1|H0] ≤ α

}

❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❡sts ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r α✱ ♦ù
ΩK = (ω1, . . . ,ωK) ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ΥK = υ1× . . .×υK ✳ ▲❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ βϕ(ΩK , R)✱ ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡ ❝❛❝❤é
βϕ(ΩK , R) = P(ϕ(Y) = H1|H1)✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r βϕ(ΩK , R) ✉♥✐✲
❢♦r♠é♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt R ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ΩK ∈ ΥK q✉✐ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡s
❞❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳

✹ ❚❡sts ♦♣t✐♠❛✉① ♣♦✉r ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡

P❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡✱ ❧❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡s t❡sts ❡t ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s❡r♦♥t ❞♦♥✲
♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r❛❧❡✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞❡✉① t❡sts st❛t✐st✐q✉❡s ♦r✐❣✐♥❛✉①✳ ▲♦rsq✉❡ ΩK ❡st ❝♦♥♥✉✱ ❧❡ t❡st
♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ ❘❱✱ ♦✉ t❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ Kα✱ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

δNP (Y)=

{
H0 s✐ ΛNP (Y)<τα

H1 s✐ ΛNP (Y)≥τα
♦ù ΛNP (Y)=

K∑

k=1

N∑

n=1

ln

(
QR

ωk,n
(yk,n)

Pωk,n
(yk,n)

)
✭✻✮

♦ù τα ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ δNP ∈ Kα✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ΛNP (Y) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ R ❀ δNP ❡st ❞♦♥❝ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r t♦✉t R > 0✳ ▲❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡st ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡✳

▲♦rsq✉❡ ΩK ❡st ✐♥❝♦♥♥✉✱ ✐❧ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❡st δ̂ ❞✉ ❘❱ ❣é♥ér❛❧✐sé
✭❘❱●✮ ❀ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❡st ❞✉ ❘❱ ✭✻✮ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ΩK ♣❛r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥



✺

Ω̂K ✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ Ω̂K ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ✭✸✮✳ ▲❛
♣❡rt❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡♥ q✉❛♥t✐✜é ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t❡st✳

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❝❡s s♦♥t ❡♥ ❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡
❝❛rré❡ ❞❡ ❧❛ sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐❡ ❬✾❪✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞ét❛✐❧❧é❡s✱ ✐❧s s❡r♦♥t
♣rés❡♥tés ♦r❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❞❡✉① t❡sts ♣r♦♣♦sés s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ s✉♣❡r✈✐sé ❡st ❞♦♥❝ ❡①✲
❝❧✉❡s ❞❡ ❝❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐❢ ❝❛r ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ très ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❡s
q✉❛tr❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ sté❣❛♥❛❧②s❡ ❝♦♠♣❛ré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ✿ ❧❡ t❡st ♣r♦✲
♣♦sé δ̂✱ ❧❡ t❡st ❞✉ ❘❱ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✹❪✱ ❧❡s t❡st ❞✉ χ2 ❬✶✷❪ ❡t ❧❡ ❘❙ ❬✻❪✳
❯♥ ❛✉tr❡ t❡st ❞✉ ❘❱●✱ ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❡st

♣rés❡♥té ❀ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ Ω̂
W

K ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❡♥ ♦♥❞❡❧❡tt❡s ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❛✉t❛♥t q✉❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ♣r♦♣♦sé δ̂✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ✶ ✸✸✽ ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❯❈■❉
✭❤tt♣✿✴✴✈✐s✐♦♥✳❝s✳❛st♦♥✳❛❝✳✉❦✴❞❛t❛s❡ts✴❯❈■❉✴✮ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✷✳
❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ♦♥t été ❡st✐♠és ❡♥
s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❬✶❪ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❛
été ❡st✐♠é❡ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❬✺❪✳

▲❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸❜✱ ♣rés❡♥✲
t❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✉r ❧✬✐♠❛❣❡ ✸❛✳ ▲❡s ✸ ❝❛♥❛✉①
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦♥ été s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❜r✉✐tés ✭s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ N (0, 1)✮✱ ❛♥❛❧②sés✱
sté❣❛♥♦❣r❛♣❤✐és ✭❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① R=0.1✮ ♣✉✐s ❛♥❛❧②sés ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s✳ ❖♥ ❝♦♥✲
st❛t❡ q✉❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❘❙✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé ❡st st❛❜❧❡ ✿ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❡♠♣✐r✐q✉❡ ❡t t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ s❡✉✐❧ τα s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t très ♣r♦❝❤❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ♠♦❞✲
è❧❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣r♦♣♦sé s❡♠❜❧❡ ♣❡rt✐♥❡♥t ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❛r s❤r✐♥❦❛❣❡ ❞✬♦♥❞❡❧❡tt❡s ♦✛r❡ ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✳

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ♣❛♣✐❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡♥ ❛ été ét❛❜❧✐ ❡♥tr❡ ❧❛ sté❣❛♥❛❧②s❡ ❡t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s❝è♥❡

✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ α ✶
✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

β
(α
)

✶

տ
❞ét❡❝t❡✉r
❛❧é❛t♦✐r❡

β̃(α) ♣r♦♣♦sé

β(α) ❞✉ t❡st ❬✹❪

β(α) ❞✉ t❡st χ2

β(α) ❞✉ t❡st ❘❙
βW(α) ♦♥❞❡❧❡tt❡s

✭❛✮ ❈♦✉r❜❡s ❈❖❘ ♣♦✉r R = 0.05

✵ ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✻ α ✶
✵

✵✳✷

✵✳✹

✵✳✻

β
(α
)

տ
❞ét❡❝t❡✉r
❛❧é❛t♦✐r❡

β̃(α) ♣r♦♣♦sé

β(α) ❞✉ t❡st ❬✹❪

β(α) ❞✉ t❡st χ2

β(α) ❞✉ t❡st ❘❙
βW(α) ♦♥❞❡❧❡tt❡s

✭❜✮ ❈♦✉r❜❡s ❈❖❘ ♣♦✉r R = 0.1

❋✐❣✳ ✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ β(α) ❛✈❡❝ ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❯❈■❉✳



✻

✭❛✮ ❈❤r✐st♠❛s ❚r❡❡ ✭❜✮ ❱❛❧❡✉r ❞✉ s❡✉✐❧ ❡♠♣✐r✐q✉❡ τα

❋✐❣✳ ✸✿ ▲✬✐♠❛❣❡ ✏❈❤r✐st♠❛s tr❡❡✑ ❡t ❧❡s s❡✉✐❧s ❡♠♣✐r✐q✉❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ τα✳

❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠❛❣❡ ❛❞✲❤♦❝✳ ❯♥❡ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ st❛t✐q✉❡✱ ❧❡ t❡st ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ▲❙❇
❛ été ❡①♣❧✐❝✐té ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡✳
P♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥ t❡st ❡st ♣r♦♣♦sé ❛✈❡❝ ❞❡s ✭❢❛✐❜❧❡s✮ ♣❡rt❡s ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❛♥t✐✜é❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡
♠♦❞è❧❡ ♣r♦♣♦sés ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s
❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ✈❛r✐é ❡t q✉❡ ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r ♣r♦♣♦sé ♦✛r❡ ❞❡s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❇r✉♥✐✱ ❈✳ ✫ ❛❧✳ ✿ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ ❜❧✉rr❡❞ ♥♦✐s② s✐❣♥❛❧s✳ ❈✐r❝✉✐t
❛♥❞ s②st❡♠s✲■✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ✹✹✭✺✮✱ ✹✷✷ ✕ ✹✸✸ ✭▼❛② ✶✾✾✼✮

✷✳ ❇ö❤♠❡✱ ❘✳✿ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙t❡❣❛♥❛❧②s✐s✳ ❙♣r✐♥❣❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ✶st ❡❞♥✳ ✭✷✵✶✵✮
✸✳ ❈♦①✱ ■✳✱ ▼✐❧❧❡r✱ ▼✳✱ ❇❧♦♦♠✱ ❏✳✱ ❋r✐❞r✐❝❤✱ ❏✳✱ ❑❛❧❦❡r✱ ❚✳✿ ❉✐❣✐t❛❧ ❲❛t❡r♠❛r❦✐♥❣ ❛♥❞

❙t❡❣❛♥♦❣r❛♣❤②✳ ▼♦r❣❛♥ ❑❛✉❢♠❛♥♥✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥ ❡❞♥✳ ✭✷✵✵✼✮
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