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Mécanique des solides et des structuresMechanics of solids and structures

Une transformation du probleme d’élasticité linéaire
en vue d’application
au probléme de l'inclusion et aux fonctions de Greae

Ahmad POUYA
G3S-LMS, Ecole Polytechnique, 91128, Palaiseau €ede

Résumé : Nous présentons une transformation simple du problé@e structure élastique linéaire. Le
probléme transformé se présente sous forme d’'urveww probléme de structure élastique linéaire avec
un comportement, une géométrie et des données medcet de déplacements imposés différents. Le
probléme transformé peut étre plus simple a tragtercorrespondre a des cas de solutions analytiques
connues. A l'aide de cette transformation, on pmumener le probléme de I'inclusion ellipsoidalewan
probléme d’inclusion sphérique, étendre les réssltmnnus pour le tenseur d’Eshelby pour les cas de
matrice isotrope ou d’isotropie transverse, a d&s plus larges, et enfin, établir I'expression gtigle

de la fonction de Green du milieu infini pour deazscde comportements orthotropes plus riches que
I'isotropie transverse, ainsi que des cas non drtpes.

Elasticité linéaire / inclusion / fonction de Green

A transformation of the problem of linear elastidmicture
for application to the inclusion problem and to Gea functions

Abstract : A simple transformation of the problem of the Hneelastic structure is presented. The
transformed problem corresponds to a new problenirafar elastic structure with different behaviour,
geometry and prescribed forces and displacements. ffansformed problem can be easier to study, or
can correspond to cases with well-known solutioBg. means of this transformation, the problem of
ellipsoidal inclusion is transformed into a problewfi spherical inclusion, the analytical results kno

for the Eshelby tensor for an isotropic or transsely isotropic matrix are extended to more general
cases of matrix behaviour, and finally, close foexpressions of the Green function for an infinite
medium are derived for some cases of elastic behawvithout transversal isotropy or orthotropy.

Linear Elasticity / inclusion / Green’s function

Abridged English version Consider a linear elastic solid occupying a vo&Q in R®.
Let us assume that the bounda@cy is regular and denotgx) the outward normal taQ
at the point_X10Q. The elastic stiffness tenscg in Cartesian coordinates exhibits the

symmetry properties (1) and is positive-defir?itmeTsolid Is submitted to body forces
E(x), to surface tensions(X) on a part of0Q denotedd+Q, and to given displacements
u(x) on the complementary part f2, denotedd,Q. The problem consists in finding



the displacement field(x) verifying equations (3) to (5). The strain andess fields for
this problem are denoted respectivelfx) and g (x).

Now, let P be a given symmetric and positive-definite tenseg make the changes of
variables (6) and (7). The new variabke defines a regiorﬁ in R%. The unit outward
normal to the boundarﬁ Q is given byn(X) = k(x) P.n(x) wherek(x)=||P .n(x)|[*, |I.II
representing the Euclidian norm. The equationsh(-;‘p)roblem in terms BX andu are
given by (8) to (12). The new coefficienéim define a tenso@ which has the same

properties of symmetry and positive-definiteness@sThese equations define a new

problem of a linear elastic body having a diff_eregneometry and behaviour and
submitted to different forces and displacementse ®train and stress fields of this
transformed problem are related to those of theahone by (13).

This transformation can be applied to differentideons of elasticity in order to extend
the results obtained for some cases of geometbebaviour to new cases. Examples are
given in the following.

Elastic Inclusions- Consider an elastic inclusid@d with stiffness tensoc embedded in

an infinite elastic matrix M with stiffness tens@. Let us assume that the inclusion has
been submitted to a « stress-free » stragﬂ (Eshelby [1]) deriving from the

displacement Y and that the matrix undergoes a uniform str&@h at infinity. The

problem consists in finding the displacement field8 and 2, defined respectively in
Q andM, and verifying equations (14) to (18).@ is eIIipsoidaI,g0 uniform in Q and

E”=0, then the strain in the inclusion is given byd)1 Closed-form expressions
involving elliptic integrals are known for the cponents of the “Eshelby tenso8 for

the cases of isotropic or transversely isotropibaeour of the matrix ([1],[2],[3]). The
transformation defined above changes this probleto an equivalent inclusion problem
and the relationship (20) is established betweee Hshelby tensors of the two
problems. This enables one to extend these rekalisyn for the Eshelby tensor to new
cases of matrix behaviour : those which can beiabthby the transformation (12) from
the isotropic or transversely isotropic behaviours.

The transformation of the inclusion problem canoale made in order to change the
ellipsoidal form of the inclusion into the sphericitorm, which can simplify some
analytical or numerical calculations.

Transformed cases of the isotropic behavieutet us consider a linear isotropic
behaviour represented by the tengdrdepending on the Lameé coefficiends and .




This behaviour can be considered as the resulhefttansformation (12) applied to the
elastic behaviour defined by ;& given by (22).
In a system of axes whei is diagonal with diagonal term§ & = 1,2,3, the elastic

compliance matrix corresponding to (22) is given (2%) in which the 4 independent
parameters (G Cy2 Cszz n) are given by (23) and (24). This defines a famdfy
orthotropic materials which have three differentdub in three different directions.
Sometimes the models of this family can constitatggood approximation for some
anisotropic materials (see table 1). The resultevkm for the Eshelby tensor and for
Green functions can be extended to this family.

Green functions The relationship (28) can be established betwihenGreen functions
corresponding to the elastic tensa@sand C. This enables one to extend, for instance,

the well-known Green function solution for the ismgic behaviour, to the behaviour
defined by (25). The solution is given by (31) irhieh p(x) = (x.D.x, D is the

diagonal tensor in the reference axes with diagdeahs (a)% and a, i and Vv are
given by (29).

In the same way, the transformation of the Greercfwn solutions ([5],[6],[3]), and
also of the displacement potential solutions [7¢r the general case of transverse
isotropy, leads to solutions for more general casfeerthotropic behaviour, as well as
some cases of non orthotropic behaviour.

1. Probleme de départ
Considérons un corps élastique linéaire occupantdomaineQ de R, de frontiére

réguliere notéedQ. On note_Kx) la normale unitaire extérieure @ au point_x Le
tenseur C, caractérisant le comportement de ce corps, ptésdas symeétries

suivantes_dans une base orthonormée e R
(P1) Gixi = Gjik = Cuijj (1)

Ce tenseur est par ailleurs supposé défini positif

(kS

(P2) 0 a symétrique; a:C:a=20eta:C:a=0 = a=0 (2)

Supposons que ce corps soit soumis a des forcasmvgles _[x), a des forces
surfaciques Tx) sur une parti®rQ dedQ et a des déplacements imposé&sur la
partie complémentaire notéd,Q. Le probleme consiste a trouver un champ de
déplacement (x) vérifiant les conditions suivantes :

(Eq) : Ox0Q; Guoku(x)+ F((x)=0 (3)
(E2) : 0x 00,0 ; ux) = u'(x) (4)
(E3) : O x 0 01Q ; m(X)Cijxi ki = Ti(X) (5)



On noterag la déformation dérivant de @t ¢ = C: ¢, la contrainte.

2. Probleme transformé

Considérons un tenseu? symétrique et a valeurs propres strictement pesf et

faisons les changements de variable et de fondtioannue suivants dans le probléeme
ci-dessus :
=P.

[>1

P (6)
P. (7)
e3Roté Q de frontiére5 Q. Le vecteur normal
(X) = k(X)P.nx) aveck(x)=[IP.nx)II*, |l

= X

c

La variablex parcourt un domaine d
unitaire sortant de@Q est donné pam
représentant la norme euclidienne.

Introduisons les nouvelles variable et inconnxest U dans les équation&E,), (E»)
et (E3) et multiplions les deux membres (t&;) et de(E3) par :

Q=g
Nous obtenons : _ _ N
(E) :0X0Q; Cjudxti(X)+Fi(X)=0 (8)
(E2):0XD00,Q; UX)=T%X) 9)
(Es):0X037Q; ij(X)Ciju dxtr = Ti(X) (10)
ol on a noté :
3y =2
i() = 3%, (),
F(X)= QEx, %X =PU X, T(X) =k(x) Q.T(x) (11)
et oué est défini par :
Ciiki = QmQinCrnpdQpkQui (12)

On vérifie queC possede les propriétés de symeétrie suivantes :
Cijxi = Cijik = Cuij
et qu'il est défini positif. Le probleme transforns& présente donc sous forme d’un
nouveau probléme de structure élastique linéairesta-dire s’exprimant avec
exactement les mémes équations, mais corresporadai®s données de géométrie, de

comportement et de forces et déplacements impos#érahtes. En notantg la

déformation etd = C: g, la contrainte correspondantes a ce probléme,éoifiera les

relations suivantes :
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Le probleme transformé peut étre plus intéressagtudier que le probleme de départ
du fait qu’il peut correspondre a une géométrieaoun comportement plus simple ou a
des cas de solutions analytiques connues. Nousagrirons des exemples dans la suite.

3. Application au probléme de l'inclusion

Considérons une inclusion élastique de comportentemné parc dans une matrice
élastigue homogeéne et infinie de comportement dopae C. L'inclusion occupe un

sous-domaine born® de R de frontiére réguliére noté@Q, et la matrice occupe la
partie complémentaire, notédd. On suppose que l'inclusion a subi une « déformation
libre » au sens d'Eshelby [1] avant d'étre insé&tées la matrice. Cette déformation,
notéego, peut étre non uniforme; on suppose qu'ellevdéd'un déplacemenf wéfini

dansQ. On suppose que la matrice subit a l'infini une deéfation uniformeE”. Le

probleme consiste a trouver les champs de déplatem® dansQ et U2 dansM
vérifiant les conditions suivantes :

1. 0Ox0Q; G [ uf? (x)- uP(x)] = 0 (14)
2. OxOM; G0 u® (x)= 0 (15)
3. Ox00Q; ub(x) = u(2)(x) (16)
4. Ox00Q; N (X)Cijii Ok[ U, )(x) uo(x)] =n;(X) Cijki Ok u, (x) (17)
5. H&H'E‘l,[ uP(x) - EPx] = (18)

En considérant maintenant un tensdursymétriqgue et a valeurs propres strictement

positives, on peut procéder a la méme transformadjoe ci-dessus sur la variableek
les inconnues @ et U?. On trouvera alors que les nouvelles inconniié8 et T® en

fonction de la variablex, vérifient les mémes équations que ci-dessus ales
comportements transformég et g se déduisant da=: et de 9 par des relations

analogues a (12) et avec les donné@s = P. P ou g =P.g E et E =P.E”.P.

Dans le cas particulier oQ est de forme elllpsmdaIeE =0 et 8 est uniforme dans

Q, un résultat classique permet d'affirmer que ldod@ation dans l'inclusion, notée
e, est également uniforme et fonction linéaire g Si, de plus,c=C, ce résultat

s’écrit sous la forme :

E(l) - (19)

hen
oo
o



ou S est appelé le «tenseur d’Eshelby ». Dans ce leagfobleme transforme répond

également aux mémes conditions et on peut montuerlg tenseur d’Eshelbg de ce

probléme est relié & par :
Sk = PmPinSmnpg QpkQq (20)

Si I'inclusion est de forme ellipsoidale, et sinetrice est de comportement isotrope
ou transversalement isotrope, on connait alors f®utes expressions analytiques ou

semi-analytiques, faisant appel a des intégralbgtigjues ([1],[2],[3]). La relation (20)

et le fait que la transformée d’'un domaifk ellipsoidal est également ellipsoidale
permettent d’étendre ces résultats a des cas phges de comportement de matrice : il
s’agit de comportements pouvant se transformer ancamportement isotrope ou
d’isotropie transverse. Ces comportements serardiés dans les paragraphes suivants.

La transformation du probléme de l'inclusion peussi étre effectuée dans I'objectif
de ramener la géométrie ellipsoidale a une géoméphérique. En effet, si les vecteurs
unitaires_é (a=1,2,3 représentent les directions principales de psitideQ, et les 4R,
ou & (a=1,2,9 sont des nombres strictement positifs et R umgleur, représentent les
demi-diametres de I'ellipsoide, on peut définir :

_ 1 a0
P=25¢0e (21)

Dans le probleme transform&) sera alors une sphére de rayon R. La géométrie
sphérique peut étre plus intéressante pour desestumhalytiques. Elle simplifie
également les calculs dans le cas de méthodes myueérne se préoccupant pas d'une
forme particuliere de C, celles, par exemple, fondées sur [utilisation d

transformation de Fourier [3].

4. Comportements transformés du cas isotrope

Etudions maintenant le cas des tenseGrgpouvant se déduire d’un comportement

isotrope. Soité le tenseur d’élasticité isotrope de coefficients lhmé A et h. Le

tenseurC qui lui correspond par la relation (12) s’écriusda forme :

Cijui = XHinkI + W ( HikHji + HiHjk) (22j
avecH = P.P ou encore i = PyPn.

" There is a misprint for this equation in the onigi paper C.R. Acad. Sci. Paris.



Le comportement ainsi defini est orthotrope : ureséb propre deP constitue une
base d’'orthotropie poulC. Plagons-nous dans une telle base, notdhar=a,2,3) les

valeurs propres d@ dan; cette base et posons :
(0=1,2,3, pas de sommation sy  Cgq = (X +21) (aq)? (23)

et : n=A(A+2[) (24)

En adoptant alors la notation matricielle de Voit, matrice des complaisances
élastiques correspondant au comportement (22)is'eous la forme :

[ c; nby, nbyg
nb, Cp Nby

nb;z Nbys  Cgg ol by = V G p

c = 1<a<3, B<3 (25)

yb23 =(1-n)/2
by y=(@-n)
yb12_

Il s’agit donc d’une famille de comportements ottittopes dépendant de 4 parametres
indépendants que I'on peut choisir comme étanttless complaisances élastiques; c
C22 Cs3, et le coefficient.

L'intérét de cette famille est de permettre de temimpte de 3 moduleg g différents
dans les trois directions. Elle constitue aussi bo@ne approximation pour certains
matériaux. Nous avons donné dans le tableau suilemtcomplaisances élastiques
mesurées pour le Niobate de baryum et de sodiunmesfuun cristal orthotrope (systeme
orthorhombique). L'approximation présentée dansséxonde ligne du tableau a été
obtenue en prenant les valeurs exactes de cg, et &3 et en prenantn=
[C12C23C31/(C11C22C33)] 2 =0,324. Les valeurs obtenues pour les autres imbefits suivent
sensiblement les valeurs mesurées. On a égaleméstemé les coefficients mesurés
pour une céramique (systéme hexagonal) qui a urpoot@ment isotrope transverse (les
valeurs avec sont déduites des autres valeurs du tableau).viaésurs obtenues par
I'approximation ci-dessusnE0,577) ne s’écartent pas de plus 4% des valeusurges.
Grace a cette approximation, certains calculs ifslat ce cristal peuvent étre menés a
I'aide d’'un modéle isotrope (dans le probléme tfansé) ou d’une fonction de Green
plus simple que celle de I'isotropie transverseir(V@ paragraphe suivant).



Caa (1010 N/m m2) C11 C22 Cs3 Cas Css Cs6 C12 Ci13 C23

Ba,NaNbsO;5 23,9 24,7 135 6,5 6,6 7,6 10,4 5,0 5,2
Approximation 23,9 24,7 13,5 6,2 6,1 8,2 7,87 58 5,9

Céramique PZT-4 13,9 139 11,5 256 2,56 3,056 7,8 7,4 7,4
Approximation 13,9 13,9 11,5 2,67 2,67 2,94 8,0 7,3 7,3

Tableau 1 : Complaisances élastiques de deux cpistie@f. [4]) et leur approximation par le modéle
(25)
Table 1 : Elastic compliances of two crystals (rfelf]) and their approximation by the model (25).

5. Application aux fonctions de Green

Considérons un milieu élastique infini de comporéetn C soumis a une force

ponctuelleg au point_ :
E(x) = @ 3(x-Xo)
La fonction de GreerG (x-xo) permet d'écrire le champ de déplacement assocédta

force sous la forme :
u) = G(x-x0).@ (26)
Le probleme transformeé par un tenseRircorrespond a un milieu élastique infini de

comportemenl(;: donné par (12) et soumis au champ de force potietue
F(X) =P™EX) =P™.08(x-X0) = P .@det(P™)3(X-Xo) = 3(X-Xo)

avec : 3
¢ =detPHP Lo (27)

Le déplacement associé a ce probléme véfii{ex) =P .ux). A l'aide de cette relation,
on peut établir la relation suivante entre les toorts de Green des deux problémes :

G (X-X0) = det(P) P.G (x-Xo)- P (28)
Cette relation nous permet de calculer la fonctoe Green du milieu infini de
comportementC a partir de celle correspondantc ou inversement.

Prenons par exemple le cas @ est donné par (25) et a partir de(as2, Cs3 N)

calculons :
Cc = (C1CoaCs3)'®,  fi=c(1-n)/2, v=n/(1+n) (29)
(o =1,2,3, pas de sommation suy a = (CualC)™? (30)



Soit P le tenseur diagonal de valeurs proprgsdans la base considérée. Posons

2 2 2

x2 x2 x
D=PLPletpkx)=.xDx =.[—~+>2+23  La fonction de Green du milieu infini
b=P".F p(x) = \/x.D.x 2 2

de comportementC s’obtient alors a partir de celle connue pourcks isotrope et

s’écrit :

_ D 1
Gij(ﬁ'xo) - 4_’_“] p(l(_l(o) - 16T[[](1— v) a”p()_( _XO) (31)

Si on suppose 1¢ = ¢ dans (25), on trouve un cas particulier de comgrognt
isotrope transverse. L’expression donnée par (®l) e cas peut étre comparée a celle
déduite de la solution donnée par Pan and Chow§&ir le cas général de l'isotropie
transverse. On reléve alors une erreur dans [6Jmémbre droit de la relation (18) dans
[6], doit étre multiplié par (@/cs3)**. Compte tenu de cette correction, on trouve ben |
méme expression.

En appliquant la méme démarche aux solutions cosgigefonction de Green pour le
cas d’isotropie transverse ([5],[6],[3]), ainsi @ux solutions de potentiels de
déplacements [7], on peut obtenir des solutionsrpdas cas de comportements
orthotropes plus riches que l'isotropie transvemEasi que pour des cas non orthotropes
(si 'axe d’isotropie transverse n’est pas une clil@n propre deP).
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