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Entrelacements de semi-groupes provenant de paires de

Gelfand.

Philippe Biane

Abstract. On donne des exemples d’entrelacements entre semi-groupes markoviens
obtenus au moyen de considérations de théorie des groupes sur les paires de
Gelfand.

1. Introduction

La notion d’entrelacement de noyaux markoviens, ou de semi-groupes de tels
noyaux, a fait l’objet de plusieurs travaux de Marc Yor et ses collaborateurs [6],
[13]. Elle s’est révélée très utile dans plusieurs problèmes concernant les pro-
cessus stochastiques, on pourra voir par exemple [9], [14] et [15] pour plusieurs
développements récents. Deux noyaux markoviens P (u, dx) et Q(v, dy) sur deux
espaces X et Y sont dits entrelacés par un noyau Λ(v, dx) sur Y ×X , si on a

ΛP = QΛ.

Deux semi-groupes de noyaux markoviens sont entrelacés si cette relation a lieu,
avec le même Λ, pour tous les temps. L’exemple le plus connu d’entrelacement
est sans doute celui du mouvement Brownien et du processus de Bessel de dimen-
sion 3, qui joue un rôle important dans le théorème de Pitman [17]. Le but de
cet article est de donner quelques nouveaux exemples intéressants d’entrelacements
de processus, obtenus par des considérations de théorie des groupes que j’ai déjà
évoquées auparavant [3]. Afin de motiver ces considérations je vais tout d’abord
décrire dans ce langage le cas bien connu des processus de Bessel. On peut obtenir
un entrelacement entre deux semi-groupes par couplage, en réalisant les deux pro-
cessus de Markov que l’on cherche à entrelacer comme projections d’un processus
de Markov sur un espace plus gros. On considère ainsi un mouvement Brownien
de dimension d. Si on regarde une de ses coordonnées, on obtient un mouvement
Brownien unidimensionnel, tandis que si l’on observe sa norme, on obtient un pro-
cessus de Bessel (de dimension d). On peut définir deux applications naturelles.
La première associe à une fonction sur R une fonction sur Rd: à f définie sur R

correspond la fonction f(x1) qui ne dépend que de la première coordonnée. La sec-
onde prend une fonction sur Rd et calcule sa moyenne sous l’action du groupe des
rotations de Rd. On obtient ainsi une fonction radiale, que l’on considère comme
fonction sur R+. La composée de ces deux applications transforme donc une fonc-
tion sur R en une fonction sur R+ et elle est donnée par un noyau markovien Λ,
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2 PHILIPPE BIANE

qui entrelace les semi-groupes du mouvement Brownien et du processus de Bessel,
soit en notant Pt le semi-groupe du mouvement Brownien et Rdt celui processus de
Bessel de dimension d,

ΛPt = RdtΛ .

En fait le noyau markovien se calcule très facilement, il s’agit du noyau

Λ(r, dx) =
1

rd−1vd−1
(r2 − x2)(d−3)/2dx r ≥ 0; −r < x < r

vd−1 étant le volume de la sphère unité dans Rd; cette mesure de probabilité est la
loi de la première coordonnée d’un point tiré au hasard sur une sphère de rayon r,
avec la loi uniforme.

Plus généralement, supposons que Pt et Qt sont des semi-groupes sur des es-
paces X et Y et que l’on dispose d’un couplage, c’est à dire un processus Z sur
un espace Z, de semi-groupe St, qui admet les deux processus que l’on cherche à
entrelacer comme marginales. Autrement dit, il existe des applications

u : Z → X, v : Z → Y

telles que u(Zt) soit un processus de Markov de semi-groupe Pt et v(Zt) un proces-
sus de Markov de semi-groupe Qt. Si on désigne encore par u et v les applications
qui à une fonction sur X (ou Y ) associent la fonction f ◦ u (ou f ◦ v) sur Z, on a
alors les relations

(1.1) u ◦ Pt = St ◦ u v ◦Qt = St ◦ v.
On ne peut en général en tirer plus. Le point crucial dans la construction de
l’entrelacement entre Bessel et Brownien est qu’il existe un groupe compact K (le
groupe des rotations dans le cas du Bessel) agissant sur l’espace Z, sous l’action
duquel le semi-groupe est invariant. Notons IK l’application

f 7→
∫

K

f ◦ k dk

de moyennisation par rapport à l’action de K, où dk désigne la mesure de Haar sur
K. Une fonction invariante par l’action de K sur Z s’identifie avec une fonction
sur l’espace des orbites Z/K. Si Y ∼ Z/K et si

(1.2) IK ◦ St = Qt ◦ IK
alors on déduit de (1.1) et (1.2) que le noyau Λ = u ◦ IK entrelace les semi-groupes
Pt et Qt

ΛPt = QtΛ.

Dans [3] j’ai proposé une version non commutative de cette construction, c’est-
à-dire la construction d’un ”couplage non commutatif” entre deux semi-groupes sur
des espaces adéquats, qui permet d’obtenir des entrelacements remarquables. Je
vais la rappeler dans la partie suivante, puis donner les exemples.

2. Une construction de théorie des groupes.

Soit G un groupe localement compact et K un sous-groupe compact. Le groupe
K agit par translations à droite et à gauche sur l’ensemble des mesures boréliennes
signées, finies, sur G. Notons M(G) l’ensemble de ces mesures. C’est une algèbre
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pour le produit de convolution. On note MK(G) le sous-ensemble des mesures qui
sont biinvariantes par K, autrement dit, qui vérifient

µ = δk1 ∗ µ ∗ δk2
pour tous k1, k2 ∈ K, δk étant la masse de Dirac en k et ∗ le produit de convolution.
C’est une sous-algèbre de M(G), et on dit que (G,K) est un couple de Gelfand si
elle est commutative. L’étude des couples de Gelfand est un chapitre important
de l’analyse harmonique et de la théorie des représentations, voir par exemple [10]
pour un exposé introductif.

On considère maintenant un semi-groupe multiplicatif de fonctions de type
positif sur G. Je donnerai des exemples de tels semi-groupes en temps discret et en
temps continu. En temps discret un tel semi-groupe est donné par les puissances
positives ϕn d’une fonction continue, de type positif ϕ sur G, biinvariante par K et
telle que ϕ(e) = 1. En temps continu, on prendra ψ une fonction sur G, continue,
conditionnellement de type négatif, biinvariante par K, telle que ψ(0) = 0. Elle
engendre alors un semi-groupe multiplicatif exp(tψ); t ≥ 0 formé de fonctions de
type positif. Un tel semi-groupe, en temps discret ou continu, agissant par multi-
plication sur M(G), induit un semi-groupe d’applications complètement positives,
Zt, de M(G) dans lui même.

La notion d’application complètement positive vient de la théorie des algèbres
d’opérateurs, il s’agit d’un analogue non commutatif de la notion de noyau markovien.
Une étude, dans un cadre probabiliste, de cette notion se trouve dans le livre [16].
Toutefois il n’y a pas besoin de savoir précisément ce que signifie ce terme pour
comprendre la suite. La seule chose que nous utiliserons est le fait que si une
application complètement positive envoie une C∗-algèbre commutative dans une
C∗-algèbre commmutative, alors elle est donnée par un noyau markovien sur les
spectres de ces algèbres.

Le semi-groupe Zt est l’analogue du semi-groupe sur le ”gros” espace Z de
l’introduction, l’espaceZ lui-même n’existe pas, ou plutôt il existe en tant qu’”espace
non commutatif” au sens de [8]. On va maintenant décrire les espaces X et Y de
l’introduction. Considèrons tout d’abord un sous-groupe commutatif fermé T de
G. Les mesure portées par T forment une sous-algèbre commutative de M(G),
isomorphe à M(T ). On peut complèter l’algèbre M(G) au moyen d’une norme de
C∗-algèbre, en prenant

‖µ‖ = sup
π

|
∫

G

π(g)dµ(g)|

où le supremum est pris sur les représentation unitaires continues du groupe G. Le
semi-groupe Zt se prolonge par continuité à cette complétion. La complétion de
M(T ) est alors une C∗-algèbre commutative qui, d’après le théorème de Gelfand-
Naimark, admet un spectre, i.e. est isomorphe à l’algèbre des fonctions continues et
nulles à l’infini sur un espace topologique localement compact sp(T ). En fait ici, par

la théorie de Fourier, sp(T ) n’est autre que T̂ , le groupe dual de T . La restriction
de la fonction exp(tψ) (ou de ϕn en temps discret) à T est la transformée de Fourier

d’une mesure de probabilité sur T̂ , et ces mesures de probabilité, pour t ≥ 0 forment
un semi-groupe de convolution sur T̂ , que nous noterons Pt. Ici l’indice t est discret
ou continu, suivant le cas. Le processus correspondant est donc une marche aléatoire
sur le dual de T . L’espace T̂ est ici notre espace X , il reste à exhiber l’espace Y .
Comme (G,K) est une paire de Gelfand, la sous-algèbre MK(G) est commutative.
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Sa complétion est de nouveau isomorphe à l’algèbre des fonctions continues et nulles
à l’infini sur un espace topologique localement compact Ω, le spectre de la paire
de Gelfand. En fait Ω s’identifie avec l’ensemble des fonctions sphériques de type
positif de la paire (G,K), c’est-à-dire les fonctions continues, de type positif ϕ
sur G, qui sont biinvariantes par K et qui définissent des caractères de l’algèbre
MK(G) par la formule µ → µ(ϕ). C’est l’ensemble Ω qui sera l’espace Y . Comme
la fonction ψ est biinvariante par K, la multiplication par exp(tψ) envoie MK(G)
sur elle-même, et préserve la positivité (au sens des opérateurs), elle correspond
donc à un noyau markovien sur le spectre Ω de la paire de Gelfand. Ce noyau
markovien Qt(ω, dξ) est caractérisé par l’égalité

exp(tψ)ϕω =

∫

Ω

ϕξ Qt(ω, dξ)

qui exprime la décomposition de la fonction de type positif exp(tψ)ϕω en combi-
naison convexe de fonction sphériques.

On dispose d’une projection de M(G) sur MK(G), qui est donnée par la
moyenne de l’action de K, soit

IK : M(G) →MK(G); µ 7→
∫

K×K

δk1 ∗ µ ∗ δk2 dk1dk2.

Par construction, cette projection est un opérateur complètement positif, et sa
restriction à l’algèbre commutative M(T ), définit un noyau Λ(τ, dω) sur T̂ × Ω.
Comme l’opération de multiplication par une fonction biinvariante commute à la
convolution par K on voit que ce noyau entrelace les deux semi-groupes Pt et Qt.

J’ai décrit dans [3] comment cette construction, appliquée au groupe d’Heisenberg,
donne un entrelacement entre le processus de Yule et le processus de Bessel. Je vais
considérer dans la suite de cet article d’autres classes de groupes.

3. Exemples

3.1. Paires de Gelfand et actions doublement transitives. Nous allons
dans la suite considérer trois types d’exemples. Tout d’abord dans la section suiv-
ante nous envisagerons les groupes compacts, et en particulier le groupe SU(2).
Puis, dans les sections suivantes, des groupes agissant sur les arbres, que j’ai déjà
traités en partie dans [4], et enfin le groupe SL2(C) agissant sur l’espace hyper-
bolique.

Ces deux derniers exemples sont des cas particuliers de groupes agissant de
façon doublement transitive sur un espace métrique. Rappelons (cf [10]) que si G
un groupe localement compact, agissant par isométries sur un espace métrique X ,
on dit que son action est doublement transitive si pour tous x, y, x′, y′ ∈ X , vérifiant
d(x, y) = d(x′, y′), il existe g ∈ G tel que gx = x′ et gy = y′. Si le sous-groupe
K laissant fixe un point de G est compact, alors la paire (G,K) est une paire de
Gelfand, cf [10], IV.II.

3.2. Groupes compacts. Soit K un groupe compact. Dans le groupe G =
K×K, considérons le sous-groupe diagonal (k, k), k ∈ K isomorphe à K. Le couple
(G,K) est une paire de Gelfand. Soit µ une mesure sur K, biinvariante par l’action
de K, alors la projection de cette mesure sur la première composante de K × K
est une mesure centrale sur K, c’est à dire une mesure invariante par conjugaison.
Ainsi, l’algèbre MK(G) est naturellement isomorphe à l’algèbre de convolution des
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mesures centrales surK, et la théorie des fonctions sphériques de la paire de Gelfand
K ×K est identique à celle des caractères du groupe K.

J’ai déjà étudié des châınes de Markov construites de cette façon dans [1], [2],
[5]. Je vais rappeler ici l’exemple le plus simple, celui du groupe K = SU(2) des
matrices unitaires 2 × 2 de déterminant 1. Le sous-groupe des matrices diagonales
est isomorphe au groupe des nombres complexes de module 1, et son dual à Z.
Les fonctions sphériques de la paires de Gelfand associée sont en bijection avec
les caractères irréductibles de SU(2). Ces caractères sont indexés par les entiers
strictement positifs, et le caractère associé à l’entier n est la fonction centrale sur
SU(2) telle que

ϕn(g) =
sinnθ

n sin θ
; g =

(

eiθ 0
0 e−iθ

)

.

On considère maintenant la fonction centrale ϕ2(g) = 1
2Tr(g) = cos θ, c’est

le caractère normalisé de la représentation irréductible de dimension 2 de SU(2).
Cette fonction engendre un semi-groupe multiplicatif ϕn2 . Il est facile de constater
que la restriction de ϕ2 à ce sous-groupe est la tranformée de Fourier de la loi de
Bernoulli symétrique sur Z. Il s’ensuit que la restriction du semi-groupe associé
à l’algèbre du sous-groupe diagonal est le semi-groupe de transition de la marche
aléatoire simple sur Z. Ses probabilités de transition sont donc

(3.1) p(k, k + 1) = p(k, k − 1) =
1

2
k ∈ Z.

La restriction du semi-groupe à MK(G) donne un semi-groupe markovien sur les
entiers qui peut se calculer en utilisant les formules de Clebsch-Gordan. On a en
effet

ϕnϕ2 =
n− 1

2n
ϕn−1 +

n+ 1

2n
ϕn+1

il s’ensuit que ce semi-groupe de probabilités de transition est donné par

(3.2) q(n, n+ 1) =
n+ 1

2n
q(n, n− 1) =

n− 1

2n
n ≥ 1.

Les deux semi-groupes (3.1), (3.2) interviennent dans la démonstration du
théorème de Pitman [17]. Le noyau d’entrelacement entre ces semi-groupes est
facile à obtenir à partir des considérations précédentes. L’entier positif n dans (3.2)
paramètre une représentation irréductible de SU(2), tandis que l’entier de (3.1) cor-
respond à un caractère du sous-groupe diagonal. Le noyau d’entrelacement choisit
uniformément un caractère parmi ceux qui interviennent dans la décomposition de
la restriction de la représentation de dimension n au sous-groupe diagonal. Ainsi
ce noyau est donné par

Λ(x, dy) =

x
∑

k=0

δx−2k(dy)

x étant un entier positif et y un entier relatif.

3.3. Groupes d’automorphismes d’arbres. Soit q un entier (supérieur ou
égal à 2). Soit Tq un arbre homogène tel que le degré de chaque sommet soit
q + 1. C’est un espace métrique pour la distance naturelle donnée par la longueur
d’un chemin minimal entre deux sommets. Soit G le groupe des automorphismes
de Tq, muni de la topologie de la convergence simple sur l’arbre, c’est un groupe
localement compact, qui agit de façon doublement transitive sur l’arbre, et si e
est un sommet de Tq, le sous-groupe K de G des automorphismes fixant e est un
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sous-groupe compact. D’après la section précédente, (G,K) est donc une paire de
Gelfand (voir [7]). Si φ est une fonction sur G, biinvariante par K, alors φ(g) ne
dépend que de la distance d(e, g(e)) dans l’arbre. On peut calculer les fonctions
sphériques de type positif de la paire (G,K). Elles sont indexées par les nombres
réels x ∈ [−(q1/2 + q−1/2), q1/2 + q−1/2], et sont données par la formule

ϕx(g) =
1

q
n
2 (q + 1)

(

q
λn+1 − λ−n−1

λ− λ−1
− λn−1 − λ−n+1

λ− λ−1

)

:= q−n/2
√

q

q + 1
Pn(x)

avec n = d(e, g(e)) et x = λ + λ−1, où λ est un nombre complexe. Les formules
étant symétriques en λ et λ−1, on choisira λ de module inférieur à 1.

On peut remarquer que Pn(x) est un polynôme en x qui vérifie une relation de
récurrence à trois termes en n.

xPn(x) = Pn+1(x) + Pn−1(x).

Les Pn forment en fait une suite de polynômes orthogonaux pour la mesure

mq(dx) =
q(q + 1)

4π

√
4 − x2

(q + 1)2 − qx2
dx

sur l’intervalle [−2,+2].
L’intervalle [−(q1/2 + q−1/2), q1/2 + q−1/2] se décompose en [−2, 2], qui corre-

spond à ce qu’on appelle la série principale, et en [−(q1/2 + q−1/2),−2[∪]2, q1/2 +
q−1/2], qui forme la série complémentaire. Lorsque x parcourt la série principale,
le paramètre λ parcourt le cercle de rayon 1, tandis que pour x dans la série
complémentaire, λ parcourt ] − 1,−q−1/2] ∪ [q−1/2, 1[ sur l’axe réel.

Il existe sur G une fonction conditionnellement de type négatif privilégiée, qui
est la fonction ψ(g) = −d(e, g(e)). Elle induit un semi-groupe de transformations
complètement positives sur M(G), que nous noterons St. Ce semi-groupe opère par
multiplication sur les mesures, soit

St(µ) = etψµ.

Nous allons calculer sa restriction à deux algèbres commutatives bien choisies.
Soit τ ∈ G un élément tel que d(e, τn(e)) = |n| pour tout n ∈ Z. Un tel élément

est facile à construire, cf [4]. On note T le groupe engendré par τ , c’est un groupe

libre à un générateur, isomorphe à Z. Identifions donc T avec Z, alors le dual T̂
de T est le cercle unité de C, et τ s’identifie avec la fonction ω 7→ ω : T̂ → C. La
restriction du semi-groupe St à M(T ) est donnée par la formule

δτn → e−|n|tδτn

soit en terme de fonctions sur le cercle unité

ωn → e−|n|tωn

elle correspond donc au noyau de Poisson

Qt(ξ, dω) =
1 − e−2t

|ξ−1ω − e−t|2 dω

et le processus associé est le processus de Cauchy sur le cercle unité.
Examinons maintenant la restriction de St à l’algèbre MK(G). On obtient un

semi-groupe markovien sur l’intervalle [−(q1/2 + q−1/2), q1/2 + q−1/2], dont on peut
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calculer les probabilités de transition grâce à l’expression explicite des fonctions
sphériques. En effet, si on note Pt(x, dy) ce noyau de probabilités, on aura

e−tψϕx =

∫ q1/2+q−1/2

−(q1/2+q−1/2)

ϕy Pt(x, dy)

ce qui caractérise complètement la mesure de probabilités Pt(x, dy). Le calcul peut
s’effectuer selon la méthode suggérée dans [4]. On trouve alors l’expression suivante
du semi-groupe. Soit x dans la série complémentaire, [−(q1/2+q−1/2),−2[∪]2, q1/2+
q−1/2] correspondant à λ ∈ [q−1/2, 1[. Si λet < 1 on note x(t) le point correspondant
à λet soit x(t) = λet + λ−1e−t. Alors

Pt(x, dy) = atδx(t) + qt(x, y)m(dy)

où

at =
(λet − λ−1e−t)(λ − qλ−1)

(λet − qλ−1e−t)(λ + λ−1)

et

qt(x, y) =
qλ− λ−1

q + 1

[

q + 1 − yλe−t

1 − yλe−t + λ2e−2t
− λ− qλ−1

λet − qλ−1e−t
q + 1 − yλet

1 − yλet + λ2e2t

]

Si λet ≥ 1 ou si x est dans la série principale, alors seule existe la partie continue
du semi-groupe et on a

Pt(x, dy) = qt(x, y)mq(dy)

avec

qt(x, y) =

1

q + 1

[

(qλ− λ−1) q+1−yλe−t

1−yλe−t+λ2e−2t − (qλ−1 − λ) q+1−yλ−1e−t

1−yλ−1e−t+λ−2e−2t

]

Le processus gouverné par ce semi-groupe a le comportement suivant: s’il part
d’un point de la série complémentaire, alors il suit une translation uniforme (dans
la variable logλ) avant de sauter à l’intérieur de la série principale. Le taux de
saut est donné par la dérivée de la fonction −at. Une fois à l’intérieur de la série
principale, il y reste et y effectue un processus de semi-groupe qt(x, y)mq(dy).

Venons en maintenant à l’entrelacement entre ces processus. Pour le calculer,
considérons un élément σ ∈ G tel que d(e, σ(e)) = n. Pour un entier n ≥ 0, posons

µn =

∫ ∫

K×K

δk1 ∗ δσ ∗ δk2dk1dk2.

Cette mesure est indépendante de σ, elle ne dépend que de n. Les mesures µn;n ≥ 1
et µ0 = δe engendrent l’algèbre MK(G) et vérifient la relation

(q + 1)µn ∗ µ1 = µn−1 + qµn+1;n ≥ 1

qui exprime le fait géométrique simple que chaque sommet de l’arbre (hormis e)
possède q+ 1 voisins dont q sont plus éloignés de e que lui, et un seul se trouve sur
le plus court chemin menant à e. Il en résulte que les µn s’expriment sous forme
de polynôme en µ1 (pour la convolution) plus exactement,

µn = qn/2Pn(
q + 1

q1/2
µ1)
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Cette égalité permet d’identifier l’algèbre MK(G) avec l’algèbre engendrée par µ1,

et l’ensemble Ω correspond au spectre de l’élément q+1
q1/2

µ1 dans la C∗-algèbre en-

gendrée par M(G). Remarquons que ce spectre est plus grand que celui de µ1 agis-
sant sur l’espace L2 du groupe, car les représentations de la série complémentaire
ne sont pas faiblement contenues dans la représentation régulière du groupe.

Ces considérations permettent de trouver le noyau d’entrelacement, et finale-
ment le calcul donne le noyau

Λ(x, dω) =
q + 1 + q−1/2ω(q − x)

1 − q−1/2xω + q−1ω2
dω.

3.4. Groupes d’automorphismes d’espaces hyperboliques. Nous allons
maintenant considérer un exemple qui possède beaucoup de points communs avec
celui des groupes d’automorphismes d’arbres, il s’agira des espaces hyperboliques.
Nous nous bornerons ici au cas du quotient SL2(C)/SU(2) qui est un espace hy-
perbolique de dimension 3, mais les autres cas mériteraient qu’on s’y intéresse.

La décomposition polaire des matrices complexes 2 × 2 permet d’identifier
l’espace hyperbolique SL2(C)/SU(2) avec l’ensemble des matrice complexes her-
mitiennes 2×2, définies positives, de déterminant 1. Le groupe SL2(C) agit sur cet
espace par automorphismes, suivant la formule p 7→ gpg∗, (g ∈ SL2(C)), le groupe
d’isotropie de l’identité étant le sous-groupe SU(2). L’action de SL2(C) est double-
ment transitive, et le couple (SL2(C), SU(2)) est un couple de Gelfand. Le spectre
de ce couple de Gelfand est bien connu, et s’identifie de manière naturelle avec une
partie du plan complexe, voir [10]. Il consiste en une partie principale, indexée
par la droite complexe imaginaire pure iR, et une partie supplémentaire, indexée
par l’intervalle [−1, 1]. Une fonction sphérique est complètement déterminée par sa
restriction à l’ensemble des matrices de la forme

g(x) =

(

ex 0
0 e−x

)

avec x ≥ 0. Si ω ∈ iR ∪ [−1, 1] la fonction sphérique correspondante est donnée

φω(g(x)) =
sinh(ωx)

ω sinh(x)

avec

φ0(g(x)) =
x

sinh(x)

Nous allons considérer une fonction conditionnellement de type négatif remar-
quable sur SL2(C), biinvariante par SU(2). Il s’agit, suivant la terminologie de
[11], d’une forme quadratique généralisée. Cette fonction joue un rôle crucial dans
la formule de Lévy-Khinchine sur l’espace hyperbolique. De telle fonctions peuvent
s’obtenir pour tous les espaces hyperboliques de rang 1, et l’étude des processus
stochastiques associés serait certainement intéressante. Pour construire cette fonc-
tion, on considére les fonctions conditionellement de type négatif 1 − ϕω, et on
prend la limite

ψ = lim
ω→1

1 − ϕω
1 − ω

.

Le calcul donne

ψ(g(x)) = 1 − x coth(x)
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Le semi-groupe de fonctions de type positif engendré par ψ peut se restreindre,
comme précédemment, à deux sous-algèbres commutatives, d’une part les mesures
portées par un sous-groupe commutatif, ici on prendra le sous-groupe des matrices

diagonales de la forme

(

et 0
0 e−t

)

avec t ∈ R, d’autre part la sous-algèbre MK(G).

La restriction au sous-groupe diagonal donne un processus de LévyXt d’exposant
de Lévy 1 − x cothx, tel que

E[exp(ixXt)] = exp(t(1 − x cothx)

La restriction à l’algèbre MK(G) donne un processus à valeurs dans Ω = iR∪
[−1, 1] et son semi-groupe de transition est déterminé par la formule

ϕω exp(tψ) =

∫

Ω

ϕξPt(ω, dξ)

Trouver une formule explicite pour Pt(ω, dξ) impliquerait de donner la trans-
formée de Fourier de la fonction x 7→ exp t(1−x cothx), ce qui ne semble pas possible
en terme de fonctions spéciales connues. Toutefois on peut décrire sommairement
le comportement du processus ayant ces probabilités de transition. En effet, on
voit que si ω est dans la série complémentaire, alors le comportement à l’infini de
la fonction sphérique ϕω est ϕω(x) ∼ 1

ω e
(|ω|−1)x. Si ω est dans la série principale,

alors ϕω(x) = 0(e−x) On en déduit que si ω est dans la série complémentaire et si
t < 1−|ω|, alors la décomposition en fonctions sphériques de la fonction ϕω exp(tψ)
admet une composante sur ϕω±t (ici ± est le signe de ω). Plus précisément, la fonc-

tion ϕω exp(tψ)− |ω|−t
ω ϕω±t est O(e−x) à l’infini, donc se décompose purement sur

la série principale. Le processus admet donc un comportement semblable à celui
de la section précédente: s’il commence dans la série complémentaire, alors il suit
un mouvement de translation uniforme avant de sauter dans la série principale.
Une fois arrivé dans la série principale, il y reste et y décrit un processus de saut.
On peut maintenant déduire des considérations générales du début l’existence d’un
noyau d’entrelacement entre ce processus et le processus de Lévy dont l’exposant de
Lévy est 1 − x cothx. Toutefois l’absence de formule explicite pour la transformée
de Fourier de exp(t(x cothx−1)) ne permet pas d’en donner une expression exacte.

Pour terminer je voudrais signaler une relation mystérieuse (pour moi) entre
ce processus et le mouvement Brownien sur le groupe d’Heisenberg. L’intersection
des séries principale et complémentaire de l’ensemble Ω correspond à la fonction
sphérique ϕ0(g(x)) = x

sinh(x) . Si nous partons de ce point, la loi du processus à

l’instant t est déterminée par la décomposition de la fonction de type positif

(3.3)
x

sinh(x)
exp(t(1 − x cothx))

en fonctions sphériques. Il se trouve que cette même fonction (3.3) apparâıt dans
le calcul du noyau de la chaleur correspondant au Laplacien hypoelliptique sur
le groupe d’Heisenberg, c’est la formule de l’aire de Paul Lévy, cf [12]. Il serait
intéressant d’avoir une explication de cette cöıncidence.
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