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Résumé :

Ce document propose une étude analytique du coerperit d’'un anneau de tenségrité a
base pentagonale. Il permet d’évaluer I'influeneecthacun des éléments sur la rigidité
globale du systeme. C’est une premiere étape ede/liadaptation et le contrble de ces
systémes, en fonction des actions qui lui sontigugéds.

Mots clefs : anneau de tenségrité, rigidité, élémedarres, cables

En position déployée, tous les nceuds sont sur limdoy de rayon R. On a la relation entre R
et la hauteur totale H du module :

H =4R\/cos(;’21/5)= ZR\/i (-1 avec ¢ =1+2‘/§= 1618

Considérons 2 repéres . un premier d’origine unudhake la nappe supérieure S, puis un
second d’origine un neceud intermédiaire |, avear @xes la direction radiale (centripéte),
une direction ortho-radiale et la direction verécascendante.

Au nceud S, arrivent 6 éléments : 2 cables de néppg, 1 cable intermédiaire coplanaire
(CIC), 1 céble intermédiaire non-coplanaire (CIN), barre latérale (BL) et 1 barre
intermédiaire (BI). Les directions des élémentd siéarites dans le tableau suivant :



CN({1) | CN() CIC CIN BL BI
. 3-¢ 3-¢ | [312-7¢ 34270 | [15. ...~ 3
radiale \/ 4 \/ 4 \/4 11 \/4 11 76 L1071 \/76[(7¢+3)
Orthoradiale —\/1+¢ \/1+¢ \/3@ —\/3@ \/SE(9¢-7) - 3E(9‘1>‘7)
4 4 4 11 4 11 76 76
Verticale 2 2 32 2
acs. 0 0 ﬂE(3¢—2) ﬁﬂ3¢—2) \/76E(11—6¢) \/19E(11—6¢)

Au nceud I, arrivent également 6 éléments : 2 céllesmeédiaires coplanaires (CIC), 2
cables intermédiaires non-coplanaires (CIN) etreesantermédiaires (Bl). Les directions des
éléments sont décrites dans le tableau suivant :

CIC (sup) CIC (inf) CIN (sup) CIN (inf) Bl (sup) IRinf)
3.12-7¢ — 312-7¢ —
radiale ZE}T %&217174’ 4&7 %[}21717‘1’ 736m¢+3) %E(7¢+3)

38-¢

380 | _[3 3 380 | —2m0-D| [3 o0
4 11 4 11 4 11 4 11 76

Orthoradiale -
. 2 2 2 2 2
Verticale | ({30 -2)| ~| 7 10@-2) | {5 H80-2) | ~|5l@0-2) | | 2 q1ep) ~\7501-69)

Notons les efforts dans les éléments par symbalgards :

A Cable Céble
. Céble de Y e Barre Barre
Elément Intermédiaire| Intermédiaire . P
nappe ; X Latérale | Intermédiaire
Coplanaire | Non- Coplanaire|
Eﬁort FNap FCOp FNC FBL FBl

Considérons le systeme symétriguement chargé sundppes supérieure et inférieure, de
telle facon que la nappe intermédiaire reste damaéme plan ; les nceuds intermédiaires se
déplacent selon des directions radiales vers F@xeé sous I'accroissement de charge ; les

nceuds de nappe se déplacent aussi radialememt,rearnt (autour de I'axe de I'anneau) et
selon I'axe de I'anneau.

Ecrire I'équilibre de I'anneau (en état d’autocairite) revient a écrire I'équilibre nodal de
chaque nceud et se résume donc a 4 équations :elgsd3quilibre d’'un nceud de nappe et
I'eq. dans la direction radiale d’'un nceud interraééi
Soit a résoudre le systeme :
[2 [2
(Fcop * Fne) EE(3¢ - 2)+(2Fg_ +Fp)) Ef(ll—ﬁfb) =0
3 3
R FNG )| ——— 12— 7 —~_[(3+7¢) =0
(Fcop * NC)\/4><11[(1 ¢)+FBI\/4X]_9E( +79)

(Feop +FNC)\/;11E&2—7¢)+FB| \/L;’lgt(swqa) #x3-0 + Far |- s 0317 =0

(Feop = )y 77 18~ 0)+ (FaL = Fai)y| 5209 =7) =0




Ce systeme de 4 équations a 5 inconnues possedafimité de solutions proportionnelles
au vecteur suivant qui traduit I'unique état d’auttotrainte :

0
FNap 0,33767
0

FCOIO 0,87199
FO
NC 0,32669
0
FeL 1
0
FBI -0,34164

Onarg =2 .64

On charge symétriquement I'anneau, par un effoauk noeuds de nappes, en partant d’'un
niveau donné NA de I'état d’autocontrainte. Le éyst a résoudre s’écrit alors :

(Foop* ) 1130 = 2% @R + ), £ L1~ 69) = -F

(Foop* NG| 13 B2~ T0)+F | 130 16+70) =0

(Foop* Fc)| g 12 T0) o | 1o 13+70) +x,3-6 +Foy | 2 (119-17) =0

(Feop = Frc )y 77 18~ 0+ (FaL = Fai)y| 7 =09 =7) =0

L’'effort dans la barre intermédiaire va varier devileur initiale avec F selon une loi linéaire
(si on suppose les déplacements infinitésimer, =NA.F), +p g F. dans laquelle le

facteur NA est le niveau d’autocontrainte en place.
Bien s0r, on écrit aussi :

0
FeL =NA.FgL +p gL F
—_ 0
FNap = NA .FNap P NapF
—_ 0
Feop = NA .FcoptP _copF

Fne = NA .Ric 0 NcF
Apres simplification, les 4 équations d’équilibrevéennent alors :

(P _cop*P_NC)| 2130~ 2+2p_pt || - C01-6) =-1-p_gy = (1-6)

(P cop*P_NCH| 53 B2 T0)=P g1y 2 (13+78)

P Nap 38 +(P_cop+P_NC)| 52 (02 T8)+P_pi |22 (LI =17 = =P gy |- [8+70)
3 3 3

(P _cop~ p_NC)‘/MHS_q))"'p_BL \/mt{g(b =7)=P_si, m[{% =7)

On montre donc que la pente des efforts dans Emedlts est indépendante du niveau
d’autocontrainte, pour la méme géométrie initiake ld structure. Ces pentes peuvent
s’exprimer a partir de celle de la barre intermigdipar exemple et sont représentées sur le
graphe (fig.1) ci-dessous.



Pentes de efforts dans les éléments

Fig.1 : Valeurs des pentes des efforts dans |esetlts

Il semble donc que ce soient les rigidités proples éléments qui définissent ces valeurs de
pentes des efforts dans les éléments.

Etude de la rigidité des éléments sur la rigidité @nsemble
(en compression axiale axisymétrique)

Chaque élément de I'anneau se définit par une ceatine matrice de rigidité élémentaireg K
de dimension 6x6 a partir de la position des 2 reeed j d’extrémité, de sa longueur L, son
module d’élasticité E, sa section droite S, etesesibn en place T sous la forme suivante au
premier ordre :

ES T E

ES,T o0 -B5.T o o
L L CoLL
o L o ! o T o
L ! L
0 0 % ) 0 —%
“e= _EST o BS.T o,
L L 'L L
0 LI ! o Lo
L : L
0 0 -1 0 o L
L! L

Toutes ces matrices élémentaires sont alors régd#ns un repere global et assemblées pour
donner une matrice de rigidité globale #e dimension 45x45 (puisque I'anneau comporte 15
nceuds).

Sous compression axiale axisymétrique, I'anneau seflicité par des efforts verticaux
ascendants d'une méme intensité F aux nceuds depfeerinférieure, et des par des efforts
verticaux descendants de la méme intensité F awdsae la nappe supérieure ; la nappe
intermédiaire reste dans son plan on et les nostegmiédiaires ont pour seul déplacement
possible un méme déplacement radial.



Chaque nceud de la nappe inférieure subit donc feendplacement vertical uz, le méme
déplacement tangentielduet le méme déplacement radial ur. Les nceuds deajgpe
supérieure subissent alors le déplacement vertial le déplacement tangentielo-et le
déplacement radial ur. Les nceuds de la nappe iétkame ne subissent qu’'un méme
déplacement radial vr, les déplacements tangemtielsrticaux étant nuls.

Les déplacements de chaque nceud de l'anneau pedopotaisément (et linéairement)
s’exprimer en fonction de uzpuur et vr par une matrice de passage P de dinteASio4.

La construction de la matrice de rigidité réduite K P'.Ks.P permet alors d’obtenir une
matrice de dimension 4x4 définissant la rigiditd'daneau a partir des rigidites axialagk
Knc, Keop ki et kg de chaque famille d’éléments (que sont les caldesappes, les cables
non coplanaires, les cables coplanaires, les baregnédiaires et les barres latérales), ainsi
gue du niveau d’autocontrainte NA dans I'anneaarfides tensions dans les éléments.

000 000 000 000 519 -475 -154 -154 519 475 -154 -154

Ko =k 000 000 000 000|, , |-475 435 141 141 475 435 -141 -141
R~=%Nap oo0 000 1382 000| "NC| —154 141 046 046 Cop| —154 -141 046 046

000 000 000 000 -154 141 046 046 -154 -141 046 046
136 -201 -277 -277 1088 806 -—586 000 000 000 000 000

-201 299 411 411 | 806 597 -434 000|_, 000 1382 951 -951
-277 411 566 566 BLl-586 -434 315 000| "NAi000 951 200 -200

-277 411 566 566 000 000 000 000 000 -951 -200 200

+kp),

Dans cette expression les facteurs des 6 matdiesensionnelles 4x4 sont définis par :

ES ES ES ES ES T
kNap :[Lj ‘Kne :[Lj ;kCop :[Lj Kgl. :[Lj KBL :[Lj TKNA. :(Lj aveclg <0
Nap NC Cop BI BL BL

Les caractéristiques (dites de base) de I'anneaiiestpour lequel on cherche a en évaluer les
influences sur le comportement en compression aésygue, sont les suivantes :

Knap =2.8510° Nim; ke =Kcop = 37610° Nim; kg =kgp. = 2,9510° N/m;kya, = 500N/m

Les barres intermédiaires et latérales sont de mmécagactéristiques mécaniques et la
longueur en place des barres est de 2m. Les c&8ues de mémes caractéristiques
meécaniques, cependant la longueur en place desscdblnappes est de 1,3507 m tandis que
celle des céables coplanaires et non coplanairedeesi0238 m.

La faible valeur de la rigiditéns vis-a-vis des rigidités axiales des éléments capidarres,
laisse soupconner une faible influence du niveawtdcontrainte sur le comportement de la
structure en compression axiale.

La rigidité de I'anneau, en compression axisymatjgpeut donc étre appréciée selon les 4
directions uz, @, ur et vr, c'est-a-dire respectivement la variatie hauteur de I'anneau vis-
a-vis de son chargement total, les variations tatngje et radiale des cables de nappes, la
variation radiale des cébles intermédiaires.

uz 10F
ud 0
ur| [5=] 0
vr 0



Ces rigidités se définissent donc respectivemeaminoe les inverses des termes de la premiére
colonne de la matrice de souplessg][S [Kr]™. Pour les caractéristiques (de base)
mécaniques et sthéniques précédemment définias on

[kz kub kur kvr}={538 -6,04 1213 7,2800° en(N/m)*

On montre ci-dessous l'influence des rigidités Siéamilles d’éléments constitutifs (cables
Nap, NC, Cop et barres Bl et BL) de I'anneau aipng du niveau d’autocontrainte (NA)

Rigidité radiale de la nappe intermédiaire

1,0,E+07 ‘
\ — Effetde NA

8,0,E+06 \C — Effetde Nap
_ Effetde NC
g 6,0,E+06 - Effet de Cop
5 —— Effet de BI
< 4,0,E+06 —Effetde BL

2,0,E+06

E/Eq
0,0,E+00 ; ; ; ; ; ; ; ; ; ou

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 NA/NAo

Rigidité radiale des nappes sup. et inf.
2,0,E+07
\ / —Effetde NA
1,5,E+07 | |——Effetde Nap
\ / Effetde NC
f / Effet de Cop
LO.E+07 § —Effet de Bl
/ ——Effetde BL
5,0,E+06 -

/ E/E,

0,0,E+00 T T T T T T T T T ou
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 NA/NA,

kur (N/m)

Rigidité de rotation des nappes sup. et inf.
0,0,E+00

oo 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

——Effetde NA
——Effetde Nap
-5,0,E+06 Effetde NC
ﬁ Effet de Cop
——Effetde BI
——Effetde BL

ku@ (N/m)

-1,0,E+07

E/Eo
ou
-1,5,E+07 NA/NAo




Rigidité verticale
8,0,E+06
— Effet de NA
6,0,E+06 — Effet de Nap
,é —— Effet de NC
> Effetde Cop
5 A0E06 1 —Effetde B
X
— Effet de BL
2,0,E+06 -
E/Eo
0,0,E+00 : : : : : . . . . ou
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 NA/NAo

Les valeurs négatives de la rigidité de rotati@xgliquent par le fait que sens positif de
rotation (choisi arbitrairement) des nappes esbse@@u sens réel de rotation di aux actions
sur les noeuds de nappes supérieure et inférieure.

On observe ce sont les cables non coplanairesiqtem fortement la rigidité verticale et la
rigidité de rotation des nappes supérieure etigliée. La rigidité radiale des nappes
supérieure et inférieure est quant a elle régidgsacables de nappes.

Si on impose aux cables d’étre identiques (en neodidlasticité et section), ainsi que les
barres, on peut analyser I'effet de la rigidité daébkles et des barres sur la rigidité de I'anneau.

Rigidité radiale de la nappe intermédiaire

1,5,E+07 /
1.2E+07 ——Effetde NA
fé\ —— Effet des Cables
9,0,E+06 -
2 Effet des Barres
s
< 6,0,E+06 - /
3,0,E+06 |
/ -
0,0,E+00 - : ; ; ; ; ; ‘ ‘ ‘ ou
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 NA/NA
Rigidité verticale
1,2,E+07 /
9,0,E+06 — Effet de NA
,é —— Effet des Cables
> Effet des Barres
Nt 6,0,E+06 ~
= /
3,0,E+06
E/Eq
0,0,E+00 : : : : : : : : : ou
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 NANA,




Rigidité de rotation des nappes sup.et inf.
0,0,E+00

O\O,S 1,0 15 20 25 30 35 40 45 50
-2,0,E+06 — Effet de NA
—— Effet des Cables
Effet des Barres
-4,0,E+06 \
-6,0,E+06
E/Eo
ou
-8,0,E+06 NA/NAo

Rigidité radiale des nappes sup.etinf.

k@ (N/m)

2,0,E+07 +

1,5,E+07 +— / ——Effetde NA
= / —— Effet des Cables
> / Effet des Barres
= 1,0E+07
5 /
X

5,0,E+06

E/Eo
0,0,E+00 - - - - - - T T T ou

00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 NA/NAo

On observe que le niveau d’autocontrainte est ég taible influence sur la rigidité de
'anneau, et que ce sont les cables qui pilotemigidité de I'anneau. Notons que de faibles
rigidités des barres sont a proscrire pour évésrrisques de flambement de ces éléments en
compression.

Si pour la réalisation d’'un tel anneau, la rigid@ compression axisymétrique peut étre
calculée, il est cependant nécessaire de prééminlution des sollicitations dans les éléments,
gouvernées par les équilibres nodaux mais aussamhstribution des rigidités des éléments.

Des caractéristigues mécaniques et sthéniques léegrés, on peut aisément déterminer
'évolution (linéaire au premier ordre) des effortisns les éléments sous l'action du
chargement.

Notons que les pentes des efforts développés Eangléments (calculées a partir des
déplacements issus du chargement aux nceuds de snappe et inf.) vérifient
systématiqguement la figure 1, validant ainsi ldsuda menés.

Ainsi, avec les caractéristiques de base de l'anmeasidéré, les pentes de ces évolutions
sont données par le vecteur suivant :
{p_Cnap p_Ccop p_Cnc p_BL p_BI}={0276 0086 - 0738 - 0807 0185}



On représente sur les graphes ci-dessous les évilude ces pentes avec les rapportg E/E
des éléments (pris isolément).

Pente de l'effort dans le cable de nappe
1
0,8 + —— Nap
0,6 NC
0,4 Cop
0,2 %—— Y
0 : : : : : —BL
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Pente de l'effort dans le cable non coplanaire
0 ‘ ; ; ; ;
) 0,5 1 1,5 2 2,5 3
— Nap
0,5 NC
Cop
t  |—BI
—BL
-1
Pente de l'effort dans le cable coplanaire
1,5
1= ——Nap
0,5 NC
Cop
0 : ———— : — | —Bl
) 0,5 1 1,5 2 2,5 3 | BL
0,5
Pente de l'effort dans la barre latérale
O T T T T T
05 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
— j |——Nap
1 NC
-1,5 Cop
2 —BI
—BL
2,5
Pente de l'effort dans la barre intermédiaire
0,5
%‘ — | —— NAP
NC
) 0,5 1 15 2 2,5 3 Cop
—BI
—BL
0,5




La rigidification d'un élément, barre ou cable, denne pas modifier grandement I'évolution
des efforts dans les éléments vis-a-vis de 'éahake.

Par contre, I'assouplissement du cable non coplaiiiiC) modifie fortement I'évolution des
efforts dans les éléments. En effet une faibledii§i de cet élément se traduira (en
compression axiale de l'anneau) par une augmentatie tension des cables et de
compression des barres. La détente des cablesampbanaires est alors retardée ou méme
disparait (ainsi que les mécanismes qui peuvedgeauler) ; cependant la compression dans
la barre latérale augmente et le risque de flambhemessi (on pourrait en augmenter son
module ou inertie).

A noter que I'assouplissement du cable non coplan®C) permet d’obtenir une structure
plus souple en compression verticale.

Si on agit simultanément sur I'ensemble des cablesles barres, on obtient les évolutions
des pentes des efforts dans les éléments en fordichargement par les graphes suivants :

Pente de l'effort dans le cable de nappe
0,4
0,3 k
—— Cables
0,21 — Barres
0,1 T T T T T
0 0,5 1 1,5 2 25 3
Pente de l'effort dans le céble coplanaire
0,2
0,1
O \/ T T T T
010 / 05 1 15 2 2,5 3/ — Cables
' / — Barres
-0,2 l
-0,3
Pente de l'effort dans le cable non coplanaire
'0,6 T T T T T
D 0,5 1 1,5 2 2,5 3
0,7 k
/ ——Cables
-0,8 / ——Barres
0,9
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Pente de I'effort dans la barre latérale
) \ 0,5 1 1,5 2 2,5 3
05\

——Cables
& ——Barres

Pente de I'effort dans la barre intermédiaire
0,4
0'3 \\
\K ——Cables
0,2 \ | | ——Barres
O,l T T T T T
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

La rigidification des tous les cables permet deuirédles efforts développés dans ces
éléments, mais le risque de relachement des calolescoplanaires sera plus grand. Un
assouplissement des céables se traduira (sous cesipreaxiale de I'anneau) par une montée
en tension élevée ans les cables de nappe etauenrsujours présent de relachement du
cable non coplanaire. Raidir les barres a peu etefés assouplir réduit les efforts dans les
éléments et augmente le risque de relachementatdsscnon coplanaires et de flambement
des barres.

NAD présente dans sa theés Longueur des barres 200,0 cm

des résultats de rigidité Longueur des cables de nappes 135,1 cm

Ve,rtica;le_ pour les ,don_née Longueur des cables intermédiaires 102,4 cm

ge_ometrlqges et mecanique Rayon du cercle circonscrit 114,9 cm

sulvantes : Hauteur du module 147 5 cm

La rigidité « kg » qu'’il calcule Tableau 3.8. Propriétés géométrigues du module

est définie par le rapport de |

variation de [effort total Module d"'YOUNG des barres 20 000 MPa

appliqué  sur la  nappe Diamétre interne 35,0 mm

sqpérieure par la v_ariation d Diamétre externe 200 mm

déplacement vertical tota

engendré par cet effort ; | Tableau 3.9. Propriétés mécaniques ef geométrigues des barre.

nappe inférieure étant bloqué

en z sur un plan horizontal. Module d"YOUNG des cables 125 000 MPa
Diamétre 4 0 mm

AFSUP Tableau 3.10. Propriétés mécaniques et géométriques des cdbles
kh — _ Tof
Ah
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Or k=—
rkZSmuz

1 _10F

Et AF-"=5F efAh=2u,

1
Donc kh:ZK'

Les graphes suivants (a et b) présentent les tégidih calculées par NAD avec le code de
calcul Ansys (b), et avec la présente méthode #gaby simplifiée (a) (pour les mémes
données géomeétriques et mécaniques)

15 T

—@— Effet des Barres
—«&@— Effet des Cables
T :

T T
|
|
|
|

=
o

[¢)]

Rigidité Kh (kN/mm)

Rigidité instantanée K1 (kNfmm)

15
S
| I I [
1 l [ l
I | [ |
1 ] I |
m'_—__T____l__F”‘T _______ e
1 | | ——E5Sc
L
LA | —=—ESb
1 I | ]
L R N LT ey . S
./* | | | |
. 1 I I I I
* 1 1 1 1
- 1 I I I I
1 I I I I
i} t t t t t
0 1 2 3 4 5 a
ES/ESo

Figure 3.22. Rigidité instantanée K, avant le
relachement des cables non-coplanaires

(b)

La méthode présentée est donc validée par lespiaglttas d’'étude traités sous Ansys.

ES/ESo| 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,5 3 4 5
Effet des Barres | 2,9 3,7 4,1 4,4 4,6 4,8 4,9 5,0 51 51 5,3 5,4 55 5,6
Effet des Cables | 1,1 2,1 3,0 3,9 4,6 5,4 6,0 6,7 7,3 7,9 9,2 10,5 12,6 14,5
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