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Résumé : 
Ce document propose une étude analytique du comportement d’un anneau de tenségrité à 
base pentagonale. Il permet d’évaluer l’influence de chacun des éléments sur la rigidité 
globale du système. C’est une première étape en vue de l’adaptation et le contrôle de ces 
systèmes, en fonction des actions qui lui sont appliquées. 
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En position déployée, tous les nœuds sont sur un cylindre de rayon R. On a la relation entre R 
et la hauteur totale H du module : 
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Considérons 2 repères : un premier d’origine un  nœud de la nappe supérieure S, puis un 
second  d’origine un  nœud intermédiaire I, avec pour axes la direction radiale (centripète), 
une direction ortho-radiale et la direction verticale ascendante.  
 
Au nœud S, arrivent 6 éléments : 2 câbles de nappe (CN), 1 câble intermédiaire coplanaire 
(CIC), 1 câble intermédiaire non-coplanaire (CIN), 1 barre latérale (BL) et 1 barre 
intermédiaire (BI). Les directions des éléments sont décrites dans le tableau suivant : 
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Au nœud I, arrivent également 6 éléments : 2 câbles intermédiaires coplanaires (CIC), 2 
câbles intermédiaires non-coplanaires (CIN) et 2 barres intermédiaires (BI). Les directions des 
éléments sont décrites dans le tableau suivant : 
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Notons les efforts dans les éléments par symboles suivants : 
 

Elément 
Câble de 

nappe 

Câble 
Intermédiaire 
Coplanaire 
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Non- Coplanaire  

Barre 
Latérale 

Barre 
Intermédiaire 

Effort FNap FCop FNC FBL FBI 

 
Considérons le système symétriquement chargé sur les nappes supérieure et inférieure, de 
telle façon que la nappe intermédiaire reste dans le même plan ; les nœuds intermédiaires se 
déplacent selon des directions radiales vers l’extérieur sous l’accroissement de charge ; les 
nœuds de nappe se déplacent aussi radialement, en tournant (autour de l’axe de l’anneau) et 
selon l’axe de l’anneau. 
 
Ecrire l’équilibre de l’anneau (en état d’autocontrainte) revient à écrire l’équilibre nodal de 
chaque nœud et se résume donc à 4 équations : les 3 eq. d’équilibre d’un nœud de nappe et 
l’eq. dans la direction radiale d’un nœud intermédiaire. 
 
Soit à résoudre le système : 
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Ce système de 4 équations à 5 inconnues possède une infinité de solutions proportionnelles  
au vecteur suivant qui traduit l’unique état d’autocontrainte : 
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NCF  0,32669 
0
BLF  -1 
0
BIF  -0,34164 

 On a )43.(
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On charge symétriquement l’anneau, par un effort F aux nœuds de nappes, en partant d’un  
niveau donné NA de l’état d’autocontrainte. Le système à résoudre s’écrit alors : 
 

F)611(
19

2
)FF2()23(

11

2
)FF( BIBLNCCop −=ϕ−⋅++−ϕ⋅+  

0)73(
19x4

3
F)712(

11x4

3
)FF( BINCCop =ϕ+⋅+ϕ−⋅+  

0)1711(
19x4

5x3
F3x)73(

19x4

3
F)712(

11x4

3
)FF( BLBINCCop =−ϕ⋅+ϕ−+ϕ+⋅+ϕ−⋅+  

0)79(
19x4

3
)FF()8(

11x4

3
)FF( BIBLNCCop =−ϕ⋅−+ϕ−⋅−  

 
L’effort dans la barre intermédiaire va varier de la valeur initiale avec F selon une loi linéaire 
(si on suppose les déplacements infinitésimaux) : F.pF . NAF BI_

0
BIBI += , dans laquelle le 

facteur NA est le niveau d’autocontrainte en place.  
Bien sûr, on écrit aussi : 
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Après simplification, les 4 équations d’équilibre deviennent alors : 
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On montre donc que la pente des efforts dans les éléments est indépendante du niveau 
d’autocontrainte, pour la même géométrie initiale de la structure. Ces pentes peuvent 
s’exprimer à partir de celle de la barre intermédiaire par exemple et sont représentées sur le 
graphe (fig.1) ci-dessous. 
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Fig.1 : Valeurs des pentes des efforts dans les éléments 

 
Il semble donc que ce soient les rigidités propres des éléments qui définissent ces valeurs de 
pentes des efforts dans les éléments. 
 
 

Etude de la rigidité des éléments sur la rigidité d’ensemble 
 (en compression axiale axisymétrique) 

 
 
Chaque élément de l’anneau se définit par une matrice une matrice de rigidité élémentaire  KE 
de dimension 6x6 à partir de la position des 2 nœuds i et j d’extrémité, de sa longueur L, son 
module d’élasticité E, sa section droite S, et sa tension en place T sous la forme suivante au 
premier ordre : 
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Toutes ces matrices élémentaires sont alors réécrites dans un repère global et assemblées pour 
donner une matrice de rigidité globale KG de dimension 45x45 (puisque l’anneau comporte 15 
nœuds). 
 
Sous compression axiale axisymétrique, l’anneau est sollicité par des efforts verticaux 
ascendants d’une même intensité F aux nœuds de la nappe inférieure, et des par des efforts 
verticaux descendants de la même intensité F aux nœuds de la nappe supérieure ; la nappe 
intermédiaire reste dans son plan on et les nœuds intermédiaires ont pour seul déplacement 
possible un même déplacement radial.  
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Chaque nœud de la nappe inférieure subit donc le même déplacement vertical uz, le même 
déplacement tangentiel uθ et le même déplacement radial ur. Les nœuds de la nappe 
supérieure subissent alors le déplacement vertical -uz, le déplacement tangentiel -uθ et le 
déplacement radial ur. Les nœuds de la nappe intermédiaire ne subissent qu’un même 
déplacement radial vr, les déplacements tangentiels et verticaux étant nuls. 
 
Les déplacements de chaque nœud de l’anneau peuvent donc aisément (et linéairement) 
s’exprimer en fonction de uz, uθ, ur et vr par une matrice de passage P de dimension 45x4. 
 
La construction de la matrice de rigidité réduite KR = PT.KG.P permet alors d’obtenir une 
matrice de dimension 4x4 définissant la rigidité de l’anneau à partir des rigidités axiales kNap, 
kNC, kCop, kBI et  kBLde chaque famille d’éléments (que sont les câbles de nappes, les câbles 
non coplanaires, les câbles coplanaires, les barres intermédiaires et les barres latérales), ainsi 
que du niveau d’autocontrainte NA dans l’anneau fixant les tensions dans les éléments. 
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 Dans cette expression les facteurs des 6 matrices adimensionnelles 4x4 sont définis par : 
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Les caractéristiques (dites de base) de l’anneau étudié, pour lequel on cherche à en évaluer les 
influences sur le comportement en compression axisymétrique, sont les suivantes : 

N/m 500-k ; N/m 10 2,95.k k ; N/m 10 .76.3kk ; N/m 10 2,85. k .NA
6

.BL.BI
5

.Cop.NC
5

.Nap ======  

Les barres intermédiaires et latérales sont de mêmes caractéristiques mécaniques et la 
longueur en place des barres est de 2m. Les câbles sont de mêmes caractéristiques 
mécaniques, cependant la longueur en place des câbles de nappes est de 1,3507 m tandis que 
celle des câbles coplanaires et non coplanaires est de 1,0238 m. 
La faible valeur de la rigidité kNA vis-à-vis des rigidités axiales des éléments câbles et barres, 
laisse soupçonner une faible influence du niveau d’autocontrainte sur le comportement de la 
structure en compression axiale. 
 
La rigidité de l’anneau, en compression axisymétrique, peut donc être appréciée selon les 4 
directions uz, uθ, ur et vr, c'est-à-dire respectivement la variation de hauteur de l’anneau vis-
à-vis de son chargement total, les variations tangentielle et radiale des câbles de nappes, la 
variation radiale des câbles intermédiaires. 
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Ces rigidités se définissent donc respectivement comme les inverses des termes de la première 
colonne de la matrice de souplesse [SR] = [KR]-1. Pour les caractéristiques (de base) 
mécaniques et sthéniques précédemment  définies on a : 
{ } { } 46 )m/N( en   1028,713,1204,638,5kvrkurkukz −=θ  

 
On montre ci-dessous l’influence des rigidités des 5 familles d’éléments constitutifs  (câbles 
Nap, NC, Cop et barres BI et BL) de l’anneau ainsi que du niveau d’autocontrainte (NA) 
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Rigidité verticale
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Les valeurs négatives de la rigidité de rotation s’expliquent par le fait que sens positif de 
rotation (choisi arbitrairement) des nappes est opposé au sens réel de rotation dû aux actions 
sur les nœuds de nappes supérieure et inférieure. 
 
On observe ce sont les câbles non coplanaires qui pilotent fortement  la rigidité verticale et la 
rigidité de rotation des nappes supérieure et inférieure. La rigidité radiale des nappes 
supérieure et inférieure est quant à elle régie par les câbles de nappes. 
 
Si on impose aux câbles d’être identiques (en module d’élasticité et section), ainsi que les 
barres, on peut analyser l’effet de la rigidité des câbles et des barres sur la rigidité de l’anneau. 
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Rigidité de rotation des nappes sup.et inf.
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On observe que le niveau d’autocontrainte est de très faible influence sur la rigidité de 
l’anneau, et que ce sont les câbles qui pilotent la rigidité de l’anneau. Notons que de faibles 
rigidités des barres sont à proscrire pour éviter les risques de flambement de ces éléments en 
compression. 
 
 
Si pour la réalisation d’un tel anneau, la rigidité en compression axisymétrique peut être 
calculée, il est cependant nécessaire de prévoir l’évolution des sollicitations dans les éléments, 
gouvernées par les équilibres nodaux mais aussi par la distribution des rigidités des éléments. 
 
Des caractéristiques mécaniques et sthéniques des éléments, on peut aisément déterminer 
l’évolution (linéaire au premier ordre) des efforts dans les éléments sous l’action du 
chargement. 
 
Notons que les  pentes des efforts développés dans les éléments (calculées à partir des 
déplacements issus du chargement aux nœuds de nappes sup. et inf.) vérifient 
systématiquement la figure 1, validant ainsi les calculs menés. 
 
 
 
 
Ainsi, avec les caractéristiques de base de l’anneau considéré, les pentes de ces évolutions 
sont données par le vecteur suivant : 
{ } { }  185,0807,0738,0086,0276,0BI_pBL_pCnc_pCcop_pCnap_p −−=  



 9 

On représente sur les graphes ci-dessous les évolutions de ces pentes avec les rapports E/E0 
des éléments (pris isolément). 
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La rigidification d’un élément, barre ou câble, semble ne pas modifier grandement l’évolution 
des efforts dans les éléments vis-à-vis de l’état de base. 
 
Par contre, l’assouplissement du câble non coplanaire (NC) modifie fortement l’évolution des 
efforts dans les éléments. En effet une faible rigidité de cet élément se traduira (en 
compression axiale de l’anneau) par une augmentation de tension des câbles et de 
compression des barres. La détente des câbles non coplanaires est alors retardée ou même 
disparaît (ainsi que les mécanismes qui peuvent en découler) ; cependant la compression dans 
la barre latérale augmente et le risque de flambement aussi (on pourrait en augmenter son 
module ou inertie). 
A noter que l’assouplissement du câble non coplanaire (NC) permet d’obtenir une structure 
plus souple en compression verticale. 
 
Si on agit simultanément sur l’ensemble des câbles ou des barres, on obtient les évolutions 
des pentes des efforts dans les éléments en fonction du chargement par les graphes suivants : 
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Pente de l'effort dans la barre latérale
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Pente de l'effort dans la barre intermédiaire
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Câbles

Barres

 
 
La rigidification des tous les câbles permet de réduire les efforts développés dans ces 
éléments, mais le risque de relâchement des câbles non coplanaires sera plus grand. Un 
assouplissement des câbles se traduira (sous compression axiale de l’anneau) par une montée 
en tension élevée ans les câbles de nappe et un risque toujours présent de relâchement du 
câble non coplanaire. Raidir les barres a peu d’effet, les assouplir réduit les efforts dans les 
éléments et augmente le risque de relâchement des câbles non coplanaires et de flambement 
des barres. 
 
 
 
NAD présente dans sa thèse 
des résultats de rigidité 
verticale pour les données 
géométriques et mécaniques 
suivantes : 
 
La rigidité « kh » qu’il calcule 
est définie par le rapport de la 
variation de l’effort total 
appliqué sur la nappe 
supérieure par la variation du 
déplacement vertical total 
engendré par cet effort ; la 
nappe inférieure étant bloquée 
en z sur un plan horizontal. 
 

h

F
k
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Tot

h ∆
∆

=  
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Or   
z11,R

z u
F  10

S
1

k ==  

Et F 5F Sup 
Tot =∆  et zu 2h =∆  

Donc vh k 
4
1

 k =  

Les graphes suivants (a et b) présentent les rigidités kh calculées par NAD avec le code de 
calcul Ansys (b), et avec la présente méthode analytique simplifiée (a) (pour les mêmes  
données géométriques et mécaniques) 
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          (b) 
    
 
La méthode présentée est donc validée par les multiples cas d’étude traités sous Ansys. 
   

ES/ESo 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,5 3 4 5 

Effet des Barres 2,9 3,7 4,1 4,4 4,6 4,8 4,9 5,0 5,1 5,1 5,3 5,4 5,5 5,6 

Effet des Câbles 1,1 2,1 3,0 3,9 4,6 5,4 6,0 6,7 7,3 7,9 9,2 10,5 12,6 14,5 

 


