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Université de Lyon, C#RS, I#SA-Lyon, LaMCoS UMR5259, F-69621, France                                          
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Résumé : 

Le modèle de rotor embarqué proposé est basé sur les éléments finis de la poutre de Timoshenko. Il prend en 

compte les six translations et rotations du support rigide et la dissymétrie géométrique des disques et/ou de 

l’arbre. Ainsi les équations du mouvement obtenues comportent des termes paramétriques variables dans le 
temps qui peuvent conduire à une instabilité dynamique latérale. L’influence des mouvements de rotation et 

de translation combinés du support est analysée par le diagramme de Campbell et la carte de stabilité du 

rotor. 

Abstract: 

The proposed on-board rotor model is based on the Timoshenko beam finite elements. It takes into account 

the six translations and rotations of the rigid support and the geometric asymmetry of disks and/or shaft. 

Thus the obtained equations of motion contain time-varying parametric terms which can lead to lateral 

dynamic instability. The influence of combined rotational and translational support motions is analyzed by 

means of Campbell diagram and rotor stability chart. 

Mots clefs : Dynamique des rotors, rotor dissymétrique, rotor embarqué, excitation de la base, 

excitation paramétrique. 

1 Introduction 

Les machines tournantes interviennent dans de nombreuses applications industrielles. Alors que le rotor 

d’une machine tournante est généralement supposé fixe par rapport au sol dans toutes ces applications, il est 

souvent embarqué. Le terme « embarqué » signifie que le support du rotor est en mouvement (rotation et/ou 
translation), comme par exemple le réacteur d’un avion au cours d’un virage et une turbine soumise à un 

séisme. L’étude du comportement dynamique d’un rotor monté sur un support fixe est largement effectuée 

par [1,2]. [3] concerne l’analyse de stabilité d’une poutre dont les équations du mouvement sont 
paramétriques à coefficients périodiques. La stabilité et les réponses dynamiques d’un rotor dont la 

géométrie est dissymétrique sont étudiées par [4-7]. Les études portant sur la dynamique des rotors, dont le 

support est soumis à un séisme [6] et à des sollicitations aléatoires [8], sont peu nombreuses et suivent des 

approximations spectrales. Divers travaux théoriques ont été développés pour calculer la réponse forcée du 

rotor dont le support est excité par un choc et valider les résultats numériques par un dispositif expérimental 

[9,10]. Lorsque le support du rotor est induit par un mouvement déterministe harmonique, des nouvelles 

publications présentent les réponses dynamiques à cette excitation [11] et le contrôle actif des vibrations du 

rotor [12]. Dans cet article, un modèle de rotor, dont le disque est dissymétrique, est exposé dans le but de 

représenter les diagrammes de Campbell et les cartes d’instabilité en fonction des rotations du support qui 

peuvent considérablement changer le comportement dynamique du rotor.             
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2 Modélisation du comportement dynamique d’un rotor dissymétrique 

embarqué 

Les composants de base du rotor sont le disque, l’arbre, le balourd, le palier et le support. Les excitations 

prises en compte sont dues aux mouvements imposés au support supposé indéformable. L’écriture des 

équations du mouvement s’inspire des équations développées dans [1,10]  

2.1 Calculs préliminaires 

Trois repères principaux présentés sur la figure 1 sont définis pour la prise en compte de la mobilité du 

support du rotor lors de l’étude du mouvement d’un rotor embarqué : ( )g g g gR x ,y ,z  est le repère galiléen 

lié au sol, ( )R x,y,z  est le repère lié au support rigide et ( )l l l lR x ,y ,z  est le repère local lié au rotor. 

 

FIG. 1 – Définition des repères pour la modélisation du rotor embarqué. 

Les mouvements de rotation du support sont définis par les composantes xω , yω  et zω  du vecteur rotation 

de R  par rapport à gR  projetées dans le repère R . Les mouvements de translation sont définis par les 

coordonnées 
Ox , 

Oy  et 
Oz  du vecteur position gO O  exprimées dans le repère lié au support R . Les angles 

de rotation ψ , θ  et φ  permettent de définir la rotation du rotor par rapport au support. Le vecteur rotation 

instantanée 
g

l

R

R
ω  de lR  par rapport à gR  est donné par : 
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 (2) 

Le rotor est supposé tourner à une vitesse constante Ω . Donc la rotation propre φ  est remplacée par tΩ  et 

sa dérivée ɺφ  par Ω . Soit un point quelconque de la ligne moyenne de l’arbre non déformé de coordonnées 

( )0 0, y,  dans le repère lié au support R . Il s’agit d’étudier ses déplacements en flexion ( )u y,t  et ( )w y,t  

respectivement suivant les axes x  et z  du repère R . 

2.2 Calcul des énergies 

2.2.1 Disque 

Puisque le disque est considéré comme rigide, seule l’énergie cinétique est calculé et s’écrit sous la forme 

suivante : 
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où 
dm  est la masse du disque, 

g

l

R

O
v  est le vecteur vitesse de son centre et 

dmI  son tenseur d’inertie principal 

exprimé dans le repère local par : 

 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

d d d

d d d

d d d

x mo di

m m m

y y

m m m

z mo di

m m m

I I I

I I

I I I

   +
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I  (4) 

d

mo

mI  et 
d

di

mI  servent à distinguer les effets dus à l’inertie moyenne de masse du disque de ceux dus à l’inertie 

modélisant la dissymétrie géométrique du disque. L’expression finale de l’énergie cinétique dT  du disque de 

centre de masse placé à l’abscisse arbitraire dy  suivant l’axe y  du référentiel lié au support R  est : 

 ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 21

2 2

l l l l l
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d d d

mo x z y y di x zd
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T u v w I I I= + + + + + + −ɺ ɺ ɺ ω ω ω ω ω  (5) 

où l
dO

uɺ , l
dO

vɺ  et l
dO

wɺ  sont les composantes du vecteur vitesse du centre du disque. 

2.2.2 Arbre 

Puisque l’arbre est considéré comme flexible, il est caractérisé par son énergie cinétique et son énergie 

potentielle de déformation. L’arbre est représenté par des éléments de poutre droite appelé « éléments 

d’arbre ». Chaque élément d’arbre est de section droite supposée constante. L’énergie cinétique de l’élément 

d’arbre peut être obtenue en prenant un volume élémentaire de cet élément qui peut être considéré comme un 

disque. Ainsi, l’énergie cinétique est déduite de l’expression de l’énergie cinétique du disque (5) et donnée 
par : 

 

( )

( ) ( )

2 2 2

0

2 2 2 2 2

0 0 0

2

1
2

2

a

l l l

a a a
l l l l l

a a a

l

a a
a O O O

l l l

mo x z mo y di x z

a S a S a S

S
T u v w dy

I dy I dy I dy

= + +

 
 + + + + −
 
 

∫

∫ ∫ ∫

ɺ ɺ ɺ
ρ

ρ ω ω ρ ω ρ ω ω

 (6) 

où 
aρ  et 

aS  sont respectivement la masse volumique et la section droite de l’élément d’arbre ainsi que 
a

mo

SI  

et 
a

di

SI  sont respectivement l’inertie moyenne de la section droite et celle caractérisant la dissymétrie de la 

section de l’élément d’arbre. Le mouvement du support rigide par rapport au sol n’a pas d’influence sur 

l’énergie de déformation de l’arbre car cette dernière ne dépend que de la déformée de l’arbre et donc des 
contraintes par rapport au support. L’effet de cisaillement mis en évidence par Timoshenko et les effets de 

raidissement géométrique relatifs aux contraintes centrifuges dus à la rotation du support autour de l’axe x  

sont à prendre en compte. L’énergie de déformation est : 
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 (7) 

où aE  et aG  sont respectivement le module d’Young et celui de cisaillement de l’arbre ainsi que mo

ak  et di

ak  

sont respectivement le coefficient moyen de réduction de section et celui relatif à la dissymétrie de la section 

de l’élément d’arbre.       
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2.3 Equations du mouvement 

Le disque est dissymétrique et l’arbre symétrique dans cette étude. L’élément fini utilisé pour la modélisation 

de l’arbre a deux nœuds et quatre degrés de liberté par nœud 1 1 1 1i i i i i i i i

i i i i i i i i i

T
n n n n n n n nn

ea ea ea ea ea ea ea ea ea
R

u ,w , , ,u ,w , ,+ + + +=q θ ψ θ ψ . 

Les fonctions de forme basées sur la théorie de Timoshenko sont utilisées. Les excitations de la base sont 

constituées d’une vitesse angulaire constante xω  autour de l’axe x  et une translation périodique suivant 

l’axe z  donnée par ( )z

O Oz Z sin t= Ω . Les équations du mouvement déduites des équations de Lagrange 

contiennent des coefficients paramétriques périodiques et peuvent s’écrire sous la forme matricielle suivante : 

 ( ) ( )
�

( )
�

( )
�r r r r

AmortissementMasse Raideur Forces

t t t t+ + =M q C q K q Fɺɺ ɺ
�������

 (8) 

avec : 

 ( ) ( ) ( )2 2c s

r d ,a d ,a d ,at cos t sin t= + +M M M MΩ Ω  (9) 

 ( ) ( ) ( )2 2g g ,c g ,s

r d ,a d ,a d ,at cos t sin t= + +C C C CΩ Ω Ω Ω Ω  (10) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2 22 2

x x x xe er , erg , x er , ,c x er , ,s x
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Z sin t
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+ +
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V V

V V
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Ω Ω

Ω ω Ω Ωω
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 (12)  

En effet, la présence des termes paramétriques dans les équations du mouvement (8) peuvent être à l’origine 

d’instabilités du rotor. Une étude de stabilité s’effectue préalablement sur les équations du mouvement sans 

second membre par la théorie de Floquet [5,6]. Il s’agit de prévoir l’influence de la rotation constante du 

support sur la stabilité et les fréquences naturelles du rotor.    

3 Résultats et discussion 
Comme le disque et l’arbre sont supposés être en acier, la masse volumique, le module d’Young et le coefficient de 

Poisson sont respectivement : 

     7800d a= =ρ ρ  kg/m
3
, 112 10E = ×  N/m

2
, 0 3,=µ     

Le rayon intérieur, le rayon extérieur et l’épaisseur du disque dissymétrique représenté sur la figure 2 sont 

respectivement de 0 01in

dr ,=  m, de 0 15ex

dr ,=  m et de 0 03de ,=  m. La longueur de l’arbre symétrique est de 0 4al ,=  

m et son rayon de 0 01ar ,=  m. 

 

FIG. 2 – Forme de la section définissant la dissymétrie du disque. 

La figure 3 montre la carte d’instabilité du rotor en fonction de la rotation constante du support. Pour  une 
certaine vitesse angulaire du support, deux facteurs influencent les niveaux d’excitation paramétrique : la 

vitesse de rotation Ω  du rotor et l’angle. Donc l’analyse d’instabilité du rotor porte sur ces deux paramètres. 

Lorsque le mouvement du support augmente, la zone d’instabilité devient plus grande. Les débuts de la zone 

d’instabilité concernant la rotation du support égale à 30 Hz (FIG. 3(a)) sont inférieurs à ceux correspondant 

ex

dr

y

x

z

ΘΘΘΘ
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à la rotation du support égale à 50 Hz (FIG. 3(b)). Contrairement au cas précédent, les fins de la zone 

d’instabilité pour 30x =ω  Hz (FIG. 3(a)) sont extérieures à ceux relatifs à 50x =ω  Hz (FIG. 3(b)). 

(a) (b)  

FIG. 3 – Carte d’instabilité du rotor étudié lors de la rotation du support avec x =ω  : (a)  30 Hz, (b) à 50 Hz. 

La figure 4 représente le diagramme de Campbell du rotor soumis à une rotation constante xω . Cette rotation 

augmente la dissymétrie du comportement dynamique du rotor. Les effets de rotation dus à xω  réduisent  les 

fréquences naturelles du rotor dans le repère tournant, tandis que les effets de raidissement centrifuge les 

augmentent particulièrement aux vitesse de rotation du rotor plus élevée (FIG. 4(a)). Les fréquences 

naturelles calculées dans le repère lié au support R  sont déduites de la relation 
2

tf f= ±
Ω
π

 et tracées sur 

la figure 4(b). 
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FIG. 4 – Diagrammes de Campbell dans les repères : (a) tournant, (b) lié au support lors de la rotation du 

support avec x =ω 0 (en bleu), 30 (en rouge), 50 Hz (en vert).  
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4 Conclusion 

Un modèle éléments finis est présenté pour prévoir le comportement dynamique d’un rotor dissymétrique 

dont le support est soumis à des mouvements combinés de rotation constante et de translation sinusoïdale. 

Les effets de rotation et les effets de raidissement géométrique relatifs aux contraintes centrifuges dus à la 

rotation du support sont pris en compte. Il est montré que la rotation du support change non seulement les 

fréquences naturelles du rotor mais aussi la zone d’instabilité dans le cas de la rotation autour d’un axe 

transverse. La translation sinusoïdale du support ne change pas les fréquences naturelles du rotor. Elle 

possède uniquement une influence sur les réponses dynamiques du rotor et les formes des orbites.    
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