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MINIMA, PENTES ET ALGEBRE TENSORIELLE

ERIC GAUDRON & GAEL REMOND

REsuME. Nous étudions les relations entre la pente maximale d’un fibré adélique hermitien,
issue de la théorie des pentes de Bost, et le minimum absolu de ce fibré. En particulier, nous
établissons un théoréme de Minkowski-Hlawka absolu et nous montrons que le minimum absolu
n’est pas multiplicatif par produit tensoriel. De plus nous montrons comment un lemme de Siegel
di & Zhang permet de majorer la pente maximale d’un produit tensoriel de fibrés adéliques
hermitiens et d’améliorer ainsi un théoréme obtenu récemment par Chen. Nous en déduisons
des conséquences pour les puissances symétriques et extérieures de tels fibrés, dont l'une fait
intervenir le ppcm des coefficients multinomiaux, que nous calculons.

ABSTRACT. Slopes of an adelic vector bundle exhibit a behaviour akin to successive minima.
Comparisons between the two amount to a Siegel lemma. Here we use Zhang’s version for absolute
minima over the algebraic numbers. We prove a Minkowski-Hlawka theorem in this context. We
also study the tensor product of two hermitian bundles bounding both its absolute minimum
and maximal slope, thus improving an estimate of Chen. We further include similar inequalities
for exterior and symmetric powers, in terms of some lcm of multinomial coefficients.
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1. INTRODUCTION

Cet article étudie deux quantités associées & un fibré adélique hermitien : son minimum absolu
et sa pente maximale. Nous donnons plusieurs inégalités faisant intervenir ces deux nombres, en
particulier pour estimer leur comportement relativement au produit tensoriel des fibrés et, subsé-
quemment, aux puissances symétriques et extérieures.

La notion de fibré adélique hermitien généralise & un corps de nombres celle de réseau euclidien
avec laquelle elle coincide sur Q. Alors qu'un réseau euclidien est constitué d’un Z-module libre
de rang fini 2 et d’une norme euclidienne sur ’espace vectoriel réel 2 ® R, nous voyons plutdt un
fibré adélique hermitien sur un corps de nombres k& comme un couple formé d’un espace vectoriel
E sur k et d’une collection de normes || - ||, sur E pour toute place v de k (la définition précise est
rappelée dans la partie suivante) : dans le cas d’un réseau euclidien F = Q ® Q, la norme || - ||
est celle donnée sur 2 ® R tandis que les normes aux places finies définissent €2 dans E.

On associe classiquement & un réseau euclidien son (premier) minimum : la plus petite norme
d’un élément non nul de Q2. Traduite dans le langage des fibrés adéliques hermitiens, cette définition
devient la plus petite hauteur d’un élément non nul de F (la hauteur s’obtient en faisant le produit
des normes, voir § 2.2) mais nous souhaitons considérer ici le minimum absolu de E c’est-a-dire
'infimum des hauteurs des éléments non nuls de E ® Q : nous le notons A(E, Q).

Nous utilisons ensuite la pente d’un fibré adélique hermitien. Dans le cas d’un réseau euclidien,

celle-ci est un avatar du covolume : si £ = (Q® Q, | - ||) est déduit de Q, || - || alors

i(E) =— 1 (2@ R/Q

A(E) = = —logvol(2 & R/Q)
ot le volume désigne la mesure de Haar sur Q ® R associée a la norme || - || (c’est-a-dire la mesure
de Lebesgue si I'on identifie 2 ® R & R" via une base orthonormée pour | - [|). Cette définition

s’étend & un corps de nombres et nous nous concentrons sur la pente maximale [iyax(F) de E,
c’est-a-dire le maximum des pentes des sous-fibrés non nuls de E.

Tandis qu'une comparaison entre le minimum et le covolume d’un réseau euclidien fait 'objet
du premier théoréme de Minkowski (appelé aussi lemme de Siegel dans certains contextes), une
comparaison analogue pour le minimum absolu résulte d’un théoréme profond de Zhang, qui joue
un role crucial dans ce texte. Nous citons ici une forme légérement simplifiée (voir la partie 3 pour
une discussion plus compléte).

Théoréme 1.1. Pour tout fibré adélique hermitien E de dimension n > 1 sur un corps de nombres
nous avons -
1 < A(E, Q)el==xB) < \/n.

Ici la minoration résulte facilement des définitions, le contenu du théoréme réside dans la majo-
ration qui mérite le nom de théoréme de Minkowski absolu ou de lemme de Siegel absolu (suivant
la terminologie de Roy-Thunder [RT]).

Nous montrons dans un premier temps que 'ordre de grandeur de cette majoration ne peut pas
étre amélioré. Un résultat analogue sur Q portant classiquement le nom de théoréme de Minkowski-
Hlawka, notre premier résultat correspond donc & un théoréme de Minkowski-Hlawka absolu.

Théoréme 1.2. Pour tout n > 1 il existe un fibré adélique hermitien E de dimension n sur un

corps de nombres avec
A(E’ Q)el’;max(E) Z \/ﬁ.
e

1l s’agit ici encore d’une forme simplifiée (voir théoréme 3.3) et nous donnerons un procédé
explicite pour trouver un tel E.

Tournons-nous & présent vers le comportement vis-a-vis du produit tensoriel. En utilisant le
théoréme 1.1 (de maniére indirecte) nous démontrons I'inégalité centrale suivante.

Théoréme 1.3. Pour deuz fibrés adéliques hermitiens E et F sur un corps de nombres, on a
A(E, Qe M) < AF @ F, Q).

Cet énoncé s’étend immédiatement par récurrence & N fibrés puis en le combinant (de maniére
directe cette fois) avec le théoréme 1.1 nous aboutissons aux estimations suivantes.
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Corollaire 1.4. Soient N > 1 un entier naturel et E1,...,En des fibrés adéliques hermitiens sur
un corps de nombres. Nous avons

N -1 N 1/2
(1) 1§A<®Ei,Q> HA E;, Q) < <HdlmE> et

N
(2) 0 < Jimax <®Ez> Z,umax (E;) Zlog dim E;.
i=1

=1

L’inégalité (2) a déja fait I'objet de plusieurs travaux. Dans le seul publié a ce jour, Chen [Ch]
obtient comme majorant Ef\il logdim F;. Avec le coefficient 1/2, notre majoration était connue
dans le cas N = 2, établie indépendamment par Bost® et André [An]. En outre, dans un tra-
vail en cours, Bost et Chen [BC] donnent une version plus forte de (2) ou le majorant devient
(1/2) Zfiz log dim F; et prouvent donc 'exact analogue de (1).

Dans le corollaire, les minorations suivent facilement des définitions mais ’on peut se demander
si elles peuvent étre strictes. Dans le cas (2) une conjecture de Bost prédit qu’il y a toujours
égalité : fimax(E ® F) = Jimax(E) + limax(F) pour tous fibrés adéliques hermitiens E et F. Ceci
reste un probléme ouvert : voir [BC| pour des résultats partiels; plus bas nous donnons seulement
un exemple de situation ou il y a égalité (en présence d’une action de groupe).

En revanche dans le cadre de (1) nous montrons que la conjecture analogue se trouve étre fausse.

Théoréme 1.5. Pour tous entiers naturels n,m > 2 il existe deux fibrés adéliques hermitiens sur
un corps de nombres E et F' de dimensions respectives n et m avec

ME®F,Q) < AE,Q)A(F, Q).
Dans le langage de D'article d’André [An], ceci signifie que la propriété d’étre numériquement
effectif ne se conserve pas par produit tensoriel.
Dans la fin du texte, nous utilisons le théoréme 1.3 pour estimer minimum et pente maximale des

puissances symétriques ou extérieures d’un fibré adélique hermitien. Par exemple nous améliorons
la borne

fimax (ST(E)) < £ (imax(E) + 2nlogn)

due & Bost ou n = dimE (voir [G1, théoréme 7.1]) en remplagant 2nlogn par 2logn. Nous
montrons aussi par un exemple que ceci est le bon ordre de grandeur et ne peut pas étre remplacé
par clogn si ¢ < 1/2.

Remerciements. Nous remercions Jean-Benoit Bost et Huayi Chen ainsi qu’Yves André de
nous avoir communiqué leurs textes [BC| et [An| avant publication.

2. RAPPELS DE THEORIE DES PENTES

Soit k& un corps de nombres. Notons V (k) 'ensemble des places de k et ka les adéles de k. Pour
v € V(k), le corps C, désigne la complétion d’une cléture algébrique du complété k, de k. Nous
le munissons de la valeur absolue | - |, qui étend la valeur absolue usuelle de Q,,, adhérence de Q
dans k,. La formule du produit s’écrit

Ve k\ {0}, H || o Qul — 1,

veV (k)

2.1. Fibrés adéliques hermitiens. Soit n € N. Soit (k",]| - |2) le couple — dit fibré hermitien
standard — constitué de Pespace vectoriel k™ et d’une collection de normes |- |o = (] - |2,,: Cl) —

R )ycv(x) définies de la maniére suivante : pour tout vecteur (xy,...,z,) de Cj} on a
>, |xl-|12))1/2 si v est archimédienne
|(£L'1,..., n)|2v:: = .
max {|21|y, ..., |Tnly} sinon.

*Stability of Hermitian vector bundles over arithmetic curves and geometric invariant theory. Exposé au Chern
Institute, Université Nankai, Tianjin. Avril 2007.
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Définition 2.1. Un fibré adélique hermitien E = (E,(|| - |5, )v) sur k, de dimension n, est la
donnée d’un k-espace vectoriel E de dimension n et d’une famille de normes [z, sur E® Co,
indexées par les places v de k, qui satisfont a la condition suivante : il existe une k-base (e1,...,e,)
de E et une matrice adélique a = (ay)yev (k) € GLn(ka) telles que, pour toute place v € V(k), la
norme sur F ®; C, est donnée par

Vo= (r1,...,2,) € C, = |ay(x)

E,U

2,v-

E Li€i

Cette définition est équivalente a celle de fibré vectoriel hermitien sur Spec O. Si k = Q, cette
notion correspond & celle de réseau euclidien au sens de la géométrie des nombres classique. Ces
fibrés adéliques hermitiens sont en particulier purs au sens de [G2, p. 162]. Les résultats de [G1]
s’appliquent donc, comme cela est expliqué au paragraphe 2.1.3 de [G2|. Nous renvoyons le lecteur
a [Bo, G1] pour les propriétés de ces objets mentionnées ci-aprés (rappelons qu’une base ey, ..., e,
de E ® C, est dite orthonormée si || >, zieil| g, = |z[2,0 pour tout @ = (21,...,2,) € C7).

2.2. Hauteurs. Soit E un fibré adélique hermitien sur un corps de nombres k. Soient K une
extension algébrique de k et x un élément de F ®; K. Soit K’ C K une extension finie de k telle
que x € E ®y K'. Le K'-espace vectoriel E ® K’ a une structure de fibré adélique hermitien
induite par celle de E (pour w € V(K') au-dessus de v € V (k) on identifie E® K’ ® C,, & E® C,).
Nous noterons .||z, plutot que ||.|zg 77, la norme de £ @y K’ relative & w € V(K'). Avec ces
conventions, la hauteur normalisée de x est le nombre réel :

K K’
Hy(x)= ] il @,
veV(K')

Cette dginition ne dépend pas de lextension finie K’ choisie. Le (premier) minimum de E sur K,
noté A(F, K), est le nombre réel :

A(E,K) :=min{Hz(z); z € E®;, K \ {0}}.

On remarque que A(E, K) = inf/, A(E,K') ot K’ parcourt les extensions finies de k incluses
dans K. Dans la suite nous voyons toujours k comme un sous-corps de Q et nous intéressons
principalement & A(E, Q) (noté exp( deg(l)(E)) dans [BC]). Par ailleurs, si ¢: E — F est une
application linéaire entre deux espaces munis de structures adéliques hermitiennes alors, en chaque
place v de k, l'on dispose de la norme d’opérateur [[¢||, de I'application (£ ® C,,| - [5,) —
(F'® Cy, |- [|7,,) induite par ¢. La définition de cette norme implique immédiatement que si ¢ est
injective alors

(3) AF,K) < HAME K) on H(p):= [] llp|lk-QV/kal
veV (k)

2.3. Pentes. Etant donné un fibré hermitien £ sur k& donné par une matrice adélique a =
(av)vev k), la pente (normalisée) [i(E) de E est le nombre réel

S(E) — _L [ Qv]
E) = dimEvg/:(k) B g oeldetadd.

La pente mazimale Jimax(E) de E est le maximum des pentes fi(F') lorsque F parcourt les sous-
espaces vectoriels non nuls de E (le fibré F est F muni des métriques induites par celles de E).
Le fibré E est dit semi-stable si Jimax(E) = [i(E). La pente maximale est atteinte en un unique
sous-espace de dimension maximale et elle est invariante par extension de corps (nous rappelons
Pargument au paragraphe 5.1).

2.4. Dual et somme directe. Soit E un fibré adélique hermitien sur k. Le dual de E, noté EV, est
le fibré adélique hermitien d’espace sous-jacent EY = Homy(FE, k) muni des normes (d’opérateurs)
duales de celles sur E. On a fi(E') = —(E) (voir [G1, proposition 4.21]). Soit F un autre fibré
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adélique hermitien sur k. La somme directe (hermitienne) E @ F de E et F est le fibré adélique
hermitien d’espace sous-jacent E @ F' de normes

(2l + gz )"?  siv| oo,

max {[|z| 5, [yll7,} sivfoo

@ Yl zer,, = {
pour tous z € E®;C, ety € F®;C,. Ona(EaF) = ((dim E)i(E)+(dim F)(F))/(dim E®F).

2.5. Produit tensoriel. Soient E et F deux fibrés adéliques hermitiens sur k. Le produit tensoriel
E®F est le fibré adélique hermitien d’espace sous-jacent F ®y, F et dont la norme sur E® F ® C,
(v € V(k)) est telle que des bases orthonormées (e1,...,e,) de (E®k Cy, | - [I5,,) et (fi,--., fm)
de (F'®y Cy,| - |lF,) donnent une base orthonormée {e; ® fj; 1 < i < mn, 1 < j < m} de
(E®F ®Cy, | - [l5gF.)- On a la formule W(E ® F) =(E) + ia(F) (voir [G1, proposition 5.2]).

2.6. Puissance symétrique. Soient E un fibré adélique hermitien sur k et £ > 1 un entier. La

puissance symétrique £°™¢ de E, notée S*(E), est un quotient de la puissance tensorielle E®.
l+n—1
n—1

hermitienne S¢(F) définie de la maniére suivante : soient v une place de k et (e1,...,e,) une
base orthonormée de E, = E ® C, ; la norme || - est I'unique norme pour laquelle la base

Cet espace vectoriel est de dimension ( ) ou n = dim E. Il posséde une structure adélique

”SZ(E),U
e :==el'---elr, pouri = (i1,...,4,) € N” de somme |i| = ¢, est orthonormée si v est ultramétrique

et orthogonale avec
”eiHW,v = \/ill ce ’Ln'/f'

si v est archimédienne. Il revient au méme de dire que S*(E) est muni de la structure quotient de
celle de E** (voir [G1, p. 45-46]).

2.7. Puissance extérieure. Soient E un fibré adélique hermitien sur k¥ de dimension n > 1 et
¢€{1,...,n}. La puissance extérieure A‘E peut étre munie de normes hermitiennes aux places v
de k en décrétant qu’une base orthonormée (eq,...,e,) de E ® C, fournit une base orthonormée
{ei, Ao Nejy; 1<ip <---<ip<n}de A E ®j, C,. Ceci confére une structure de fibré hermitien
ALE A la puissance extérieure, qui, contrairement au cas de la puissance symétrique, n’est pas
exactement la structure quotient que l’on obtient par la projection canonique E®¢ — A’E (un
facteur /¢! différencie les normes aux places archimédiennes). La pente de ce fibré vérifie 'égalité

i (NE) = (i(B)

(une démonstration de cette formule repose sur I'égalité det A‘u = (det u)(?:ll) ol u est un endo-
morphisme d’espace vectoriel). Lorsque ¢ = n, cette formule peut é&tre utilisée comme définition
de la pente de E en termes de hauteurs. En effet, dans ce cas, A"E est une droite et 'on a
I(AME) = —log A(AN"E, k) = —log Hymg(2), pour un élément = quelconque de (A"E) \ {0}.

2.8. Inégalité de convexité pour les hauteurs.

Lemme 2.2. Soient N un entier > 1 et E,...,Ey des fibrés adéliques hermitiens sur k. Pour
tout (z1,...,xn) € E1 X - X En, on a

N 1/2
(Z Hz, (xl)2> < Hp g.0Fx (T1,..,TN).
i=1

Démonstration. Par convexité de application z — log(1 + e), on a, pour tout ensemble J de
cardinal D > 1 et toute famille de nombres réels positifs (6;) e,

1/D

1+ [ I]o <[Ia+e)"".

JjeJ JjeJ
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Par récurrence sur N, on en déduit que, pour tout (a;;)i<i<n,jes € (RJr)ND7 on a

1/D

N
Z Hai,j < H(a1,j+~-~+aN,j)l/D-

i=1 \jeJ jeJ

On applique alors cette inégalité a I'ensemble J des plongements complexes de k et a; ; = H%H%
puis 'on multiplie par les contributions ultramétriques pour conclure.

Avec les notations du lemme, nous déduisons en particulier que pour toute extension algébrique
K de kon a

AME,®- @ En,K)= min A(E;, K).

1<i<N

3. AUTOUR DU THEOREME DE ZHANG

3.1. Enoncé général. Soient £ un fibré adélique hermitien de dimension n > 1 sur un corps de
nombres et i un entier avec 1 < i < n. On définit le i-éme minimum de Zhang Z;(E) comme la
borne inférieure des nombres réels r tels que I’adhérence de Zariski de {ac € E®Q; Hg(z) <r}
soit de dimension au moins i. Nous avons A(E,Q) = Z1(E) < Zy(E) < --- < Z,(E) et, si 'on
note H, :=141/2+---4+1/n le nombre harmonique, le théoréme des minima successifs de Zhang
dans le cas des fibrés adéliques hermitiens s’énonce comme suit.

Théoréme 3.1. Pour tout fibré adélique hermitien E de dimension n > 1, on a
(Z1(E) - Zo (B < e(Hn=1)/2-R(E) < Z,(E).

Ce résultat découle du théoréme 5.2 de [Z1] avec X = P(E") et il faut évaluer la hauteur de X
comme par exemple dans [Z2]. Mentionnons qu’en toute généralité Zhang traite le cas d’une variété
arithmétique X avec des métriques adéliques non nécessairement hermitiennes. Dans ce cadre élargi,
les inégalités du théoréme sont optimales car il est possible d’avoir (Z,(E)--- Z,(E))"/™ = Z,(E)
comme on le voit en prenant £ = k™ muni des métriques du supremum en toutes les places (on a
Z;(E) = 1 pour tout i car les points & coordonnées dans les racines de 1'unité forment un ensemble
dense de points de hauteur minimale 1).

Lorsque I’'on se limite au cadre hermitien comme ici, 'on peut tout de méme voir que 1’ordre de
grandeur de ’encadrement du théoréme ne peut pas étre amélioré. En effet si E est le fibré standard
(k™| - |2) alors on a Z;(E) = v/i pour tout i. Pour le voir on utilise le lemme 2.2 de convexité des
hauteurs pour montrer que Hz(x) > Vi dés que x a i coordonnées non nulles, avec égalité lorsque
toutes ces coordonnées sont des racines de 'unité. Dans ce cas, I'assertion du théoréme s’écrit

V" < expl(H, —1)/2) < Vn
ou val'" > \/nje.

3.2. Lemme de Siegel absolu. Le théoréme 3.1 implique le lemme suivant qui lui-méme entraine
le théoréme 1.1.

Lemme 3.2. Pour tout fibré adélique hermitien de dimension n > 1, on a
1<A(E, Q)eﬁmax(i) < eHn=1)/2,

Démonstration. L'inégalité A(E,Q) < (Z1(E)--- Z,(E))Y/™ fournit A(E, Q)ef(E) < exp((Hn —
1)/2) et nous appliquons cette estimation & un sous-espace F' tel que fimax(E) = f(F) :

A(E, Q)el»=F) < A(F,Q)e" ™) < exp((Haim r — 1)/2) < exp((H,, —1)/2).
La premiére minoration —log A(E, Q) < fimax(E) traduit simplement I'inégalité tautologique
sup{fi(F) | FCE®Q, dimF =1} <sup{i(F) | FCE®Q, dim F > 1}

lorsque ’on sait que la pente maximale est invariante par extension des scalaires. O
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Au lieu du théoréme 1.1 nous aurions pu donner un énoncé intermédiaire avec des minima
successifs plus classiques c’est-a-dire définis comme les Z; en remplacant I’adhérence de Zariski par
I’espace vectoriel engendré. On obtient alors un lemme de Siegel absolu exactement de la forme
de celui de Roy-Thunder (avec une meilleure constante). Ceci ne présente pas d’intérét pour ce
qui suit car l'on sait que la constante optimale est la méme dans les deux formulations (voir [RT]
et [Va]).

3.3. Théoréme de Minkowski-Hlawka absolu. Etant donné un fibré adélique hermitien E
sur k, notons ¢(E) le nombre réel A(E,Q)e”®) (analogue de l'invariant d’Hermite d’un réseau
euclidien). Le résultat que nous présentons dans ce paragraphe est une version plus précise du
théoréme 1.2.

Théoréme 3.3. Pour tout entier n > 1, pour tout ¢ > 0, il existe un fibré adélique hermitien

E de dimension n (sur un corps de nombres qui dépend de n) tel que \/Hl/n(l —¢) <q(E). En
particulier il existe E de dimension n tel que \/n/e < q(E).

Le théoréeme de Minkowski-Hlawka classique affirme que, pour tout n > 2, il existe un réseau
euclidien E sur Q de dimension n avec A(E, Q)eF) > (2¢(n)/v,)Y/™ ot v, est le volume de la
boule unité de (R™,| - |2). Plus généralement Thunder [Th] a démontré une minoration analogue
avec un fibré E sur un corps de nombres k fixé : A(E, k)e#®) > ¢;.\/n + o(1) pour un réel ¢ > 0.
Toutefois, contrairement & ces résultats ou l'existence de ’exemple s’obtient par un argument de
moyenne, nous donnons ici un exemple explicite de E satisfaisant la minoration.

Démonstration. Si n = 1 alors ¢(E) = 1 pour tout E et le théoréme est démontré. Supposons
maintenant n > 2. Soit M € M, (Z) une matrice dont aucun mineur (d’ordre quelconque) n’est
nul. Par exemple la matrice de coefficient (7,j) égal & (i + j)!! convient. Choisissons ensuite un
nombre premier p tel que la propriété des mineurs de M reste vraie modulo p (par exemple si p est
strictement plus grand que les valeurs absolues des mineurs de M). Par ailleurs, sans restriction,
on peut supposer que € < 1 — /1 —1/n. Prenons alors a; = 1 et as,...,a, € pQ tels que, pour
tout ¢ € {2,...,n}, on a \ﬂ(l —eg)<a; < V/i. La condition sur ¢ entraine a; < --- < a,. Soit
k=Q(ay,...,a)et,pourt € {1,...,n}, posons A; la matrice diagonale diag(a, ..., a;) de My (k).
Considérons le k-fibré adélique hermitien E égal a (K", |- |2) sauf en les places v de k au-dessus de
p pour lesquelles on pose

Va € E®k C’U7 Hx”Ev = |AnM($)|2,v :

La pente de E vaut —(1/n)log L, det(AnM)|Lk“:Q“]/[k:Q] = log(ay -+~ an)'/™ car |a;|, = a;"
pour tout v | p. Montrons maintenant que A(E,Q) = 1. Soient t € {1,...,n} et z € Q" \ {0}
ayant exactement ¢ coordonnées non nulles, disons z;,, ...,z ,. Soient 2’ = (z;,,...,2;,) et m la
matrice extraite t x ¢ de M de lignes {1,...,t} et de colonnes {ji,...,j:}. Le vecteur Aym(a’) est
le vecteur des ¢t premiéres coordonnées de A,, M (x) et done, pour toute place v de k au-dessus de p,
ona |zfz, > [Atm(a')[2,,. Cette derniere quantité vaut max; |a;y;|, ot les y; sont les coordonnées
de m(z'). On obtient alors

20 = a; |2 |20 = a; T2

)z, = lacly|m(z)
car m est une isométrie en la place v (choix de M). On en déduit que
Hg(w) > a; " Hipn 1) (%) > 0 Vi 2 1
en utilisant le lemme 2.2. Comme de plus Hz(1,0,...0) = 1, ceci montre que A(E,Q) = 1 puis
q(E) = (ay - - - a,)/™. Laminoration ¢(E) > (l—s)ml/n découle alors du choix des a; et I'inégalité
n! > (n/e)"™ entraine q(E) > y/n/e (avec un choix convenable de ¢). O
4. MINIMA ET PRODUIT TENSORIEL

L’étude du comportement du premier minimum d’un fibré hermitien par produit tensoriel re-
monte aux travaux de Kitaoka dans les années soixante-dix [Ki, chapitre 7]. Il a montré que
AME ® F,Q) = A(E,Q)A(F,Q) lorsque E,F sont des fibrés adéliques hermitiens sur Q avec
dim E < 43. A contrario Steinberg a établi ’existence, pour tout entier n > 292, d’un fibré E sur
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Q, de dimension n, tel que A(E®2, Q) < A(E,Q)? (voir [MH, p. 47]). Par la suite, Coulangeon a
obtenu des résultats analogues pour des minima de fibrés sur un corps imaginaire quadratique [Co].
Dans cette partie nous examinons le comportement du minimum sur Q vis-a-vis du produit tenso-
riel. La situation est plus tranchée : nous montrons que le couple {43,292} sur Q peut étre remplacé

par {1,2}.

4.1. Réseau de racines de type A,. Nous donnons un bref exemple pour lequel on a multi-
plicativité par rapport au produit tensoriel. Ce serait déja le cas pour le fibré standard mais nous
proposons une variante qui nous servira également & illustrer d’autres résultats.

Soient n un entier > 1 et A,, U'hyperplan {(x1,...,Zn11); 1 + -+ + Tper = 0} de QL.

Proposition 4.1. Le fibré adélique hermitien A, := (An,|-|2) possede la propriété suivante. Pour
toute extension algébrique K/Q, pour tout fibré adélique hermitien E sur Q, on a

AA, ®E K)=AA,, K)A(E,K) et AA,,K)=2.

Démonstration. On peut supposer que K est un corps de nombres. Pour x1,...,2, € Fx := EQK,
I’application

$Z:Z(€i_en+l)®$i —ou(x) = (21, T, 1+ -+ )
i=1

est une injection (isométrique) de A,, ® Ex dans EB?:JT Ef et donc

i=1

n 1/2

par le lemme 2.2. Dans le minorant au moins deux termes ne sont pas nuls si x # 0 et, dans ce cas,
Hy o5() > V2A(E, K) puis A(A, ® E, Ii) > V2A(E, K). L’égalité s'obtient en considérant le
vecteur (e; — ep1) @ 1 avec Hy(z1) = A(E, K). O

De cette démonstration l'on déduit également que les vecteurs z de A, ® Ex tels que
Hy o) = A(A, ® E, K) sont scindés, de la forme (e; —e;) ® e avec i # j et Hg(e) = A(E, K).

4.2. Non-multiplicativité. Dans ce paragraphe nous démontrons que le premier minimum sur
Q n’est en général pas multiplicatif relativement au produit tensoriel (théoréme 1.5).

Soit ¢ € Q \ {0}. Pour ¢ € {—1,1}, soit (2 + &i)9 une puissance ¢°™° de 2 + i. Soit k une
extension finie de Q(7) contenant (24 17)7 et (2 —14)?. Les nombres 2+1 et 2 — i engendrent les deux
idéaux premiers de Z[i] au-dessus de 5 et la valeur absolue v-adique de 2 + &7 vaut 1/5 ou 1 selon
que la place v de k divise ou non la place 2 + €i. Considérons alors le fibré adélique hermitien F,
sur k d’espace sous-jacent k%, de normes |- |2, en toutes les places v de k qui ne divisent pas 5 et,
pour € € {—1,1},

| Wlig, o = max (2], 5]z +eyl,) siv] 2+ <.

En d’autres termes, E, est le fibré hermitien donné par la matrice

. 1 0
T \(24¢ei)T e(24¢€i)¢
en une place v | 2 + ei (et la matrice identité en les autres places). En particulier, on a fi(F,) =
—(q/2)log5.
Théoréme 4.2. [l existe un nombre réel n > 0 tel que, pour tout nombre rationnel q vérifiant
V2 <59 <2+, on a A(E,, Q) = 5. En particulier, pour un tel q, on a A(E?z,a) <A(E, Q).
La démonstration utilise le lemme suivant.

Lemme 4.3. Soient g € Q et (z,y) € 62 avec ¢ > 0 et xy # 0. Alors qu (z,y) > V2.

Démonstration. Si v | 2 + ei nous avons max(|z|y, |y]y) < max(|z|y, |z + eyly) < ||(z, y)HEq’U donc
qu (,y) > Hpz o) (2, y) > V2 oil la seconde inégalité résulte du lemme 2.2. Supposons qu'’il y
ait égalite Hy (z,y) = V2. Alors y = & avec € racine de 1'unité vérifiant |1 + €], < 577 pour
toute place v | 2+ i et tout € € {—1,1}. Ainsi (1 +&£)/(2 + €i)?, dont toutes les valeurs absolues
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ultramétriques sont plus petites que 1, est un entier algébrique. L’égalité 1 —& = —£(1 — £) montre
que (1 —&)/(2 4 )7 est aussi un entier algébrique. Il en est alors de méme pour 2/(2 + )7 =
(1—=&64+14&)/(2+1)? ce qui est absurde puisque sa valeur absolue en une place au-dessus de 2+ 4
est 59 > 1. O

Démonstration du théoréme 4.2. Nous appliquons le théoréme 3.1 a E1/5 :on a ZQ(E1/5) >
eM/A51/10 > 51/4 » (/2. Par définition de Zs, les couples (z,y) € 62 tels que HEl/ (z,y) < 5'/4

appartiennent & un nombre fini de droites. D’aprés le lemme, il existe donc 1 > 0 tel que, pour
tout (z,y) € 62 avec zy # 0, on a HEI/S (x,y) > v/2 + 7. Choisissons maintenant ¢ € Q tel que

V2 < 59 < \/2 4+ 1, ce qui implique ¢ > 1/5. Pour tous nombres algébriques x,% et toute place
v, on a ||(z,y)lg5, ., = ||(x7y)||§1/57v et donc Hg (2,y) = HEI/S(x,y). Si zy # 0 ces hauteurs

sont supérieures & v/2 +n > 59. Si zy = 0 et (x,5) # (0,0) alors HE, (z,y) = 5%. Ceci montre que

A(Eq, Q) = 5%. Quant au produit tensoriel E;@Q, il s’identifie & £* muni de sa structure hermitienne
usuelle sauf en les places v au-dessus de 2 + i, ¢ € {—1,1}, pour lesquelles la norme est donnée
par le produit de Kronecker A, ® A. :

Iz, 9. 2. O)5,88,,, = max (lz]s, 5|2 + eylo, 5|z + e2]v, 5|z + ey + ez + t,).

De la sorte on a A(E?z,a) < HEq®Eq(1’ 0,0,—1) = v/2 - 57 et la seconde assertion du théoréme
s’ensuit. 0

_ Le théoréme 1.5 s’obtient en choisissant pour E et F des sommes directes hermitiennes d’un

E, fixé et d’'un fibré quelconque de minimum absolu > 59. En calculant le minimum d’une somme

directe comme indiqué apres le lemme 2.2, nous trouvons A(E, Q) = A(F,Q) =5%et A(EQF,Q) <
—R2 —

AES, Q) < 52,

5. PENTES ET PRODUIT TENSORIEL

5.1. Actions de groupes. Nous donnons dans ce paragraphe un calcul de pente maximale en
présence d’une action de groupe. Nous disons qu'un groupe G agit sur un fibré vectoriel adélique E
lorsque G agit sur 'espace vectoriel F et que, pour tout g € G et toute place v de k, ’automorphisme
de £ ®y C, donné par g est une isométrie pour la norme || - |z . De plus, 'action est dite :

e irréductible si les seuls sous-espaces G-stables de E sont {0} et E;
o géométriquement irréductible si 'action de G sur E ®j, k est irréductible.

Avec cette terminologie, nous avons I’énoncé suivant.

Proposition 5.1. Soient E et F deux fibrés vectoriels adéliques hermitiens. Soit G un groupe
agissant sur E de fagon géométriquement irréductible. Alors E est semi-stable et limax(E @ F) =

//J/\max(E) + //’zmax(F)-
Nous utilisons dans la démonstration le lemme ci-dessous de théorie des représentations.

Lemme 5.2. Soient E et F' deuz espaces vectoriels de dimension finie sur un corps k. Soient G
un groupe agissant sur E de maniére géométriguement irréductible et W un sous-espace G-stable
de E® F. Alors il existe un sous-espace Fy de F tel que W = E® Fy.

Démonstration. Nous raisonnons par ’absurde et considérons un espace F' de dimension minimale
pour lequel le lemme est faux (& F fixé). Nous choisissons ensuite un sous-espace W de dimension
minimale qui viole I’énoncé. Ceci entraine d’une part que le seul sous-espace F; de F' tel que W C
E ® Fy est F lui-méme et d’autre part que W est irréductible pour ’action de G : s’il contenait un
sous-espace strict non nul et G-stable celui-ci serait de la forme E® Fy et W/(E® Fy) C EQ(F/Fs)
fournirait un contre-exemple de dimension inférieure. Par conséquent si £ € FV alors idg ® £ induit
un G-morphisme W — FE qui ne peut étre que nul ou bijectif. S’il est nul W C E ® Ker{ donne
Ker ¢ = F donc ¢ = 0. Par suite, pour tous £,¢' € FV\ {0}, nous obtenons un G-automorphisme
o = (idpg @ £)jw o (idp ® €)|_V[1, de E. Par le lemme de Schur, ¢ s’écrit Aidg pour A € k (c’est
ici qu’intervient ’hypothése d’irréductibilité sur % : il existe A € k tel que ¢ — Aldg7 est non
inversible donc nul donc ¢y = Aid g7 puis A € k). Nous en déduisons (idg @ £')jw = A(ide ® £)w
puis W C E ® Ker(¢' — M) et, comme ci-dessus, cela entraine ¢/ — A\l = 0. On conclut dim F' = 1
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mais comme dim W = dim F l'inclusion W C F® F' ne peut pas étre stricte et c’est la contradiction
cherchée. 0

L’autre ingrédient de notre démonstration est I’existence, pour un fibré adélique hermitien E,
d’un unique sous-espace V' de pente et dimension maximales (voir [G1, lemme 5.12]) parfois appelé
sous-espace déstabilisant. En particulier, si un groupe G agit sur F, ceci montre immédiatement
que V est G-stable (si g € G le sous-espace ¢g(V) a méme pente et méme dimension que V). On
en déduit donc (voir [G1, proposition 5.17]) que si I'action est irréductible alors E est semi-stable
(car V = E). Ceci permet également de voir que la pente maximale est invariante par extension
de corps via 'action d’un groupe de Galois.

Démonstration de la proposition 5.1. Soit W 'unique sous-espace de EQ F avec [i(W) = fimax(E®
F) et de dimension maximale parmi les sous-espaces de méme pente. Par unicité W est G-stable
donc par le lemme il est de la forme E ® Fjy. Par suite nous avons

fimax(E ® F) = (W) = Q(E) + fi(Fo) < fimax(E) + fimax(F)
et le résultat en découle car I'inégalité contraire est toujours vraie. O

Comme application directe, nous voyons que A, est semi-stable et que, pour tout fibré adélique
hermitien F/ sur un corps de nombres, on a

//Zmax(An ® E) = ﬁmax(An) + ﬁmax(E)~

En effet le groupe symétrique S, 1 sur n + 1 éléments agit sur A,, de maniére géométriquement
irréductible (en permutant les coordonnées).

5.2. Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme 1.3 et ses conséquences directes.

Démonstration du théoréme 1.3. Soit K une extension finie de k. On choisit z = Zle e R fi €
E®F®K tel quei) Hgyp(x) = A(E®F, K) et ii) entier £ est minimal pour cette propriété. La mi-
nimalité de ¢ implique que les espaces vectoriels Fy := vectg (eq,...,ep) et Fy :=vectg (f1,..., fe)
sont de dimension ¢. Montrons que’

(4) Hpgp(x) > Viexp {— (a(E1) + i(F1)) }-

On le fait place par place. On choisit des bases orthonormées de E; et F en une place v et 'on note
X, (resp. Y,) la matrice de (eq,...,er) (resp. (f1,...,f¢)) dans les bases orthonormées choisies.
Alors ||2]l5g7,, vaut |'X,Y, a0, i.e. la racine carrée de la somme des carrés des valeurs absolues des
coefficients de X, Y,, (norme de Hilbert-Schmidt) si v est archimédienne et le maximum des valeurs
absolues des coefficients de *X,Y, si v est ultramétrique. Or, comme conséquence de l'inégalité
arithmético-géométrique dans le cas archimédien et de la simple inégalité ultramétrique dans le cas
ultramétrique, on a
—1/2 -
et X, |,/ [det Yo,/ = [det ‘X, Y, [,/ < llelzer,, x {5 * aiveo
' 1 si v oo.

On obtient alors (4) par produit car la matrice adélique (X, ),cv (k) définit la structure hermitienne
de E; (idem pour les Y, et F). Ceci étant établi, on applique le théoréme 1.1 & By : A(E1,Q) <
Vlexp {—fi(E7)}. En majorant fi(F}) par fimax(F) et A(E, Q) par A(E1, Q), on obtient

AE, Qe Fmx(P) < AN(E@ T, K)
pour toute extension K /k. Ceci permet de conclure. g

Remarque 5.3. Nous venons de démontrer le théoréme 1.3 & l'aide du théoréme 1.1. In-
versement, ce dernier est contenu dans le théoréme 1.3 comme le montre 'argument suivant
(inspiré de celui du théoréme 4.6 de [BC|) : soit V le sous-espace déstabilisant de E; on a
AV @V’ Q) <VdimV < /n en considérant I'identité ; le théoréme 1.3 donne A(V @ V', Q) >

AV, Qe max(V) > A(E, Q)ePmxB) car finmax(V') = (V') = (V) = ~fimax(E) par semi-
stabilité de V et de son dual. On obtient ainsi A(E, Q)efmax(F) < \/n.

fL’argument qui suit est classique. On le trouve en substance au chapitre 7 du livre de Kitaoka [Ki].
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Nous déduisons de cet énoncé une version légérement plus précise du corollaire 1.4.

Corollaire 5.4. Soient N > 1 un entier naturel et E1,...,En des fibrés adéliques hermitiens, de
dimensions respectives ny,...,ny > 1. Alors on a
N | N
A(E1®---©En,Q) 1:[1A(Ei7Q) < exp (2 Z; (Hn, — 1))
et

N
R _ — N — 1
Nmax(El Q- ® EN) < (Z Mmax(Ei)> + i(HnlnN - 1)
i=1
Nous pouvons également citer la conséquence suivante du théoréme 1.3.

Corollaire 5.5. Pour tous fibrés adéliques hermitiens E1,...,En, on a
N

exp {_ Zﬂ'max(Ei)} S A(El K- EN: Q)
i=1

6. PUISSANCES SYMETRIQUES
Dans cette partie, nous établissons le résultat suivant.

Théoréme 6.1. Soient ¢ > 1 un entier et E un fibré adélique hermitien sur k, de dimensionn > 1.
Soit p(n, L) le ppem des coefficients multinomiauz {€!/i!; i € N™ et |i| = £} (voir appendice). On
a

~ TN ~ — 1 l+n—1
0 % s (STE)) = (it E) < 10z (7" 1) ot 0

et

LA (5T81.Q) A < st e (S, 1)

La démonstration du théoréme 6.1 repose sur le résultat suivant.
Lemme 6.2. Avec les données du théoréme 6.1, on a
AME,Q) <p(n,0A (ST(E), Q).
Démonstration. La projection canonique (EY)®* — S¢(EY) fournit une injection isométrique
L: (Sé(E"))v — ((E")W)V ~ E®¢,

Soit 6: SY(E) — (SK(E"))V Papplication linéaire définie de la maniére suivante : soient xy --- x4 €
SYE) (z; € E) et o1+ € SYE") (p; € EY). Posons

£
(O(z1 - @) (p1 - @0) ::% > I wi@owm)

ceGpi=1

(&¢ est le groupe symétrique de {1,...,¢}). Cette formule a un sens car, par symétrie, elle ne
dépend pas du choix de 'ordre dans lequel sont les z;. La définition de 6 se prolonge naturellement
a des éléments quelconques de S*(E) et S*(E") par bilinéarité. L’application € est un isomorphisme
d’espaces vectoriels et l'inégalité (3) appliquée a ¢ o 6 donne

AE™.Q) < HOA (STE).Q).

Montrons que H(6) = p(n,£). Soit 6, le prolongement de 6 a S*(E) ®; C,. On a une écriture
alternative de 6,, valable pour toute base (e1,...,e,) de E ®; C,, de base duale (¢1,...,d,), de
la forme (les notations sont celles du § 2.6) :

91, Z aiei Z bld)l = Z %azbl

lil=¢ li|=¢ lil=¢

(ai,b; € k). Pour utiliser cette formule, nous choisissons une base orthonormée (es,...,e,) de
E ® C, et la base duale est automatiquement orthonormée. L’application 6, est une isométrie si v
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est archimédienne. En effet, en une telle place v, en écrivant (i!/¢!)a;b; = /(i!/€)a; x /(i!/€))b;
et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

160D ase)lgemye., < I Y @€ l5rmy.00

li|=¢ li|=¢
Le choix b; := @; donne 1’égalité et 6, est une isométrie en v. Si v est ultramétrique, les bases
(€"))i|j=¢ et (¢')|i|=¢ sont orthonormées et par inégalité ultramétrique, on a
[N — i
1ol = sup D BT ) — |
€S (E®,Cy)\{0} Hx||—se(E)w lil=¢ £,

(I'égalité est satisfaite comme on le voit en considérant x = e’, i réalisant le maximum). Il ne reste
plus qu’a observer que le dernier maximum qui apparait vaut |p(n,£)|; ! et que le produit de ces
nombres (renormalisés avec les degrés locaux) sur les places ultramétriques v de k vaut p(n, ). O

Démonstration du théoréme 6.1. La positivité de la différence des pentes maximales est bien connue
(voir [G1, proposition 7.1]). Pour la majoration de cette différence, le corollaire 5.5 minore

A(EW,Q) par exp {—{fimax(E)} et le théoréme de Zhang 1.1 donne

sEma)< (") e ()

On conclut avec le lemme 6.2. En ce qui concerne le minimum de SHE),la majoration par AE, Q)"
s’obtient simplement en considérant € S*(E ® Q) \ {0} pour x € (E® Q) \ {0}. On a

A(SYE), Q) < Hgrpy (") < Hpot (2 @ -+ ® ) = Hy ()"

et Pon fait ensuite tendre Hz(z) vers A(E, Q). Pour la minoration, on utilise encore le lemme 6.2

et ’on minore A(EW,Q) avec le corollaire 5.4. O

Afin de juger de la finesse de cette estimation, voici un calcul de la pente maximale d'une
puissance symétrique lorsque E = (Q", ] - |2).

Proposition 6.3. Soient n,¢ > 1 deux entiers. Posons \ := [¢/n]. Pour toute extension algébrique
K deQ, on a
108 A (S(Q - [2). K) = finae (5@ 1)) = log
2 T AN+ 1)

Démonstration. Soient ey, ..., e, les vecteurs de la base canonique de Q™. Alors S4Qm, |-]2) est la
somme directe hermitienne des droites Q.e{* - - - el» pour i = (iy,...,i,) € N™ de longueur |i| = /.
Ainsi on a

~ L n -~ i1 % 1 o
(5) [imax(S°(Q™, | - |2)) = rﬁl‘g{u(Q-el e )} = max | 5 log

(voir [G1, p. 66]). Par ailleurs A (S*(Q",|-|2),K) est le minimum des hauteurs des el gin,
qui vaut min +/4!/¢! (voir § 2.8). Ceci établit la premiére égalité de la proposition 6.3. Quant a
la seconde, considérons le multiplet j = (j1,...,j,) qui réalise le maximum dans (5). Pour tous
entiers h,m € {1,...,n}, on a j, < j,, + 1 comme on le voit en posant j' = j — e}, + e, (lorsque
Jn # 0) et en utilisant j! < j'l. Les valeurs prises par les coordonnées de j sont donc soit a soit
a + 1 pour un certain entier naturel a. Posons N = card{h; j, =a+1}. Ona N = £ — na car
|7l = ¢. Si N = nalors a+ 1 = ¢/n = X et la proposition est démontrée. Si N < n — 1 alors
I’égalité £ = na + N est la division euclidienne de ¢ par n et donc a = A. Il suffit alors d’observer
que j! = a!" N(a+ 1)V = a!"(a + 1)V pour conclure. O

Le théoréme 6.1 et la proposition 6.3 donnent un encadrement de la quantité A(n,f) :=
supg (ﬁmax (SZ(E)) - éﬁmax(f)) ot E parcourt tous les fibrés adéliques hermitiens de dimen-
sion n. Plus précisément, on a

fimax (S°(Q™, | 2)) < A(n,0) < glog (577 +logp(n, 0)

Llogn +o(¢) < An,0) < CH, 1+ o(f)
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lorsque ¢ — +oo. L’égalité de gauche provient de la formule de Stirling et celle de droite est
démontrée au § 8.2 ou nous verrons aussi A(n, ) < 2¢logn.

Remarque 6.4. Le début de la démonstration de la proposition 6.3 montre également que la
puissance symétrique S*(Q", |- |2) est semi-stable si et seulement si £ ou n égale 1. En effet, la
pente 7(S(Q",| - |2)) est la moyenne des pentes des Q.ei ---ein (la pente d’une somme directe
hermitienne est une moyenne pondérée des pentes, voir § 2.4) tandis que (5) montre que la pente
maximale est le maximum de ces pentes. Par conséquent, 1'égalité fimax (S (Q™,|-]2)) = a(S“(Q™, |-
|2)) n’est possible que si i! reste constant sur {i € N™; [|i| = ¢}. On voit alors que les seules
possibilités sont £ = 1 ou n = 1 en considérant les multiplets (¢,0,...,0) et (¢ —1,1,0,...,0)
(lorsque n > 2).

7. PUISSANCES EXTERIEURES
Soient E un fibré adélique hermitien sur k£ de dimension n > 1 et ¢ € {1,...,n}.
Théoréme 7.1. On a
() < i (NTE) < (s (B) + 3 log (n”'g),
et
—log A(NE, Q) < —L1og A(E, Q) + E_TI(H,, —1)+ %logﬁl.

Démonstration. La minoration de la pente maximale découle de la formule donnant la pente de
ACE en fonction de celle de E (§ 2.7). Pour la majoration, considérons I’application ¢: A°E — E®¢
induite par la forme multilinéaire alternée

(T1,...,2¢) — Z €(0)To(1) ® -+ ® To(p)
oeSy
(e(o) est la signature de la permutation o). L’application % est injective et ses normes d’opérateur
sont |[1|l, = 1 si vtoo et ||1]l, = VI siv | oco. Par conséquent, on a A(EM,Q) <V -ANE,Q)
d’aprés (3). En utilisant le corollaire 5.5 et la majoration A(ACE, Q) < /() exp (—ﬁmax(/\ZE)>

du théoréme 1.1, nous obtenons la majoration souhaitée de la pente maximale de A’E. Si nous
appliquons plutot le corollaire 5.4 nous obtenons la majoration de — log A(AYE, Q) du théoréme. [

Dans la minoration de la pente maximale de AYE donnée par ce théoréme, il n’est pas possible
en général de remplacer [i(E) par fimax(E) car si £ = n alors fimax (A'E) = G(AE) = (u(E).
Revenons au réseau de racines A, introduit au § 4.1.

Proposition 7.2. Soientn > 1 et £ € {1,...,n} des entiers. Pour tout fibré adélique hermitien
FE sur Q, on a

I N R _ ¢ -
ANA,@E, Q) =VI+1-AME, Q) et fmax(AA,@FE)= — 5, log(n + 1) + fmax (E).

Démonstration. En utilisant la base canonique (e1, .. .,e,+1) de Q"L nous avons une description
de la puissance extérieure (AYA, ) ® E de la maniére suivante. Soit
T = Z €y N - Nejy @ Xy, 4
1<ip < <ip<n+1

un vecteur de A‘Q"*! ® £ ® Q. Si iy,...,4, sont des entiers quelconques de {1,...,n}, posons
T4,,...i, += 0 si deux indices i; sont égaux et x;, . i, := €(0)To(iy),....0(i,) S 0 est la permutation de
{i1,...,1¢}, de signature (o), telle que o(i1) < --- < o(i¢). Avec cette convention, les équations
qui décrivent AY(A,) ® E sont (x) Zii Tiy,...sig_1,n = 0 pour tout (iq,...,3—1) tel que 1 <4y <
ce<ipeg <n.Siz e N(A,) ® E® Q) {0}, considérons z;, _;, un coefficient non nul de x avec
1 <41 < -+ <ip < n.Pour toute partie J de {iy,..., i} & £—1 éléments, les équations (x) montrent

qu’il existe hy € {1,...,n+ 1} \ {i1,..., i} tel que zy5, # 0. Comme il y a ¢ possibilités pour J
et que les ensembles J U {h;} sont tous distincts, il y a au moins £+ 1 vecteurs z;, .. ;, qui ne sont

/
pas nuls. En une place v d’un corps de définition de x, la norme de x vaut (Z iy, . i HQE v) si
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v | 0o et max ||z, |z, sinon. On obtient alors la minoration H,., oz(z) > vV{+1-A(E,Q)
par le lemme de convexité 2.2, ce qui donne A(A‘A, @ E, Q) > v/ + 1-A(E, Q). L’égalité s’obtient
en choisissant « de la forme (e; — epq1) A -+ A (e — ent1) ® y avec H(y) qui se rapproche de
A(E, Q). Pour les pentes maximales, le groupe symétrique &, agit encore sur A°A,, de maniére
géométriquement irréductible (voir [FH, proposition 3.12]). On applique alors la proposition 5.1 qui
donne Jimax(A*A, @ E) = limax(Ay) + limax(E). La pente maximale de A,, se calcule au moyen
du déterminant de ce fibré

o~ o~ 1/\ n _ 1 n mn _ _i
IU/maX(An) - IU’(ATL) - E:u’(/\ An) - n ]'Og A(/\ An7 Q) - m log(n + 1)

et la proposition est démontrée. O

8. APPENDICE : PPCM DES MULTINOMIAUX

8.1. Soient n, ¢ deux entiers strictement positifs. Soit

14
(6) p(n,f):zppcm(w;ijeNeti1+~-~+in=€).
N

Dans cette partie, nous nous proposons d’établir le théoréme suivant (le crochet désigne la partie
entiére).

Théoréme 8.1. On a

n—1 .
p(n, ) = H ppem (1,2, 3, .é.Jr,[;E—I-n— 1)/4])

j=1

Le cas n = 2 figure déja dans un article de Williams [Wi]. Nous n’avons pas trouvé de réfé-
rence dans la littérature pour le cas général. Aussi donnons-nous ci-dessous une démonstration
(élémentaire) du théoréme 8.1.

Pour n et £ comme ci-dessus et £ > 1 un nombre réel, nous utilisons les notations suivantes :

(L+n-—1)!

q(n, ) = 7l

p(n, t), d(xz) = ppem(1,2,...,[x]),

n—1
l+n—1 . . .
r(n, ) = Hd(’;) = ppem(ji - 13 1< hjn < L4+n—1),
k=1

s(n,0) =ppem(ji - Jn-1; 1 <jno1 <jJn—2<---<j1 <Ll+n-—1).

Nous allons montrer les divisibilités r(n, ) | s(n,€) | g(n,£) | r(n,£) et donc 'égalité de ces
entiers naturels. En particulier g(n, ¢) = r(n, £) est le théoréme 8.1.

o r(n,0) | (n,)

Soient ji,...,jJn—1 avec 1 < hj, < £+ n —1pour 1 < h < n — 1. Définissons des entiers
Jj, par le procédé suivant : si ji,...,j,_, sont construits on choisit un multiple j; de j, avec
Jn €44, dh_1} et 1 < j; <€+ mn—1 (ceci est possible car 1 < hjj, < £+ n — 1 montre qu’au
moins h multiples de j, appartiennent a [1,¢ +n — 1]). Alors les j; sont deux & deux distincts et
JieJn—1 | ]i o 'j;l,1 ‘ S(’I’L,f)

o s(n, ) | q(n,0) |
Soient 0 = jn < jn-1 < Jn—2 < -+ < j1 < jo = £+ n. Le nombre jj, divise j, (721 71) =

Ih
(Gr—1—1)!
Gn=D)'Gh—1—3n—1)!

donc par produit

o (o — 1)! (+n—1)
v In— ; A s 3 ; = 3 A n7€
I =t | (.70_]1_1)!"'(jn72_]n71_1)!(.77171_1)! 21!"'277,! |q< )

avec ip = jh—1 —jn— 1 > 0desorte que iy + -+ i, = jo — jn —n=~.
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e g(n,?) | r(n,¥) : ceci découle par récurrence sur n du lemme suivant (avec ¢(1,¢) = 1).
Lemme 8.2. On a q(n,f—1)|q(n,?) et g(n,£) | d(1+£/(n—1))g(n —1,£+1).
Démonstration. Soit (i1,...,i,) € N™ tel que i +---+1i, = £ — 1. Par définition de ¢(n, ¢) et pour

tout j € {1,...,n},ona q(n,é)% € N ce qui, en sommant sur j, conduit &

HZ:I in!

Ceci montre la premiére assertion. Pour la seconde, nous transitons par des intégrales, comme
Nair [Na| dans le cas n = 2. Considérons le simplexe

Sn = {(‘rlw'wx’n)e [0’1]”‘, $1++xn§1}
Siiy+---+1i, =L et i; # 0 nous avons

il
(l+n-—1)"

Pour le voir, effectuons le changement de variables x; = ty; (j < n) et 2,, =1 —t qui donne

I= <21/ R SRR Ty dyl---dyn_1>/ (1 — t)ingirttin-itn=2 qp.
Sn_1 0

Par intégrations par parties successives U'intégrale sur ¢ vaut ,!(¢+n —i, —2)!/({+n—1)! et 'on
conclut par récurrence. D’autre part, nous avons aussi

I:= il/ :Ulll_lxzf ez dey . da, =
s

n

I:/ (lfxgf~~fxn)i1z§2~~zﬁl"dx2...dxn
S.

= g ozj/ a2tz g tin day L day,

3=(32,---dn) Sn—1
ot in <in
avec a; € Z. Fixons une famille j = (ja,...,j,) et notons ¢7, ..., 7, _; la suite ordonnée des nombres

io+ 2, yin+jn- Nous avons ¢ +- -+, _; =do+-+ip+jot - +jn <i1t+is+...+i, =¢
donc iy < ¢/(n—1). Ainsi i} + 1 divise d(1 + £/(n — 1)). Maintenant le nombre

(%+UL

. -/
i2+j2 i +in Y i n—1
x5 R j"dmg...dxn—(zl—i—l)/ xt ey dey .. odeg
Sn—l

(DNl
@+ +i,_ +n—1)

n—1

appartient & q(n —1,iy +--+i/_; +1)7'Z C ¢(n—1,£+1)"'Z. En combinant tout ceci nous avons
iplein/(+n =1 edl+4/(n—1))"tq(n —1,£+ 1)7'Z qui donne le lemme. O

8.2. Conséquences. Il est bien connu que le théoréme des nombres premiers entraine une estima-
tion asymptotique de la fonction de Tchebychev de seconde espéce ¢(z) :=logppem(1,2,. .., [z]) :
¥(x) = x + o(z) lorsque © — +o00. Ce résultat conduit a l'estimation asymptotique

p(n,0) = exp{lH,_1+0(l)}, £— 400

ou, comme plus haut, H,_1 désigne le nombre harmonique. Il peut étre intéressant d’avoir un
encadrement effectif de p(n, £). Par exemple, en minorant p(n,f) par le maximum des coefficients
multinomiaux, on a une minoration simple et asymptotiquement précise :

l4+n—1 -1
¢ <
n< 0o 1 > <p(n,0)

(on rappelle que la somme des multinomiaux vaut n‘). En sens inverse, un théoréme de Rosser et
Schoenfeld [RS, théoréme 12] implique ¥ () < xlog(2v/2) pour tout nombre réel z > 0, qui, & son
tour, fournit la majoration suivante.

Proposition 8.3. Pour tous entiers n,£ > 1 on alogp(n,£) < %élog n.
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Démonstration. L’énoncé étant trivial si n ou £ égale 1, on peut supposer £,n > 2. Si ¢ < n3/2
on utilise la borne p(n,£) < ! qui implique p(n, £) < ¢¢ < (n?/?). Lorsque £ > n®/2 on utilise le
théoréme 8.1 et la majoration de 1) ci-dessus qui permettent de majorer logp(n,¥) par (¢ +n —
1)H,,_11log(2v2) —log (£ +1)--- (£ +n —1)). Par une étude de fonction, on a H,_;log(2v/2) <
(log(n — 1) +1)log(2v2) < 2logn dés que n > 7. La majoration H,_;log(2v2) < 2 logn reste
vraie pour n < 6 par vérification directe. En utilisant cette borne on trouve

(+n—1)H,_1log(2v2) < %ﬁlogn + g(n —1)logn < g@logn + log "t
car n®/? < { et I'on conclut en majorant £*~! par le produit des £ +i, i € {1,...,n —1}. d

En utilisant (Z‘:ﬁzl) <nletH,—1< log n, cette borne et le théoréme 6.1 donnent les estima-
tions suivantes.

Proposition 8.4. Soient E un fibré adélique hermitien sur k, de dimension n > 1, et £ un entier
>1.0na

i (S7(E) ) < tfimax(E) +2t10gn et A(E, Q) <n*A (STE), Q).
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