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Séminaire Lotharingien de Combinatoire 51 (2004), Article B51a

Nombre de factorisations d’un grand cycle

Philippe Biane

Résumé. On donne une démonstration simple d’une formule de
Goupil et Schaeffer qui compte le nombre de factorisations d’un
cycle de longueur maximale dans Sn en produit de deux permuta-
tions de classes de conjugaisons données.

Dans la suite on utilise les notations du livre de Macdonald [M].
Soit cnλµ le nombre de factorisations dans Sn d’un cycle de longueur

n en un produit de deux permutations de classes de conjugaison λ et
µ. La théorie des caractères donne la formule

(1) cνλµ =
n!

zλzµ

∑
ρ`n

χρ
λχ

ρ
µχ

ρ
ν

χρ
1n

.

pour le nombre de décompositions d’une permutation de classe ν en
produit de deux permutations de classes λ et ν. La somme porte sur
les partitions de n et les χρ sont les caractères du groupe symétrique,
tandis que zλ =

∏
i αi! i

αi si λ = 1α12α2 . . . nαn .
Lorsque ν = (n), un cycle de longueur maximale, on a χρ

ν = 0 sauf
si ρ est une équerre, c’est-à-dire un diagramme de la forme 1r(n − r),
et on obtient

(2) cnλµ =
n

zλzµ

n−1∑
r=0

(−1)rr! (n− 1− r)!χ
1r(n−r)
λ χ1r(n−r)

µ .

qui est la formule (4) de [GS]. Cet article se poursuit par une analyse
combinatoire de cette formule, pour la transformer en une expression
ne contenant que des termes positifs. Nous allons suivre une voie plus
algébrique et introduire une fonction génératrice pour ces quantités en
utilisant les fonctions symétriques pλ (cf. [M]). L’utilisation de telles
fonctions génératrices est un outil puissant dans ce genre de problème,
cf. par exemple [J] pour des résultats voisins.
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On considère donc la fonction génératrice

ψ(x, y) =
∑

n

1

n

∑
λ,µ`n

pλ(x)pµ(y)cnλµ.

D’après (2) elle est donnée par

ψ(x, y) =
∑

n

n−1∑
r=0

(−1)rr! (n− 1− r)!
∑

λ,µ`n

pλ(x)pµ(y)

zλzµ

χ
1r(n−r)
λ χ1r(n−r)

µ .

D’après [M, I. (7.6) et I.3 example 9], on a

ψ(x, y) =
∑

n

n−1∑
r=0

(−1)rr! (n− 1− r)! s(n−r−1|r)(x)s(n−r−1|r)(y).

Les sλ sont les fonctions de Schur, et (a|b) = (a + 1, 1b) suivant la
notation de Frobenius. D’après [M, I.3 example 14], on a∏

i

1 + vxi

1− uxi

= 1 + (u+ v)
∑
a,b≥0

s(a,b)u
avb.

Nous allons donner une représentation intégrale de cette expression en
utilisant l’identité

1

π

∫
C
ukūle−|u|

2

du = δkl k!.

On obtient

ψ(x, y) =
1

π2

∫
C

∫
C

(∏
i

1−vxi

1−uxi
− 1

u− v

)(∏
i

1+v̄yi

1−ūyi
− 1

ū+ v̄

)
e−|u|

2−|v|2 du dv

=
1

π2

∫
C

∫
C

(
exp

(∑
r

ur−vr

r
pr(x)

)
− 1

u− v

)

×

exp
(∑

r
ūr−(−v̄)r

r
pr(y)

)
− 1

ū+ v̄

 e−|u|
2−|v|2 du dv.

Faisons le changement de variables u = a+ b, v = a− b. L’intégrale ne
converge pas, mais le développement en série des pλ converge terme à
terme, et ce changement de variable est une façon rapide d’obtenir des
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relations entre les coefficients de ce développement. On trouve

ψ(x, y) =
2

π2

∫
C

∫
C

exp
(∑

r
(a+b)r−(a−b)r

r
pr(x)

)
− 1

2b


×

exp
(∑

r
(ā+b̄)r−(b̄−ā)r

r
pr(y)

)
− 1

2ā

 e−2|a|2−2|b|2 da db.

Or le polynôme Qr(a, b) = (a + b)r − (a − b)r a tous ses coefficients
positifs, par conséquent quand on développe cette expression en termes
des pλ(x)pµ(y) on trouve des coefficients positifs. Plus précisément, si
on note

Rλ(a, b) =
1

b

∏
i

Qi(a, b)
αi

iαiαi!
=

1

zλb

∏
i

Qλi
(a, b)

pour λ = 1α12α2 . . ., qui est un polynôme homogène de degré n − 1,
alors on a

cnλ,µ =
n2−n−1

π2

∫
C

∫
C
Rλ(a, b)Rµ(b̄, ā)e−|a|

2−|b|2 da db,

ou encore, en appelant rkl
λ le coefficient de akbl dans Rλ, (qui est positif)

on obtient l’expression

cnλ,µ = n2−n−1
∑
k,l

rkl
λ r

lk
µ k! l!,

qui est équivalente à la formule de Goupil et Schaeffer.

Plusieurs questions naturelles sont soulevées par le calcul précédent.
Tout d’abord on peut essayer de retrouver la formule plus générale dûe
à Poulalhon et Schaeffer [PS], qui compte des factorisations en un
nombre arbitraire de facteurs, mais l’intégrale qu’on obtient contient
plus de deux variables et il ne semble pas qu’un simple changement
de variable permette de la simplifier suffisamment. Une autre piste
est d’essayer de compter les factorisations de permutations ayant deux
cyles. Dans le cas de la classe de conjugaison 11(n−1) on peut mettre la
fonction génératrice sous forme d’un intégrale double mais l’intégrand
contient un terme polynomial de signe non constant, et je ne vois pas
comment en tirer une expression avec des termes positifs.
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