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Entraitement d'image, il est souvent utile de transfornmeobjet tout en préservant
les caractéristiques topologiques de cet objet, par elepgur le simplifier et en ex-
traire un squelette. Dans ce rapport, nous verrons comngdimidet implémenter ef-
ficacement de telles transformations. Nous verrons égalenu’il est intéressant et
possible de pouvoir modifier sélectivement la topologi®@us présenterons en par-
ticulier une méthode permettant de fermer les trous (onels) dans des objets tri-
dimensionnels. Nous étendrons ensuite ces transfornsatio cas des images 2D en
niveaux de gris, et montrerons comment exploiter ces opérs topologiques pour
filtrer, segmenter et restaurer des images.

1 Transformations topologiques binaires

1.1 \Voisinages, connex

Nous rappelons ici les définitions de base de la topologjgadé pour les images
binaires [18].
Un pointA e 29 (d = 2,3) est défini pafAy, ..., Aq) avecA; € Z. Nous considérons
les relations de voisinade, et Ng définies par, pour tout poim € 72 :
Na(A) = {B € Z%|By — Ag| + B2 — Ag| < 1},
Ng(A) = {B € Z%;max(|B; — A1|,|Bz — Ag|) < 1},
et les relations de voisinadé, etNog et Nig définies par, pour tout point € 73 :
Ns(A) = {B € Z53|B1 — A1| + |B2 — Az| + |Bg — Ag| < 1},
Nos(A) = {B € Z3;max(|By — Ay, |Bz — Ag|,|Bs — Ag|) < 1},
ng(A) = {B € N26(A); |Bl —A1| + |Bz—A2| + |B3—A3| < 2}.
Ces voisinages sont illustrés dans la figure 1.

FIG. 1 — Les différents voisinages d’un poi&s{le point central) en 2D et en 3D.

Na(A) Ns(A) Ns(A) Nig(A) N2s(A)

Dans la suite, nous désignerons parn nombre tel quel € {4,8,6,18,26}. Nous
définissondN; (A) = Ny (A) \ {A}. Le pointB € E est dita-adjacentau pointA € E si
B € N;(A). Una-cheminest une sequence de poiAis .. A, telle queA; esta-adjacent
aA_jpouri=1...k

Soit X C E, nous disons que deux poimsB de X sonta-connecés dans Xs'il
existe ui-chemin danX entre ces deux points. Ceci définit une relation d’éqeineé.
Les classes d’équivalence pour cette relation sontdgsposantes-connexes de X
(voir la figure 2). Un sous-ensemb¥ede E est dita-connexes’il se compose exacte-
ment d’'une composante-connexe.

L'ensemble composé de toutes les composamtesnnexes d&X est not&Cq (X).
Un sous-ensemble déde E est dita-adjacenta un pointA € E s'il existe un point
B €Y quisoitadjacent &. Lensemble des composantegonnexes d& a-adjacentes
au pointA est notéCh(X). Remarquons quéy (X) et C(X) sont des ensembles de



FiG. 2 — Lensemble formé par les points noirs se compose de demposantes 4-
connexes, ou d’'une composante 8-connexe.

sous-ensembles d€ et non des ensembles de points. De plu§ sst un ensemble,
nous désignerons p#s| le nombre de ses élements.

1.2 Nombres de connexé

Nous désignerons pé&t 'ensembleZ? ou Z2. Intuitivement, un poinA d’un ob-
jet X C E est dit simple si I'on peut le supprimer d€ tout en préservant les ca-
ractéristiques topologiques dé Dans le cas d&?, cela implique de préserver le
nombre de composantes connexes de I'objet et de son compiaire. Dan<Z?, il
faut en plus préserver les trous (ou tunnels), notion que feut formaliser grace au
groupe fondamental (voir par exemple [17]).

La définition d’un point simple repose donc sur des noticos(posantes connexes,
tunnels) qui sont qualifiees de globales, car elles ne paweedéfinir sans prendre en
compte I'objet tout entier. Cependant, nous allons voiil@st possible de caractériser
localement les points simples en 2D et en 3D grace aux nadereonnexité qui sont
introduits dans cette section, ce qui permet d’obtenir tiprishmes efficaces pour les
transformations topologiques.

Donnons tout d’abord la définition des nombres de conagatir le cas 2D. Nous
verrons par la suite que le cas 3D est plus complexe.

SoitX C 72 etA € Z?. Lesnombres de connegifly (A, X) sont définis par Ty (A, X) =
ICAINg (A) N X]|

Si nous utilisons unea-connexité pouk nous devons utiliser ur@-connexité pour
X, par exemple en 2D la 4-connexité poliest associée a la 8-connexité pdufet
vice-versa), et en 3D la 6-connexité poliest associée a la 18- ou la 26-connexité pour
X (et vice-versa). Ceci est nécessaire pour avoir une quoretance entre la topologie
de X et celle deX (voir [18]). De plus, il est parfois nécessaire en 3D deidigter
la 6-connexité associée avec la 18-connexité de la Gedte associée avec la 26-
connexité. Pour rendre explicite cette distinction, notilsserons le symbole 6 pour
indiquer la notion de 6-connexité associée avec la 18exité (voir [7]). Donc, nous
avons les possibilités suivantes en 2[x; @) = (4,8) ou (8,4) ; et en 3D :(a,q) =
(6,26), (26,6), (67,18) ou (18,6™).

Dans le cas 3D, la définition des nombres de connexité eeposla notion de
voisinage géodeésique. SotC 73 et A e Z3, I' a-voisinage @odesique de A dans X
d’ordre k est 'ensembl& (A, X) défini récursivement par :

NE(AX) = Ni(A) N X, et

NE (A, X) = U{Na(B) NN3g(A) N X, B € NEL(A X)

En d’autres termed\X(A, X) est 'ensemble composé des poiBtde Njg(A) N X tels
gu’il existe una-cheminmtde A 4B de longueur inférieure ou égaléatous les points



de 1, sauf éventuellemers, appartenant &;5(A) N X. Lesvoisinages §odesiques
G (A, X) sont définis par Gg(A, X) = N2(A,X), Gg+ (A, X) = N3(A, X), G1g(A X) =
NZg(A, X), etGag(A, X) = N3s(A, X).

Nous pouvons maintenant donner une définition des nomleresmhexité en 3D [19,
7, 9]. La figure 3 contient des exemples illustrant cettendkgdin.

DEFINITION 1.1 Soit X C Z° et Ac Z3. Lesnombres de connexit® (A, X) sont
définis par : T (A X) = |Cq[Gu (A, X)]]

Notons qu’une formulation en termes de voisinages géqdés permet également
de retrouver la définition des nombres de connexité en 2D.

1.3 Classification topologique des points d’'un objet

Si nous utilisons k-connexité pouk et I'@-connexité pouk, les nombredg (A, X)
etTz(A, X) permettent de décrire les caractéristiques topologiquepointA dans I'ob-
jet X. En particulier, les nombres de connexité permettentateatér si un point est
simple ou non [7, 9], en 2D comme en 3D :

THEOREME 1.1 Soit X C E et Ac X. Le point A esti-simple si et seulement si
Ta(AX)=1et Tg(AX) =1

L'interprétation intuitive de cette caractérisatioh@se pour qu’un point soit simple,
il faut et il suffit qu’il ait dans son voisinage une seule carsgnte “objet” et une seule
composante “fond” (voir figure 3a). Il est remarquable q@wmotion globale, la notion
de point simple, puisse étre caractérisée localemegtte propriété va nous permettre
d’'implémenter efficacement des transformations topojogs.

FIG. 3—Poson$a,a@) = (6,26). (a) : Le point central est un point simpleTy (A, X) =

Ts (A, X) = 1) : 'unique composante “objet” dans son voisinage est én ed’unique
composante “fond” est en blanc. (b) : Le point cen&ast un isthme 1DTy (A, X) =

2); les deux composantes “objet” sont en noir et en gris.dl@r: Le point centraA

est un isthme 2DT(A, X) = 2) ; les deux composantes “fond” sont en blanc et en gris
clair.
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Les nombres de connexité permettent également de détatitres types de points.
Un pointA tel queTy (A, X) = 0 est urpoint isok. Si Tz (A, X) = 0, nous avons upoint
intérieur. Lespoints de frongresont caractérisés pag(A, X) # 0.

Plagons-nous dans le cas Bi= Z°, et considérons maintenant un pokitel que
To (A, X) > 2. Si nous supprimonsde X, nous déconnectons localement I'objetvoir



figure 3b). Nous pouvons dire qu'un tel point estisthme 1D Deux situations peuvent
se rencontrer : soit les deux composantes “locales” quiesery définirTy (A, X) sont
en fait reliées entre elles par un chemin dxren dehors du voisinage du poitet la
suppression de celui-ci fait disparaitre un tunnel dejébjsoit elles ne sont pas reliées
et la suppression d& déconnecte effectivemeKt Dans les deux cas, la topologie est
modifiée, autrement dit le poidtn’est pas simple.

De la méme maniére, un poiiii(A,X) > 2 peut étre appelesthme 2Dcar sa
suppression conduit a fusionner des composantes condexassinage dé dansX
(voir figure 3b). Si ces composantes sont en fait relieeaites dans<, supprimer
A crée un nouveau tunnel pour l'objet, et si elles ne le sost lzasuppression d&
entraine la diminution du nombre de cavités. Ici ausgpdimt A est non-simple.

1.4 Amincissements eépaississements homotopiques

Retirer un point simple d’un objet permet d’obtenir un objét inclus dans< qui
est “topologiquement équivalent”a. En itérant cette opération élémentaire, on peut
obtenir une famille d’ensembles emboités qui sont topsltmiguement équivalents a
X. Plus formellement, on dit qu¢ est un amincissement homotopi@leanmentaire de
X, et 'on noteX > Y, s'il existe un pointA simple pourX tel queY = X\ {A}. On
dit queY est un amincissement homotopique d& X = X ou s'il existe une séquence
Yo,...,Yi) telle queYo =X, Yk =Y etYo > ... 2 Yi. Si, de plus, aucun point dé
n’est simple, on dit qu¥ est un amincissement homotopique ultime de X

Il est souvent utile, lorsque I'on veut transformer un obfgtar un amincissement
homotopique, de garantir qu’un certain sous-ensetlde X soit préservé. On dit que
Y est un amincissement homotopique de X contraint psirfKest un amincissement
homotopique d& tel queK C Y. Si, de plus, aucun point dé\ K n’est simple, on dit
queY est un amincissement homotopique ultime de X contrairkpar

Notons enfin que pour épaissir un ohjeten préservant sa topologie, il suffit de
calculer un amincissement homotopique du complémendaidé (dans la connexité
duale), et de prendre le complémentaire du résultat.

1.5 Amincissements en largeur

Dans la figure 4a, on voit un obj&tdont I'ensemble des points simples, not&Xy
a été marqué (dans cet exemple, nous utilisons la 8-aadgacpour I'objet). Il est im-
portant d'observer que I'on ne peut pas retirer simultagéntous ces points simples
sans changer la topologie. En effet, dans le cas présentgVement simultané des
points simplesA et B aurait pour effet de déconnecter la branche supériewitedie
I'objet. Deux approches sont possibles pour faire face grobléeme. L'approche pa-
rallele consiste a identifier un sous-ensemble de pom&X) qui peuvent étre retirés
simultanément sans changer la topologie [3, 5, 6]. L'appecsséquentielle consiste a
retirer un point simple, a recalculer 'ensemble des pogitples pour le nouvel objet
obtenu, et a réitérer cette opération. Par exemples tkacas de la figure 4a, si I'on
retire le pointA de I'objet X, alors le pointB devient non simple pour le nouvel objet
X\ {A} obtenu. Nous étudions I'approche séquentielle danspyeora

Considérons I'algorithmAmincissementLargeduit prend pour parameétres d’entrée
un objetX, un nombre d’itérationk et une contraint& (ensemble de points a préserver)
éventuellement vide. Au début de chaque itération deolacke “tant que” (ligne 2),
I'ensembleP contient tous les points simples de I'objet courant. Pouaison discutée
précédemment, il n’est pas possible d'dter tous lestpaieP sans précaution. Pour



FiG. 4 — (a) : Un objetX (en noir), ses pixels simples sont marqués en blanc, les
pixels simplesA et B ne peuvent étre retirés simultanément. (b) : Un amiecmnt
homotopique deX, obtenu aprés une étape de l'algorithdmincissementLargeur

(c) : Apres deux étapes de l'algorithrAenincissementLargeu(d) : Un amincissement
homotopique ultime d&, obtenu par I'algorithmémincissementLargeavecK = 0

etL = +oo.

O
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décider du retrait éventuel d'un poiAtligne 6), un test est donc effectué (ligne 5) pour
savoir si le point est toujours simple pour 'ensemXIe&i le point est effectivement re-
tiré, ses voisins qui sont dans 'objet (ensent{@) N X, ligne 5) sont mémorisés pour
examen a l'itération suivante. Notons que le voisinagesaeré esN = Ng en 2D, et

N = Ny en 3D. La composition de I'ensembiepermet de ne retirer d& a chaque
itération que des points qui étaient simples p¥uen début de l'itération. Autrement
dit, une itération de l'algorithmAmincissementLargeuetire une “couche unitaire” de
points deX, avec en premier lieu I'obligation de préserver la topaogt I'ensemble
K. Le parametred. permet donc de controler I'étendue de I'amincissemeair (fi-
gure 4b,c). Cet algorithme permet également d’obtenimimaeissement homotopique
ultime si I'on choisitk = 0 etL = +o (voir figure 4d). |l peut étre implémenté de fagon
a s’exécuter en temps linéaire, grace a l'utilisatinstructures de listes pour les en-
sembles, Q et d’un tableau de booléens permettant de tester en tenmgsacd quels
sont les éléments de qui se trouvent dan®, évitant ainsi la duplication d’éléments
dans la liste correspondante. Le test pour savoir si un geirgimple peut étre effectué
en temps constant grace a la caractérisation locale&hréme 1.1.



Algorithme 1 : algorithmeAmincissementLargeur
Données: X CE,LeN,KCX
Résultat: X
P={Ae X |Aestsimple pouK} ;
tantque P # 0 et L> O faire
Q=0;
pour chaqueA < P faire

siA ¢ K et A est simple pour dlors

X=X\ {A};
L pour chaqueB € N(A) N X faire Q= QU {B} ;

N o g b~ W NP

P=0;L=L-1;
9 | pour chaqueA € Q faire si A est simple pour Xlors P =PuU {A};

1.6 Squelettes curvilignes et surfaciques

Nous avons vu comment obtenir un amincissement homotopiljnge d’'un ob-
jet X qui soit approximativement centré daXs grace a I'amincissement en largeur.
Un tel amincissement homotopique ultime, parfois égaldgrappelé squelette ultime,
est par définition minimal dans le sens ou aucun point n¢ @e@tre retiré sans mo-
difier la topologie. En 2D, dans le cas ou I'objet est fini, mexe et sans trou, il est
démontré dans [21] que tout amincissement homotopidiraeiest réduit & un point
(voir figure 4d). Or dans beaucoup d’applications des sdiesleil est nécessaire de
préserver en plus de la topologie, des caractéristiq@esn@triques de I'objet ini-
tial, comme ses parties saillantes. Dans la littératunetrauve principalement deux
stratégies permettant d’obtenir ce résultat. La preeng®nsiste a garantir I'inclusion
de I'axe médian (voir [10]). dans le squelette, cette &t sera étudiée section 1.7.
La seconde consiste a définir une notion de point exté(de courbe en 2D et 3D, de
surface en 3D). Habituellement, pnint extémi€& de courbe pour Xst défini comme
un point deX qui n’est adjacent qu’a un seul autre pointXleLes extrémités de sur-
faces sont plus difficiles a définir, nous verrons dans ige somment surmonter cette
difficulté. Les points extrémités seront préservésphis des points non simples, au
cours du processus d’amincissement, ce qui permettra deepar dans le squelette
des “branches” et/ou des éléments surfaciques. Pouniobie tel résultat, il suffit de
modifier I'algorithmeAmincissementLargew@n ajoutant au début de la bouclpdur
chaqueA € P faire ” (juste apres la ligne 4) I'instruction st A est un point exémie
pour X alors K = KU {A}". La contrainteK initiale est, sauf nécessité particuliere,
'ensemble vide.

On notera que I'ordre des points dans le processus peutyoudie important. En
effet, un ruban vertical de 2 pixels de large (en 2D) seraitéxh un couple de pixels
si I'ordre choisi est I'ordre habituel de balayage (gaudheite, haut-bas) alors qu’un
ruban horizontal de 2 pixels de large sera aminci en une ligmenéme longueur et
d’'un pixel de large avec ce méme balayage. Pour éviteetaut!'il faudra choisir avec
soin un ordre qui traite “équitablement” les difféerentagentations. En 2D, certains
auteurs préconisent un parcours (horaire ou anti-hgrdinecontour de I'objet [23],
mais cette stratégie s'applique difficilement en 3D. Lahode la plus couramment
employée consiste a classer les points suivant leuriposiglative a I'objet (en 2D :
nord, sud, est, ouest), a se donner un ordre sur ces oi@mrgaet a traiter tous les



Algorithme 2 : algorithmeAmincissementDirectionnel
Données: X CE,LeN,KCX
Résultat: X
P={Ae X |Aestsimple pouK} ;
tantque P # 0 et L> O faire
Q=0;
pour t = 1 anombre de directionfaire
pour chaqueA € P tel que typ@A) =t faire
si A est un point exémie pour Xalors K = KU {A};
siA¢ K et A est simple pour Xlors
X =X\{A};
L pour chaqueB € N(A) N X faire Q= QU{B} ;

© 00 N O U b~ W NP

10 P=0;L=L-1;
11 | pour chaqueA € Q faire si A est simple pour Jalors P = PU{A} ;

points ayant une méme orientation avant de passer antatien suivante.

Plus précisément, en 2D, on dira qu’un piRedppartenant a I'objet est de type 1, et
I'on notera typ€A) = 1 (resp. 2, 3, 4), si son voisin nord (resp. sud, est, oueshjoes
de I'objet. Une classification analogue peut étre défimierge cas 3D. L'algorithme
AmincissementDirectionnelst une modification de I'algorithm&mincissementLar-
geurqui implémente cette stratégie.

Bien que d’apparence simple, la méthode basée sur letspoitrémités pour ob-
tenir un squelette curviligne ou surfacique pose pourtast problemes difficiles a
résoudre. Tout d’abord, si la définition d’un point extigé de courbe en 2D ou en
3D est relativement naturelle, il n’en est pas de méme odéfinition d’un point de
bord de surface en 3D. Il n’existe pas a I'heure actuelleamsensus sur la “bonne”
définition d’une telle notion, dans le cadre de la topolddjgitale. La seconde diffi-
culté concerne la robustesse du squelette vis-a-vis diéep altérations du contour
de I'objet. En effet, cette stratégie est particulieretrmensible au “bruit” affectant le
contour, qui se traduit en général par un grand nombre dedhes parasites pouvant
perturber les étapes ultérieures d’exploitation du seftes

Nous présentons ici une troisieme stratégie, originbésée sur la classification
topologique des points présentée section 1.3. Cettiegteaconsiste a détecter dyna-
miguement lors de I'amincissement, non pas des extrérdigécourbe ou de surface,
mais des points amenés a devenir dans le squelette dds geioourbe ou de surface.
Ces points sont accumulés dans I'ensenkbiga contrainte) pour la suite de I'amin-
cissement. Pour obtenir un squelette curviligne (resgasigue), il suffit de modifier
I'algorithme AmincissementDirectionneh remplacant la ligne 6 par l'instructionsi®
A est un isthme 1D (resp. 2D) pourafors K = KU {A}". Une illustration est donnée
figure 5. En comparant le résultat (b) de cette stratégee éa), on voit que seules les
saillances les plus significatives de cet objet donnensaaie a des branches du sque-
lette. La figure 5(c,d) montre un exemple de squelette sigdacobtenu grace a cette
approche.



Fic. 5 — (a) : Un objetX et un squelette curviligne d¢ basé sur les extremités de
courbes. (b) : Un squelette curviligne Hebasé sur les isthmes 1D. (c,d) : Un squelette
surfacique (vu sous deux angles) d’'un objébaseé sur les isthmes 2D.
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1.7 Transformations guidées par une fonction de priorié

Nous allons maintenant étudier une autre stratégie dieissement qui consiste a
contrbler, a I'aide d’une fonction numérique appeléndtion de priorité, I'ordre dans
lequel les points sont traités. Cette fonction assoceigytointA deX un nombre entier
ou réelP(A), qui représente la priorité du poiAt Les points deX seront traités selon
les valeurs croissantes @ On pourra donner & certains poimtda priorité P(A) =
+00, ce qui aura pour signification que ces points ne doivenefragétirés ; autrement
dit, 'ensemble des points de priorité infinie sera la caintte pour I'amincissement.

Cette stratégie est réalisée par I'algorithmincissementGuél La complexité
de cet algorithme est déterminée par le choix de la straale données utilisée pour
représenter la fonctioB, par exemple, un arbre de recherche équilibré permeterob
une complexité globale e@(nlogn), oun est le nombre de points de I'image. Dans
certains cas particuliers de la fonctiBpdont celui trés courant ol est une carte de
distance (voir [10]), il est possible d'implémenter I'alithmeAmincissementGuikn
temps linéaire (voir [2]).

Une premiere utilisation des squelettes guidés conaigieendre pouP la carte
de distance au complémentaire de I'objet. Ainsi, serowisit en priorité les points
de I'objet qui sont les plus proches du fond. Ceci permet @éagie une décision sur
la notion de distance utilisée pour centrer le squeletistadces discretes, distances
de chamfrein, distance euclidienne, etc. (voir [10]) ; etldénir, en particulier par le



Algorithme 3 : algorithmeAmincissementGui

Données: X C E,P une fonction deX dansZ ouR

Résultat: X

répéter
SoitA un élement d&X tel queA est simple pouK etP(A) est minimal ;
X=X\{A};

jusqu’a stabilité;

choix de la distance euclidienne, une bien moindre seitsililix rotations qu’avec la
stratégie d’amincissement en largeur.

Il parait naturel d’associer a un amincissement guidéupe carte de distance, la
contrainte de préserver en totalité ou en partie les paiet'axe médian défini par
cette méme distance. On peut ainsi associer les quagtasgtriques de I'axe médian,
partout centré dans I'objet selon une définition préaséa préservation de la topologie
assurée par 'amincissement homotopique.

Il n’est cependant pas suffisant pour obtenir un squelettectement centré, dans
le cas de la distance euclidienne en particulier, d’'utilisdgorithme Amincissement-
Largeuravec la fonction de priorité définie pR{A) = +o siA € AMg(X), etP(A) =
de (A, X) sinon (ou AM:(X) désigne I'axe médian euclidien de et dg la distance
euclidienne). Cette méthode donne habituellement desteds corrects sur des petites
images, mais ne garantit pas, en particulier dans le casatielgs images, que les points
du squelette homotopique qui ne sont pas dans I'axe médiantshien centrés” dans
'objet. En 2D par exemple, cela se manifeste par des brandhesquelette qui ne
suivent pas les lignes de plus grande pente de la carte d@ckst

Ce probléme a été mis en évidence dans [22] (voir égateifii4]). Une solution &
ce probleme, qui s’applique aux cas 2D et 3D, a été prepdans [14]. Elle consiste
a définir une fonction de priorité qui prend en compte &oia la carte de distance et
une fonction auxiliaire définie dans le voisinage de chaupiat du squelette détecté
dynamiquement.

Dans certaines applications, il peut étre égalemenirgart de prendre pour fonc-
tion de priorité les niveaux de gris d'une image. Ceci a dusdersqu’il est possible
d’interpréter le niveau de gris comme la “vraisemblancelipun pixel d’appartenir
a une certaine classe ou région. Considérons par exdtapj#ication qui consiste a
extraire, a partir d'une image IRM en 3D de la téte, la mr&iblanche du cerveau (voir
figure 6a). D’apres les connaissances de la physiologieemeret les paramétres de
'imageur a résonance magnétique, on sait qu’un éiérde volumeA se situant dans
la matiere blanche produit une réponse, codée par ueera{A) du voxel correspon-
dant, qui se situe entre deux borpes< . On sait de plus, d’apres les données anato-
miques, que la matiere blanche du cerveau constitue utmekimplement connexe,
c’est-a-dire topologiquement équivalent a une bouleul¥idée de partir d'un ob-
jet X = {Ao}, ol Ag est un point quelcongue se situant dans la matiere blapeine,
exemple un point choisi par I'opérateur, et d’effectuelanmncissement homotopique
deX (i.e., un épaississement homotopiqueXjeguidé par la fonction de priorit®
définie par :

P(A)Z |F(A)—U|7OUH:% SIH]_SF(A)SUQ,

+00 sinon.
On a ainsi la garantie que I'objet résultat (le compléragatde I'ensemble obtenu par
le processus d’amincissement) aura bien la topologie daange, et que les points de
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FIG. 6 — (a) : Détail d'un plan (2D) extrait d’'une IRM 3D du cerwe#b) : Résultat de
la méthode décrite dans le texte. Noter que le résultat@mexe en 3D, bien que la
coupe présentée ici ne le soit pas en 2D.

(b)

cet objet ont tous dans I'imagde des valeurs se situant dans la plage permise (voir
figure 6b). Cette méthode a été exploitée avec succgéréralisee pour segmenter
d’autres structures cérébrales, en particulier le eodans [15, 16].

Dans ce dernier type d’application, il est particulieremetile de pouvoir opérer
desfiltrages de type morphologique (ouvertures, fermsttiferes séquentiels alternés)
sur un objet tout en garantissant la préservation de ldagm On trouvera dans [12]
la définition d’opérateurs permettant de tels filtrages.

1.8 Fermeture de trous

Nous avons vu qu'il est possible, grace a la notion de gimple, de concevoir des
opérateurs qui transforment un objet en préservantsirient sa topologie. Cependant,
modifier la topologie de maniere contrblée est nécesshins certaines applications.
Ce théme est trés peu abordé dans la littérature. N@septons ici ce qui est & notre
connaissance, le premier algorithme permettant de fere®trdus (ou tunnels) dans
un objet en trois dimensions. Un trou dans un objet en 3D rpastune région de
I'espace, comme on peut s’en convaincre en considéramrarptein, qui est un objet
comportant un unique trou (voir aussi les exemples figur@)itivement, la présence
d’un trou dans un objet peut étre caractérisée par ferise d’'un chemin fermé inclus
dans l'objet, et ne pouvant étre transformé de fagoninaaten un point unique, tout
en restant dans I'objet. Fermer des trous dans des objet®3bdonc pas un probleme
trivial, en particulier il n’est pas possible d'utilisepmme en 2D, des algorithmes de
recherche de composantes connexes. Basée sur les noralo@srebxité (section 1.2)
et la notion d’amincissement guidé (section 1.7), la roééhprésentée ici permet de
fermer des trous dans un objet 3D. Cette méthode permetudedel contrdler par un
parametre la “taille” des trous a fermer (figure 7b). Elleup étre implantée par un
algorithme linéaire en temps de calcul.

L'idée de base de la méthode consiste a plonger I'objdont on veut fermer les
trous, dans un autre objgtconnexe, sans trou et sans cavité (une cavité est une com-
posante connexe finie du fond), tel qu’un cube par exemplear@ncit itérativement
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Y en enlevant des points n'appartenant pas a I'oKje¢ét en s’assurant a I'aide des
nombres de connexité que I'enlevement du point ne créelpdrou ni de cavité. Cette
méthode a été introduite et formalisée dans [1, 2], rsusappelons ici les principales
notions et propriétés.

DEFINITION 1.2 Soient XY tels que XC Y C E. On dit que Yest une enveloppe
topologique deX si Y n’a ni trou ni cavig, et sivA € Y\ X, 'ensemble ¥ {A} a un
trou ou une cavé.

Le théoreme suivant permet de caractériser localeraesitbse des ensembles qui
sont des enveloppes topologiques, relativement a laectiss ensembles qui sont sans
cavité et sans trou.

THEOREME 1.2 Soient XY tels que XC Y C E. Supposons que Y soit sans caeit
sans trou. Alors, Y est une enveloppe topologique de X sukdreent si, pour chaque
Ade Y\ X, A est un point iréirieur ou un isthme 2D pour Y.

COROLLAIRE 1.1 Soient XY, Z tels que XC Y C Z C E et que Z soit sans cagiet
sans trou. Si'Y pelétre obtenwa partir de Z en retirant 8quentiellement et juscg’
stabilite des points A tels queA,Z) = 1, alors Y est une enveloppe topologique de
X.

Afin d’obtenir un résultat bien “centré” sur I'obje&t, on guide le processus décrit
ci-dessus par une carte de distance a I'objet, calculéelgs points du complémentaire
deX (les points situés a la plus grande distance de I'objetrgeraités en priorité). On
peut également introduire un paramétmgermettant de controler la “taille” des trous
gue I'on ferme : si I'on décide de retirer durant 'exéaurtide I'algorithme les points
A tels queTz(A,X) > 1, et ayant une valeur supérieur¢ pour la carte de distance,
on laissera ouverts les trous de grande taille. Une leégéadification de I'algorithme
AmincissementGu@hvec un choix de structures de données adaptées perrbétiaiio
un algorithme linéaire en temps de calcul.

2 Transformations topologiques en niveaux de gris

Dans cette section, les notions topologiques telles quesad® point simple, d’amin-
cissement et d’amincissement ultime, sont étendues adesagnages en niveaux de
gris. Des applications au filtrage, a la segmentation atr@dtauration d'images sont
présentées.

Une image 2D en niveaux de gris peut &tre vue comme une éofetie Z? dansZ.
Pour tout pointA de Z?, F(A) est le niveau de gris, ou luminosité ée On note ¥
I'ensemble de toutes les fonctions A& dansZ.

SoitF € F etk € Z, la coupe (ou seuil) de F au niveaudst I'ensemble~
composeé de tous les poirdsc 72 tels queF (A) > k. Observons qu’une coupe est
un ensemble de pointgg., une image binaire. Comme dans le cas binaire, si nous
utilisons l'a-adjacence pour les coupég de F, nous devons utiliser di-adjacence
pour les ensembles complémentaifgsavec(a,d) = (8,4) ou (4,8). Considérons
la fonction —F, appelédonction compmentairede F (pour chaque poinA de Z?2,
(=F)(A) = —F(A)). Notons que les ensembles complémentaires des coupesate
des coupes de-F. Dans tous les exemples et figures de ce rapport, nous ahssir
o = 8 pour les coupes de, donc nous devrons utilisér = 4 pour les coupes deF.
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FIG. 7 — lllustration d’un algorithme de fermeture de trous deas objets 3D. (a) :
L'utilisation d’'une carte de distance permet de “centrer’plosition de la surface qui
ferme le trou. (b) : Un parameétre permet de régler la‘¢dides trous a fermer.
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Une composante connexe non videl’'une coupd deF est unmaximum (egional)
pour F si X NF 1 = 0. Un ensemblé&X C Z? est unminimum (&gional) pour Fs'il
est un maximum régional powF.

2.1 Topologie des coupes

Intuitivement, nous dirons qu’une transformationki@réserve la topologie si la
topologie de chacune des coupesdest préservée. Donc, la “topologie des coupes”
d’'une fonction (.e.,d’une image en niveaux de gris) dérive directement de laltgpe
des images binaires [8]. Basées sur cette idée, les sotiomantes généralisent aux
fonctions la notion de point simple.

DEFINITION 2.1 Soit Fe 7, le point Ac Z? estdestructible (pouF) si A est simple
pour F, avec k= F(A). Le point Ac Z? estconstructible (pouF) si A est destructible
pour —F.

Nous voyons que le niveau de gris d’un point destructiblsg{reonstructible) peut
étre abaissé (resp. élevé) d'une unité, tout en pvasela topologie d& . Par exemple
figure 8 (a), le point au niveau 8 est a la fois destructibleagtstructible ; les deux
points au niveau 2 sont constructibles, mais seulementd&ioeux-ci peut étre élevé
car, ensuite, l'autre point deviendrait non-construetibl

SoitF € ¥ etG € F. On dit queG est un amincissement homotopi@lémentaire
de F, et l'on noteG > F, s'il existe un pointA destructible pouF tel queG(A) =
F(A) — 1, et pour touB # A, G(B) = F(A). On dit queG est un amincissement ho-
motopique de Fsi G = F ou s'il existe une séquencey,...,Gk) telle queGy = F,
Gy=GetGy—> ... > Gy De plus, si aucun point d@ n’est destructible, on dit qu@
est un amincissement homotopique ultime d©R définit de fagcon duale les notions
d’'épaississement homotopigeted’épaississement homotopique ultime
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FIG. 8 — (a) : Image originale. (b) : Un amincissement homotogigjtime de (a). (c) :
Un épaississement homotopique ultime de (a).
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Par exemple figure 8, 'image (b) est un amincissement hopigque ultime de (a),
et (c) est un épaississement homotopique ultime de (a).

2.2 Caractrisations locales et classification topologique des post

SoitF € F et A e Z2. Pour alleger les notations, nous omettrons dans la saite |
mention deF lorsqu’elle n’est pas indispensable, par exemple, nousransN ™+ (A)
plutdt queN™ (A F). Nous définissons les quatre voisinages suivants :

N**(A) = {B€ N§(A);F(B) > F(A)};

N*(A) = {B € N§(A);F(B) > F(A)};

N~ (A) = {B€ N§(A);F(B) <F(A)};

N (A) = {B N§(A);F(B) <F(A)}.

Nous définissons également :

- (A) _{ max{F(B);Be N~ (A)}, siN " (A)#£0,
F(A) sinon.

Il est facile de demontrer qu’abaisser un point destrle#ba la valeum—(A) est
une transformation homotopique. Par exemple figure 8 (g)plet au niveau 9 dans
la troisieme rangée peut étre abaissé a 7, puis a dnaefnent a 0 sans changer la
topologie des coupes. Cette propriété, en plus de la t&isation locale des points
destructibles et constructibles que nous allons présemmtenant, permet de conce-
voir des algorithmes efficaces pour calculer des transfoomspréservant la topologie
des coupes, sur le modele de l'algorithieincissementLargewat de I'algorithme
AmincissementGu&(voir [13]).

Nous définissons les quatnembres de connekit
THH(A) = [Ca[ANTH(A)]|; TH(A) = [Ca[ANT(A)]];

T~ (A) = ICalA N (A)]|; T~ (A) = [Ca[A N~ (A)]].
La propriété suivante peut &tre dérivée directemest définitions ci-dessus et de la
caractérisation locale des points simples pour les imbhgesres (voir théoreme 1.1).
Elle montre que les nombres de connexité permettent detégiser localement les
points destructibles et constructibles.
SoitF € F etAe 72,

Aest destructible polf < TT(A)=1etT~—(A)=1;

Aest constructible polf < T~ (A) =1etT"(A) = 1.
De plus, les nombres de connexité permettent une claggificdes caractéristiques

14



topologiques d’un point :

AestunpicsiTT(A)=0;AestminimalsiT~—(A)=0;
Aestk-divergentsiT~~(A) = kaveck > 1;

Aest unpuitssi T~ (A) = 0; AestmaximalsiT*+(A) =0;

A estk-convergensi Tt (A) = kaveck > 1;

A est unpoint bass’il n’est pas maximal A est unpoint hauts’il n’est pas minimal ;
A est unpoint interieur s'il est a la fois minimal et maximal ;

A est unamarche simple’il est a la fois destructible et constructible ;

A est unpoint selles’il est a la fois convergent et divergent.

FiG. 9 — Type topologique. Le point central est du type suivantpia; b : intérieur;
c : destructible maximal; d : maximal 2-divergent; e : destilile 2-convergent; f :
marche simple; g : selle.
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En considérant toutes les valeurs possibles des quatrénesnde connexité, on
montre [8] que le type d’un poinf € Z?, quelle que soit la fonctiof € F, est
nécessairementl’'un des suivants, et seulement celdi}cin pic ; 2) un puits ; 3) un point
intérieur ; 4) un point constructible minimal ; 5) un poirgstructible maximal ; 6) un point
minimal convergent; 7) un point maximal divergent; 8) unecha simple ; 9) un point
destructible convergent; 10) un point constructible diegrt; 11) un point selle. La fi-
gure 9 montre des exemples de sept de ces types de pointsydas qutres types
peuvent étre obtenus par dualité (par exemple un puile estal d'un pic, etc).

Nous terminerons ce rapport en décrivant trois applicatide la topologie des
coupes. Ces applications combinent des étapes de traratfon homotopique, et des
étapes durant lesquelles la topologie doit &tre modd@&maniere contrdlée.

2.3 Filtrage topologique

Dans le cas de bruit impulsionnel, une impulsion positivpaaipit dans I'image
comme un groupe constitué de quelque pixels, dont la valstyslus élevée que celles
des pixels du voisinage. Nous pouvons détecter une ingrulsdnstituée d'un pixel
A isolé en testant le type topologique de: il s’agit d'un pic. On peut “détruire”
ce pic en abaissam a la valeum~(A). Pour des impulsions formées par plusieurs
pixels adjacents, cette procédure n’est pas suffisantger@ant, si nous amincissons
'image en abaissant des points destructibles, une ingnufsirmée de quelques pixels
se réduira a un pic, qui pourra donc étre détecté plassab.

D’un autre cbté, nous ne voulons pas abaisser des growpesitoés d’'un plus
grand nombre de pixels, qui correspondent a des objetHisafifs dans I'image. C’est
pourguoi nous avons besoin d’un analogue de I'algoritméncissementLargepugui
permet de contrbler par le nombre d'itérations, I'eéteadpatiale de 'amincissement
(voir [13] pour plus de détails).

Dans la figure 10, nous montrons le résultat (c) de troipestad’amincissement
homotopique appliquées a I'image (b), suivies d’un admisent des pics. Les impul-
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FIG. 10 — Filtrage topologique. (a) : Image originale. (b) : Iraawiginale plus bruit
impulsionnel. (c) : Aprés 3 étapes d’amincissement eisslanent des pics. (d) : Re-
construction homotopique de (c) contrainte par (b).

(b)

sions ont été éliminées, mais des points n'appartgpanta des impulsions ont aussi
été abaissés; il faut donc leur redonner leur altitudéie. Nous utilisons pour cela un
opérateur de reconstruction homotopique, qui n’est aguien épaississement homo-
topique contraint par I'image d’origine (c’est-a-dire'gu point ne pourra atteindre une
valeur supérieure a celle qu’il avait dans I'image d’amig). La contrainte de n'élever
gue des points constructibles garantit que les les picssd®aine seront pas restaurés
a leur altitude originale. La figure 10 (d) montre une red¢ardion homotopique de
(c) contrainte par (b). Les impulsions négatives peuetrg filtrées par la procédure
duale. Ce filtrage topologique donne, pour filtrer du bruiputsionnel, de meilleurs
résultats qu’un filtre médian ou qu’un filtre basé sur Vetture et la reconstruction
morphologiques. En particulier, il permet de mieux présetes structures minces.

2.4 Segmentation topologique

La figure 11 (a) montre une image dans laquelle on percoitdigles sombres
séparées par des frontieres plus claires. A cause dt, batte image contient beau-
coup de minima régionaux : ils apparaissent en blanc ddhsUa amincissement
homotopique ultime (b) préserve par construction tousnciesma et les étend le plus
possible (b’). La figure 12 (a) montre un profil 1D extrait d'teh amincissement ho-
motopique ultime. Dans ce profil, les poi#sB etC correspondent a des points diver-
gents qui séparent des minima voisins. Certains de cessptiirergentsA, B) peuvent
étre considérés comme des points “irréeguliers” [8] uawoudrions les abaisser pour
éliminer (fusionner) des minima de faible profondeur.

Pour cela, nous introduisons la notion de padirdestructible et d’amincissement
filtré ultime.Intuitivement, un poink-destructibleA est soit un point destructible, soit
un pic, soit un point divergent se trouvant sur une crétedinise son voisinage en
plusieurs régions plus basses, telles qu’'au plus une deégams ait une difference
d’altitude supérieure a par rapport 2A. Par exemple, les points a 20 et 100 dans la
figure 12 (b) sont tous deux 10-destructibles, mais ne santipstructibles. Un amin-
cissement filtré ultime est défini de maniére similaittnamincissement homotopique
ultime, en remplacant “destructible” pardestructible.

Dans la figure 11 (c), nous voyons un amincissement filtréneltde (a) avec
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FIG. 11 — Segmentation topologique. (a) : Image originale. fjincissement homo-
topique ultime. (c) : Amincissement filtré ultime avke- 40. (a"), (b’), (¢’) : En blanc,
les minima de (a), (b), (c) respectivement.
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A =40. Une segmentation binaire (c’) est obtenue par extnaclés minima régionaux
de (c). Notons que cette méthode de segmentation ne faitvartir qu’un seul pa-
rametre, qui est lié a une notion de contraste local.

2.5 Restauration de cétes

Les méthodes de segmentation basées sur I'extractionideanet la fusion de
régions, ainsi que celles basées sur I'extraction deoewat sont sensibles & la qualité
des crétes qui séparent les régions d’intérét (comams ¢h figure 11 ou la figure 14) et
qui peuvent se trouver perturbées par le bruit. Nous prop®gi une procédure pour
détecter et éliminer les cols étroits sur les crétesid'fonction 2D.

Tout d’abord, il est nécessaire d’opérer un amincissérhemotopique ou filtré
limité, de maniere a réduire les crétes a des ligneges (voir figure 13 (b)). Main-
tenant, nous pouvons détecter les points qui apparti¢@nees “crétes minces” et qui
vont devoir étre élevés pour éliminer des cols.

SoitX C Z? etA € X, A est unpoint parant (pour X)si T(A) > 2. SoitF € #,
un pointA € Z? est appelé upoint €parant (pour F)s'il existe un nivealk € Z tel
gueA est un point séparant pour I'ensembje

Par exemple, dans la figure 13 (e) les points aux niveaux 1®t 2% sont des
points séparants. Nous voyons figure 13 (b) que pour éim@col au niveau 90, nous
pouvons élever des points séparants qui sont constlestijusqu’a ce qu’un point
selle apparaisse ; le point selle pourra alors étre deetatemonté. Nous voyons aussi
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FiG. 12 — lllustration des points-destructibles. (a) : Un profil 1D d’un amincissement
homotopique ultime. (b) : Une image avec deux points 10rdesbles (niveaux 20 et
100) qui ne sont pas destructibles.
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FiG. 13 — Restauration de crétes. (a) : La valeur la plus bassk suéte est celle

du col (90). (b) : Aprés une étape d’amincissement honiqtap (c,d) : Apres 1 et 3

iterations de l'algorithme de restauration de crétes: [&s points aux niveaux 15, 20
et 25 sont des points séparants.
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figure 13 (b) que si nous élévons itérativement, sansicdsh, des points séparants
constructibles, nous renforcerons également des ligaeg@étes basses comme celle
au niveau 60 dans I'image. En effet, le point au niveau 60 guveisin d’un point a
240 est un point séparant constructible. De plus nous neqgmsuwtiliser ici la notion
de pointA-destructible et I'amincissement filtré car nous risqaesi d’abaisser les cols
gue nous voulons précisément remonter.

Nous définissons maintenant une classe de points qui fardeetbon candidats”
pour la restauration de crétes. SBite #, un pointA € Z? qui est séparant pouf
est ditextensibles’il est soit un point constructible, soit un point selle p&y et siA
possede au moins un voidihqui vérifie les deux conditions suivantes :

i) B est séparant (au sens binaire) pbiraveck = F (A), et
ii) B n'est pas séparant (au sens binaire) pour toute cBupeecj > k.

La méthode de restauration de crétes procede par ditesttelévation itéerative de
points extensibles. Une description plus précise de diatlgme se trouve dans [13].
Dans la figure 13 (c), nous voyons le résultat apres umatith de cet algorithme,
appliqué sur (b). En particulier, nous voyons que deuxtsade niveau 90 dans (b) on
été remontés a 240, et que les points de niveau 60 n’anéf@amodifiés. Dans (d),
nous voyons le résultat aprés 3 iterations : la créte(he?été restaurée. Des itérations

18



supplémentaires ne changeraient pas ce résultat.

FIG. 14 — Restauration de crétes. (a) : Image originale. (b) reAun opérateur de
gradient (les valeurs les plus faibles sont en blanc). (@reéa un amincissement filtré.
(e) : Apres restauration de crétes jusqu’a stabilidéf) ¢ Seuil de (c,e) respectivement,
au méme niveau.

Dans la figure 14, nous illustrons cette méthode sur une entggradient (b).
L'image (b) est d’abord amincie, ce qui donne (c). Si nousliesis cette image, soit
nous perdons des segments significatifs (d), soit nous obsanop de détails. L'image
(e) a été obtenue a partir de (c) par restauration degijéisqu’a stabilité. Le méme
seuil a été appliqué sur (c,e), donnant (d,f) respectamt. Nous voyons que beaucoup
de segments significatifs ont été récupérés, sarmsdattion d’artefacts.

3 Conclusion

Nous avons vu qu'il était possible de définir rigoureusetet d'implémenter effi-
cacement des opérateurs topologiques agissant sur dgesrbmaires en 2D et en 3D,
ainsi que sur des images en niveaux de gris. Ces opérawmungfient, soit de transfor-
mer une image en préservant la topologie, soit de modigiectzement celle-ci pour
parvenir & un filtrage, & un réhaussement ou a une segti@ntLes transformations
décrites dans ce rapport sont de nature séquentielleersial apres modification de
chaque point simple, il est nécessaire de prendre en cargtitemodification dans les
tests de simplicité d’autres points. Il en résulte quégsrdes choix arbitraires doivent
étre effectués quant a I'ordre dans lequel les pointpEmsont examinés, menant a
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des résultats différents. Les stratégies d’amincigsgran paralléle, non décrites ici,
permettent en revanche d’obtenir des squelettes défirfegde unique.

Cependant, les conditions permettant de garantir la présen de la topologie
lorsque I'on retire des points en paralléle sont bien plusjglexes a établir que la ca-
ractérisation des points simples. De nombreuses teagatiurant ces quarante dernieres
années, ont été faites pour essayer de résoudre ceprelpl 1]. La notion d’ensemble
non-simple minimal, introduite par C. Ronse [20], permettelgter si un ensemble
donné de points simples peut étre enlevé tout en préasefa topologie. La notion
de point P-simple proposée dans [3] permet de plus, de voimaies algorithmes pa-
ralleles d’amincissement 3D dont le caractere homotaopigst garanti par construc-
tion. Récemment, un cadre général pour I'étude de Fmssement parallele en di-
mension quelconque a été développé par un des autecesrdpport [4]. Ce cadre, qui
a pour centre la notion de noyau critique, généraliseféitacelui des ensembles non-
simples minimaux et celui des points P-simples. Le lectei@réssé pourra consulter
le site http:/iwww.esiee.frinfo/a2si/ck pour une revue compléete sur les noyaux
critiques.
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