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サーベイ論文

離散画像解析のための形状表現法に関するサーベイ

剣持 雪子†

A survey of discrete shape analysis for computer imagery

Yukiko KENMOCHI†

あらまし ディジタル画像における形状解析手法の中でも，整数，あるいは有理数のみを用いた離散的解析手
法に着目し，それらを離散画像解析と呼ぶことにする．離散画像解析に用いられる形状表現は，解析目的とその
アプローチの歴史的推移から，集合表現，関数表現，グラフ表現，位相幾何学的表現，距離表現，代数幾何表現
に大別できる．本稿では上記の形状表現法を紹介し，それらの長所・短所を整理するとともに，それらの関係を
明らかにする．

キーワード 形状表現，離散幾何学，離散位相幾何学，ディジタル画像解析

1. ま え が き

パターン認識，コンピュータ・ビジョン，医療画像

処理など，2次元あるいは 3次元のディジタル画像解

析が行われている研究分野において，物体の形状解析

は，テクスチャ解析，カラー解析とならび，主要な画

像解析の１つである．物体は，空間中に格子状に規則

正しく並ぶ標本点において観測され，その観測結果は

ディジタル画像の各画素の画素値となる．本稿では，

ディジタル画像のような格子空間（2次元では正方格

子空間，3次元では立方格子空間）に分布している格

子点の集合から，画像中の物体の形を解析することを

考える．ここで，格子幅を 1とおくと格子点の座標は

整数となり，このような格子点すなわち整数のみを用

いた画像解析を特に離散画像解析とよぶ．

ディジタル画像における形状解析では，空間を連続

空間とみなし，空間中の任意の点の値をまわりの画素

値から推定して，空間全体の点を用いて物体の形状を

解析する方法も数多く提案されている．しかし，本稿

では，解析処理の入力として与えられるディジタル画

像が離散であり，かつ解析部の計算機による演算も離

散であることから，あくまでも空間中の格子点のみを

用いて形状を解析する方法（離散画像解析）に着目し，

上記のような画素値を考慮した連続的方法は扱わな
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いことにする（注1）．このような離散画像解析の利点は，

離散であることから有限個の組合せ数の代数構造を利

用して解析処理を高速化したり，あるいは解析計算の

結果の保証 (常に正しい解を導出すること) や精度の

限界を示したりすることが期待できることである．

1. 1 離散画像解析の歴史的背景

形状解析に使われる数学的道具として，物の形，大

きさ，位置を研究する幾何学がある．これを離散的な

アプローチで，特にディジタル画像解析のために正方

格子，あるいは立方格子の空間における点の集合から

の幾何学を考えたとき，それをディジタル幾何学 [53]

とよぶ．さらに，幾何学の中でも，位相写像によって

不変な幾何学的性質を研究する学問を位相幾何学と

いい，ディジタル画像解析のための離散的なアプロー

チによる位相幾何学をディジタル位相幾何学 [60]とよ

ぶ．以下に，文献 [14], [53], [60], [69], [87], [103], [106]

を参考に，それぞれの分野の概要をその歴史的な流れ

とともに説明する．

ディジタル幾何学に関する最初の論文は 1960 年代

後半の Rosenfeld と Pfaltz による距離変換に関する

論文 [81], [82] であることが知られており，その中で

すでに点の近傍と連結の概念が使われている．ディジ

タル幾何学を「ディジタル画像における図形領域の幾

（注1）：空間の次元をひとつ上げることによって，画素値を考慮した離
散画像解析を行うことは可能である．例えば，2 次元濃淡画像は，量子
化された濃淡値を 3 次元めの軸とおき，3 次元格子空間として考えれば
よい．

電子情報通信学会論文誌 D–II Vol. Jxx–D–II No. xx pp. 1–18 xxxx 年 xx 月 1



電子情報通信学会論文誌 xxxx/xx Vol. Jxx–D–II No. xx

何学的特徴に関する数学的研究」と定義づけたのも

Rosenfeld である [89]．その後，上記の連結の概念を

用いて，1970 年代には点列の直線性 [31] や点集合の

凸性 [94]の研究が，1990年代前半には点列の曲率 [14]

などの研究がはじめられた．これらの 2次元画像に関

する研究に対応した 3次元画像に関する研究としては，

1980 年代に点集合の平坦性 [49] と凸性 [48] に関する

研究成果が，そして 1990 年代後半には曲率 [75] に関

する研究成果が見られはじめている．この他に，2次

元画像に関してだけではあるが，1980年代後半から 2

つの点列の平行性，直交性が調べられている [63]．ま

た，点集合の長さ，面積，体積などのモーメント計算

に関する研究が，2 次元では 1980 年代後半 [111] に，

3 次元では 1990 年代前半 [65] にそれぞれ始められて

いる．

一方，ディジタル位相幾何学に関する最初の論文

は，1970 年の Rosenfeld による点の連結性に関する

論文 [83] だといわれている．そして，ディジタル位

相幾何学という言葉は Rosenfeldによってはじめて文

献 [84]で使われ，その後文献 [88]などによって広く紹

介され，知られるれるようになった．その研究内容は，

離散版の Jordan 曲線定理 [84]，ディジタル位相 (点

の連結の仕方)を保存した形状変形である細線化 [86]，

境界点探索 [85]などで，いずれも点の連結の概念を用

いて，1970 年代前半に Rosenfeld によりその研究成

果が報告されている．それらの 2次元画像に関する研

究に対応した 3次元画像に関する研究としては，それ

ぞれ 1980年代から 1990年代にかけて Jordan曲面定

理 [55], [61]，細線化 [8]，境界探索 [6]に関する研究成

果が見られるようになった．

1. 2 離散画像解析のための形状表現法

本稿では，上記のような歴史的経緯を踏まえて，形

状表現という断面から離散画像解析全体を理解する

ことを目指す．まず，離散画像解析の基本となる形状

表現として，集合表現と関数表現をあげることができ

る．ディジタル画像の対象領域を集合として表現する

集合表現は，数理形態学という集合演算によるディジ

タル画像解析の実現を目指した分野において，1970

年代に Serraらの研究グループによって用いられた形

状表現である [71], [92]．また，関数表現は鳥脇らの研

究グループにより同じく 1970 年代から提案されてお

り [100]，ディジタル画像を空間における関数として

表現し，この関数を用いた簡易な演算によって高速な

形状解析を目指す．1980 年代にはその関数表現と独

自の位相幾何学的表現とを組み合わせて，3 次元ディ

ジタル位相幾何学的問題を解いているという実績を持

つ [103]．

ところで，前章より，ディジタル幾何学・ディジタ

ル位相幾何学とも，そのはじまりには点の近傍と連結

の概念が深く関わっていたことが分かる．この近傍の

概念を形状表現にも反映させるため，上記の二つの集

合表現・関数表現が使われ始めた同時期の 1970 年代

に，ディジタル画像の図形領域を集合としてだけでな

く，近傍の概念も加えたグラフとして扱うようになっ

た．グラフ表現のはじまりである．このグラフ表現を

用いて，2次元のディジタル位相幾何学の問題は 1970

年代前半に解決されたが，3次元の問題の解決にはそ

の後 20年もかかっている (問題によっては今だに解決

されていないものもある)．その 20年の間に，研究者

たちは 3次元のディジタル位相幾何学の問題はグラフ

表現で解決できないことに気づき，さまざまな位相幾

何学的表現を提案した．このように位相幾何学的表現

が複数提案されたのは，ディジタル画像のような離散

空間 (本稿では格子空間 Zn という) への位相の導入

が数学的にも難しく，またグラフ表現による研究成果

との整合性を保とうと努力したためである．

ここで，位相という言葉はあまりディジタル画像解

析の分野では表れない．表れたとしても，連結（点の

つながり）の概念のみがクローズアップされ定義され

ていることが多く，厳密な意味での位相空間が定義さ

れていることは少ない．しかし，出現頻度は少ないが，

形状解析においてこの「位相」が暗に使われているこ

とは実は非常に多い．例えば，2次元図形の境界は曲

線で，3次元物体の境界は曲面であり，平面と平面の

交わりは直線になる，といったユークリッド幾何学で

は当たり前に成立する事実を利用した形状解析アルゴ

リズムは多数存在する（曲線構造を利用した 2次元境

界探索アルゴリズム，曲面であることを仮定した 3次

元境界の曲率計算など）．しかし，離散空間で上記の

事実が成り立つ保証はなく，保証を与えるためには離

散空間における曲線や曲面，直線などの（ユークリッ

ド空間とは別の）定義が必要であり，さらにそれらの

定義の上に上記の関係が成り立つことを証明する必要

がある．そして，実際にはそれらの定義・証明は簡単

ではなく，根本的に問題を解決するためには離散空間

に位相を導入する必要がある．そうしなければ，上記

の事実を利用した形状解析アルゴリズムが常に正し

い結果を出力するという保証は得られない．そこで，
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よくとられる方法が，空間を連続空間とみなし，空

間中の任意の点の値を格子点の値から補間して求め，

ユークリッド幾何学の枠組みで問題を解決しようとい

うものである．ディジタル画像解析だけでなく，物理

現象の可視化や数値計算の主流はこの方法であると

いってよい（例えば，可視化でよく使われる等値面生

成法 [68], [107] は，格子点の情報からユークリッド空

間における補間面を生成していると考えることができ

る）．しかし，本稿では，前述したとおり，あくまでも

空間中の格子点のみを用いて形状を解析する方法（離

散画像解析）にこだわり，格子点の集合に位相を導入

した位相幾何学的表現をいくつか紹介する．

幾何学を扱う際には，位相のほかに距離の定義が必

要となる．そのため，ディジタル幾何学では格子空間

の距離の定義から出発し，2次元のディジタル幾何学

的問題 (直線性，凸性，曲率，モーメント計算など)は，

グラフ表現と集合表現に整数論，代数幾何，微分幾何，

積分幾何などの知識が結び付き，組合せ理論的なアプ

ローチで 1970年代から取り組まれた．ところが，3次

元のディジタル幾何学問題に対しては，組合せ数が膨

大になるため，上記のような組合せ理論的なアプロー

チでは対応できないことがわかってきた．平坦性の問

題に関しては，1990 年代前半に整数論の研究成果を

利用した代数幾何表現が離散数学の分野より提案され，

風穴を明けた [80]．ここで，連続空間では代数幾何表

現は代数方程式を満たす点の集合として表されるのだ

が，格子空間では点が離散に分布しているため，二つ

の不等式を満たす格子点の集合として表現される．そ

の後，この代数幾何表現とグラフ表現の関係も徐々に

明らかになってきている．また，曲率，モーメント計

算に関する研究に関しては，位相幾何学的表現を用い

た問題解決手法が 1990年代から現れはじめている．

1. 3 関 連 分 野

CAD や CG においても三角形や四角形のメッシュ

を用いた位相幾何学的形状表現や，距離の定義が提案

されている [21]．それらと離散画像解析のための形状

表現との大きな違いは，CADや CGでは扱っている

図形や物体の元の形状が分かっている場合がほとんど

であり，その問題設定が「ユークリッド空間に存在す

る，形や構造が既知の物体を計算機内で離散的に表現

するためにはどうすればよいか」となっている点であ

る．したがって，例えば，位相的に球と同相な曲面で

あることが分かっている場合には，球と同相なメッシュ

曲面を初期形状とし，位相を保存しながらメッシュの

頂点を動かしたり，メッシュの数を増やしたり減らし

たりしてそれを変形させ，幾何学的なある距離を最小

あるいは最大にすることで元の形状に近いメッシュ曲

面を生成する．一方，離散画像解析では，入力として

与えられるディジタル画像，すなわち格子点の集合か

ら，元の形状がどうであったかを解析することを目的

とし，形状表現法は形の解釈に用いられる．この形の

解釈を一意に決定するためには，ディジタル画像に対

して（人間が介入することなく）一意に形状表現が得

られることが要求される．本稿で紹介する形状表現法

はその要求を満たしている．例えば，与えられたディ

ジタル画像中に図形がいくつあるか分からない場合や，

図形の形が分からない場合にもそれらの形状表現は有

効であり，さらに図形の位相幾何学的特徴の解釈を与

えることも可能となる．このように，用いられる形状

表現法が似ていても，使用目的が異なれば形状表現法

が満たすべき条件も異なってくる．

代数幾何表現は，幾何モデリングの分野から生まれ，

その後画像認識へ応用されたという歴史的経緯からも

分かるとおり，CADや CGとの関連は深い．例えば，

空間直線はレイトレーシングの高速アルゴリズムへ

応用 [17]されたり，空間平面を用いた多面体の単純化

(面の削減) アルゴリズム [5], [30], [45]はプログレッシ

ブメッシュ[37]とその目的が似ている．

1. 4 本稿の流れ

次章以降，上記にあげた集合表現，関数表現，グラ

フ表現，位相幾何学的表現，距離関数，代数幾何表現

をそれぞれ紹介し，それらの形状表現の関係を明らか

にする．さらに，それぞれの長所・短所を調べるとと

もに，いくつかの評価基準を紹介し，それらを用いて

上記の形状表現の評価を試みる．その評価結果より，

どのような場合にどの形状表現を使うのがよいのか，

形状表現の選択の指針を与えることを目指す．

2. 集 合 表 現

画像内の物体領域を有限部分集合 V ⊂ Zn で表す．

そして，erosion，dilation といった集合演算子を用意

し，有限集合 V に対しそれらの演算（あるいは演算

の組合せ）を施すことにより，さまざまな形状解析を

実現する．このような集合演算による形状解析手法は

数理形態学とよばれ，1970 年代に G. Matheron や

J. Serra らによりディジタル画像解析のための数理形

態学が研究され [71], [92], [93]，今日ではディジタル画

像解析の主要な手法のひとつとしてその有用性が認め
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らている．数理形態学の理論的なフレームワークは文

献 [32] にもまとめられており，最近の研究成果を中心

としたと幅広い応用分野への適用に関するサーベイと

しては文献 [95] が参考になる．文献 [54]は日本語で書

かれた唯一の数理形態学の入門本である．

数理形態学によるディジタル画像の形状解析の一例

として，構造要素 Sによる V の erosionは以下のよ

うに定義される．

εS(V) = {x ∈ V : Sx⊂=V} (1)

ただし，Sx は，Sにあらかじめ定められた基準点が

x に一致するように S を平行移動させた結果を表す．

数理形態学における主要トピックの１つに構造要素の

決め方がある．例えば構造要素として，以下のよう

に定義される m 近傍 Nm(x) を採用すると，上記の

erosion はNm(x)を用いた Vの内点の集合を与える

演算となる [106]．

Nm(x) = {y ∈ Zn : ‖x − y‖ <= t}. (2)

ただし，n = 2 のとき m = 4, 8 に対してそれぞれ

t = 1,
√

2とし，n = 3のときm = 6, 18, 26に対して

それぞれ t = 1,
√

2,
√

3 とする [87]．他にも，方向性

を考慮した境界画素の抽出などさまざまな形状解析が

集合演算を用いて実現できることが実証されている．

この表現の長所は，画像から集合表現が一意に得ら

れることであり，また集合演算も簡単に計算機によっ

て実現できることである．しかし，望みの形状解析に

対応する集合演算が必ずしも簡単に得られるとは限ら

ず，その場合，経験と実験に基づき集合演算を探すこ

とになる．

3. 関 数 表 現

関数表現では，各点 x ∈ Znに対する２値関数 f(x)

として画像を表す [100], [103]．

f(x) =

{
1 (x ∈ V のとき)

0 (それ以外のとき)

文献 [95] では，２値画像は部分集合 Df ⊂ Zn（定義

域）から {0, 1}の２値への写像

f : Df ⊂ Zn → {0, 1}

として定義されている．集合表現においては形状解

析が集合演算によって実現されるのに対して，関数

x1

x2x3x4

x5

x7 x8x7

x0

図 1 点 x0 の 8 近傍の画素とそれらの順序付け
Fig. 1 The 8-neighborhood of a pixel and the coun-

terclockwise order of pixels.

表現では f(xk) を変数とする関数によって解析を行

う [100], [103]．

以下に例を示す．まず，x0 ∈ Z2 の 8近傍 N8(x0)

の x0 を除く８点に，図 1に示すように x0 の右隣り

の点を始点に反時計回りに順序付けする．すると，式

(2)で定義された Z2 における 2 種類の近傍系である

4近傍と 8近傍は，以下のようにも定義できる．

N4(x0)={xi : i ∈ S4} ∪ {x0},
N8(x0)={xi : i ∈ S8} ∪ {x0}

ここで，S4 = {1, 3, 5, 7}，S8 = S4 ∪{2, 4, 6, 7} とす
る．次に，m = 4, 8に対して点 x0 のm連結数 cm を

c4(x0) =∑
k∈S4

(f(xk) − f(xk)f(x(k+1) mod 8)f(x(k+2) mod 8)),

c8(x0) =∑
k∈S4

(f̄(xk) − f̄(xk)f̄(x(k+1) mod 8)f̄(x(k+2) mod 8))

と定義する．ただし，f̄(xk) = 1 − f(xk)とする．こ

の連結数を用いることにより，前章では集合演算を用

いて定義した内点を，関数を用いて定義することがで

きる．ある点 x ∈ V が以下の 2 式を満たすとき，x

は Vの内点であるという．

cm(x) = 0,∑
y∈Nm(x)\{x}

f(y) |= 0,

ここで，mの値の選択は，式 (1)における構造要素 Sx

の選択に対応しており，Sx がN4(x) のときはm = 4

に，N8(x)のときはm = 8にそれぞれ対応している．

上記の連結数を用いると内点と同様に境界点の定義

もでき，曲率係数とよばれる関数をさらに用いると，

境界点をその幾何学的条件または位相幾何学的条件

に基づいて端点，連結点，分岐点，交差点などに分類

することができる [100], [103], [109]．鳥脇らの研究グ

4
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ループにより，関数表現はまず 2次元 2値画像に対し

て定義され，その後 2次元多値画像 [109]，そして 3次

元 2 値画像 [101], [110] に拡張され，最近では医療画

像への応用を考えた 3次元多値画像にも拡張した研究

成果が発表されている [35], [103]．

他にも，必要な関数を用意することによって，さま

ざまな形状解析を高速に実現することができる．しか

し，集合演算同様，望みの形状解析に対応する関数を

得ることは必ずしも簡単ではない．実際には，次章以

降の形状表現を併用することで関数の導出を行なうこ

とが多く，また経験と実験に基づいて関数を得ること

もある．また，関数表現による解析結果だけから，そ

の幾何学的な解釈を与えることは難しい．

4. グラフ表現

式 (2) の m 近傍を用いて，n 次元画像の物体

V ⊂ Zn のグラフ表現を以下のように与える．点

x ∈ Vをグラフの頂点とし，2点 x, y ∈ Vがm近傍

の関係 x ∈ Nm(y)にあるとき，{x, y} ∈ Em をグラ

フの枝とする．そのとき，V のm近傍グラフは

Gm = (V,Em)

と表わされる [58], [77], [87], [106]．グラフ表現は，離

散画像解析の中のディジタル位相幾何学とよばれる分

野における古典的な形状表現法の一つである．この表

現の長所は，集合表現と同様，入力画像からグラフ表

現が一意に得られること，また計算機内での表現（す

なわちデータ構造）が容易に得られることである．

グラフ表現は点の近傍関係を枝として持っているこ

とから，点列のつながり（パスと呼ぶ）を定義でき，

さらに点の集合のつながり関係（連結と呼ぶ）を定義

することができる [58]．これらの概念を用いることで，

Zn において，ある点 x ∈ V の近傍 N3n−1(x)内の

V と V のそれぞれの点のつながり方（点のつながり

方はどの近傍系を用いるかで決まり，用いる近傍系は

あらかじめ設定しておく）を調べることができる．そ

して，x の所属を V から V に変えても，N3n−1(x)

内の点のつながり方が変化しなければ，その点 xは消

去しても位相が変わらない単純点であるという [8], [58]

（消去可能点 [103]ともいう）．Vからこの単純点を順

に消去していく操作を細線化とよぶ [58], [103]．その

ため，細線化は位相を保存した V の変形とも言われ，

文字認識や，血管や気管などの細長いものを対象とし

た 3次元医療画像解析などに使われる．

ここで，この「位相」という言葉に注意しなければ

ならない．この「位相」は，近傍や連結の概念を用い

た「点のつながり方」を表しているだけで，次章で説

明するような厳密な数学的定義にもとづいた位相空間

を構成しているわけではない（注2）．特に，Z3 におい

ては，論文によってその「位相」の定義が異なること

もあり，またどのような細線化をよいとするのかその

評価基準の設定も難しいため，処理結果の比較や評価

は難しい．最近では，いかに多くの点を一度に消去す

るかという並列化による高速計算の研究がされてお

り，それらのアルゴリズムの詳細や比較については文

献 [103] が詳しい．

グラフ表現において昔から指摘されてきた問題とし

て，格子空間Zn全体の点に対して同一の近傍系を用い

ると，位相幾何学的問題を引き起こすことが知られて

いる [14], [77], [87], [106]．例えば，物体の境界の点の

集合が Jordan 曲線/曲面定理を満たすためには，Vと

その補集合VのグラフGmとGm′ はそれぞれ別の近

傍系を用いなければならないことが分かっている．具体

的には，n = 2のとき (m,m′) = (4, 8), (8, 4), n = 3

のとき (m, m′) = (6, 26), (26, 6), (6, 18), (18, 6) とす

ると位相的に破綻がおきないことが証明されてい

る [55], [58]（注3）．これらの近傍系ペア (m, m′)を考慮

したグラフ表現は，2次元画像解析において境界探索

などによく使われている [14], [77], [87], [106]．これは，

グラフ表現が持つ点の近傍構造を用いることによって，

2次元図形の境界を曲線として表現できることを暗に

示している．しかし，3 次元画像解析においては，3

次元物体の境界は曲面となり，点の近傍構造のみでは

曲面を表現することは難しいため，曲面構造を利用し

た 3次元境界探索でグラフ表現を用いることはすすめ

られない．グラフ表現を用いた曲面の定義は，例えば

文献 [76]で試みられているが，定義に用いられている

制約が強過ぎ，曲面とみなされる場合が少な過ぎるこ

とがその後の研究で指摘されている [9], [19]．上記の

例を見ても分かるとおり，グラフ表現はその位相情報

の不足から，曲面構造を用いた境界探索をはじめとす

るさまざまな位相幾何学的問題に対処できないのであ

（注2）：ディジタル画像処理の分野で英語で digital topology という
と，この「位相」をさすことが多い．一方，次章で示すような（数学的
に厳密な意味での）格子空間 Zn における位相空間に対応する英語には
discrete topology という言葉が用いられていることが多い．しかし，
その使い分けは明確にされているわけではないので，注意が必要である．
（注3）：ただし，この証明はグラフ表現ではなく，continuous analog

という位相幾何学的表現（多面体的複体）を用いて導き出している．
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(a) (b) (c) (d)

図 2 (a)0次元胞体，(b)1次元胞体，(c)2次元胞体，(d)3

次元胞体
Fig. 2 (a) a 0-cell, (b) a 1-cell, (c) a 2-cell and (d) a

3-cell.

る（注4）．そのため，次章で紹介するようなさまざまな

位相幾何学的表現が提案された．

5. 位相幾何学的表現

位相幾何学的表現は，上記の集合表現に位相構造を

付加したものであり，さまざまな表現が提案されてい

る．それらの相違点は，Zn への位相の導入の仕方で

ある．以下に 3次元ディジタル画像解析のために提案

された主要な 4種類の位相空間について説明する．そ

れらを含む，Z2 と Z3 における可能な位相空間に関す

る最近の研究成果としては，例えば文献 [26] がある．

5. 1 Kovalevsky 位相空間表現

Kovalevsky 位相空間は，胞体の集合 A と胞体の

順序関係 B ⊂ A × A からなる順序集合，すなわち

胞複体 C = (A,B) による位相空間である [62]．Z3

に対する Kovalevky 位相空間の胞体とその順序関係

は，具体的には以下の手順で得られる．まず，各格子

点 x ∈ Z3 を中心とする各辺の長さが 1 の立方体を

考える．そして，立方体の頂点，辺，面をそれぞれ 0，

1，2 次元胞体とよび，立方体自身を 3 次元胞体とよ

ぶ（図 2）．そして，n次元胞体 eが n′ 次元胞体 e′ の

境界部分に含まれるとき（ただし，n < n′ とする），

(e, e′) ∈ Bとする．

文献 [62]では，Vに対して得られるCの 3次元部分

複体CV = (AV,BV)（ただし，AV ⊂ A, BV ⊂ B）

の求め方がいくつか示されている．この問題は，以下

の写像を求めることと同等である．

g : A → {0, 1} (3)

ただし，

g(e) =

{
1 (e ∈ AV のとき)

0 (それ以外のとき)

（注4）：ただし，3 次元空間を複数の断面，すなわち複数の 2 次元空間
に分割して考え，3 次元境界探索問題を複数の 2 次元境界探索問題とと
らえればグラフ表現による問題解決も可能である [106]．しかし，この
アプローチは問題を 3 次元的に解決しているとは言えない．

とする．一般的によく使われる g は以下の手順で決定

される [62]．まず，xを 3次元胞体 e ∈ Aの重心とす

ると，

g(e) =

{
1 (x ∈ V のとき)

0 (それ以外のとき)

と定義する．そして，n次元胞体 e(n < 3)に関して，

(e, e′) ∈ Bの関係をもつすべての 3次元胞体 e′ の集

合をD(e)とすると，

g(e) = max
e′∈D(e)

g(e′) (4)

と定義する．そうして決定された写像 g より胞体の集

合 AV がまず決まり，次に

BV = {(e′, e) ∈ B : e′, e ∈ AV}

を得る．このような gによるCV の決定則を最大ラベ

ル則とよぶ．同様に，式 (4)のかわりに

g(e) = min
e′∈D(e)

g(e′) (5)

を用いた CV の決定則を最小ラベル則とよぶ．他に

も，式 (4)，(5)以外の写像 g を用いた CV のさまざ

まな決定則が提案されている．

3次元部分複体CV を求める際に用いる写像 g の選

択は，前章におけるグラフ表現 Gm，Gm′ の近傍系

ペア (m, m′)の選択と関連している．文献 [62] におい

て，最大ラベル則は近傍系ペア (m, m′) = (26, 6)に，

最小ラベル則は (m, m′) = (6, 26) に対応しているこ

とが指摘されている．文献 [7] ではさらに，すべての

近傍系ペア (m, m′) ∈ {6, 18, 26}×{6, 18, 26} に対応
した関数 g(e)が示されている．

Kovalevsky位相空間表現では，3 次元複体 CV の

境界 ∂CV はCV とC
V
の共通部分である 2次元複体

となり，位相的に矛盾のない定義となっている．∂CV

を構成する 2 次元胞体は，幾何学的には隣り合う 2

つの格子点 p ∈ V と q ∈ V を中心とする 3 次元胞

体が共有する正方形面であり，そのデータ構造は格子

点ペア {p, q} （ただし，p ∈ N6(q)）として表され

る [6], [34], [62]．

この表現の長所は，n 次元画像の物体 V ⊂ Zn か

ら CV が一意に決定できること，また，∂CV を構成

する 2 次元胞体の集合は格子点ペアの集合であるた

め，計算機への実装が容易であることである．そのた

め，この表現を用いた高速な 3次元境界探索アルゴリ

6
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図 3 1 次元格子空間 Z における連結位相空間 COTS

Fig. 3 A part of COTS on Z with the minimal neigh-

borhoods of points.

ズムなどがすでに提案されており [6]，医用画像解析の

分野ではすでに実用されている実績がある [34]. また，

Kovalevsky 位相空間表現を用いて Jordan 曲面が定

義できることも示されている [33], [34]．その一方，3

次元胞体の形状が立方体に限定されているため，可視

化や幾何学特徴量（例えば，表面積）の計算には不向

きであることも指摘されている [43]．

5. 2 Khalimsky 位相空間表現

Khalimsky 位相空間は，1 次元格子空間 Z へ導
入される位相空間の一つである連結順序位相空間

COTS(Connected Ordered Topological Space)の 3

次元格子空間 Z3 への拡張である [47]．COTS は，各

点 p ∈ Z に特定の最小近傍 S(p) を割り当てること

により，Z に位相を導入する．すべての点は 2 つタ

イプに分けられ，タイプ 1 の点 p ∈ Z は最小近傍と
して S(p) = {p − 1, p, p + 1} をもち，タイプ 2 の点

p ∈ Z は最小近傍として S(p) = {p}をもつ．そして，
例えば奇数の点をタイプ 1，偶数の点をタイプ 2（あ

るいはその逆）とすると，図 3 のように Z において
COTSを形成することができる．ここで，集合 {p}は
S(p) = {p}のとき開集合であることに注意する．
いま各Xi（i = 1, 2, 3）を COTSとし，

X = X1 × X2 ×X3

という積位相空間を構成し，これを Khalimsky 位相

空間とよぶ [47], [61]．Khalimsky位相空間では，3次

元格子空間 Z3 の各点 p = (p1, p2, p3) は最小近傍

S(p) = {(p1 + k1, p2 + k2, p3 + k3)} を持つ．ここで，
すべての i = 1, 2, 3に対し，pi ∈ Z がタイプ 1のとき

(あるいは，上記の例では奇数のとき)，ki = −1, 0, 1

と設定し，pi ∈ Z がタイプ 2のとき (あるいは，上記

の例では偶数のとき)，ki = 0と設定する．このような

設定のもとでは，3次元格子空間 Z3 の各点 p は，図

4に示されたように 4種類の最小近傍のうちの一つを

持つ．最小近傍の種類は pの座標によって決まり，例

えばすべての座標値が奇数のときにはタイプ (a)，一

つの座標値が偶数で残り二つが奇数のときにはタイプ

(a) (b) (c) (d)

(e)

type (a)

type (b)

type (c)

type (d)

図 4 Khalimsky 位相空間における 4 種類の最小近傍
(a),(b),(c),(d)と，それらの最小近傍を持つ点の空
間配置 (e)

Fig. 4 The four different points of Z3 with their min-

imal neighborhoods such as (a) 26-, (b) 8-, (c)

2-, (d) 0-neighborhoods and (e) their configu-

ration in Z3.

(b)，二つの座標値が偶数で残り一つが奇数のときには

タイプ (c)，すべての座標値が偶数のときにはタイプ

(d)となる．ここで，集合 {p}は S(p) = {p} のとき
開集合であり，S(p) = N26(p) のとき閉集合である．

そして，それぞれの場合に応じて，点 pを開点，ある

いは閉点とよぶ．さらに，開点と閉点 (図 4の (a)と

(d)) を pure，それ以外の点 (例えば図 4の (b)と (c))

を mixedであるという．

図 4 に示すように，Z3 における点はその座標によ

り異なる最小近傍を持つため，Z3 上のKhalimsky 位

相空間 X は非等質空間であることがわかる．そのた

め，Khalimsky位相空間を用いた画像解析では，各画

素にどの最小近傍系を割り当てるか，その割り当て方

により解析結果がかわってしまうという問題を抱えて

いる．その問題に対する解決策として，1種類の最小

近傍を持つ点 (例えば，開点，あるいは閉点)のみを画

像の画素に対応させるという工夫がなされている．こ

のようにして画像空間より得られる Khalimsky 位相

空間は，前述の胞複体による Kovalevsky位相空間と

類似した位相構造を持っていることが知られており，

文献 [52]においては二つの位相空間の間の同相写像が

示されている．この二つの位相空間の関係については，

次節でも扱う．また，KoppermanらはKhalimsky位

相空間において Jordan 曲面定理を証明した [61]．さ

らに，Evakoらは n次元に拡張した Khalimsky位相

空間における曲面の定義を示した [27]．

5. 3 順序集合表現

Khalimsky位相空間における最小近傍の包含関係の

7
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(a) (b) (c) (d)

図 5 H3
k の k-cube（(a) k = 0，(b) k = 1，(c) k = 2，

(d) k = 3）.

Fig. 5 A k-cube of H3
k for (a) k = 0 , (b) k = 1, (c)

k = 2 and (d) k = 3.

かわりに，順序関係を用いて Zn に位相を導入する方

法も提案されている [11]．まず，集合族

H1
0 = {{a}; a ∈ Z},

H1
1 = {{a, a + 1}; a ∈ Z},

H1 = H1
0 ∪ H1

1

を考える．そして，H1
1 の k 個 (k = 0, 1, . . . , n)の要

素とH1
0 の (n− k)個の要素による直積Hn

k を作成す

る．このとき，Hn
k の各要素を Zn における k-cubeと

呼び，Zn におけるすべての k-cubeの集合を Hn と

する．図 5に Z3 の 4種類の k-cube(k = 0, 1, 2, 3)を

示す．そして，二つの集合 x, y ∈ Hn が x ⊂ yという

関係をもつとき，二項関係 (x, y) ∈ αを与えると，順

序集合 (Hn, α)が得られる．有限部分集合V ∈ Z3 に

対応した H3 の部分集合は，例えば

H(V) = {x ∈ H3 : x⊂=V} (6)

で求められ，二項関係

αH(V) = α ∩ H(V) × H(V) (7)

とすると，部分順序集合 (H(V), αH(V))が得られる．

ここで，k-cubeのかわりに，k-cubeのすべての点の

凸包を考えると，順序集合 (H(V), αH(V)) は次節で

紹介する多面体的複体に対応する．

順序集合 (H3, α) のデータ構造には，3 次元配列

I [p][q][r] を用いる [10]．I [p][q][r] の各要素は，p, q, r

がすべて偶数のときには 3-cube，ひとつが奇数のと

きには 2-cube，2 つが奇数のときには 1-cube，すべ

てが奇数のときには 0-cube に対応させる．そして，

k-cube 間の順序関係は，配列の要素間の近傍関係か

ら求める．ここで，p, q, r の値の偶奇の組合せにより，

k-cube の順序関係の大小が決定できることがポイン

トとなる．また，H3 内の k-cubeを xとしたとき，x

に対応する配列 I [p][q][r]の各要素の値を

g(x) =

{
1 (x ∈ H(V)のとき)

0 (それ以外のとき)

とする．この g(x)の値の決め方は H(V)，すなわち

V ⊂ Z3 に対応して決められ，その決定法については

Kovalevsky位相空間における式 (3)の g(e)と似た議

論が展開される．例えば，式 (6) の HV の決定法は，

Kovalvsky位相空間における最大ラベル則によるAV

の決定法と対応している．

文献 [11]において，順序 αの大小関係を逆にした双

対順序集合 (H3, β)が定義されており，そのデータ構

造は Kovalevsky位相空間 C = (A,B)のデータ構造

と一致する．このことから，Kovalevsky 位相空間と

Khalimsky位相空間は，順序関係 (あるいは包含関係)

を互いに逆にした双対順序集合であることが分かる．

Bertrand らの研究グループを中心に，この順序集

合表現を用いて，離散画像解析におけるさまざまな

位相幾何学的問題がその解決に向けて取り組まれて

いる．順序集合表現は Khalimsky 位相空間と同一視

できるため，文献 [27] と似た方法による曲面の定義

を試み，グラフ表現による曲面の定義と比較を行なっ

ている [11]．また，元の形状の離散化表現の位相構造

の解析 [20]や，細線化アルゴリズム [67]，等値面生成

法 [22] などの研究成果がこれまでに報告されている．

この形状表現を理解することにより，Kovalevsky 位

相空間表現と Khalimsky 位相空間表現をデータ構造

の視点からみることができるようになり，また，その

二つの表現の間に順序集合表現を介在させることによ

り，それらの関係を理解しやすくなる．また，データ

構造のシンプルさから計算機への実装が比較的容易に

行なえることも長所としてあげられる．

5. 4 多面体的複体表現

離散画像解析を目的とした多面体的複体による形状

表現では，多面体の頂点を格子点に限るという制約の

元に，V ⊂ Zn から如何に多面体的複体を得るか，と

いう問題を解く必要がある．この問題は，組合せ位相

幾何学の立場では空間の多面体 (あるいは胞体) 分割

問題として捉えられる．ここで，Kovalevsky 位相空

間の胞複体による形状表現との違いは，多面体 (胞体)

の頂点を格子点に限るという制約があることである．

Kovalevsky 位相空間では，格子点を中心とする長さ

1の立方体を 3次元胞体としており，胞体の頂点が格

子点でないことは明らかである．

5. 4. 1 Tourlakis多面体的複体

離散画像解析を目的として，上記のような制約を持

つ多面体的複体による形状表現を最初に提唱したのは，

おそらく文献 [104] であろう．文献 [104]では，前節の

8
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順序集合表現に似た方法で位相空間を生成する．ある

整数 ri を考え，集合 Ii を開区間 (ri, ri + 1)，あるい

は点 ri とする．そして，k個の開区間と (n− k)個の

点からなる直積として k-cube

ek =
n×

i=1
Ii

を定義する．n = 3のときの k-cube(k = 0, 1, 2, 3)は

図 2の k次元胞体と形がまったく同じになる．ただし，

k-cubeのときには，格子点は立方体の重心ではなく，

頂点に位置する．この k-cubeの集合を多面体の集合

Pとし，Kovalvskyの胞複体と同様に，その順序関係

をR ⊂ P×P を与えると，多面体的複体T = (P,R)

が得られる．k-cubeを生成する際に開区間ではなくそ

の端点の集合を用いると，前節の順序集合が得られる

ことが容易に分かる．見方をかえると，多面体的複体

T = (P, R)のデータ構造が順序集合 (Hn, α)に相当

すると考えることもできる．有限部分集合V ⊂ Z3 に

対応した Tの部分複体 TV = (PV,RV)は，順序集

合の部分集合 (H(V), αH(V)) と同様に，式 (6)，(7)

に相当する方法で求めることができる．

5. 4. 2 Continuous analogs

さて，ここで多面体的複体 TV に相当するグラフ

表現 Gm(m = 6, 18, 26) を考えてみると，G6 にし

か対応していないことがわかる．そのため，グラフ

表現G18 やG26 にも対応した位相空間，continuous

analog が Kong らの研究グループにより提案され

た [55], [57], [59]．彼らの研究目的は，V と V のそれ

ぞれのグラフ Gm と Gm′ を考えたとき，位相的に

破綻しない近傍ペア (m, m′)を得ることであった (４

章参照)．したがって，彼らが提案した空間の多面体

分割は，V と V の点の配置とその近傍関係を考慮し

たものとなっている．Z2 の各単位正方形は，以下の

ように多面体分割 (この場合は三角形分割ともいう)

される．単位正方形において，V あるいは V の点が

対角の位置関係にあり，かつ隣接している (グラフ表

現の意味で近傍の位置関係にある)とき，その隣接関

係を保持するように，図 6(a) のような対角線方向に

単位正方形を分割する．Z2 における良い近傍ペアは

(m, m′) = (4, 8), (8, 4) であるため，上記のような対

角線方向は最大でもひとつしか見つからないことが分

かる．そのような対角線方向がない場合には，Vある

いは Vの点の配置に関係なく，図 6(b)のように，対

角線の端点の座標の和が偶数になる方向に単位正方形

を分割する．Z3 では各単位立方体領域を以下の手順

(a) (b) (c)

図 6 Continuous analog における Z2 の単位正方形分
割 (a)，(b) と Z3 の単位立方体分割 (c)．

Fig. 6 For continuous analougs, (a) a square is di-

vided into two triangle by choosing the diago-

nal whose endpoints are adjacent, (b) a square

is divided into two triangle by choosing the

diagonal each of whose endpoints has coordi-

nates that sum to an even number, and (c) a

cube is divided into twelve congruent tetrahe-

dra each of which has a vertex at the centroid

of the unit cube and a face of a triangle in a

square.

で多面体分割する．まず，立方体の 6つの正方形面を

上記の Z2 の単位正方形と同じ手順で 2つの三角形に

分割する．そして，図 6(c)のようにその各三角形と単

位立方体の重心とで四面体をつくり，最終的には単位

立方体を 12 個の合同な四面体に分割する．各単位立

方体の重心 c の値 f(c) は，単位立方体内の V と V

の点の配置の仕方によって決定される．すべての単位

立方体の重心 cの集合をDとすると，

W = V ∪ {c ∈ D : f(c) = 1}
W = V ∪ {c ∈ D : f(c) = 0}

の二つの集合を考えることができる．そして，頂点

がすべてW の点である四面体の和集合をディジタル

画像空間 (Z3, m,m′, V) の continuous analog とよ

ぶ [55], [57], [59]．この continuous analogを用いるこ

とにより，細線化アルゴリズムなどで必要とされる

ディジタル基本群を定義することができることが文

献 [57]に示されている．しかし，その定義から分かる

ように，格子点以外の点 (すなわち立方体の重心) も

扱っているため，格子点のみの集合による曲面表現

には上記の方法とは異なる continuous analogが必要

となる [56]．逆に，continuous analog は格子点を通

らなくても構成できることから，格子点を通らない

continuous analog を位相的に矛盾のない等値面生成

に利用した例もある [64]．

5. 4. 3 離散凸多面体による複体

Continuous analogは，位相的に矛盾のないグラフ

表現ペアGm,Gm′ に対応するように構成することが

できるが，そのかわりに格子点以外の点も使うことを

許さなければならない．そこで，格子点のみからなる

多面体的複体を構成することを優先させるために，空

9
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表 1 m 近傍系 (m = 6, 18, 26) に対応した n 次元離散
凸多面体 (n = 0, 1, 2, 3)．アスタリスクのついた離
散凸多面体は離散単体ともよばれる．

Table 1 All possible n-dimensional discrete convex

polyhedra for each m-neighborhood, m =

6, 18, 26. Discrete convex polyhedra with

asteriscs are also called discrete simplexes.

discrete convex polyhedra
N 6 N18 N26

P8

3

P4b

P6a P6b

P6c

P4e P4g

P5b P5c

P7

P4c P4d

P4e P4g P5a

P5b P5c

P4a

P4a P4a P4fP4f

2

1

P3a P3c P3a P3b P3c

P2a P2a P2b P2a P2b P2c

P1

0

dim.

P6a

P6b P6c

P8

P7

P1 P1

P8

***

*** * * *

*** * * *

*

*** * * *

* * *

間 Z3 全体ではなく，その部分集合V ⊂ Z3 の多面体

分割を考え，それぞれの Gm(m = 6, 18, 26) に対応

した多面体的複体の構成方法が提案された [44]．まず，

単位立方体領域において，頂点がすべて格子点で，か

つ，隣接する頂点がすべてm近傍 (m = 6, 18, 26)の

関係になるような凸多面体をすべて数えあげると，各

近傍系ごとに，可能な n次元凸多面体 (n = 0, 1, 2, 3)

が表 1 のように得られる．それらを離散凸多面体とよ

ぶ．そして，Vのすべての点が必ず離散凸多面体の頂

点となるように，なるべく大きな (次元と幾何学の両

方の意味において)，かつ多くの離散凸多面体からな

る集合 Pm を考える．また，Kovaevsky 位相空間同

様，n 次元離散凸多面体 e が n′ 次元離散凸多面体 e′

の境界部分に含まれるとき (n < n′)，(e, e′) ∈ Rm と

して順序関係 Rm ⊂ Pm × Pm を与えると，多面体

的複体Km = (Pm,Rm) が得られる．

ここで，離散凸多面体が開凸包ならば，K6 は

Tourlakis多面体的複体 TV とまったく同じものにな

る．また，その定義から，Kmはm近傍系のグラフ表現

Gm に対応していることがわかる．この多面体的複体

Kmの組合せ境界 ∂Kmは 2次元複体になり，集合表現

によるVの境界 ∂m′V = {x ∈ V : Nm′(x)∩V |= ∅}
との関係が最近の研究成果 [44] で明らかにされてい

る．具体的には，3次元複体Km が斉次元のとき（注5），

∂Km に含まれる格子点の集合と ∂m′V は，それらの

近傍ペアが (m,m′) = (6, 18), (18, 6), (6, 26), (26, 6)

のときに一致する．

離散凸多面体のうち，それ以上小さい離散凸多面体

に分割できない最小単位のものを離散単体 (表 1参照)

とよぶと，離散単体から単体的複体を構成できる [39]．

直観的には，多面体的複体も単体的複体もそんなに差

異がないように思える．しかし，Vから単体的複体を

構成するアルゴリズムを考えたとき，6近傍と 26近傍

の離散単体を空間に矛盾なく詰めていくアルゴリズム

は提案できたものの，18近傍の離散単体を空間に矛盾

なく詰めていくアルゴリズムを構築することはついに

できなかった [40]．その原因は，18近傍の離散単体は

6近傍ほど形状が単純ではなく，26近傍ほどいろいろ

なケースに柔軟に対応できるほど種類が豊富でないこ

とであった．そこで，文献 [44]では，離散単体のかわ

りに離散凸多面体を用いて，空間の単体分割 (多面体

分割)問題をもっと簡単にすることで，あらゆる近傍

系に対応した多面体的複体を V から構成するアルゴ

リズムを提案している．文献 [40], [44]ではさらに，参

照表を利用して V から 3 次元多面体的複体の境界部

分を直接生成する，マーチング・キューブ法 [68] (等

値面生成法のひとつ)に似たアルゴリズムが提案され

ており，文献 [42]では，そのアルゴリズムは格子点の

連結性を考慮した離散版のマーチング・キューブ法と

考えることができることが示されている．

上記のような組合せ位相何学による，格子空間 Z3

における組合せ離散曲面の定義が文献 [28]に示されて

いる．また，離散単体と形の似た単体を用いて，オイ

ラー数や連結成分数を計算する方法が鳥脇らにより提

案されている [102], [103], [110]．彼らの方法の特長は，

格子空間中の V の形状を解釈する際には単体的複体

表現を用い，その計算アルゴリズムには関数表現を用

いていることである (3章参照)．単体的複体は位相幾

何学的問題を解くには都合がよいが，その複雑な位相

構造を計算機上へ実装するのは困難である．そこで，

問題をいったん解いてしまったら，単体的複体表現か

（注5）：Km 内の 2 次元以下の多面体は必ず Km のある 3 次元多面
体の境界になっている．
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ら関数表現に形状表現変換をして，計算機への実装の

負担を軽減しているのである．同様に，離散凸多面体

による複体表現を用いて，複体上で曲率を定義し，そ

の曲率を利用して複体のオイラー数を求める方法が提

案されている [38]．これは，多面体的複体表現からグ

ラフ表現に形状変換していると解釈することもできる．

この離散凸多面体による複体表現を用いることで，3

次元境界探索，位相同相問題，曲面の定義，オイラー

数算出など，位相幾何学的な問題に対処できる．また，

グラフ表現 G18，G26 に対応した多面体的複体表現

K18，K26 を得ることも可能である．その一方，K18

や K26 は，点ごとに異なる変則的な位相構造を持つ

ので，Kovalevsky 位相空間表現や順序集合表現のよ

うに単純な配列ではデータ構造を実現できない．多面

体的複体の位相情報だけなら，数学的には，集合と二

項関係からなるので，有向グラフなどで実現できる

(それらのデータ構造については，例えば文献 [1], [18]

参照)．しかし，実際には位相幾何学的情報だけでな

く，多面体の位置といった幾何学情報も効率よくデー

タとして持たせておく必要があるため，工夫が必要で

ある [66]．3次元複体Km の組合せ境界 ∂Km に関し

ていえば，グラフィクスの分野でよく知られている翼

状エッジ構造 [96]を利用することが可能である．しか

し，この翼状エッジ構造は，∂Km 内の 1次元離散凸

多面体は必ずただ 2つの 2次元離散凸多面体に共有さ

れる，という条件が成り立つときにのみ使え，その条

件が成り立たないときには，翼状エッジ構造に修正を

施す必要がある [36]．多面体的複体の効率のよいデー

タ構造の問題をつきつめていくと，計算幾何学の中で

も比較的新しい分野である計算位相幾何学 [25]という

分野に行きつくのだが，本稿ではそこまで踏み込まな

いことにする．

6. 集合と距離による表現

前章では，格子空間 Z3 あるいはその有限部分集合

V にいかに位相を導入するかということを議論した．

しかし，位相幾何学的表現のみを用いて幾何学的特徴

量を扱った形状解析を行うことはできない．例えば，

位相幾何学的表現を用いた細線化処理の結果が元の形

状の位相を保持している保証は得られても，元の形状

の幾何学的中心に位置しているかどうかの保証はない．

そのような解析を可能にするためには，空間に幾何学

計量を持ち込む必要がある．そこで，本章では，Z3

あるいは V にいかに距離を定義するかということを

考える．距離を定義することによって，骨格化，形状

分解 [91], [97]といった処理が可能になる．

ユークリッド空間Rn では一般的にユークリッド距

離 de(x, y) が使われる．一方，格子空間 Zn でまず

最初に使われた距離は，2点 x，y 間の最短パスのス

テップ数として定義された [81], [82]．したがって，最

短パスを定義するときに選んだ近傍系によって距離が

決まるため，m近傍に対応した距離を dm(x, y)とか

く．そのうち，Z2 で 4近傍を用いた距離 d4(x, y)は

街区画距離，8近傍を用いた d8(x, y)はチェス盤距離

とも呼ばれる [87]．定義からも明らかなように，これ

らの距離とユークリッド距離が大きく異なることは多

く，その改善方法として，最短パス中の連続した 2点

の隣接関係によりステップに対する重み付けを変えた，

重み付き距離変換が提案された [12], [13]．このとき，

この距離をユークリッド距離へさらに近付けるために，

Zn における近傍系の大きさを 3n より大きくする工

夫がされている．

Z3 における重み付け距離変換に関する研究では，

最適な重みを求めるための方法がいくつか提案されて

いる [79], [98], [105]．それらの方法の違いは，よい重

み付け距離変換を得るための制約や，最適化の基準が

異なっていることに起因している．例えば，文献 [79]

ではノルムであることが距離変換の必要条件として与

えられている．また，文献 [98]は，重み付け距離変換

が正則性 [12], [50]という性質を持つように，重みに対

する必要十分条件を与えている．ここで，上記のいず

れの方法 [79], [98], [105]も，重みは整数値のみを考え

ており，整数計算による高速計算を目指している．ま

た，並列化による高速計算の観点からの議論もされて

いる [78]．これら重み付き距離変換は，骨格化だけで

なく，面状骨格化，曲面の骨格化，物体分解などさま

ざまな形状解析に有用であることが文献 [97]にまとめ

られている．

文献 [103] では，応用の立場から距離変換に関する

研究を整理している．その中で，応用の場面ではユー

クリッド距離をその二乗で代替できる場合が多いとし

て，ユークリッド二乗距離変換 [90]の計算アルゴリズ

ムの有効性が述べられている．文献 [91]では，実際に，

細線化にこの距離を持ち込んだ，骨格化と融合（注6）し

（注6）：最近は，位相と距離の両方を考慮したアルゴリズムの提案が多
く，細線化と骨格化の用語の使い分けがはっきりしなくなってきている．
本稿では位相を保存した変形を細線化，距離を用いて幾何学中心（その
定義は複数ある）を求める変形を骨格化と呼び，区別している．

11
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たようなアルゴリズムの提案と，その実験結果の報告

も確認できる．最近では，文献 [90]のアルゴリズムを

最適化した，線形時間の高速計算を実現するアルゴリ

ズムが提案されており [72], [73]，それらはさらに並列

計算も考慮されている．その他の距離として，空間に

おけるある制約下での最短距離に関する研究も行なわ

れている．例えば，空間に障害物があり，それを避け

て最短距離を測る必要があるとき [16] や，空間中の

ある曲面に沿った最短距離を求めたいとき [108] など

が，その例としてあげられる．いずれも医療画像への

応用を念頭においていることから，医療画像では距離

情報が重要な情報の一つとして考えられていることが

わかる．

7. 代数幾何表現

n次元ユークリッド空間Rn(n = 2, 3)において，代

数方程式を用いて表現される，直線，平面，円，球と

いった幾何学物体を考える．例えば，R2 における直

線 Lは

L = {(x, y) ∈ R2 : ax + by + c = 0},

また R3 における平面 Pは

P = {(x, y, z) ∈ R3 : ax + by + cz + d = 0}

のように，それぞれ等式を満たす点の集合として定義

される．一方，Reveillès により，それらに対応した格

子空間 Zn での離散表現が提案されている [80]．直線

L ⊂ R2 に対応して，離散直線DL ⊂ Z3 が以下のよ

うに不等式を用いて定義される．

DL{(x, y) ∈ Z2 : 0 <= ax + by + c < w},

ここで，wは幅と呼ばれ，その wの値により，2つの

不等式によって挟まれる格子点の数を調整することが

できる．文献 [80] では，w = max (|a|, |b|) のときに
DLは 8近傍の Jordan曲線となること，w = |a|+ |b|
のときには 4近傍の Jordan 曲線なることが証明され

ている．

同様に，平面P ⊂ R3に対応した離散平面DP ⊂ Z3

の定義も以下のように与えられる．

DP{(x, y, z) ∈ Z3 : 0 <= ax + by + cz + d < w}．

幅が w = |a| + |b| + |c| のとき，DP は standard 平

面とよばれ [2], [29]，その点の集合は 6 近傍で連結し

ており (6連結という)，その補集合DPは 6，18，26

連結のいずれでもないことが示されている [3], [46]．

また，グラフ表現または多面体的複体表現を用いて，

standard 平面が 6 近傍系に基づく組合せ多様体を

成していることが証明されている [29], [46]．同様に，

w = max (|a|, |b|, |c|)のとき，DPは naive平面とよ

ばれ [23], [80]，その点の集合は 18 連結 (26連結でも

ある) であり，その補集合 DP は 6 連結ではないが，

18連結 (26連結でもある)となる可能性のあることが

示されている [3], [46]．また，naive平面は 18 および

26 近傍系に基づく組合せ多様体を成していることが

証明されている [46]．

これらの不等式による平面（直線）の離散的代数表

現は，離散平面（直線）がユークリッド空間における

平面（直線）と一対一に対応しないことを明示すると

ともに，画像における直線，平面の認識アルゴリズ

ムが等式ではなく，不等式で行われることを示してい

る [24]．そのような離散平面の認識アルゴリズムを用

いることによって，有限部分集合V ⊂ Z3 の点をすべ

て含む，なるべく少ない枚数の離散平面を見つける研

究がなされている [5], [30], [45]．それらの離散平面は

多面体を形成するため，上記のような問題はVからの

大域的多面体生成問題ともよばれる．この問題は，離

散平面の枚数や，大きさなどに関する最適化問題や，2

つの離散平面の交点の集合が離散直線にならない，な

どの離散代数幾何モデル特有の問題を抱えており，離

散幾何モデルの構築の難しさを表している [5]．

直線，平面だけでなく，円，球などの 2 次曲線，2

次曲面に対しても同様の離散的代数表現の研究が行わ

れており [4]，離散的 2 次曲線の認識アルゴリズムに

よる離散的な曲率の定義とその計算法の研究へと発展

している [15]．さらに，高速な離散レイトレーシング

の要求から，3次元空間における直線の離散的代数表

現についても研究されている [17], [24]．

8. 形状表現の関係

集合表現と関数表現は入力画像から直接得られる基本

的な形状表現であり，いずれも有限部分集合V ⊂ Zn

の点の情報を持っている．この集合表現（あるいは関

数表現）に V の点の近傍関係を与えることで，ディ

ジタル画像解析の古典的な形状表現であるグラフ表現

を得る．また，近傍関係のかわりに位相構造をV（あ

るいは Zn）に導入することで，位相幾何学的な形状

表現を得ることができる．このとき，位相の導入の仕

方によって，Kovalevsky位相空間，Khalimsky位相

12
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graph rep.
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Khalimsky rep. Polyhedral 
complicial rep.

analytical rep.
neighboring relations

geometric 
parameters

topology

order set rep.

distace rep.distace

図 7 集合表現，関数表現，グラフ表現，位相幾何学的表
現，距離による表現，代数幾何表現の関係図．

Fig. 7 The relations between set, functional, graph,

topological, distace and analytical represen-

tations. Graph, topological, distace and ana-

lytical representations can be obtained from a

set representation by adding neighboring re-

lations, topological structures, distance trans-

formations and geometric parameters, respec-

tively. Some equality or duality relations be-

tween different representations are also shown

by dotted lines.

空間， 順序集合，多面体的複体などのさまざまな位

相空間を構成することができ，それに対応して形状表

現法もかわる．いずれの位相空間にも共通しているの

は，Rn においては存在し得ない，最小近傍や最小の

胞体・多面体が Zn には存在することである．位相構

造のかわりに，幾何情報，例えば距離や，代数不等式

とそのパラメータ (平面の法線ベクトルなど) を与え

ると，距離表現や代数幾何表現が得られる．図 7にそ

の関係を図式化したものを示す．

前章までで述べてきた通り，異なる形状表現をいく

つか用いた研究というのは，これまでに多くされてき

ている．例えば，多面体的複体表現を用いてオイラー

数を定義し，その後関数表現におきかえて計算式を得

たり [102], [103]，continuous analog を用いてグラフ

表現での Jordan 曲線/曲面の定理を証明したり [55]，

グラフ表現での連結性の計算を集合演算や関数表現で

求めたり [95], [103]，と数えあげればきりがない．し

かし，論文の中で複数の形状表現が違う目的 (例えば，

数学的問題解決のためと計算機への実装のため)で使

われていることが明示されていることは少なく，それ

が離散画像解析に関する論文の理解を難しくしている

原因の一つではないかと考えている．図 7 の関係は，

離散画像解析研究の理解を助けるとともに，新たな研

究テーマの発見も期待できる．なぜなら，形状表現の

間の関係，および形状表現変換に関する研究は，まだ

まだ未解決の問題が数多くあるからである．また，異

なる形状表現の新しい組合せを考えることで，今まで

解くことが出来なかった (解けると思わなかった) 問

題に解決策を与えることができるようになるかもしれ

ない．

9. 形状表現の評価とその基準

9. 1 評 価 基 準

形状表現の評価に関してはすでにいくつかの基準が

提案されている [70], [74]．ここでは，それらを数学的

基準，計算機科学的基準，タスクに特化した基準の３

種類に分けて紹介する．

9. 1. 1 数学的基準

形状表現の最も基本的な数学的基準は次のもので

ある．

［基準 1］（数学的問題解決性） 与えられたタスクを

数学的問題に翻訳したとき，数学的に問題を解決でき

ることが保証されている．

例えば，位相幾何学的問題を集合表現のみで解こう

としてもそれは不可能であり，位相幾何学的表現を用

いるのが適切な選択であるといえる．他にも，数学的

な意味合いが強い，情報科学的な形状表現の評価基準

をいくつかあげる．

［基準 2］（不変性 [74]） ２つの画像中の物体の形状

が等しいとき，それらの画像から得られる形状表現も

また等しい．

［基準 3］（唯一性 [70], [74]） ２つの画像中の物体の

形状が異なるとき，それらの画像から得られる形状表

現も異なる．

［基準 4］（安定性/敏感性 [70], [74]） ２つの形状が

微小に異なるとき，対応した形状表現の違いも微小で

あり，かつ，形状表現が微小に異なるときには形状自

身の違いも微小である．

形状表現の安定性は，形状の類似度を計算する際に

必要となる基準であるだけでなく，形状を変形させる

ことができるかどうか，形状表現の変形可能性とも深

く関係する．そのとき，幾何学的な形状の変化（凹凸

具合の変化など）だけでなく，位相幾何学的な形状の

変化（物体の分離，融合，穴の出現など）も考慮する

ことができる．

［基準 5］（収束性 [32], [41], [51]） 入力画像の解像

度を無限に高くしていったとき，対応する形状表現が

連続空間の原物体に収束すること [32], [41]．また，形

状表現から得られる幾何学特徴量に対しても収束性が

あること [51]．

［基準 6］（可逆性） 形状表現から入力画像が得られ
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ること．

9. 1. 2 計算機科学的基準

計算機科学的な見地からは以下の基準が提案されて

いる．

［基準 7］（計算効率 [74]） 入力画像から形状表現を

算出する際に計算時間，容量が少なくてもすむこと．

［基準 8］（プログラム実現性 [74]） 実際にプログラ

ムを書く際に，出来上がりまでに要する時間が短くて

すむこと．

［基準 9］（特徴量計算の容易性 [74]） 形状表現から

幾何学特徴量（表面積，体積，測地線の長さ，など）

や位相幾何学特徴量（物体の数，穴の数，オイラー数

など）を求める際の計算効率性やプログラム実現性．

［基準 10］（頑健性） 画像におけるノイズに対して形

状表現が受ける影響が少ないこと．

9. 1. 3 タスクに特化した評価基準

タスクに特価した評価基準は当然タスクによるので，

ここではいくつかの例をあげて説明する．例えばタス

クが物体形状認識だとすると，判別可能な異なる形状

のクラスを十分持っていることが形状表現の評価基準

としてあげられる．この基準は形状表現のスコープ

(作用域) [70] ともよばれ，上記の唯一性と深く関係し

ている．また別の例として，タスクが形状近似だとす

ると，その近似の精度が形状表現の重要な評価基準と

なる．この基準は，上記の収束性や特徴量計算の容易

性と関係する．医療画像などから幾何学特徴量を求め

る際には，限られた解像度において精度よく，かつ容

易に特徴量が算出できる形状表現を用いたい，と考え

るのは自然なことであろう．他にも，コンテンツベー

スの画像圧縮では形状表現を用いた方法が提案されて

いるが，その際にはデータ圧縮率がその評価基準とな

る．また，形状表現が可逆性を持つとき，画像圧縮の

立場からみるとそれは lossless 圧縮が可能であること

を示唆する．

9. 2 基準による評価

前節であげた評価基準のうち，離散画像解析におい

て絶対に外せないものは基準 1と基準 7，8だろう．他

の基準についてはタスクに依存するので，個々のケー

スで必要な基準かどうか検討し，形状表現がその基準

を満たしているかどうか調べればよい．基準 1，7，8

により，2章から 7章までで紹介した形状表現を大雑

把に分類してみると，以下のようになる．
• 数学的問題解決性が高く，プログラム実現性お

よび計算効率が低い表現で，位相幾何学的表現，代数

幾何表現がこのグループに属す (グループ A)．
• プログラム実現性および計算効率が高く，数学

的問題解決性が低いのは，集合表現，関数表現，グラ

フ表現，距離関数がこのグループに属す (グループB)．

したがって，数学的に問題を解く際にはグループ A

の形状表現を用い，計算機に実装する際にはグループ

Bの形状表現を用いるのが良い選択ということになる．

当然のことながら，両方のグループに属する形状表現

あれば，それが一番の選択ということになる．しかし，

大抵の場合は，上記のように両方のグループに属する

形状表現は存在しない．そのような場合には，異なる

形状表現間で変換を行なうことができれば問題は解決

する．したがって，重要になるのは，異なる形状表現

間の関係が分かっていて，形状表現変換が可能か，と

いうことになる．図 7の形状表現の関係図に関係を表

す線がより多く引けると，より多くの問題が解決でき

るのではないかと考えている．このようなアイデアは

実際にはもう使われており，文献 [38], [103] などにそ

の例をみることができる (5章参照)．

10. あ と が き

本稿では離散画像解析においてよく使われている 6

つの形状表現 (集合表現，関数表現，グラフ表現，位

相幾何学的表現，集合と距離による表現，代数幾何表

現)に関して，それぞれの出現の歴史的経緯を踏まえ

て，サーベイを行なった．そして，集合表現を基点と

した，それら 6つの形状表現間の関係を図式化し (図

7参照)，離散画像解析が必要とする形状情報は解析目

的や空間の次元によって異なることを確認した．また，

形状表現を評価する基準をいくつか紹介・提案し，そ

のうちの数学的問題解決性，計算効率，プログラム実

現性の 3つの基準を用いて，上記の 6つの形状表現の

評価を行なった．その結果，6つの形状表現は，数学

的問題解決性が高く，計算効率・プログラム実現性が

低い形状表現のグループ (グループ A)と，その逆の

(数学的問題解決性が低く，計算効率・プログラム実現

性が高い)形状表現のグループ (グループ B)の 2つの

グループに分かれることがわかった．したがって，タ

スクによって適切な形状表現を使い分けることが必要

であることを確認するとともに，異なる形状表現間の

関係を明らかにし，多くの形状表現変換を可能にする

ような横断的研究が今後重要になってくることを示し

た．また，異なる形状表現を組み合わせることによる

新しい離散画像解析手法の提案も期待できる．
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本稿で紹介した形状表現法は離散画像解析において

よく使われているが，論文の中ではっきりと形状表現

法が明示されていることは少なく，多くはアルゴリズ

ムの中でデータ構造として表現されている．これは，

離散画像解析において，用いられている形状表現法が

何であるか，はっきりと意識されていないことが多い

ということである．上記のようなやり方は，プログラ

ムが正常に動いている (ように見える) ときには問題

視されない．しかし，ある入力画像に対して予想外の

結果を出力したとき，データ構造の数学的意味である

形状表現法が分からないと，場あたり的な対処しかで

きなくなってしまう．つまり，アルゴリズムにおいて

どのような形状表現法が用いられているのかはっきり

と意識することによって，これまでに得られている形

状表現法の数学的な研究成果を利用して，アルゴリズ

ムの正当性，限界などを調べることができるようにな

る．このように，形状表現法という側面から離散画像

解析を眺めることは非常に重要であると考えている．
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Abstract This paper gives a survey of shape representation techniques for discrete image analysis based

on discrete geometry and topology. With the historical backgrounds, six different techniques such as set,

functional, graph, topological, distance and analytic representations are introduced. Their relationships

and evaluation criteria are also shown.
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