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Abstract

Nouvel et Rémila ont proposés une notion de rotation discréte basée sur les angles charniéres pour les images
numériques en 2D [NROG6]. Les angles charnieres sont connus comme étant des angles particuliers déterminés
par une image numérique donnée, tel que quelque soit I’angle compris entre deux angles charnieres consécutifs le
résultat renvoyé par RED soit le méme. Ils ont montrés que tout angle charniére peut étre représenté de maniere
unique sous la forme d’un triplet d’entiers, et donc qu’une rotation d’image numérique pouvait étre réalisée avec
un calcul uniquement en entiers. Dans cet article, nous montrerons, dans un premier temps, comment obtenir
l’angle charniére directement inférieur a un angle Euclidien donné. Ensuite nous présenterons un algorithme
efficace pour effectuer une rotation discrete a partir de I’angle charniere précédemment trouvé, avec le méme
résultat que I’angle Euclidien. Nous montrerons enfin comment obtenir, a partir d’une paire d’images numériques,
le triplet d’entiers qui définit la relation géométrique entre ces deux images.

1. Introduction

La rotation est I'une des transformations de base pour les
images numériques, elle est nécessaire dans de nombreuses
applications pour I’'imagerie numérique. Le but de cet article
est de trouver la relation géométrique existante entre deux
images numériques, dont on sait qu’elle représente le méme
objet, c’est a dire la transformation pour passer de 1’'une a
I’autre. Dans le plan Euclidien R, la rotation est définie
comme suit. La rotation Euclidienne d’angle y deplace un
point (x1,y;) de R? enun point (x,y;) de R? tel que

X = XjCOSY—yjsiny, (D

X1 siny+yj cosYy. )

y2

Considérons maintenant la rotation dans le plan discret 7?.
Du fait que les valeurs x; et y, dans (1) et (2) ont peu de
chance d’étre entieres méme si x; et y; sont des entiers, nous
ne pouvons appliquer (1) et (2) au points de 7? directement.
L’approximation la plus simple d’une telle rotation Euclidi-
enne est |’utilisation de la fonction arrondie, telle que

P

1
| P cosy— Qq siny+ EJ’ 3)

1
Q> = |Pisiny+Qjcosy+ EJ’ “4)

ol un point (P, Q1) dans 77 est déplacé en (P»,0>) dans
7?. Une telle rotation entre deux points discrets de Z~ est
appelé rotation Euclidienne discrétisée d’angle v, abrégé par
la suite RED. Cependant, RED utilise les fonctions sinus
et cosinus qui elles-mé&mes utilisent des nombres réels ce
qui constitue un probleme. De plus en pratique, les erreurs
d’approximation de ces fonctions peuvent causer des erreurs
dans les résultats de RED.

Dans cet article, nous avons pour but d’éviter de tels er-
reurs. A cette fin, nous avons développé un algorithme de
rotation garantissant d’obtenir les mémes résultats que RED.
De plus notre algorithme nous permet d’effectuer la rota-
tion d’images numériques en utilisant uniquement des cal-
culs avec des entiers, i.e. sans utiliser de sinus ou de cosinus.
Une rotation n’utilisant que des calculs avec des entiers sera
appelée dans cet article une rotation discrete.

Il existe déja des travaux sur des rotations discretes. An-
dres a étudié quelques rotations discretes se basant sur les
rotations par cercles, par droites, et par droites Pythagorici-
ennes, respectivement [And92]. Toutes ces rotations utilisent
seulement des entiers durant leurs calculs, mais leur résul-
tats sont rarement les mémes que que ceux obtenus par
RED. Dans [And96], il a proposé une autre rotation dis-
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crete appelée rotation quasi transvection. Bien que les ré-
sultats obtenus soient meilleurs que ceux des précédentes
méthodes, cette rotation discréte ne garantit toujours pas
d’obtenir les mémes résultats que RED. Dans [NR0O6], Nou-
vel et Rémila ont, de leur coté, proposé une nouvelle ro-
tation discrete se basant sur les angles charnieres. Les an-
gles charnieres sont connus comme étant des angles partic-
uliers déterminés par une image numérique donnée, tel que
quelque soit 1’angle compris entre deux angles charnieres
consécutifs le résultat renvoyé par RED soit le méme. En
d’autres termes, les angles charnieres correspondent au dis-
continuités de (3) et (4). Nouvel et Rémila ont montré que
tout angle charniere peut étre représenté de maniere unique
sous la forme d’un triplet d’entiers, et donc qu’une rota-
tion d’image numérique pouvait étre réalisé avec un cal-
cul uniquement en entiers. De plus leur algorithme donne
les mémes résultats que RED. En conséquence, les angles
charnieres, désignés par le triplets d’entiers leur correspon-
dant, donnent suffisamment d’informations pour effectuer
toutes les rotations d’images possibles.

Dans cet article, nous aborderons la rotation discrete
basée sur les angles charniéres. Nous introduirons dans un
premier temps la notion d’angle charniere ainsi que certaines
de leurs propriétés. Ensuite, nous montrerons comment
obtenir un angle charniere a partir d’un angle donné, puis
comment a partir du triplet d’entiers calculer de maniere ef-
ficace la rotation d’une image numérique. Parce que I’intérét
dans [NRO6] était plus d’étudier la dynamique de la ro-
tation discrete que les angles charnieres en eux mémes,
leur algorithme pour la rotation d’images numériques né-
cessite de calculer tout les angles charnieres possibles pour
une image donnée; la complexité en temps est alors de
O(n’ log(n)) ol n est la taille du plus grand coté de I'image.
Nous améliorons leur algorithme pour notre objectif en en
développant un avec une complexité de O(n*log(n)). Nous
présenterons enfin comment obtenir, a partir d’une paire
d’images numériques, représentant le méme objet, le triplet
d’entiers qui définit la relation géométrique entre ces deux
images.

2. Les angles charnieéres

Considérons les points de 7Z* comme les centres des pixels,
leurs rotations se feront autour d’un centre a coordonnées en-
tieres. Les angles charnieres sont des angles particuliers qui
déplacent par rotation des points de 7? sur la frontidre entre
deux pixels. Dans cette section, nous donnons la définition
des angles charnieres ainsi que leurs propriétés. Nous intro-
duisons aussi les angles Pythagoriciens qui sont fortement
liés aux angles charnieres.

2.1. Définition des angles charniéres

Soit ¥ un point dans R? tel que X = (x,y). On dit que ¥
possede une coordonnée demie entiere si x — % € 7Z oulet

y— % € Z. L’ensemble des points qui possedent au moins
une coordonnée demie entiere se note .7 et s’appelle la
demie grille. Plus simplement, .77 représente I’ensemble des
points se trouvant sur la frontiere des pixels dont le centre
sont des points de 7.

Definition 1 Un angle o est un angle charniere si il existe au
moins un point de la grille de 7? tel que son image par la
rotation Euclidienne d’angle o appartienne a 7.

De méme que .7 peut étre vu comme la discontinuité
de la fonction arrondie dans (3) et (4), les angles charnieres
peuvent étre vu comme la discontinuité de RED. Plus sim-
plement, les angles charnieres déterminent la transition du-
rant la rotation d’un point de la grille 7Z* d’un pixel a un
pixel adjacent.

La proposition suivante est importante car elle montre que
tout angles charnieres peut étre exprimé a partir d’un triplet
d’entiers.

Proposition 1 Un angle o est un angle charniere si il existe
un triplet d’entiers (P, Q,K) tel que

2Qcoso+2Psinot = 2K+ 1. (®)]
avec (K + %)2 <P +Q?

La preuve est donné dans [NRO6]. Géométriquement, un an-
gle charniere o est composé de deux segments partants de
I’origine et se terminant I’un sur un point de la grille entiére
(P,Q) et l'autre sur un point de la demi grille (K + %J)
comme montré sur la Figure 1(gauche). On peut déduire
de cette proposition que tout les calculs liés aux angles
charnieres peuvent étre effectué uniquement avec des en-
tiers. Dans la suite, o indiquera toujours un angle charniere,
et nous noterons (P, Q,K) I’angle charniere généré par le
triplet d’entiers (P,Q,K).

Posons A = \/P2 +0%— (K+%)2, les équations suiv-
antes peuvent facilement étre déduite de (5) et de la Fig-
ure 1(gauche).

COSOL?P?»+Q(1<+%) P(K+%)— 0O
- P2 + Q2 ’ P2 + Q2
Notons que I'on peut avoir un point de la demi grille

(A K+ %), a la place de (K + %,7»). Dans ce cas la, les
OM-P(K+1)

mno =

. (6)

équations précédentes deviennent coso = =4 T et
. O(K+%)—P\ L .
Sin0L = =5 o Les symétries sur les angles charnieres

sont importantes car elles permettent de réduire les rotations
au premier quadrant du cercle, tel que o € [0, J].

Corollaire 1 Chaque triplet d’entiers (P,Q,K) correspond
a quatre angles charnieres symétriques o + “7" avec k =
0,1,2,3.

Dans le but de distinguer le cas (K + %,l) du cas (A, K +
%), nous changeons le signe de K; nous utilisons o(P,Q,K)
pour le cas (K + %,7»), et o(P,Q,—K) pour le cas (A, K +
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Figure 1: Un angle charniére o.(P,Q,K) (gauche) et quatre
angles charnieres symétriques (droite).

%) Notons que les symétries nous permettent de restreindre
o a I'intervalle [0, %], nous savons donc que K est toujours
positif.

2.2. Propriétés relative aux angles Pythagoricien

Du fait que les angles charnieres sont fortement liés aux an-
gles Pythagoriciens, les propriétés des angles Pythagoriciens
sont nécessaires pour démontrer certaine propriétés des an-
gles charnieres. Par conséquent, nous donnons maintenant la
définitions des angles Pythagoriciens et leurs propriétés.

Definition 2 Un angle 6 est appelé Pythagoricien si cos® et
sin© appartiennent a I’ensemble des nombres rationnels €.

Nous pouvons déduire de la Définition 2 que tout angle
Pythagoricien 6 est défini par un triplet d’entier (a,b,c) tel
que

cosezg, sinezé. (@)
c c

Dans la suite, 8 indiquera un angle Pythagoricien. Le lemme
suivant est nécessaire pour la proposition qui le suit.

Lemme 1 Soit (a,b,c) un triplet d’entiers générant un angle
Pythagoricien avec | a |<| b |<| ¢ |. Si ged(a,b,c) = 1, alors
¢ est impair.

Proof Nous supposons que ¢ est pair tel que ¢ = 2d avec
d dans Z. Nous obtenons alors a et b tout deux impair car
a®> +b* = ¢* = (2d)*. Sinon nous aurions ged(a,b,c) = 2n
avec n € 7Z, ce qui est contradictoire. Nous pouvons donc
Posera=2e+1etb=2f+1 avece, f € Z, en remplacant
nous obtenons (2e + 1) + (2 4 1) = 4d?, ce qui peut étre
récrit ¢® + e + f2 +f+ % =d* Cela implique que d ne peut
pas appartenir a Z. Nous pouvons donc conclure que ¢ est
impair. [
ab ¢
17001
d’entiers (%, %, ) génére le méme angle Pythagoricien que
(a,b,c).

Si ged(a,b,c) = i, alors ged( ) =1 et le triplet

Proposition 2 Soit Ej, I’ensemble des angles charniéres et
E), I'ensemble des angles Pythagoriciens. Nous avons alors
E,NE,=0.

Proof Supposons qu’il existe un angle o tel que o € Ej, et
o € E. Du fait que o appartient a E, il existe alors un triplet
d’entiers (a, b, c) générateur de I’angle o avec ged(a, b,c) =
1. Par substitution de (7) dans (6), on obtient

2QaHPD ok ®)
C

d’ou on dérive 2@%}’}’ € Z. On sait grace au lemme 1 que ¢

est impair, on déduit donc que Qa%”’ € Z. Cependant, cela
contredit le fait que pour toute pair n,m appartenant a Z, on
ne peut pas avoir 2n = 2m+ 1. On peut en déduire que ¢ ne

peut pas appartenir a E, et E), simultanément. []

Cette proposition montre qu’un angle charniere ne peut
pas tourner un point de la grille sur un point(x,y) tel que
x:i+%,y:j+%,avec (i,)) € Z*.

3. Calcul d’angles charniéres a partir d’un angle
Pythagoricien

Dans cette section, nous proposons une méthode pour cal-
culer I’angle charnieres correspondant a un angle donné afin
d’effectuer la rotation d’une image numérique donnée. Nou-
vel et Rémila ont présenté une méthode pour calculer tout
les angles charnieres pour un point de la grille ou un pixel
dans une image numérique [NRO6]. Leur méthode peut étre
adaptée pour trouver I’angle charniere qui nous intéresse a
savoir la borne inférieure d’un angle donné. La complex-
ité en temps serait alors de O(nlog(n)) avec n le nombre
d’angle charniere existant pour le point de la grille donné.
Notons que n dépend des coordonnées du point de la grille.
Dans la sous-section 3.1, nous améliorons leur méthode en
utilisant une structure d’arbre sur les angles charniéres, la
complexité de notre méthode est alors de O(log(n)). Dans
la sous-section 3.2, nous présentons une méthode pour trou-
ver I’angle charniere constituant la borne inférieure d’un an-
gle pour une image numérique donnée, c’est a dire pour
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I’ensemble des pixels de I'image. Finalement, nous don-
nons un algorithme de rotation discrete a partir de 1’angle
charniere précédemment calculé. Cet algorithme donne le
méme résultat que RED avec I’angle de rotation origi-
nal. Notons que, dans cet article, ’angle donné en entré
dans I’algorithme est un angle Pythagoricien, comme dans
[NRO6]. Cependant, il est possible d’utiliser un angle Eucli-
dien car il existe une méthode en temps linéaire O(m) pour
approximer un angle Euclidien par un angle Pythagoricien
avec une précision de ﬁ [Ang88].

3.1. Calcul de I’angle charniére constituant la borne
inférieure pour un point

Pour chaque point de la grille j = (P,Q) dans Z2, il y a
au plus n = [\/P2+ Q2 + | angles charniéres différents
[NRO6]. Cela implique qu’il existe une séquence de K;,i =
0,1,..,n—1 dans Z, avec 0 < K; < n pour tout p. Il est pos-
sible de comparer les angles charnieres deux a deux, nous
pouvons donc obtenir un ensemble croissant totalement or-
donné {OC] (R 0.K; ),Qz(P, Q,KQ), ...,(X,max(P, Q,Kmax)} tel
que 0o < 0 < ... < Ounax. Soit 6 un angle Pythagoricien
donné, pour trouver 1’angle charnieére constituant la borne
inférieur o; tel que o; < O < 041, nous utilisions une struc-
ture d’arbre. Par une recherche binaire, nous pouvons trou-
ver o; en un temps O(log(n)), en supposant que I’on puisse
faire la comparaison entre un angle charniére et un angle
Pythagoricien en temps constant. Cet algorithme est décrit
dans la Figure 1.

Data: Point p(P,Q), angle Pythagoricien 6
Result: (P, Q,K)
var Kipax = |/ P2+ Q% —1];
var Kyi = 0;
var Kiin = 0;
while Knax + Kpin # 1 do
if a(P,Q,K) > 6 then

‘ max = 1%,

else
| Kmnin =K;
end
K= I.Kmux'z"'[(mhx J ;
end

return o(P,0,K)
Function Calcul de 1’angle charniére

La proposition suivante montre que 1’on peut faire la com-
paraison entre un angle charniére et un angle Pythagoricien
en temps constant.

Proposition 3 Soit oo un angle charniére et 6 un angle
Pythagoricien. On peut vérifier si & > 6 en temps constant
et avec un calcul en entier.

Proof Soit o(P,Q,K) un angle charniere dans [0,5] et
8(a,b,c) un angle Pythagoricien dans [0, F]. A partir de (6)

et (7), on obtient
PK+3)+0\ a

cosoL—cos0O = TQZ ;
Si 0 est plus grand que o, cosa — cos6 > 0, alors
cP(4K 42) —4a(P* + Q%) > —4cOM. ©)

Du fait que ¢,Q,A sont positifs, la partie droite de (9) est
toujours négative. Donc si la partie gauche de (9) est positive
ou nulle, alors 8 > . Sinon, on éleve (9) au carré, et il ne
reste plus qu’a vérifier ’inégalité suivante :

[cP(4K +2) —4a(P* + 01)]* < 1662 Q%2 (10)

Par définition A = \/P2 + 02— (K +1)2, donc 16A% est un
entier et la partie droite de 1’équation (10) n’est composé que
de valeurs entieres. Nous pouvons donc vérifier (10) avec un
calcul uniquement en entier. Si I’inéquation est vraie alors
0> o;sinono >0. [

Notons la particularité des rotations d’angles 7 et de ses
multiples. Si I’angle de rotation est égal a %,71:, 37“, il suffit
d’inverser et/ou de changer le signe des coordonnées x et/ou
y. Pour cette raison nous pouvons restreindre 1’angle de ro-
tation en entré de ’algorithme 6 2 0 < 6 < %

3.2. Calcul de I’angle charniére constituant la borne
inférieure pour une image

Dans cette sous-section, nous présentons un algorithme, basé
sur le précédent, pour calculer I’angle charniére constitu-
ant la borne inférieure pour un angle Pythagoricien 6 donné
et pour une image numérique donnée S se résumant en m
points de la grille tel que S = {p1,p2,..., Pm}. La sortie
est un triplet d’entiers qui représentent 1’angle charniere.
Lalgorithme calcule 1’angle charniere correspondant a cha-
cun des m points de la grille, puis les tries pour conserver
le plus grand. Plus précisément, il calcul dans un premier
temps 1’angle charniére inférieur a 1’angle 0 pour le premier
point de S, et il le stocke comme référence. Ensuite il cal-
cul I’angle charniere pour le second point de S, le compare
avec la référence et conserve le plus grand des deux. Apres
avoir répété cette procédure pour I’ensemble des points de
S, notre algorithme retourne I’angle charniere o constituant
la borne inférieur tel que o < 6. La complexité en temps de
notre algorithme est de O(mlog(n)) car il appelle m fois la
fonction décrite en Figure Figure 1 dont la complexité est
de O(log(n)). La Figure 2 illustre notre algorithme. Comme
montré dans la proposition suivante, la comparaison entre
deux angles charnieres est réalisée en temps constant, la
complexité globale de notre algorithme n’est donc pas mod-
ifié.

Proposition 4 Soit o1, o deux angles charnieres. Nous pou-
vons Vérifier en temps constant et avec un calcul en entier si
o > 0.

La preuve est similaire a celle de la proposition 3.
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Data: Image numérique S, Angle Pythagoricien 6
Result: (P, Q,K)
var HA, HAzemps \* angle charniere *\;
HA = Calcul de I’angle charniere(premier point de S, 6);
for Vp € S\{p1} do

HAtemps = Calcul de I’angle charniere(p, 6);

if HA < HAtemps then

| HA = HAtemps

end

end

return HA
Function Calculer un ange charniére pour

une image numérique

3.3. Rotation d’images numériques par angles
charniéres.

Data: image numérique S, angle charniére o

Result: image tournée S’

var HA : angle charniere;

for Vp € S do
HA = Calcul de I’angle charniere(p, a);
déplacer en (K, |[A+1,]) ou (|A+1].K), selon
le signe de K et stocker dans S';

end

return S’ .
Function Rotation discréte

Dans la Figure 3, nous présentons un algorithme de rota-
tion pour une image numérique. Il suppose que le centre de
rotation se trouve sur 1’origine. Pour 1’ensemble des points,
il appelle la fonction décrite dans la Figure 1 afin de trouver
I’angle charniere correspondant, angle charniere qui désigne
la nouvelle position du point. Soit 7 la plus grande coordon-
née pour I’ensemble des points de S, on sais qu’il y a au plus
an? point dans S. Nous pouvons en conclure que la complex-
ité est de O(n?log(n)). Les résultats obtenue par la rotation
discrete par angles charnieres sont exactement les mémes
que ceux obtenus par RED. L’avantage de notre méthode est
de ne pas recourir au calcul flottant, ce qui la désigne partic-
ulierement aux processeurs a arithmétique entiere.

4. Obtention d’une paire d’angles charnieres a partir
d’une paire d’images numériques

Dans cette section, nous montrons comment obtenir, a par-
tir d’une paire d’images numériques, dont la seconde est
une rotation de la premiere, 1’encadrement par deux an-
gles charniére de I’angle de rotation pour passer de I'une a
I’autre. Soit A = {ﬁ],ﬁz,“.,ﬁ]} etB= {617627“‘761} deux
ensembles de points de la grille dont on connait les corre-
spondances tel que p; corresponde a g;. Pour A et B don-
nés, on obtient une paire d’angles charnieres oy, 0, tel que
o <Y< 0y ouyest un angle de rotation cohérent pour la

Co(q) Cs(q)

v,

Ci(a) Cy(q)

Figure 2: La demi-grille 7 (§), a savoir le pixel autour du
point § ainsi que ses quatre coins

correspondance des points de A et B. Dans la suite, nous sup-
poserons que A est I’ensemble d’origine et B I’ensemble de
points tournés par 1’angle 7.

4.1. Définition du centre de rotation

Pour toute rotation, il est nécessaire de définir le centre de
rotation. Dans cet article, nous prenons un des points de la
grille appartenant a I’'image numérique comme centre de ro-
tation. En posant les centres de rotations en p; et g, on
définit deux fonctions 7 et I tel que

Ta(Pi) = Pi— P
IB(qi) = 4i—a

pour tout p; € A,§; € B, afin d’obtenir les cen-
tres de rotations sur [lorigine apres translations.
Dans la suite, nous utiliserons les ensembles
de  points Al = {%(ﬁl)7%(ﬁ2)a?‘%(ﬁl>} et
B' = {75(@), T(@), . Tp(@)}. 2 la place de A et
B. Cependant pour simplifier la lecture, nous les noterons
par A= {p1,p2,....p1} et B={qG1,G2,...G1 }-

4.2. calcul des angles charniéres pour deux paires de
points en correspondance

Dans cette sous-section, nous considérons le cas avec A =
{P1,P2} et B={q1,q2} ot p; = (P;, Qi) et §i = (R, S;).
Définissons d’abord un cercle € (p,) de centre p; pas-
sant par p,. Donc le rayon de 4 (p,) est r = d(P1,p2) ol
d(p1,P») est la distance Euclidienne entre p; et p. Consid-
érons la demi grille autour de g telle que

1

1
H(Go) ={(x,y) €H : SH— = <y§52+§quandx:R2+%,

7=
1

1
RZ—ESxSRz—Q-Equandy:Sz—Q-%}.

Posons P et g; comme étant les centres de rotations, pour
trouver la paire d’angles charnieres, nous devons détecter
les intersections entre €'(py) et 7 (g2). En d’autre ter-
mes, nous étudions les coins de J#(g») a intérieur de
€ (P»). Posons les quatre coins de J#(g;) tel que Cy(g2) =
(R2—3,52— %), CG) = (R — 5.2+ 3), G(G2) =
(Ry+ %,52—0— %), Cs(G2) = (Ry+ %,Sz — %), comme montré
dans la Figure 2. Nous définissons la fonction binaire .% tel
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que

0 si Ci(g2) est en dehors de € (pr),

1 sinon.

F(Ci(g2)) = {

Dans le but de calculer .% (C;(g>)) uniquement avec des en-
tiers, nous comparons chacune des équations de la forme
4((Ry + %)2 + (S5 £ %)2) avec 47>, Notons que nous pou-
vons supposer que les intersections entre € (P2) et J(g»)
existent. Siil n’y a pas d’intersection entre % (ps) et 7 (g2).
alors P et g, ne sont pas en correspondance.

Proposition 5 Si deux points p, et g, sont en correspon-
dance, un cercle % (p,) et le bord du pixel 57 (g,) possede
deux intersections distinctes.

La preuve mathématique rigoureuse est omise dans cet ar-
ticle a cause de la limitation de pages. Par contre, les grandes
lignes de la preuve sont donnée dans la suite. Nous distin-
guons les deux cas suivants.

Le premier cas qui se pose est celui ou 4 (p,) passe
par I'un des coins de J#(gp). Par définition des angles
Pythagoriciens, tout les angles entre un point de la grille et
le coin d’un pixel sont des angles Pythagoriciens, donc selon
la Proposition 2 cela ne peut pas étre un angle charniere.

Le second cas est celui ou I'intersection entre € (p,) et
A (go) est unique et sur une des arrétes de 7 (g, ). Ce cas
pourrait arriver si une des coordonnées de g, est zéro. Un arc
de cercle centré sur 1’origine ne peut croiser deux fois une
droite parallele a un des axes que si il coupe lui méme I’ autre
axe. Donc si ’intersection est unique, elle doit étre sur I’'un
des axes, ce qui implique que A doit étre nul. Cependant c’est
impossible par définition des angles charniéres.

A partir de la Proposition 5, on peut déduire qu’il y a qua-
tre cas différents qui correspondent au différentes possibil-
ité d’avoir 0,1,2 ou 3 coins a I'intérieur du cercle €(p,),
comme illustré dans la Figure 3.

e Cas A : €(p3) ne contient aucun coin. Nous avons alors
F(Ci(¢2)) = 0 pour tout i = 1,2,3,4, ce qui est sim-
ilaire au second cas impossible. Ce cas ne peut arriver
que lorsque R, = 0 ou S = 0. Supposons que R; et
S» soient strictement positif. Dans le premier quadrant,
la coordonnée y (respectivement la coordonnée x) des
points de €’ (p») est strictement décroissante quand x (re-
spectivement y) croit, donc il ne peut croiser deux fois
une ligne parallele a I’axe x (respectivement y). Par con-
séquent, si par exemple S, = 0, nous obtenons les deux
angles charnieres, symétriques autour de 1’axe y, décrit
par OL(P27Q2,R2 — ]).

e Cas B : %(p>) contient un seul coin. Par exemple, si
C1(g>) est dans le cercle, nous obtenons les deux angles
charnieres o (P2, 02, Ry — 1) et 0z (P2, 02, —S2 + 1).

e Cas C : %(p,) contient deux coins possédant une coor-
donnée commune. Par exemple, si C(42) et C2(g>) sont
dans le cercle, nous obtenons les deux angles charnieres
o1 (P2, 02, —S2+ 1) et 02 (P2, 02, —$2).

e Cas D : €(p>) contient trois coins. Par exemple, si
C1(q2),C2(q2) et C4(q5>) sont a I'intérieur de €'(g7 ), nous
obtenons les deux angles charnieres o (P, 02,Ry) et
(P, 02, —52).

La fonction principale de notre algorithme pour trouver
les deux angles charnieres, illustré dans la Figure 4, peut étre
divisée en trois parties. La premiere étape définit le centre de
rotation sur j| et g et applique les fonctions définies en 4.1.
La seconde étape cherche quels sont les coins se trouvant
a I'intérieur de € (g») et conserve le résultat sous la forme
d’un index. L’index est calculé comme la somme des index
associés a chacun des coins tel que 1’index du coin C;(g2) est
égal a 2'. 1l est donc facile d’identifier quels coins se trou-
vent a I'intérieur de Cj(g,) a partir de 'index. La troisieme
étape appelle la fonction illustré dans la Figure 5 qui renvois
les angles charnieres correspondant a 1’index. Il existe qua-
torze valeurs possibles pour 1’index. Notons que 1’index ne
peut jamais prendre les valeurs 5 ou 10. La valeur d’index
15 révele une erreur car elle implique que tout les points se
trouvent a I'intérieur de 4’ (g, ). Du fait que la valeur O cor-
responde au Cas A, nous devons vérifier si .7 (g») possede
vraiment deux intersections avec 4 (¢,). Les autres valeurs
de I’index, peuvent étre classées par paires. Deux valeurs de
I’index (d,e) appartiennent a la méme paire si et seulement
si d + e = 15. Deux valeurs d’une méme paire désignent les
méme angles charniéres. Du fait que cet algorithme travaille
sur un nombre constant de points et que la quantité de cal-
culs est indépendante des points, sa complexité en temps est
constante en O(1).

Data: Points
P1(P1,01),p2(P2,02),41(R1,51),42(R2,S2)

Result: angles charnieres o (P, Q,K]),02(P, 0,K>)

Var Entier Rayon|, Rayony, Index;yin, K1, K2;

p1=p(P1): 2= Tp(P2): 41 = T4(q1);

¢ = T4(P2);

Rayon| = 4 x (P22 + Q%); Rayony = 4 % (R% + S%);

Index oin = 2?21 F(Ci(ga)) * 2i—1,

(K1,K>) = Trouver la paire d’angles charniéres

(92(R2,52), Indexcoin);

return (OC] (Rz,Sz,K]),OCz(Rz,SQ,Kz))

Function Trouver 1’encadrement de 1’angle

S

4.3. Calcul des angles charniére de maniéere
incrémentale

D’une maniere générale, les ensembles de points A et B con-
tiennent plus de deux points. C’est pourquoi dans cette sec-
tion, nous étendons notre algorithme présenté dans la section
précédente pour toute paires d’ensembles de points A et B
qui contiennent m points avec m > 2. Un nouvel algorithme
illustré dans la Figure 6 effectue les calculs pour 1’ensemble
des points de maniere incrémentale. Cet algorithme est di-
visé en deux parties. La premiere partie consiste a initialiser
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Case A
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Figure 3: Illustration des cas 1,2,3 et 4.

Data: point g3 (R»,S>), index Indexcoin
Result: Deux entiers pour définir les angles charnieres
if Indexc,;, = O then
if |\/Rayon| — /Rayony| > 2 then

| return erreur point non compatible
end
if Ry = 0 then

| return —S,+1,—S,+1
else

| return R, —1,Ry—1
end

end

if Index.,i, = 1 or Index,,;; = 14 then
| returnR, —1,—S5,+1

end

if Index.,i, = 2 or Index,,;; = 13 then
| return R, —1,—5»

end

if Index,;, = 4 or Index,;; = 11 then
| return Ry,—S;
end
if Index.,;, = 8 or Index,,;, = 7 then
| returnR, —1,—S5,+1
end
if Index ., = 3 or Index,,;; = 12 then
| return —R, +1,—S5;
end
if Indexc,i, = 6 or Indexcyi, = 9 then
| returnR; —1,R;
end
if Indexc,i, = 15 then
| return erreur point non compatible
end
Function
charnieres

Trouver la paire d’angles

la premiere paire d’angles charnieres en appelant la fonc-
tion de la Figure 5 sur les deux paires de points (p;,q;) pour
i = 1,2. Cette paire d’angles charnieres sert de référence
pour la suite de 1’algorithme. La seconde partie boucle sur
I’ensemble des paires de points afin de trouver de nouveaux
angles charniéres qui améliorent 1’encadrement de 7. Pour
toutes les paires de points, on appelle la fonction de la Fig-
ure 5 et on compare le résultat avec la référence afin de la
modifier si nécessaire.

La complexité en temps de cet algorithme est O(m).
Comme expliqué dans la sous-section précédente, la fonc-
tion de la Figure 5 est calculé en un temps O(1). De plus,
comme expliqué dans la Section 3, nous pouvons comparer
deux angles charniéres en un temps constant O(1). Nous
pouvons en conclure que I’ensemble des calculs de cet al-
gorithme pour m points prennent un temps m x (O(1) +
0(1)) = O(m).
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Data: Ensemble de points
A = {ﬁ17ﬁ27 "~7ﬁn}7B = {517527"'7571}

Result: une paire d’angle charniere o, 0
Var angle charniere oy, 0, Tempsol, Tempsoiy;
(o, 0p) = Trouver I’encadrement de 1’angle
(ﬁl?ﬁqu‘] 761_‘2);
for i =3;i<n, i++ do
(Tempsoy, Tempso,) = Trouver I’encadrement de
I'angle (p1, Bi,41,4i)s
if Tempso, > o then

| oy =Tempsay;
end
if Tempso, < o then

| O =Tempsoy;
end
if oy < oy then

| Retourner Erreur
end

end

Retourner (oty,0);
Function Calcul des angles charniére in-

crémentale

5. Conclusion

Dans cet article, nous avons montré comment obtenir un
angle charniere directement inférieur 2 un angle Euclidien
donné. Nous avons présenté ensuite un algorithme effi-
cace pour effectuer une rotation discrete a partir de 1’angle
charniere précédemment trouvé, et ceux avec le méme ré-
sultat que I’angle Euclidien. Nous avons enfin montrés com-
ment obtenir, a partir d’'une paire d’images numériques, le
triplet d’entiers qui définit la relation géométrique entre ces
deux images.
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