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Résunt —Les algorithmes explicite-implicite et de Douglas-Ractifappartiennent & la classe des algorithmes itératifstithisation convexe
qui ont demontrés leur efficacité dans la résolutionbdigmes inverses de grande taille. Nous avons réecenpnepbdsé une imbrication de ces
méthodes permettant d’étendre leur contexte d’apjtiogt la minimisation, sous contrainte d’appartenanca aanvexe, d'une fonctionnelle
composée d’'un terme differentiable et d’'un terme norelidéous proposons dans cet article de généraliser caieect’algorithmes imbriqués
a la minimisation d'un critére pénalisé constitué meusomme de trois fonctions convexes dont une est diff@tdat de gradient Lipschitz.
Nous mettons en évidence l'intérét de ce type de miniticisasur un exemple de restauration d’'image nécessitamtonble régularisation:
une régularisation dans un domaine transformé (utibsatl’'une représentation en ondelettes) et une régakiois dans le domaine image
(favorisant la parcimonie spatiale).

Abstract — Forward-Backward and Douglas-Rachford algorithms beloniipe class of convex optimization iterative algorithmattiemon-
strated their efficiency for inverse problems. We have rédggiroposed nested algorithms based on these methodsirdide extend their
application context to the minimization of a criteria compd with a differentiable function and a non-smooth functin this article, we pro-
pose to generalize this class of embedded algorithm to themization of penalized criterium compound with a sum ofthconvex functions
where one is differentiable with a Lipschitz gradient. Wend@strate the interest of this minimization on an imageorasion example which
needs a twofold regularization: one is done in the transfdamain (wavelets-frame representation are used) and ageimegularization to
favor spatial sparsity.

1 Introduction .||%. Cet opérateur généralise la notion de projection sur un
convexeC' fermé non vide (notédc); en effet,prox, , =

Pour restaurer des données dégradées, des approclees vafc 0U tc est la fonction indicatrice du convexg (.o (z) =
tionnelles peuvent étre mises en ceuvre. Elles sont basies 0 Si © € C et +oo sinon). Dans [2], les auteurs présentent
la minimisation d'un critére non nécessairement diffeiable ~ d€s formes explicites de cet opérateur proximal pour de-nom
permettant d'inclure un terme de fidélite aux donnéesualiq Preuses lois de probabilité log-concaves. Plus récemrdans
s'ajoute un (ou plusieurs) terme(s) de régularisationli@a- [9, 10], les probléemes d’optimisation ont été élargig mini-
trice d’ensemble de contrainte convexe, norimevariation to- misation d’'une somme de plus de deux fonctions. Par exemple,
tale,...). Dans le cas ol un unique terme de régularisation es@Jout de lndicatrice d’un convexe a permis dans [9] deveo
considéré, des études visant & accroitre la quaditeedons- sm!érer une classe de bruit de dégra_ld.atl.on plus largeésarr
truction ont porté sur l'intégration de représentaigrarcimo-  [ution de ce type de probléme de minimisation plus complexe
nieuses dans des algorithmes de tfi@ectation Maximiza- Passe par imbriquation de differents algorithmes (ene-
tion [6], puis dans des algorithmes tels que celui de LandwebdfPlicite [4], Douglas-Rachford [3], Dykstra[12]). Lesquves
seuillé [5]. Dans [4], les auteurs ont généralisé caftproche e convergence de ces algorithmes imbriqués et les conaliti
pour differentes fonctions de régularisation en utilisi no- d’|n|t|al|sat|9n permettant d’améliorer leurs perfornees (en
tion d’opérateur proximal. Cet opérateur a été indiakent in-  erme de vitesse de convergence) ont été données dans [9]
troduit par Moreau dans [7]. Il est défini pour une fonctjode DQ”S ces algonthmeg Compqsés, de_u>§ cond_mo_ns spn'sn'ece
T'o(H) ol H est un espace de Hilbert réel separablEgt{) Salres : I’une’des tro_ls fonctions doit etr(_e I:mdmatndéuq
correspond a la classe des fonctions convexes semi-cestin CONVexe fermé non vidée” et une autre doit étre de gradient
inferieurement suf{ prenant leurs valeurs darjs-co, +oc].  A-Lipschitz. Par ailleurs, dans [10, 11, 13] les auteurs sg so
L'opérateur proximal associé fien un pointz € 7 est note  INtéresses a une régularisation hybride composee ttme
prox,z et correspond & l'unique minimiseur de+ 3 |jz — de variation totale et d’'une normg et, plus généralement



dans [10], a la minimisation d’'une somme finie de fonctioas d dans [12] permettant de calculer I'opérateur proximaln&u

I'o(H). Une condition restrictive sur 'emploi de cette méthodesomme de deux fonctions. Cet algorithme posséde le pahcip

est cependant de pouvoir calculer 'opérateur proximatliee ~ avantage d’avoir des hypotheses moins fortes sur les tionsli

cune de ces fonctions. de qualification des fonctions. Dans le probléme de miramis
Comme il est parfois plus adéquat de calculer le gradiertion que nous considérons ici, nous cherchons a gésérale

d’une fonction plutdt que son opérateur proximal (opéua calcul au cas ok n'est pas nécessairement égalg:a

de dégradation de grande taille, opérateur proximal nqufi-e Dans un premier temps, optons pour I'algorithme de Douglas-

cite,...), I'idée de cet article consiste a étendre kssk des Rachford et revenons a la definition de I'opérateur praiim

algorithmes imbriqués que nous avons proposé dans [8], afivz € H,

de minimiser la somme de trois fonctions ou aucun des termes

n’e_st pas neces_sa|r_ementll’lndlcatnce d'un cqnvexeaﬂmlg . PTOX, (pp@ = argmin l”y — 2|2+ f (W) +mh(y) (2)

a ainsi pour objectif de développer un algorithme adaplé yeH 2

minimisation de , . N
L'algorithme de Douglas-Rachford permet de minimiser une

min g(z) + f(x) + h(x) (1) somme de deux fonctions dg(7), que nous dénoterops et

. et _ . g2 ou différentes combinaisons sont envisageables :
ol g, feth sont des fonctions dBy () et g est une fonction O g = %H- — 2|2+ mf et gy =h

de gradienp3-Lipschitz avegs €]0, +o0|.
O gr="mh et go=gl. — x> +v.f
2 Probléme de minimisation , ,
0 g =5l 2" +mh et g=f
Parmi les algorithmes existant pour minimiser une fonction

objectif non-differentiable composée d’une somme disfanc- U 91 =7f et ga = gl —z[|> + yh.
tions del'o(#), dont I'une d’entre elles est de gradight _ _ o _

explicite-implicite (forward-backward) [4]. Cet algdnitne, ro-
buste aux erreurs numeériques, construit une guitg,,>1 par (Zm+% , Zm+1) = DRy, g, (2m)

les itérationsyn € N, _
€ - {Zer; = proxXyg, (2m)

Tptl = Tn + Mn (proxw(erh)(xn — 1 Vy(zn)) + an — zy) Zmal = Zm + Tm (proxlgg1 (22m+% —Zm) — zm+%),

ou~, > 0 est le pas de 'algorithme,,, > 0 est le paramétre
de relaxation et:,, représente une erreur autorisée dans le cal
cul de I'opérateur proximal. De pluég,, ).en converge faible-
mgnt vers une solution du Probleme (1) sous les hypothesgﬁlpothése 2
suivantes :

ouv > 0 et (7, )men €St une suite de réels positifs.

(i) (vm eN), 1, €]0,2].
Hypothese 2.1

. ) (ii) g2 est une fonction fortement convexe.
() 0 <infpenyn < sUP,enyYn < 26371

(i) (vn € N) A, €]0,1] andinfren An > 0 Sous les hypotheéses 2.2, la suitg, , 1 ),,~1 converge forte-
(iii) :i‘(’) lan|| < +oo. mentversle minimiseuroﬁﬁox%(ﬂh)zx. Par conséquentdans
les choix précedemment considérés, sélilet 0 assurent la
convergence forte de I'algorithme Douglas-Rachford séitant
quegs soit une fonction d&', () fortement convexe. L'opérateur
proximal associé g, dans[] est

Dans cet algorithme, la principale difficulté réside déms
calcul deprox,, ;5. Dans le cas ou est la fonction indica-
trice d’'un convexe, des propriétés liees au calcupre, ., ;
ont été énoncées dans [3, 9]. Il est démontré dansy8]si
prox; € C, prox, ., = prox;. De plus, si I'espace de Hil- 4+ Yz
bert considéeré est = R, alorsprox, , , ; = Pcoprox;. Cette ProXyg, = PrOXoym ; (H—ﬁ) ®)
propriété s’étend au cas ¢letC sont séparables [9].

Si maintenant ces hypotheéses ne sont pas vérifieesdelcal  Sil'on s’intéresse maintenant au calcul de I'opérateoxp
de cet opérateur peut étre effectué par deux approcbé®rs maldef+h en utilisant I'algorithme de Dykstra, les conditions
considérant la définition de I'opérateur proximal et pansé-  a satisfaire pour obtenir la convergence forte yexsx, ()
quent, en résolvant un nouveau probleme de minimisation ¢ sont la connaissance des opérateurs proximauykete: (éga-
vexe. Dans [9] les auteurs réalisent ce calcul en utiliBalgio-  lement nécessaires pour I'utilisation de I'algorithmeddriglas-
rithme de Douglas-Rachford proposé dans [3]. Une autre sol Rachford). L'algorithme est le suivant : soit € H etpy =
tion passe par utilisation de I'algorithme de Dykstra ps§o gy = 0, les suitegr,,)m>1 €t (sm)m>1 SOnt générés par les



routines telle queVm € N, 4 Reésultats

(5m7pm+17 Tm4+1, Qm+1) = D'ynf,'yﬂ,h(rmapma Qm)

s = prox, +(rm + pm) Pour illustrer I'intérét de ces algorithmes, nous effexcts la
m p An fAT T Pm . ) X , N
_ _ restauration d’une image (figure 1(a)) composée d’'unegbéan
Pm+1 =Tm + Pm Sm , ., s ., ., .,
< _ etd’'unfond étoilée. Elle est dégradée par un opérategonvo-
TmAl = PIOXy g (Sm + dm) lution A (ici un flou uniforme de taill& x 3) et un bruit de Pois-
m+1 = Sm + qm — T'm+1- son. Cette image dégradée (figure 1(b)) est ngtee g avec
Alors (7, )men €t (sm)men convergent fortement vers lasolu- G = RY ou N représente la taille de I'image. La fonction-
tion deprox,, (s1p)(ro) [12, Theorem 3.3]. nelle & minimiser associée a notre probleme est la stava

Ve = (™)1 <p<k,

2.1 Algorithme propose 4
Dyw(AF*z,y) + f(z) + 5 Y (F2) +ic(Fe).  (4)

Deux algorithmes imbriqués sont alors envisageable$; I'a e
3

gorithme de Douglas-Rachford ou celui de Dykstra intégré

dans les itérations de 'algorithme explicite-impliciténe fois

I'imbrication effectuée, voici la forme des algorithmes : Dans cet exemple)xky, représente la divergence de Kullback-
Leibler souvent utilisée dans le contexte d’une dégiadgois-

Algorithme 2.1 sonienne ef™ : H — G est un opérateur de synthése de trame

f_i) ChOFS_ier € Hetn=0. avecH = RK et K > N. On utilisera une version d’'une
(i) Choisir A, €]0,1], v, €]0,287 [ etd > 0. représentation en arbre dual [14] conduisant & une traunse
(i) Poserd,, = z, — v, Vg(z,). (F* o ' = v Id avecr = 2) et utilisant des filtres symlets de
(iv) Pourm =0,..., M, longueur 6.
a) Choisirr, €]0,2] etz, o € H La fonctionf correspond & une régularisation dans le domaine
b) (Zn7m+%azn,m+1) =DRy,,9.(Zn,m:dn) transforméH telle quef(z) = S5, xk|z® | + wylz ) |Px
C) SiZumi1 = Zn.m, alleren (v). ot x, > 0,wr > 0etp, € {4/3,3/2,2} sont adaptés par
(V) Fairez, i1 = 2y + An (2001, — ). sous-bandes. Enfith, = k3", _¢(F*-)®) + 1o o F* introduit

d’'une part, un terme favorisant la parcimonie dans le domain
spatial, sur une zong C G et d’autre part, une contrainte dure
Algorithme 2.2 sur 'appartenance a un convegeC G (dans notre exemple,
(i) Choisirz, € H etn = 0. lie a la dynamique de I’imagec*\ = [0,255]"). Dans notre‘
(ii) Choisir A, €]0, 1] ety €]0,28-[. exemple, le SL_JppoS correspond fa_la zone entou_rant Ia_planete
" ’ " ’ représentée figure 1(c). Nous utilisons I'extension gatgue
(iii) Poserrn,o = an — 7 Vg(zn). proposée dans [9] pour gérer le caractére fAdripschitz dif-

(vi) Incrementem (n < n + 1) etaller en (ii).

(iv) Poserp, o = gno=0ets, 1 =0. ferentiable de la divergence de Kullback-Leibler.
(v) Pourm=0,...,M, L'image reconstruite dans le cas si= 0.08 est représentée
a) (Sn,ms>Prymt1> Tnm+1s Gnym+1) = figure 1(d). Pour mettre en évidence l'intérét de la foorech
Dy, fynh(Tn,m) proposée en (4), nous examinons a l'aide d’un zoom sur une
b) Sirnmi1 = Tnm, alleren (vi). zone de l'image, les effets des trois types de restauratian.
(vi) Fairex,11 =z, + A\ (rm M, — zn) figure 2(b) correspond au cas ou I'image est restauréeravec
(vii) Incrémentem (n < n + 1) et aller en (ii). 0 (régularisation uniquement dans le domaine transfokhé

Puis, la figure 2(c) illustre I'effet de cette méme régidation

Il fau? remarquer que pour I'Algorithme 2.2, le test en (v) b) lorsqu’on 'appliqgue seulement sur la zone centrale. Erdin |
peut également s'effectuer enke,, ets,, 1. Danscecasla  figyre 2(d) correspond au zoom de la figure 1(d) (régulddsat
SUite(sn,m )m>0 cONverge vers lasolution geox., sy (rn0)  des élements de la zone centrale dans le domaine traréséarm
dans l'algorithme de Dykstra. régularisation dang pour les élements appartenant$)aPour
les différentes approches, il n’y a pas de difféerenceifigative
en ce qui concerne la restauration de la partie centrale omais
peut constater que le choix depréconisé permet une bonne
détection des étoiles sur l'arriére plan.

Sur la figure 3, nous présentons les courbes de convergence
des algorithmes 2.1 et 2.2 en fonction du temps. Il en ressort

Une idée de la démonstration de convergence des Algoeshngjue les itérations imbriquées du Dykstra semblent cayereau
2.1et2.2 peutétre trouvée dans [9]. Celle-ci est esslfartient  moins aussi rapidement voir plus rapidement que les itarat
basée sur la convergence forte de I'algorithme de Dykstdeo  du Douglas-Rachford sans avoir de parametres suppl@ment
Douglas-Rachford. a ajuster comme,, etd.

Proposition 3 Sous les hypo#ses 2.1 et 2.2 pour I'Algorithme
2.1 et sous les hypatses 2.1 pour I'Algorithme 2.2, il existe
une suite d’entiers positiféM,, ),.cn telle que, si(Vn € N)
M,, > M, alors, (x,),en converge faiblement vers une solu-
tion du ProbEme(1).
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FIG. 3 — Comparaison en temps CPU de I'algorithme imbri-
quant Dykstra (en noir) et Douglas-Rachford (en vert et fyan
pour difffentes valeurs de,, et.

(c) Supports (d) Image restaurée
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