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Introduction

La propriété de densité de 1'énergie image (EID) affirme que dans une
structure d’erreur donnée S, un p-uplet de variables dans le domaine ID dont
la matrice carré du champ est presque stirement non dégénérée, admet une
loi absoluement continue par rapport a la mesure de Lebesgue de dimension
p. Cette propriété a été conjecturée vraie dans toutes les structures d’erreur
par Nicolas Bouleau et Francis Hirsch en 1986. Démontrée dans tous les cas
particuliers existants, elle permet d’établir des critéres sous lesquels les lois de
solutions d’équations différentielles stochastiques éventuellement avec sauts,
admettent des densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Le critére (EID)
ne repose pas réellement sur la théorie du calcul de Malliavin car il n’y a
pas besoin d’effectuer des intégrations par parties pour obtenir la régularité
des lois. Il s’agit plutot d’une propriété trés fine de théorie géométrique de
la mesure.

Le cas des variables aléatoires a valeurs réelles (p=1) a été prouvé en toute
généralité, ceci peut étre vu dans [1]. Quelques années plus tard, la conjec-
ture est démontrée dans le cas particulier de la structure d’erreur d’Ornstein-
Uhlenbeck sur I'espace de Wiener, voir [5]. Alors que la théorie du calcul de
Malliavin avait déja permis d’établir des critéres sous lesquels les lois de so-
lutions d’équations différentielles stochastiques admettaient des densités par
rapport a la mesure de Lebesgue, ce résultat permet d’abaisser la régularité
des coefficients fonctionnels a Lipschitzien. A ce jour, ces critéres restent les
plus généraux.

Le cas de I'espace de Poisson a été traité par Agnés Coquio dans un cas
particulier, voir [7], il s’agit du cas particulier ou la mesure d’intensité est
une loi uniforme sur un ouvert borné de R™. Trés récemment, une nouvelle



méthode dite "de la particule prétée" permet d’établir des résultats trés gé-
néraux pour des structures de Dirichlet sur 'espace de Poisson. On pourra
consulter [4] pour une introduction & cette théorie ainsi que [3] pour 'appli-
cation aux équations différentielles stochastiques. Toutes ces démonstrations
reposent en partie sur la formule de la coaire de Federer.

L’objectif de ce travail est de mettre en évidence 'existence d’un renforce-
ment de la propriété (EID), que 'on peut voir comme une version quantitative
de la propriété (EID). Il s’agit d’établir que la convergence dans le domaine
| - lp de variables aléatoires entraine la convergence en variation totale des
lois. Nous établissons cette propriété en toute généralité pour le cas des va-
riables aléatoires a valeurs réelles et étudions les liens avec la propriété (EID)
ainsi que certaines propriété générales. Cela permet par exemple, d’établir
que les lois de variables non dégénérées sont de Rajchman et possédent donc
un "gros" support. Bien entendu, cela va dans le sens de la conjecture (EID).
Dans un second temps nous démontrons le cas particulier de la structure
de Dirichlet H!([0,1]?) ainsi que le cas de la structure d’erreur d’Ornstein-
Uhlenbeck sur I'espace de Wiener. Notons que cela permet de donner une
démonstration alternative de (EID) sur ces espaces, ne reposant aucunement
sur la formule de la coaire.

1 Deéfinitions et propriétés générales

Soit une structure d’erreur S = (Q, F,P, D, I"). Introduisons deux défini-
tions, dont nous étudions les liens ultérieurement.

Définition 1. (Energy image density)

On dit que S satisfait la propriété (EID), si pour tout p-uplet X = (Xy,---,X,)
de variables aléatoires dans D :

X*(det<F[X“ X]]ZJSP) d]P)) << d)\p
Définition 2. (Strong energy image density)

On dit que S satisfait la propriété (SEID), si pour tout p-uplet X = (Xq,---, X,)
de DP, pour toute suite de DP X,, = (X™, -+ X\ telle que lim || X — X™||p = 0,

puis pour toute suite ¢, de fonctions de Cp(RP,|R) avec ||¢p|le < 1, on a la
propriété suivante.

VZ € LQ(P)7 T}Lngo E{ZX{det(F[Xi,th,jgp)?fO} (¢n(XN) - ¢n(X))} = 0.



Avant de rentrer dans le détail des significations des deux définitions pré-
cédentes, introduisons briévement quelques notations.

~ D:D — L*Q,’H) est un gradient tel que I'[X] =< DX, DX >.
(Ici H est un espace de Hilbert.)
— ¢ est I'opérateur adjoint du gradient.
— P, est le semi-groupe engendré par la forme de Dirichlet £[X] = E{T'[X]}.
— A est le générateur associé au semi-groupe P;.

La proposition suivante permet de clarifier la définition de la propriété (SEID).

Proposition 1. (Convergence en variation totale et SEID)

Supposons que S satisfait la propriété (SEID). Soient X = (X1, ---,X},)
et X,, = (Xl("), e ,XIS")) des éléments de D tels que lim || X — X™||p =0
et P-ps, det(I'[X;, X;]ij<p) > 0. On a alors la propriété suivante de conver-
gence en variation totale :

lim sup E(¢(X,)— ¢(X))=0.

" 16lloo<a

Démonstration. Pour tout entier n, il existe ¢,, continue telle que ||¢, || < 1

et | sup E(o(X,) — o(X)) — E(dn(Xn) — on(X))| < % Il suffit alors d’ap-
||¢Hoo§1

pliquer la propriété (SEID) a la suite ¢,, et en prenant également Z = 1 pour
obtenir le résultat souhaité. Précisons que par hypothése, la variable X de
DP étant presque stirement non dégénérée, il découle que presque stirement,

X{det(F[Xi,Xj]i,jSpﬁéO} =1 -

Remarquons que la condition de non dégénérescence de la matrice I' de la
limite est nécessaire. Prenons ’exemple de la structure de Dirichlet suivante :
S = ([0, 1], B([0,1]), dx, H'([0,1]),T[f] = (f')?). On définit alors la fonction
f valant 0 sur [0, 3] et f(z) = x — 5 sur [5,1]. Puis on définit f, = f + %
On a alors nh_}n()lo | fn — fllzr = 0 mais on n’a pas la convergence en variation

totale de (f,,).«dx vers f.dx. Il suffit de considérer le borélien A = {0}, on a
E{xa(f)} =3 et E{xa(fa)} =0.

La proposition suivante explique en quoi, la propriété (SEID) est un renfor-
cement de la propriété (EID).



Proposition 2. (SEID)=-(EID)

Si une structure d’erreur satisfait la propriété (SEID) alors elle satisfait la
propriété (EID).

Démonstration.

La preuve se décline en trois étapes.
— Etablir un résultat de densité dans D pour la norme || - ||p.
— Vérifier que la propriété (EID) est satisfaite pour cette classe de va-
riables plus "réguliéres".
— Utiliser (SEID) pour transférer (EID) aux variables de D, par densité.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1. Densité de D*? pour || - ||p-

Les wvariables aléatoires telles que X € D et T'[X] € D sont denses dans
D pour la norme || - ||p. (Cet espace sera désigné par D*? par analogie avec
les espaces de Sobolev).

Démonstration. Utilisons pour démontrer ce résultat le semi-groupe de contrac-
tion P;. On sait que P,(D) C D et de plus E[P,X, PX] < £[X, X]. En outre,
| PiX |2y < || X || 2. Ceci permet d’affirmer que P, induit un semi-groupe
a contraction dans ’espace de Banach . Ce semi-goupe, appelons le @,
posséde un générateur B qui est défini sur un domaine D(B) dense dans D
pour la norme || - ||p. En outre || - ||p > || - || z2(p), ainsi D(B) C D(A). Enfin,
pour tout X dans D(B), on a B[X] = A[X] € D. Enfin, vu que A[X] € D,

on en déduit que T'[X] € D (car 2T'[X] = A[X?] — 2X A[X]). O
Donnons nous X = (Xy,---,X,) un p-uplet de variables dans le domaine
D. Par le lemme précédent, on se donne également X, = (X, -+, X{™) des

éléements de D*? qui convergent vers X pour la norme || - ||p. L’idée principale
est que les variables dans D?? sont plus "réguliéres" que les variables dans
D et satisfont naturellement la propriété (EID) par le biais d’une intégration
par parties.

Fixons une fonction test ¢ dans C:°(RP,R), un réel € > 0, et un indice de
dérivation ¢ entre 1 et p, on a les formules suivantes :



Zazp )DX™,
T[h(X,), X" Zc‘w X, xM),

ZF W), XX )L

2y

La formule précédente n’est vraie que la ot det I'[X,,] # 0, ainsi :

), Com(Xy,);
det T[X,] #
det r[Xn]+eal ZF ): j det IX,] + €

Enfin, on remarque que comme les variables X,, sont dans D?*2, le terme

Ly = % est dans . On a donc la formule d’intégration par parties

E{T[Y(Xa), X")Z0} = E{Zup(Xa) ALX]" ]} = E{w(X)T[Z0, X))
On en déduit qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de la fonction
test choisie 1, telle que

det T'[X,,]

| {m (Xn)}H < COlY]|ce-

Ceci assure que X, *(%dp) << M. Fixons enfin un borélien A négli-

geable pour la mesure de Lebesgue de RP.

det T'[X,,]

Ff— -
{det I'X,] +¢

Xa(¥(Xn))} = 0.
Puis en faisant tendre € vers 0,

E{X{det T[x, >0 x4 (¥ (X5))} = 0.

Passons & la derniére étape du raisonnement. A renumérotation prés, on peut
supposer que lim det I'[X,,] = det T'[X]. Donc pour tout € > 0, on peut trou-
n—oo

ver un ensemble mesurable B tel que la convergence précédente soit uniforme
sur B, avec P(B) > 1 —e.



D’une part,

lim E{det I'[Xy]xp xa(¢(Xn))} — E{det I[X]x5 xa(¢(Xn))} = 0.

n—oo

D’autre part, par (SEID), (en posant Z = detI'[X]x5) :

lim E{X{detrx]20y det T[X]x5(Xa(¥(X0)) — xa(¥(X)))} = 0.

n—oo

Cependant, 0 = E{det I'[X,.]x5 xa(¥(X,))}, car la propriété (EID) est vraie
pour les variables X,,, on en déduit :

E{X{det r1x]0} det T X]xpxa(¥ (X))} = 0.

I1 suffit alors de faire grossir les ensembles B choisis, pour obtenir & la limite
que :
E{X{det rpx0} det T[X ] x (v (X))} = 0.
m

Remarque 1. On a choisi la classe D*? pour effectuer la démonstration,
mais cela n’a rien d’indispensable. Il suffit de choisir une classe de variables
suffisamment réquliéres pour pouvoir effectuer des intégrations par parties, et
qui soit dense dans D pour la norme || - ||p.

Remarque 2. Dans la proposition précédente, on prouve que pour une struc-
ture S fizée, la propriété (SEID) entraine la propriété (EID). Il est néan-
moins beaucoup plus stmple de prouver que si toutes les structures satisfont
(SEID) alors toutes les structures satisfont (EID). Pour ce faire, on peut
convoler le p-uplet (Xy,---,X,) par des variables uniformes indépendantes
X, =X+ %(Ul -+, Up), dans ce cas le raisonnement s’effecture dans la
structure d’erreur produit S x H'[0,1].

Nous savons que la propriété (EID) a été prouvée vraie dans le cas unidi-
mensionnel (p=1). Dans le théoréme suivant, nous démontrons que (SEID)
est également vraie pour toute structure d’erreur S et pour p = 1. C'est a
dire pour des variables & valeurs réelles.

Théoréme 1. (SEID) pour p = 1.

Soient X et X,, des variables aléatoires dans D telles que lim || X,, — X||p = 0.

Fizons une suite quelconque de fonctions continues ¢, telles que ||pp|loo <1
et Z un élément quelconque de L?. Sous ces hypothéses :

lim E{Zxqrix)z0p(9a(Xa) — 6u(X))} = 0.



Démonstration.

La suite x(rixjz0} (¢n(Xn) — ¢n(X)) est bornée dans L*>°(P), on peut en ex-
traire une sous-suite qui converge faiblement vers un élément W de L>(P).
Ainsi,quel que soit Y dans L'(P) (quitte a renuméroter) :

Tim E{Y x(rpx01(0(Xa) — 00(X))} = EQYWW}.
L’objectif principal de la preuve est donc d’établir que W = 0. Notons

U, (z) = / ¢n(t)dt. Fixons enfin U dans le domaine D(A) du générateur.
0

U, est de classe C! et 1-Lipschitzienne. Nous pouvons appliquer la pro-
priété de calcul fonctionnel.

[0 (Xn) = Un(X), U] = n(Xn)D'[X, U] = (X)X, U]
= ((bn(Xn) - (bn(X))F[X? U] + ¢n(Xn>F[X — Xn, U]'

Prenons l'espérance des égalités précédentes. Pour Z dans D N L*°, on a
I'intégration par parties suivante :

E{T[W,(Xn) = Va(X),UlZ} = —E{Z(Vn(X,) — ¥n(X))A[UT}
HE{(Un(Xn) — Va(X))L[Z, U]}
= E{Z(¢n(Xy) — 0n(X))I[X, UT}

HE{Zn(X,)T[X — X, U]}

D’une part,
Tim E{Z(V,(X,) ~ U,(X)A[U]} = lim E{(¥,(X,) ~ ,(X))[[Z.U]} = 0.
,}LIEOE{Z%(X”)F[X - X,,U]} =0.

d’autre part,
lim B{Z(60(Xo) = 6u(X)TIX, U} = T B{Z(60(X,) = 60(X) xcrx0p TX, U]}

o = E{WZI[X,U]}.

Ainsi, pour tout U dans D(A) et Z dans DN L, on a E{WZT[X, U]} = 0.



Finalement, E{W?I'[X, X]} = 0, donc Wxr(xjzo} = 0. Or on a clairement
Wx¢rixj=o; = 0 (par construction). Ainsi W = 0. Autrement dit, la seule
valeur d’adhérence faible est 0, ce qui achéve la démonstration. O

Une conséquence intéressante de la propriété précédente est que la conver-

gence en norme || - ||p est préservée par composition avec des applications
Lipschitziennes.
Corollaire 1. Convergence pour || - ||p et fonction Lipschitzienne.

Soient X, et X des éléments de D tels que lim || X,, — X||p = 0. Et soit F
une application de R dans R, K-Lipschitzienne. Alors lim ||F(X,) — F(X)|p = 0.

Démonstration.

F est K-Lipschitzienne, nous avons déja lim ||F(X,) — F(X)| 2@ = 0.

n—oo

Il reste a prouver que nlgr;(} E[F(X,) — F(X)]=0.

En utilisant le calcul fonctionnel de classe Lipschitzien :

D[P (X,) = F(X)] = (F(X,))’L[X, 4+ (F'(X))?T[X]~2F(X) F'(X,)T[X, X,
Or,

lim E{|TX, X,] - T[X, X]|} = lim E{|T[X,, X,] - T[X, X]|} = 0.

Ainsi £[F(X,,) — F(X)] a méme limite que E{T[X, X](F'(X,,) — F'(X))?}.
Or d’aprés la propriété (SEID),

lim E{T[X, X](F'(X,))?} = E{T[X, X](F'(X))},

Tim B{TLX, X]F/(X,)F(X)} = B{TLY, X)(F/(X))).
Cela permet d’affirmer que lim E{I'[X, X](F'(X,) — F'(X))*} = 0. O

n—oo

Etudions maintenant la stabilité de la propriété (SEID) vis a vis de 'opé-
ration produit infini. On sait que si S; est une famille de structures d’erreurs

telle que pour tout n, H S; satisfait (EID) alors H S; satisfait encore (EID).
i=1 i=1
Cette propriété est d’une grande importance car elle permet d’obtenir (EID)

8



sur des objet de dimension "infinie" tels que les solutions d’équations diffé-
rentielles stochastiques. Dans la proposition suivante nous montrons qu’il en
est de méme pour (SEID). Nous renvoyons a [6] ou [2] pour les définitions
des opérations "produit" et "image" sur les structures.

Proposition 3. Stabilité de (SEID) par produit infini.

Soit S; une famille de structures d’erreur telles que HSi satisfait (SEID)
i=1

pour tout rang n, alors HSi vérifie (SEID).

i=1
Démonstration.

Soient X = (X1, -, X,) et X, = (X, -, x{") avec lim || X, — X||p = 0. Soit
¢, une suite de fonction de C,(RP, R) telles que ||¢, || < 1 et soit Z € L*(P).
Rappelons, que par définition du produit de structures, P = ®Pi. Dans

. i=1
les calculs qui suivent, E! désignera 'espérance par rapport a la mesure

P= ®Pk.
k=i

| ER{Z(60(Xa) — 60 (X)) Xqaar, 10y} — EFZ(60(X0) — 00(X))xgaee ity )|
< 2E{|Z]|X{det 1y [x]£0} — X{det T[x]20} |}
< KE{(X{deth[XbéO} — X{det F[X};éo})2}-

Or, thgo E{ (X{det Ty [x]£0} — X{det p[X]¢O})2} = 0, par convergence monotone.

Car lim 1 I',[X]=T[X]. (Il s’agit ici de Pordre naturel sur les matrices sy-
q—0o0

métriques).

A partir de maintenant on fixe un entier ¢ tel que les quantités ci-dessus

soient proches a ¢ > 0 prés.
Il nous suffit alors de démontrer que :

nh—>nc}o ]ETO{Z<¢n(Xn) - (bn(X))X{deth[X]yéO}} =0.
Mais par le théoréme de Fubini,
B Z(0n(Xn) = ¢n (X)) Xgaeerixizoy b = B {EIH{Z (0 (Xn) =60 (X)) X{det rix1 20} -

9



(e ¢]
Or par définition du produit infini de structures d’erreurs, P = ® Py-as,

k=g+1
w=(wy, - ,wy) — X(w,wgt1,--+,) €Dy =D(S; x -+ x.5y).

De plus, nous avons par hypothése, lim || X,, — X||p = 0, donc lim EX, {[|X,, — XHH%)q} =

0. Par le théoréme de Riesz-Fisher de complétude des espaces LP, on peut
o0
trouver une sous-suite k, telle que P = ® Pp-as, lim || X3, — X||p, (Wgs1,---) = 0.
h—g i1 n— oo

Par (SEID), P = (X) Py-as :

k=q+1
Tim E{{Z 0k, (Xk,) = O (X)) Xtdetr,[x120 } = 0.
Par convergence dominée,

Tim B EH{Z 0k, (Xk,) = Or (X)) X{aerr,[xj20} = 0.
Il

Remarque 3. Néanmoins, la propriété (SEID) comme la propriété (EID)
ne passent pas aux "images” de structures d’erreur. La difficulté principale
résidant dans le fait que si T[X](w) est non dégénérée alors E{T[X]| X }(w)
peut étre dégénérée. Toutefois, comme pour (EID) on peut démontrer que
(SEID) passe auzx images injectives. C’est a dire que si S satisfait (SEID)
et X = (Xy,---,X,) est un p-uplet dont la matrice de covariance I'[X] est
presque sdrement non dégénérée alors, l'image de S par X est une structure
d’erreur sur RP qui satisfait (SEID).

Voyons maintenant une application de (SEID) pour les variables aléatoires
unidimensionnelles. Rappelons qu’une mesure de probabilité sur R” est une

mesure de Rajchman si et seulement si \§1||im (&) =0.

Théoréme 2. Les variables non dégénérées de DP ont une loi de Rajchman.
Soient X = (Xy1,---,X,) dans le domaine D d’une structure d’erreur S,

et dont I'X] = (I'[X;, Xj])i; est presque stirement non dégénérée.
Dans ce cas, Px : la lov de X, est une mesure de Rajchman sur RP.

Démonstration.
Soit X = (Xy,---,X,) satisfaisant les hypothéses du théoréme. Soit U =

10



(Uy, -+ ,U,) les applications coordonnées de la structure d’erreur H'([0, 1]7),
en particulier U a pour loi la mesure de Lebesgue sur [0, 1]7. On définit alors
X, :X—i—%U, on a alors :

Ici D représente le domaine de la structure produit S x H!([0, 1]?). Soit
gn = (SYL)’ o 751(?”)) S Rp)

E{eifn'xn . elfnx} — E{elH‘gn”HgiZHXn o elllfn“”gﬁx}

Quitte a renuméroter, et par compacité, on peut supposer que Hé ] converge
vers ng Alinsi,
€n £
lim |- - X,, — — - X|[p=0.
n—oo " [|&, | €]
€n £
lim || - X — — - X|p =0.
n—o0 " [|&| €]
lim B{g, (1 X) — gu(or - X)} =0
n—oo 1€l €]
lim E{g (15 - X,) — ga(r5r - X)) =0
n—oo [1€nll €]

Pour les deux derniéres équations, on a appliqué (SEID) a la suite de fonc-
tions g,(x) = ellél? grace au fait que la variable limite Hg—” - X est non

1) LX) (ge)- Or
cette derniére quantité est toujours non nulle, eu égard au fait que I'[X] est
par hypothése une matrice symétrique définie positive. Enfin, pour conclure,

il faut remarquer que :

dégénérée. Vérifions juste ce dernier point, I‘[ng X =Y

<
€]l

&n

E{ef it X _flenlifiy X} _ g, (S &l

X)—gn( X)}=E{gn(

H§n||

Ceci assure donc que :

lim E{er Xn — ¢n X1 = 0.

n—oo

Ce qui peut s’écrire plus explicitement,

lim sup |Px, (¢) — Px(£)| = 0.

o0 EeRp

11
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Autrement dit, la convergence dans le domaine entraine la convergence uni-
forme des transformées de Fourier des lois.

Pour conclure, il suffit de remarquer que par construction la loi de X,, posséde
une densité par rapport & la mesure de Lebesgue et est donc de Rajchman.
La propriété précédente permet d’affirmer que Px est aussi une mesure de
Rajchman. O

2 Cas particulier de la structure d’erreur d’Ornstein-
Uhlenbeck sur ’espace de Wiener

Dans cette partie, nous démontrons une version plus faible (nécessitant
des hypotheéses d’intégrabilité supplémentaires) de la propriété (SEID) pour
la structure d’erreur uniforme H'([0, 1]?) puis nous déduirons une propriété
analogue pour la structure d’erreur d’Ornstein-Uhlenbeck H* (N (0, Id,), RP).

Théoréme 3. (SEID) Mesure de lebesgue

Soit fo = (f™, - £ une suite de H'([0,1]7) qui converge vers f =
(fi,-+, fp) pour la norme de H*.

Nous ferons Uhypothése d’intégrabilité supplémentaire que la suite V f, est
bornée dans LP(d\,).

Dans ce cas, nous avons la propriété (SEID), 4 savoir pour toute suite ¢, de
fonctions continues (||nlleo < 1) et toute fonction g dans L*(d)\,), on a la
limite suivante :

lim 9(2)(Dn(fn(@)) = n(f ()X {aet risi0) (2)dy - - - dizg = 0.

o0 J0,1]4

Avant de rentrer dans le détail de la preuve générale, et afin de fixer les
idées, nous démontrons ici le cas particulier ¢ = p = 2. Soient F,, = (fy, gn)
dans H'([0,1]%) et convergeant pour la norme H' vers F = (f,g). Soit 1,
une suite de fonctions quelconque de classe C'(R?, R) avec ||yl < 1. Nous
souhaitons démontrer que pour toute fonction h dans L*([0, 1]?) on a la limite
suivante :

lim h(wn(Fn) - wn(F))X{detF[F}?éo}dxdy =0.

o0 J0,1]2

Pour ce faire, nous allons introduire W, (z,y) = [; ¥, (t,y)dt une primitive
par rapport a la premiére variable de v,,. La régle de différentiation en chaine
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assure donc que :
OV (F)] = Yn(Fn)OL fr 4 02[ V] (Fn) 019,
[V (F)] = n(Fn) 01 fn + 02[Vn](F) O2gn-

Nous souhaitons éliminer le terme 0[¥,] car nous n’avons aucun controle
sur ce terme. On procéde par combinaison linéaire, ainsi :

a1 [\Iln(Fn)]a2gn - aQ[q]n(Fn)]algn = ¢n<Fn)<alfna2gn - 8lgnalfn)-

Ou autrement écrit , {U,,(F,), gn} = Un(F){fn, gn} avec {u, v} = d1udyv —
Osudiv le crochet de Poisson.

Si I'on introduit maintenant H, = (f,g,), par simple application des cal-
culs précédents on obtient, pour une fonction test ¢ € C>([0,1]%,R) :

Hn(F) = Va(Ha), gu} = 6 (Vn(B) L fus 9u} = Ul H) (S, 90}).

Mais par hypothése, lim H{fn, 90} — {f, g}|dzdy = 0. On en déduit :
n—oo [071]2

lim d’(wn(F"){fm In}—=Un(Hu){ S, gn})dxdy—/ (b(wn(Fn)_wn(Hn)) {f,9}dzdy =0,

e JoaR [0,1)2

lim ¢(¢n(Fn>_¢n(Hn)){fa g}dxdy— ¢{q]n(Fn>_Wn<Hn>> gn}dxdy = 0.

e JoaR [0,1)2

Mais par intégration par parties, on a :

LU ()~ (H,), g dy = — / (Wo(Fy)— U (), g }dirdy,

[0,1]? [0,1]2

fn—f
Or par construction V,,(F,) — ¥, (H,) = / U (t, gn)dt.
0
Bt donc, lim [ (Wa(Fy) = Wo(H,)) {6, gu by = 0.
n—oo [0’1]2

Nous en déduisons que

lim ¢(¢n(Fn) - @Zjn(Hn)){fa g}drdy = 0.

o0 J0,1]2

13



Il suffit pour conclure de choisir des fonctions test ¢ telles que :

/[ ] |o{f, 9} — hx{des )20y |dady < €.
0,1]2

Cela est possible car det T[F] = {f, g}*.

Il reste a dire que ¥, (fn, gn) — Un(f, g) se décompose de la fagon suivante :

Vn(frs Gn) — Vn(f5 9) = (nfrs gn) — ¥u(fs 9n)) + (Wn(fs gn) — ¥u(f, 9))-

La démonstration précédente ne traite que le terme ¥, (fn, gn) — Un(f, gn)-
Pour traiter le terme (¢, (f, gn) —¥n(f, g)) il faut procéder de fagon tout a fait
analogue en considérant cette fois ci, 0,(z,y) = foy Uz, 8)ds, la primitive
de 1, respectivement a la seconde variable.

Passons au cas général.

Démonstration.

Sans perte de généralité, on peut supposer que la suite de fonctions ¢,, consi-
dérée est de classe C'. Le passage aux fonctions continues se fera alors par
densité, étant donné qu’on a de l'uniformité sur les fonctions ¢, que 'on
choisit.

Définissons W, (x1, x9, -+ ,xp) = Owl On(t, e, -, xp)dey - - - dx).

Pour tout k € {1,--- ,q} :
j=2

Ce qui peut s’écrire matriciellement :

[V, (f)] oS ofy” e 0"\ [ G (f)
R | | i 2fs” - afy” || V()
Og[ W (f)] O™ o, o, Op[ V] (fn)
A partir de maintenant, on fixe I = {iy,--- ,4,} un sous-ensemble d’indices
de {1,--- ,q}.

14



Nous avons donc le systéme suivant qui est I'extraction du systéme précédent
pour 'ensemble des indices dans I :

alé [\Ijn(fn)] _ 8i2f1(n) az’zfz(n) e ai fzgn) a2 [\Ijn](fn)
05, [Wa(£.)] o 1™ o1 o ) \ o)

Les formules de Cramer assurent que :

Ou[Ua(fu)] Oufi” oo O fi"
det(AP)0n(f) = | Tl B e O
05, [Walfa)] O 5" o 03 f
On a noté :
NSRS ATy 0 [\ 01, f5" 0i f3"
40— Oof™ O ™M L gy A o, f™ o, fm 0, £
Bf B By fS 0,1 B, - B A

Grace aux calculs algébriques précédents, nous pouvons commencer la preuve
du théoréeme. Pour ce faire, nous allons introduire Z une limite faible de la

suite (¢n( 1(”)7]02(”)’ : afpn)) - ¢n(f17f2n)7' o 7flgn)))

Autrement dit, et quitte & renuméroter la suite on a pour tout w dans
LY(d),)

im [ w(@a (A7 A5 ) =0a(fr 87, F))dA, :/ wZd\,

e Jo,1)e [0,1]¢

Il suffit alors de prouver que Zxidetax0y = 0. Rappelons a cet effet que
puisque det I[f] = (det A)?, {det A # 0} = {det T'[f] # 0}.

Remarquons également que nous considérons (¢n (£, £, -+ £ (f1, £, - -

au tiew de (6n (1", £, -+, £8) = Gulfis for++ . £,). Mais cela sera suffi-
sant, il suffit en effet de considérer la décomposition suivante, et d’appliquer
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la méthode a chaque terme de la décomposition ci-dessous.

Sl 1 17 Y = Su(fry for o o) = 0u(F S F) = b(fr £ fE)
ol fi, 87 ) = (s fo, S5 FY)
+¢n(f1af27f3(n)v T 7fp(n)) - ¢n(f17f2af3vfz£n)v T 7fp(n))

n)

PRSP

bS]

+¢(f17f27 e 7fp—17f;§n)) - ¢(f17f27 e 7fp—17fp)-

De ce qui précéde on tire que (avec g, = (fl,f2("), - ,fé"’)) et B}”) =
mat((9;,91)k1)) :
Ou[Tn(fn) = Walga)l Oufs” -+ 0, fy"
0;

MM%MMAMW%mw:Z[“{ (o) ? | f
03, [Wn(fr) = Ualgn)] O 37 -+ 0y S

Nous avons supposé également que Vf, est bornée dans L® et que f,
converge vers f dans H'. Cela permet d’affirmer que

lim | det(A)—det(A;)|dA, = lim | det(B\™)—det(A;)|d), = 0.

nee Jo,1]e e J0,1]e

Par suite, pour toute fonction test w de C2°(]0, 1], R), on a la limite suivante :

lim (det(AT) o (f) — det (B (gn))wdA, = / Zw det Ayd),.

e Jo,1)e [0,1]

Ce que I'on va montrer, c’est que pour toute fonction test w, f[o 1a Zwdet Ard\, =
0.
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Il suffit pour ¢a de revenir & I’expression avec les déterminants :

/[O AP0 1) = (B ol =

O W) = Wo(ga)] O f3 - O £
/ Oi W (fo) = Wnlg)] O fi™ o O B
w i i AN\, =
[0,1]a : : : :
0 (W) = Uolga)] O f37 - 0 )
8¢2w aiQ (n) &,Qf(”)
N A) 1] <\I[n<fn> B an(Qn)) . :2 : ‘p d)\q S
dw O fi o f

CH\I]n(fn) - \Iln(gn)HLQ()\q) < Can - gn||L2(>\q)-

On a donc bien prouvé, que pour toute fonction test w, f[o 1 Zwdet Ard\; =

0, ou encore Zdet A; = 0. Le raisonnement étant valable pour tout sous-
ensemble d’indice I, on a bien Z det(A) = 0. O

Remarque 4. Le point clé de la démonstration précédente est le résultat susi-
vant. Pour wy,ws, -+ ,wyy1 de classe C°([0,1]9,R) on a la formule d’inté-
gration par partie suivante qui découle essentiellement du lemme de Schwartz
i) = 0yy)- Ce lemme peut ensuite s’étendre par densité a des fonctions
moins réguliéres telles que celles de WP, pourvu qu’il n’y ait pas de termes
de bord. Il n’y a pas de termes de bord, si ['une des fonctions w; est a support
compact.

81101 811U2 cee 81wp 81wp+1 81w2 tee (’31wp
Oowy Oy +++ Chw Osw Oswy +++  Oow
/ Wy 2' 1 2. 2 . 2. p i, — — / 0 2 .p-i-l 2. 2 . 2. p ix,
[0,1]a : : : : [0,1]a : : : :
Opwy Opyws -+ Opw, OpWpr1 Opwy -+ Opw,

Cette formule est par essence multilinéaire. Pour la démontrer, on peut la
tester facilement sur les fonction exponentielles €<**> puis ’étendre par
approrimation de Fourier par exemple.
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Examinons le cas de la structure d’erreur d’Ornstein-Uhlenbeck multimen-
sionnelle : So_y = (R, B(R),N(0,1),H(N(0,1)),T[f] = (f")*)?% On a alors

I’analogue du théoréme précédent a savoir :

Théoréme 4. (SEID) Ornstein- Uhlenbeck

Soit f = (f™, -, f) une suite de HY(RI,N(0,1,)) qui converge vers
=, fp) pourla norme de H*(N(0, 1,)).

Nous ferons Uhypothése d’intégrabilité supplémentaire que la suite V f, est
bornée dans LF(N (0, 1,)).

Dans ce cas, nous avons la propriété (SEID), & savoir pour toute suite ¢, de
fonctions continues (||¢nllo < 1) et toute fonction g dans L*(N(0,1,)), on a
la limite suivante :

6—(x§+-~-+x§)/2

lim [ g(2)(¢n(fu(2))=0n(f (%)) X{det rp120y (2) —s—7—dx1 - - dg = 0.
n—00 Jpg (271') 2
Démonstration.

On peut se ramener a la mesure de Lebesgue. On commence par fixer un
réel M > 0 tel que :

—(z34-422)/2

e
| /R X{Jzlh >3 9(2) (Dn(fu(2)) — Ol f (x»)X{detF[f];éO}(l')—(27T)% day - - dry| <
/ X{|m||12]v[}g(x)d'/\/(0>]q) <e.
Ra
Il suffit alors de prouver que :
' e~ (@4 +a])/2 e~ (@it+ag)/2
lim ——————9(@)(on(fn(2))—0n(f(2))) X{det T 1120} () dry---drg = 0.

(2m)2

oo Jmane  (27)2

Or il est clair que les fonctions f, restreintes a [—M, M]? sont dans H' ([— M, M]9, d)\,).
Enfin comme la densité de la mesure gaussienne ne s’annule pas et que
V f. est bornée dans LF(R?, N (0,1,)) alors V[, est également bornée dans
LP([—M, M]?,d),;). On peut donc appliquer le théoréme 3. ]

Voyons maintenant quelques applications des théorémes précédents.

Corollaire 2. Itération aléatoire de fonctions dépendant d’un paramétre

Soit F: R x [0,1] x [a,b] — R une application continue. On fait les hypo-
theses suivantes.
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1. il existe k € [0, 1] tel que

V(z,a') e R?,  sup  |F(x,y,2) — F(a,y,2)| < klo — 2|,
y€[0,1], z€[a,b)

2. il existe C > 0 tel que :

sup |F(x,y,2) — F(2',y,2")| < Clz — 2| + Cly — /|
z€[a,b]
3. (v,y,2) — F(x,y,z) est de classe C'.

4. Pour tout z, pour tout x, Uapplication : y — F(z,y,z) n’est pas
constante et O1F (z,y,z) # 0.

On considére la chaine de Markov X,11 = F(X,,Unt1,2), ot les U; est
une suite indépendante équidistribuée de lois uniformes sur [0,1]. On a les
conclusions suivantes.

1. Pour toute valeur du parameétre z, X, converge en loi vers une mesure
de proba .

2. lim e = oy = 0.
Démonstration.

Considérons la structure d’erreur produit infini suivante H*([0, 1]). Les ti-
rages U; peuvent étre assimiliés aux coordonnées de cette structure d’erreur.
Soit fi(x) = F(z,U;,2), X, = fno---0 fi(zg). Ainsi X,, a méme loi que
fio fao- -0 fu(xo). En inversant ainsi 'ordre des itérations, nous allons
démontrer que Z,, = fio foo--- f,(zo) converge dans D pour la norme || - [|p
vers une variable aléatoire de loi p,.

||Zn+1 - Zn||L2 S Ckin,
U[Z,] = 0oF(fa0 -0 fu(xo), U, 2)2 S
OF(fo0-+-0 ful20). Ut 2)" -+ O (ful@o), Un-r, 2)°0aF (20, U, 2).

Par conséquent, Z, converge dans L? vers Z, et £[Z,] est bornée. Par suite
Zs € D. Nous allons a présent démontrer que lim || Zo(2") — Zoo(2)||p = 0.
2l —z

Pour tout € > 0, il existe N > 1 tel que :

sup 172, - Zillo < e
z€[a,b]
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Il est donc suffisant de prouver que pour tout n :
lim ||ZZ — Z7||p = 0.
z—z!

Cela découle directement de ’hypothése 3.

Il reste a étudier la non dégénérescence de I'[Z,]. On a la formule suivante :
T[ZZ2)] = 0. F(Z5°, Uy, 2)2 4 - -+ F(Z5°, Ur, 2)° - O F(Z2°, Uy, 2) 200 F (Z251, Uy 2) 24 -
Ot l'on a noté Z3° = lim f, 0 fyr10-- fu(x).

En utilisant I'hypothése 4, on obtient que I'[Z](w) = 0 si et seulement
si pour tout p > 1, 0o F( pH,Up,z)( w) = 0.

Introduisons l’evenement An = {¥p > n, Oo.F(Z%,,Up, 2)(w) = 0}. Ainsi
N, A, est un événement de la tribu asymptotique.

On en déduit que P{I'[Z,] = 0} € {0,1}. Et P{I'[Z] = 0} = 1 si et seule-
ment si, p, ® d\,0oF(z,y,2) = 0, ce qui va impliquer que pour certaines
valeurs de z, la fonction y — F(z,y, z) est constante.

Pour achever la démonstration, il suffit d’utiliser le théoréme 1, car les va-
riables Z,, sont & valeurs dans R. O

Remarque 5. Le résultat précédent se généralise a la dimension supérieure.
1l faut toutefois modifier les conditions de non dégénérescence sur I dans
Uesprit du chapitre de cette thése sur l’absolue continuité des mesures sta-
tionnaires.

Par des méthodes issues du calcul de Malliavin et sous-condition de Hor-
mander on sait que la famille des probabilités de transition p;(z,y) d’une
diffusion est réguliére en (z,y) (voir [8] pages 125-135). Cela permet d’étu-
dier facilement la dépendance des lois aux conditions initiales.

Si les coefficients fonctionnels ne sont pas assez réguliers (disons de classe
C') une telle approche est souvent impossible. La condition de Hérmander
nécessite souvent beaucoup de régularité sur les coefficients. La proposition
suivante permet d’étudier la question en toute généralité. Nous n’avons pas
réussi a abaisser la régularité a Lipschitzien.

Corollaire 3. Dépendance des lois de solutions de S.D.E a la condition ini-
tiale.

Considérons ’équation différentielle stochastique a valeurs dans RP :
Xg:x+/ dt+Z/ o, (X7, s)dW7. (1)
0
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Nous supposons les conditions suivantes sur les coefficients B et o :
d
1) oj(a,t) = o(y, )| + | Blw, ) = By, )| < Kllz —y|| ; z,y € R™, ¢ €[0,T].
j=1

2. t— B(0,t), t— 0;(0,t) sont bornées sur [0,T].

3. Pour tout réel t, v — o(z,t) et * — B(x,t) sont de classe C .
Dans ce cas, nous avons les conclusions suivantes.

1. Pour tout x dans R™, pour tout t dans [0,T] et tout p > 2, XF € D'?,

De plus, il existe v tel que sup || X7 |lprr < o0.
yeB(z,r)

2. lim || X} — X/||p = 0.
T—Y

3. On a la propriété (SEID), & savoir pour toute suite de fonctions ¢,
continues sur R™ telle que ||¢n|loo < 1, pour toute fonction arbitraire
Z dans L*(P) et pour toute suite y, convergeant versy :

Tim E{Zx(aurixpeo) (6n(XE") = du( X))} = 0.

4. Si par exemple P{det T'[X}] # 0} = 1, alors la loi de X} converge en
variation totale vers la loi de X; quand x tend vers y.

Démonstration.

Procédons point par point.

1. Cette propriété qui se démontre par un raisonnement d’itération de
Picard est faite dans le livre [8]. Il s’agit du théoréme 2.2.1 a la page
119. Pour cela, 'hypothése 3 est inutile.

2. Cette propriété découle du théoréme de point fixe a paramétre suivant.

Soit (K,d) un espace métrique complet, et U un ouvert de R™. Soit
F: KK x U — K une application continue telle que pour tout x dans U,
il existe r, > 0 et a, € [0, 1] avec :

sup  sup d(F(a,), F(b,)) < azd(a,b).
yEB(z,rz) a,bekC

Alors pour tout x dans U, il existe un unique point fixe a, dans IC pour
lapplication F'(-, x). De plus I'application z — a, est continue.
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Rappelons que pour démontrer le premier point, on étudie la suite
d’itérations de Picard :

Xo(t) =

Xn+1(t):x+/0 Zaj(s,xn(s)>dwg+/o B(s, X,(s))ds.

Ce qui s’écrit X,,11 = T(X,,x). L’espace de Banach considéré est :

E={d(s,w) €D | sup [|é(x)]p < oo}.

s€[0,7T

Il suffit de vérifier que T est continue sur £ x R™. Cela provient essen-
tiellement de la formule suivante :

"To(t) / 8, B ds+z / 9y (s dWJ+Z / oi(s

1474 représentant un mouvement brownien indépendant de W. Il s’agit
la du choix d’un gradient particulier qui est I'opérateur . Rappelons
briévement que cet opérateur est défini par la formule (valable sur les
fonctionnelles réguliéres du Brownien) :

(Wi, W, Zak Warse W3,) [ hndi¥.

Nous pouvons déduire de cette formule (par les théorémes classiques
de convergence sous les intégrales) que si ¢,, tend vers ¢ pour la norme
de E alors :

lim ER{FT¢,(t) —*To(t)]*} = 0.

Puis I'on a également

lim  E{|T(¢n, x) = T(4,y)|*} = 0.

n—00,L—Y

L’hypothése de classe C! est alors utilisée pour passer & la limite dans
les dérivées partielles des fonctions B et ¢.

. Pour démontrer ce point 13, il faut utiliser conjointement le théoréme
4 et la proposition 3.
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D’aprés le point 2, on sait que lim | X} — X/||p = 0. Mais on sait que
r—y

E{T'[X}]P} est bornée sur un voisinage de z, pour tout p > 2. Cette hy-
pothése de controle de la norme p du gradient nous permet d’appliquer
le théoréme 4.

4. Le point 4 est un corollaire du point 3 et de la proposition 1.
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