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ESPACES DE HARDY ET COMPACITE PAR COMPENSATION
UN RESULTAT EN DIMENSION 2
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Catherine Giacomoni

Université de Corse, giaco@univ-corse.fr

Résumé - Nous donnons un résultat faisant apparaitre un phénomene de léger
gain en réqularité dans des quantités non linéaires par rapport a leur régularité
apparente.

On définit 'espace de Hardy généralisé introduit par E. Stein et G. Weiss [3] que
nous noterons H*

AR = { £ € LR sup iy « ] € LR}
n20
. 1 T . R .
ol hy(x) = ?h (E) > 0 appartient & C5°(R?) et vérifie :
supphy(z) C By, / hy(x)dz = 1.
R2

On travaille dans ce qui suit sur des espaces de Hardy définis sur des domaines
bornés et en particulier on pose :

H.(Q) = {f € L (Q)/f. € H'(R*)}

ol f, est le prolongement de f par 0 dans R?. Notons que toute fonction f dans

HL(Q) vérifie [ fdx = 0. Une norme sur cet espace est donnée par
Q

2 ) = 1]

On définit I'espace de Hardy-Sobolev WYHL(Q) comme Pensemble des fonctions ¢

de H.(2) dont les dérivées 22 appartiennent aussi a H.(€2). On note W} HL(2) la

fermeture de C§°(£2) dans leHi(Q) On munit WyHL(Q2) de la norme :

HL(R?)-

Dl lwira ) = |1V @llni o) + [[curl ||z (q)-

On montre le résultat suivant :

Théoréme 1 - Soit 2 un ouvert borné de R? et v = (vy,vy) € L>(0,T; L*(Q2))N
L*(0,T; H3(Q)) alors

vv; € L0, T; WYHL(Q)) Vi, j € {1,2}.

Remarque 1 - On retrouve ainsi un résultat classique en mécanique des
fluides lorsque le fluide est incompressible et que dive = 0. En effet, si v;v; €



L0, T;WYHL(Q)) alors le terme d’advection (v.V)v appartient a L?(0,T; HL(Q))
avec H1(Q) € H1(Q) dans le cas de la dimension 2 [2].

Lemme 1 - Sive L*(0,T;L*(Q)) N L*0,T; H(Q)) alors :
curl (v;v) € L*(0,T; HL(Q)) Vi€ {1,2}.
Preuve du lemme 1 - Dans ce qui suit, comme v € L®(0,7;L*(Q)) N
L*(0,T; H}(Q)), on prolonge v et % par 0 sur R? — Q.
Pour tout = € 2, on note By la boule de R? de centre x et de rayon 7. Sur
chaque boule By, on peut toujours décomposer v de fagon unique sous la forme :

v = Vp; + Curl ¢y

avec Curlq = (aa—zi _3_961) pi € HY(BE) et ¢¢ € Hy(BE). Bien str, si BY et B sont
deux boules telles que Bn = By OBZ # (), sur chacune de ces boules, v se decompose
de fagon unique et il est clair que l'on n’a pas nécessairement Curl ¢;; = Curl qf;,/ sur
By Toutefois, on a curl u = curl Curl ¢y = curl Curl qﬁ,/ sur Bn. Cette propriété
sera utile par la suite.

Sur chaque boule B} on a la décomposition :

curl (vjv) = curl (v;Curlg,) — Vp, Curlv;.

On estime séparément chacun des termes du second membre en utilisant les pro-
priétés de la décomposition v = Vpy + Curl ¢; sur chaque boule. On obtient une
borne de curl (v;v) dans L*(0,7;HL(€2)) indépendante de 1.

lere étape - Estimation de Vp;Curlv;.

On adapte le théoreme div —curl [1] au terme Vp; Curlv;.

n n

1 T —
}VpiCurl v * hy(z)| = |/ (Vp; Curlv;)(y)—h ( y> dy
By

Comme h, () est a support compact sur By, il vient :

V; — U; 1 T —
Vpn y) (%) (y)ﬁCurlh ( ; y) dy

ouT; = fvjdy et Vpp = v—Curlg}. Sion pose Cy = n||Curl hl|o et mes(B) = mn?

‘VpﬁCurl vj * hy(z)| =

T

on obtient :

v(y) — 75 __ | Curlgy(y)
|V, Curl v  hy ()| < Co vily) = 9 l()|dy+Co + |vi(y) — o5 |————| dy
Bz n Bg

Avec I'inégalité de Holder, en posant % + ﬁ, =1,ona:
8\ 7
|VpiCurlv; * hy(z)| < Cy (f W dy) (f v]° dy)




1 1
s Curl ¢* a4 7
e ( 3(0) —W@) (f =) ay
Bz Bz n
On applique ensuite I'inégalité de Sobolev-Poincaré avec é — % =1- % = é
vient d’une part :
p 1 1
— 6! a
7/ uw) =4 dy < Oy 7/ Vu,|* dy
Bg n Bg
et d’autre part, comme o Curlg;dy = 0, Curlgy.n = 0 sur dB; et curlv

curl Curl gy sur By, il est clair avec I'inégalité de Sobolev-Poincaré que :

Curl qy # 7 o “
f dy < (4 |curl v|” dy
Bg n Bz
Ainsi :
1 1
o 5
sup !VpﬁCurl vj * hn(x)‘ <C, (sup (Vo;|* dy> (supjf v[ﬂ dy)
n>0 n>0 Bg n>0 Bg
1 1
7 a
+C ({ v (y) —v_j\ﬁdy> (supf ]curlv\o‘dy>
Bg n>0.JBz
avec

1

B B
( |v;(y) — 75)” dy) < Cs < |vj<y>|ﬁdy) +C5H i (y)| dy
B Bg Bg

En posant sup 4 |f|dy = M(f), on parvient a :
n>0 JBg

/sup ‘VpiCurlvj % hy(z)| do < 04/ (M(|ij‘°‘))§ (M <|U|ﬁ>>5 dx
0 Q

n>0

+05/Q(M(|vj|ﬁ))‘l’(M(\curlv|a))i dx+o5/Q(M(|vj|))(M(ycurlv\“))i do

On utilise a nouveau 'inégalité de Holder % + ]% =1:

1
B

p’
n>0 K L LB (Q)

/Sup VCurl vy« hy(a)| o < Col|M (Vo) 17y o |34 (10F)]
Q

+Cq |[a (1es1?)

1
] as 1=
/ M 1 o
18 o 1M (et 1

+Cs [[M ([0l o (g 11M ([eurlv[) ||

P .
a

1
La(©)

3



Finalement en choisissant 3’ < p’ et a < p on peut appliquer le théoréme maximal
de Hardy-Littlewood :

/ngg | VppCurlv;  hy ()] dz < Col Vs |re) [[9]] 1 ) +Crol [Vl o ) llewnl vl g
n

Si on fixe p = p’ = 2, comme v € L>(0,T; L*(2)) N L*(0,T; H}[$)), alors :

/ sup | VplCurlv; x hy(z)| dz < C(t) € L*(0,T)
Q

n>0

Finalement, comme d’une part fﬂ Vp,Curlv;dz = 0 et que d’autre part Vp; Curl v; =

0 sur R? — Q (car on a prolongé v; et % par 0 sur R? — ), on obtient :
VppCurlv; € L*(0, T5 HL(RQ)) (0.1)

2éme étape - Estimation de curl (v;Curlg;).

Ona:
/,

et avec l'inégalité de Holder si % + % =1:

|curl (v;Curl %)  hy, (2)| = %Cuﬂh(x y) oy S a0 (y) o

Ui n n

T
n

1

5 ‘Curl a4y ‘ N7
|curl (v;Curl ¢7) * hy(2)| < C ][ ;7 ][ : ‘
Bg By n

Comme 7/Curl ¢ydy = 0, Curlgy.n = 0 sur 9B} et curlv = curl Curlg; sur By, il
Bz
est clair avec I'inégalité de Sobolev-Poincaré que :

g N\ C
7/ dy | <O |curl v|* dy
— L

n
s=1- % = - Ainsi, en posant iligé |f| = M(f), on parvient a :

Curl gy
n

avec L
a

T
n

/qup |curl (v;Curl g ) * hy(z)| da < 04/9 <M (\Uj|ﬁ>>‘l’ (M (|curl v\a))é dx

n>0

et toujours avec I'inégalité de Holder si % + z% =1:

1
/ sup | curl (v;Curl ) * hy(z)| da < Cs HM <|vj]ﬁ)) z%(ﬁ) || M (Jeurl v|*)||
Q

n>0

o’
«@

@

1
o
L



Finalement, si on choisit < p = 2 et a < p’ = 2, le théoréeme du maximum de
Hardy-Littlewood montre que :

/ su[O) |curl (v;Curl qy) * hy(z)| dz < Cg ]2y llcurl 0|2 () € L*(0,7).
Q n>

Finalement, comme d’une part :

/ curl (v;Curl gy )dx =0
Q

et que d’autre part curl (v;Curl qfl) = 0 sur R? — Q (car on a prolongé v; et g—g par

0 sur R? — ), on obtient :
curl (v;Curl¢?) € L*(0,T; H1(2)). (0.2)
De (0.1) et (0.2) on tire le résultat annoncé dans le lemme.
Lemme 2 - Sive L*(0,T; L*(Q)) N L*0,T; Hi()) alors :
div (vjv) € L*(0, T; HL(Q)).
Preuve du lemme 2 - En dimension 2 on remarque que :
div (v;v) = —curl (v;a(v)), a(v) = (—ve, v1).

Sur chaque boule By, on peut toujours décomposer a(v) de fagon unique sous la
forme :
a(v) = Vry + Curl sy

avec 1y € H'(B}) et st € Hy(Bg). On remarque que :
—div (v;v) = curl (v;a(v)) = curl (v;Curl s7) — Curlv; Vry.
On procede alors comme au lemme 1 et on prouve que :

/ sup ‘Curl v; V) hn(x)‘ dr < C1||Vv]| 2o ||a(v)||L2(Q)
Q

n>0

+C||vjl |20 [lcurl a()|] 2y € L*(0,T),

et

/ sup |curl (v;Curl s7) * hy(z)| dz < Cj ]l 120 llewr] a(u)|[ 2y € L*(0,7)

Q n>0

d’ou 'on déduit le résultat annoncé.

Preuve du théoreme 1 - La preuve du théoreme est une simple conséquence
des lemmes 1 et 2.

REFERENCES

[1] R. Coifman, P.L. Lions, Y. Meyer, S. Semmes : Séminaire Equations aux Dérivées
Partielles - Ecole Polytechnique 14, (1989-1990), p. 1-8.

[2] J. Hogan, C. LI, A. McIntosh, K. Zhang : Ann. Inst. Henri Poincaré 17, (2000),
p. 193-217.

[3] E. Stein et G. Weiss : Acta Math., 103 (1960), p. 25-62.



