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Statistique asymptotique de processus
auto-excitatifs spatio-temporels

Larissa VALMY & Jean VAILLANT

Université des Antilles et de la Guyane, LAMIA, EA4540

BP 592 Campus de Fouillole, 97157 Pointe-à-Pitre cédex

Résumé : Nous nous intéressons aux processus ponctuels auto-excitatifs introduits par
Ogata (1998) et discutés par Zhuang et al. (2005). Ce modèle peut être vu comme une
extension du processus de Hawkes (1971) et du modèle spatio-temporel ETAS d'Ogata
(1988). Une de ses utilisations est le calcul de risques sismiques dans une région. Nous
étudions les propriétés de la log-vraisemblance et des estimateurs de maximum de vrai-
semblance dans le cadre d'une application relative à la sismicité de l'Arc Antillais. Ceci
est illustré à partir de données sismiques de l'arc des Petites Antilles.

Abstract : We consider self-exciting point processes introduced by Ogata (1998) and
discussed in Zhuang et al. (2005). They are extension of Hawkes processes (1971) and
ETAS spatio-temporal models (Ogata, 1988) and are useful for calculating seismic risks
in a zone. In this paper, we study their log-likelihood and maximum likelihood estimator
properties in a spatio-temporal case study of West Indies sismicity. Seismic data from the
Caribbean arc are processed.

Mots-clés : processus de Hawkes, processus ponctuels spatio-temporels, modèle ETAS,

log-vraisemblance, estimateur maximum de vraisemblance

1 Introduction

Une réalisation d'un processus ponctuel spatio-temporel est un ensemble aléatoire de
points, où chaque point représente la date et la localisation d'un évènement (Karr, 1991).
Les processus ponctuels sont utilisés depuis des années dans divers domaines tels l'épidé-
miologie, la neurophysiologie, la sismologie puisqu'ils permettent de modéliser des séries
d'occurrences d'évènements (Holden et al., 2003 et Kagan, 2004). Sous certaines condi-
tions, ils sont caractérisés de façon unique par leur processus intensité conditionnelle λ(.)
(Daley et Vere-Jones, 1988). En particulier, les processus de Hawkes sont auto-excitatifs et
leur version temporelle a fait l'objet de nombreuses publications depuis l'article pionnier
de Hawkes (1971). Ils prennent en compte l'histoire des évènements antérieurs et, dans les
versions spatio-temporelles marquées et ETAS (Ogata, 1988), des coordonnées spatiales,
temporelles et des marques.
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Nous adoptons l'approche suivante : extension du processus ponctuel de Hawkes tem-
porel au spatio-temporel en tenant compte de l'origine du temps de façon analogue à
l'approche temporelle de Puri et Tuan (1986). Nous étudions donc les propriétés asymp-
totiques des processus spatio-temporels de Hawkes au vu de l'étude faite par Puri et Tuan
(1986) ainsi que les travaux de Rathbun (1996).

Dans un premier temps, nous faisons quelques rappels sur les processus de Hawkes
temporels et nous nous intéresserons à ces processus dans un cadre spatio-temporel. Nous
discutons ensuite des propriétés asymptotiques de la log-vraisemblance et des estimateurs
de maximum de vraisemblance.

2 Processus spatio-temporel auto-excitatifs

Hawkes (1971) introduit un processus auto-excitatif N d'intensité conditionnelle :

λ(t) = µ+

∫ t

−∞
g(t− s)dN(s)

où :
� µ est l'intensité d'arrière plan correspondant, par exemple en sismologie, aux se-
cousses principales

�

∫ t

−∞
g(t− s)dN(s) est l'intensité due au passé du processus (les répliques en sismo-

logie).
Il s'agit donc d'un processus purement temporel. Puri et al. (1986) étudie le fait

que, dans la pratique, on n'a pas accès à la totalité de l'histoire du processus et que
l'on considère donc cette histoire à partir d'une date initiale choisie égale à zéro. Ils
regardent l'existence d'éventuels e�ets sur l'e�cacité des techniques de vraisemblance dus
à l'approximation de λ(.) par

λ̂(t) = µ+

∫ t

0

g(t− s)dN(s).

telle que

0 <

∫ ∞
0

g(t)dt < 1.

Ogata (1988) a développé le modèle temporel ETAS puis il s'est intéressé au spatio-
temporel avec marques (Ogata, 2006). Il considère un ensemble de marquesM, un espace
X ⊂ Rn, un réel strictement positif T et pose :
∀(t, x,M) ∈ [0, T ]×X ×M

λ∗(t, x,M) = λ(t, x|Ht−)× J(M) (1)
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où J(.) est la fonction densité de probabilités des magnitudes des évènements ayant
Mc ≤M et où Mc est un seuil de magnitude. Ht− est l'histoire du processus N jusqu'à la
date t exclue.

λ(t, x|Ht−) = µ(x) +

∫ t

0

∫
X

∫
M
κ(M)× g(t− s)× f(x− ε|M)× dN(s, ε,M) (2)

Dans le membre de droite de (2), interviennent
� µ(.) : fonction intensité d'arrière-plan,
� κ(.) : nombre attendu d'évènements déclenchés par un séisme de magnitude M,
� g(.) : fonction densité de probabilités des dates d'occurrences des répliques,
� f(.) : fonction de répartition spatiale conditionnelle des répliques

avec les conditions ∫
X

µ(x)dN(x) < +∞

et ∫ +∞

0

∫
X

∫
M
κ(M)× g(t− s)× f(x− ε|M)× dN(s, ε,M) < 1.

3 Propriétés asymptotiques et log-vraisemblance

Soit N un processus spatio-temporel de processus intensité λθ, avec θ ∈ Θ, Θ étant
un ensemble de paramètres. La fonction de log-vraisemblance correspondant à l'intervalle
d'observation [0, T ] et l'espace mesuré (X, ν) est

LN(θ) ∝
∫ T

0

∫
X

(
log λθ(t, x)dN(t, x)− λθ(t, x)ν(dx)dt

)
et peut être approchée par une quasi-log-vraisemblance

L̂N(θ) ∝
∫ T

0

∫
X

(
log λ̂θ(t, x)dN(t, x)− λ̂θ(t, x)ν(dx)dt

)
Cette approximation utilisée à la place de la log-vraisemblance produit un estimateur

de maximum de quasi-log-vraisemblance dont le comportement est étudié dans le cadre
d'une application relative à la sismicité de l'Arc Antillais.

4 Applications

Des données sismiques de l'arc des Petites Antilles entre 1999 et 2004 sont traitées et une
étude comparative est e�ectuée pour di�érents modèles.
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