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Formulation énergétique de la mécanique des
milieux continus

J. Cousteix ∗ J. Mauss † J. Garrigues ‡

Résumé

Les fondements de la mécanique des milieux continus classique, MMC,
sont revus en posant le premier principe de la thermodynamique comme
principe fondamental. On suppose que ce principe satisfait la loi d’inva-
riance galiléenne. Des axiomes d’objectivité sont ajoutés pour le temps,
la distance entre deux particules, la masse, l’énergie interne, la chaleur,
toutes les forces sauf les forces fictives, la puissance des forces de contact
intérieures. L’hypothèse de Cauchy précise la structure des forces de con-
tact. L’analyse exclut les milieux micropolaires ou polarisés. Naturelle-
ment, la conservation de la masse est utilisée. Ces éléments suffisent pour
définir une formulation axiomatique de la MMC où l’on démontre les
équations de la résultante dynamique et du moment dynamique.

1 Introduction
L’objectif de la mécanique des milieux continus classique, MMC, est d’ana-

lyser le mouvement d’un corps ou d’un objet matériel. Un corps est une abs-
traction mathématique de la réalité. Des exemples sont les points matériels, les
tiges ou les barres, les membranes ou les coques, les corps tridimensionnels. Les
corps peuvent être solides ou liquides. Ils sont doués d’une masse qui suit le
principe de conservation de la masse. En MMC, le milieu et son mouvement
sont caractérisés par des fonctions de champ continues et différentiables par
morceaux.

La MMC, dont les fondements sont réexaminés dans cet article, est un
schéma descriptif qui devient une théorie avec l’indication de lois donnant ex-
plicitement les forces. Les forces, à distance ou de surface, décrivent les interac-
tions entre différentes parties du système ou avec le milieu extérieur. Le modèle
envisagé ne tient pas compte de couple massique ou surfacique. Les milieux mi-
cropolaires ou polarisés sont donc exclus de l’analyse. Les interactions incluent
aussi des échanges de chaleur.
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Les forces sont modélisées à l’aide de considérations phénoménologiques ou
expérimentales. Il s’agit essentiellement des forces de contact. Les forces à dis-
tace, par exemple dues à la gravitation, n’ont pas le même statut, elles définissent
des champs de forces.

L’étude est contrainte par la nature euclidienne de l’espace et le concept d’ob-
jet matériel. De plus, toute quantité physique doit être objective a priori, avant
la formulation d’une loi phénoménologique qui doit obéir à certains axiomes. Les
évènements physiques subis par un corps ne doivent pas dépendre de l’observa-
teur. Cependant, leur représentation peut varier et il est important de pouvoir
relier ces représentations entre elles.

Suivant la conception classique, la MMC repose sur quelques principes : 1o )
les lois fondamentales de la dynamique exprimées dans une classe particulière
de référentiels appelés galiléens, 2o ) le premier et le deuxième principe de la
thermodynamique. Parfois, la thermodynamique n’est pas nécessaire. Pourtant,
il est raisonnable d’introduire quelques hypothèses relatives à la modélisation du
matériau. Une formulation acceptable demande de prendre en compte les inter-
actions thermomécaniques. Très souvent, il est possible d’étudier les systèmes
au voisinage de l’équilibre thermodynamique de façon à analyser les aspects
énergétiques. La modélisation repose sur des lois de comportement qui doivent
être en accord avec le deuxième principe de la thermodynamique.

Dans le présent article, la formulation de la MMC est entièrement refondue.
L’objectif est de proposer une nouvelle construction axiomatique de la MMC
dans laquelle le premier principe de la thermodynamique est le socle. On postule
que le premier principe s’exprime de la même façon dans une classe particulière G
de référentiels déduits l’un de l’autre par un mouvement de translation rectiligne
uniforme. L’étude des conséquences de cette invariance galiléenne conduit à des
conclusions suffisamment remarquables pour remettre en cause les fondements
de la MMC à partir d’un point de vue énergétique. On montre que l’ajout
d’axiomes d’objectivité et de l’hypothèse de Cauchy est suffisant pour proposer
une formulation nouvelle de la MMC. Les résultats de cette étude montrent que
les lois fondamentales de la dynamique deviennent des théorèmes, les équations
de la résultante dynamique et du moment dynamique sont en effet démontrées.
Bien sûr, la théorie doit être complétée par des lois de comportement qui ne
contredisent pas le deuxième principe de la thermodynamique. La discussion de
ces lois n’est pas le sujet de cet article.

2 La conservation de l’énergie comme principe
fondamental de la MMC

On considère un système matériel D qui, par définition, est fermé. Dans
la suite, toutes les fonctions nécessaires aux développements seront supposées
continues et différentiables dans D.

De façon très vague, le premier principe de la thermodynamique stipule que
la variation d’énergie contenue dans D est due aux échanges avec l’extérieur.
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Parmi différentes formulations de la littérature [1, 2], le choix est précisé dans
la section (2.4).

Un référentiel est nécessaire pour écrire cette loi, c’est-à-dire un corps par-
faitement rigide, ainsi qu’une chronologie. De plus, le concept de puissance de-
mande la définition d’une cinématique. Dans cet article, le modèle de mécanique
des milieux continus analysé est considéré comme classique. Les effets de relati-
vité ne sont pas pris en compte.

Pour la suite, rappelons la notion d’objectivité [3]. Une grandeur physique
X représentée par un nombre x est objective si la valeur de x est la même dans
tout référentiel, à tout instant. Ainsi, par axiome, la distance entre deux points
mobiles est objective :

∀t, ∀M1,∀M2 d(M1,M2)|R = d(M1,M2)|R′

où R et R′ sont deux référentiels. Alors, on montre qu’il existe un tenseur
orthogonal Q(t) tel que

−−−−→
M1M2

∣∣∣
R′

= Q(t) · −−−−→M1M2

∣∣∣
R

La notion d’objectivité est généralisée. Une grandeur physique X représentée
par un vecteur ~x est objective si

∀t, ∀M1,∀M2 ~x|R · −−−−→M1M2

∣∣∣
R

= ~x|R′ · −−−−→M1M2

∣∣∣
R′

Alors, l’objectivité conduit à la règle de changement de référentiel

~x|R′ = Q(t) · ~x|R

Plus généralement, un tenseur d’ordre p est objectif si son application à
−−−−→
M1M2

est un tenseur objectif d’ordre p− 1.
Pour aller plus loin, détaillons les différents termes de l’équation d’énergie.

2.1 Forces à distance
On suppose que les forces à distance sont des actions du milieu extérieur sur

le système. Ces forces sont dues à un champ que ne change pas avec le système
et son mouvement. Le champ est donné. Typiquement, de telles forces sont les
forces dues au champ de gravitation de la Terre, connu a priori.

Les forces à distance sont exprimées par une densité ~f par unité de masse.
La puissance de ces forces agissant sur le système est :

Pb =
∫
D
~f ·~v dm (1)

où dm est l’élément de masse.
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2.2 Énergie
L’énergie E du système comprend l’énergie interne U et l’énergie macrosco-

pique Ek :
E = U + Ek (2)

Par axiome, l’énergie interne est additive et objective. L’énergie cinétique
macroscopique est additive mais non objective. Avec les densités d’énergie, on a :

U =
∫
D
udm (3)

Ek =
∫
D

v2

2
dm avec v2 = ~v ·~v (4)

2.3 Échanges d’énergie avec l’extérieur
Les échanges d’énergie avec le milieu extérieur sont dus à la puissance Pb

des forces à distance, à la puissance des forces de contact et aux transferts de
chaleur. On doit souligner que le modèle ne prend pas en compte les effets de
couples massiques ou surfaciques.

La puissance des forces de contact est :

Pec =
∫

∂D

−→
T ·~v dσ (5)

où dσ est un élément de surface le long de la frontière ∂D. Le vecteur contrainte−→
T est associé aux forces de contact exercées par le milieu extérieur. Une hypo-
thèse clé, due à Cauchy, est introduite :

−→
T ne dépend que du point d’application

M et du vecteur unitaire ~n normal à ∂D enM et orienté vers l’extérieur. Comme
on le verra plus loin, ce point est crucial pour interpréter l’effet des forces de
contact à l’aide d’un tenseur du deuxième ordre.

Les échanges de chaleur entre le système et l’extérieur sont dus aux effets
de conduction le long de la surface ∂D de D ou aux effets de rayonnement.
Strictement, le rayonnement conduit à un échange d’énergie qui est transformée
en chaleur lors de l’interaction avec la matière. Ici, on suppose que les effets de
rayonnement sont limités aux effets thermiques, on ne prend pas en compte les
forces électromagnétiques. Ces échanges sont représentés par une densité q par
unité de surface :

Q̇ =
∫

∂D
q dσ (6)

2.4 Principe fondamental
On définit d’abord une classe de référentiels comme l’ensemble des référen-

tiels déduits l’un de l’autre par un mouvement de translation rectiligne uniforme.
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Le principe fondamental de la MMC s’énonce alors comme suit :
Principe fondamental. Il existe une classe particulière G de référentiels R
dans lesquels, pour tout domaine matériel D, on a :

dER
dt

=
∫
D
~f ·~v dm+

∫
∂D

(
−→
T ·~v + q) dσ (7)

Dans cette équation, ER est l’énergie E définie par (2) et évaluée dans le ré-
férentiel R. Bien sûr, l’équation (7) n’est rien d’autre que l’équation d’énergie
pour laquelle les conditions nécessaires à son écriture ont été données. La va-
lidité de l’équation d’énergie dans un référentiel quelconque de G signifie que
le principe d’invariance galiléenne est satisfait. Dans le membre de droite de
l’équation (7), il n’y a pas de terme de production interne. Avec les hypothèses
énoncées, l’énergie E est conservative.

Les grandeurs U , ~f ,
−→
T , q sont objectives. Elles sont vues de la même façon,

non seulement dans tout référentiel de G mais également dans tout autre réfé-
rentiel. L’énergie E n’est pas objective car l’énergie cinétique Ek ne l’est pas.
Par principe, la masse est une grandeur objective et additive.

L’équation (7) peut être étendue pour prendre en compte d’autres transferts
d’énergie mais, pour l’objectif visé, il suffit de travailler avec cette forme de
l’équation d’énergie qui couvre déjà bon nombre de situations pratiques.

3 Théorème de la résultante dynamique
L’analyse des conséquences de l’invariance galiléenne de l’équation d’énergie

est particulièrement fructueuse. Dans cette section, il est montré que l’équation
de la résultante dynamique en est un résultat. Les principales étapes de la dé-
monstration sont données ci-dessous. Les détails sont précisés en annexe. Notons
que l’idée d’appliquer le principe d’invariance galiléenne à l’équation d’énergie
a également été exploitée par D. Jou et al. [4].

3.1 Taux de variation de l’énergie E

Soit R′ un référentiel qui n’appartient pas nécessairement à G et R un réfé-
rentiel de G. D’après l’équation (22), annexe A, en tenant compte de l’objectivité
de U , on a :

dER′

dt
=

dER
dt
−
∫
D

(
−→
V c ·~a+ ~ac ·~v ′) dm (8)

Dans cette expression,
−→
V c est la vitesse d’entraînement due au mouvement de

R′ par rapport à R, ~ac est l’accélération d’entraînement, voir annexe A, ~a est
l’accélération d’une particule évaluée dans R et ~v ′ est la vitesse de la même
particule dans R′. L’énergie ER′ est évaluée dans R′ par la même formule (2)
que dans R.
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3.2 Théorème de la résultant dynamique
D’après (8), la comparaison de l’équation d’énergie écrite dans deux référen-

tiels de G montre que, annexe B∫
D
~adm =

∫
D
~f dm+

∫
∂D

−→
T dσ (9)

Ainsi, dans la formulation proposée de la MMC, l’équation de la résultante
dynamique d’un système quelconque est démontrée et non pas admise comme
un principe.

3.3 Équation locale de quantité de mouvement
La structure des forces de contact est précisée avec l’hypothèse de Cauchy.

On suppose que le vecteur contrainte
−→
T est fonction seulement du point d’ap-

plication et de la normale unitaire à l’élément de surface. Si l’on considère un
élément de surface dσ de ∂D associé à la normale extérieure unitaire ~n, avec
l’équation (9) on sait que le vecteur contrainte s’exprime à l’aide d’un tenseur
du deuxième ordre t [3] :

−→
T = t ·~n (10)

En outre, on montre que le tenseur t est objectif [3].
En prenant deux éléments de surface identiques dσ munis de normales uni-

taires opposées, avec (10) on déduit :

−→
T (~n) = −

−→
T (−~n)

Les forces de contact satisfont la loi des actions mutuelles.
En portant (10) dans (9), avec le théorème de Gauss et en notant que l’équa-

tion (9) est valable pour tout domaine D, on obtient l’équation locale de quantité
de mouvement

ρ~a = ρ~f + div t (11)

où ρ représente la masse volumique. L’équation (11) est valable dans tout réfé-
rentiel de G.
Note. Si le champ de masse volumique ρ est une distribution de Dirac, en
écrivant une intégrale de Lebesgue sur D, on obtient la loi fondamentale de
Newton pour un point matériel dans un référentiel de G :

−→
F = m~a (12)

où m est la masse du point matériel et
−→
F = m~f .

Or, par définition des référentiels galiléens, la loi (12) est valable seulement
dans un référentiel galiléen. On identifie donc la classe G avec celle des référen-
tiels galiléens.
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4 Référentiels non-galiléens
Jusqu’à présent, l’équation d’énergie a été écrite dans un référentiel galiléen.

Dans cette section, on montre que son expression dans un référentiel non-galiléen
repose sur l’axiome d’objectivité de la puissance des forces intérieures.

4.1 Équation de l’énergie interne
Dans un référentiel galiléen, l’équation d’énergie est écrite sous la forme (7).

D’autre part, en multipliant (11) scalairement par la vitesse ~v et en intégrant
l’équation résultante, on obtient l’équation de la puissance cinétique :

d
dt

∫
D
ρ
v2

2
dτ =

∫
D
ρ~f ·~v dτ +

∫
D

(div t) ·~v dτ (13)

où dτ est l’élément de volume. En prenant la différence entre les équations (7)
et (13), on obtient l’équation :

dU
dt

=
∫

∂D
q dσ +

∫
∂D

[t ·~n] ·~v dσ −
∫
D

(div t) ·~v dτ (14)

En notant t
T
le transposé de t, on peut écrire :∫

∂D

(
[t ·~n] ·~v

)
dσ −

∫
D

(div t) ·~v dτ =
∫
D

[
div(t

T
·~v)− (div t) ·~v

]
dτ

=
∫
D

t :Ldτ

avec :
L = grad~v

La puissance Pic des forces de contact intérieures est définie par :

Pic = −
∫
D

t :Ldτ

de sorte que l’équation (14) devient :

dU
dt

=
∫

∂D
q dσ − Pic (15)

Un axiome déterminant consiste à exiger que Pic soit une quantité objec-
tive. On montre alors que le tenseur t est symétrique, annexe C. On note que
la symétrie de t et l’objectivité de Pic sont des propositions équivalentes. La
symétrie de t entraîne :

Pic = −
∫
D

t :D dτ (16)

où D est la partie symétrique de L, c’est-à-dire le tenseur des vitesses de défor-
mation.
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Avec l’objectivité de Pic, tous les termes de l’équation (15) sont objectifs.
L’équation (15) est donc universelle. Elle a la même forme dans un référentiel
galiléen ou non :

dU
dt

∣∣∣∣
R′

=
∫

∂D
q dσ − Pic (17)

4.2 Équation d’énergie dans un référentiel non-galiléen
Écrivons d’abord l’équation locale de quantité de mouvement dans un réfé-

rentiel non-galiléen R′. La procédure est classique, on utilise la loi de composi-
tion des accélérations :

~a = ~a ′ + ~ac + ~aCor

où ~a′ est l’accélération d’une particule dans R′, ~ac est l’accélération d’entraîne-
ment et ~aCor est l’accélération de Coriolis. L’équation de quantité de mouvement
dans un référentiel non-galiléen est obtenue à partir de sa formulation (11) en
référentiel galiléen en introduisant les densités de forces fictives ~fCor = −~aCor

et ~fc = −~ac. Avec l’objectivité de la densité de force ~f , du vecteur contrainte et
de sa divergence, on peut écrire l’équation de quantité de mouvement dans un
référentiel non-galiléen :

ρ~a ′ = ρ~f + ρ~fc + ρ~fCor + div t (18)

L’équation (18) est mulitipliée scalairement par ~v ′ et l’équation résultante
est intégrée. Comme la puissance des forces de Coriolis est nulle, on obtient :

d
dt

∣∣∣∣
R′

∫
D
ρ
v′

2

2
dτ =

∫
D
ρ
(
~f + ~fc

)
·~v ′ dτ +

∫
D

(div t) ·~v ′ dτ (19)

L’addition membre à membre des équations (17) et (19) fournit l’équation
d’énergie dans un référentiel non-galiléen :

dER′

dt
=
∫
D
ρ
(
~f + ~fc

)
·~v ′ dτ +

∫
∂D

(
[t ·~n] ·~v ′ + q

)
dσ (20)

5 Théorème du moment dynamique
En écrivant l’équation d’énergie dans un référentiel non-galiléen et en utili-

sant (8), on obtient l’équation du moment dynamique dans un référentiel gali-
léen, voir annexe D :∫

D

−−→
AM × ~adm =

∫
D

−−→
AM × ~f dm+

∫
∂D

−−→
AM ×

−→
T dσ (21)

où A est un point quelconque, mobile ou non dans R, et M est soit un point
courant de D où ~a et ~f sont évalués, soit un point courant de la frontière ∂D
où
−→
T est évalué.
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Avec
−→
T = t ·~n, la symétrie de t permet d’écrire (21) sous la forme∫

D

−−→
AM × ~adm =

∫
D

−−→
AM × ~f dm+

∫
D

−−→
AM × div t dτ

Cette équation est valable dans tout domaine D. On en déduit l’équation locale :

−−→
AM × ρ~a =

−−→
AM × ρ~f +

−−→
AM × div t

On retrouve simplement le produit vectoriel de l’équation de quantité de mou-
vement (11) par

−−→
AM . Aucune information nouvelle n’est apportée par cette

équation. Ce résultat est dû à la symétrie de t.

6 Conclusion
Les fondements de la mécanique des milieux continus classique, MMC, sont

complètement révisés à partir d’un point de vue reposant sur une formulation
énergétique.

L’équation d’énergie qui exprime le premier principe de la thermodynamique
est érigé en principe fondamental de la MMC. Plus précisément, on suppose qu’il
existe une classe G de référentiels dans lesquels l’équation d’énergie est valabe.
Dans G l’équation d’énergie satisfait le principe d’invariance galiléenne puisque
tous les référentiels de G se déduisent l’un de l’autre par un mouvement de
translation rectiligne uniforme.

La nouvelle formulation de la MMC est élaborée en ajoutant des axiomes
d’objectivité pour les grandeurs suivantes : le temps, la distance entre deux
particules, la masse, l’énergie interne, la chaleur, la puissance Pic des forces de
contact intérieures, toutes les forces exceptées les forces fictives. Avec l’hypothèse
de Cauchy, le vecteur contrainte est seulement fonction du point d’application
et du vecteur unitaire normal à l’élément de surface associé. On suppose aussi
qu’il n’y a pas de couple massique ou surfacique. Les milieux micropolaires ou
polarisés sont exclus de l’analyse.

L’équation de la résultante dynamique devient un théorème issu des hypo-
thèses déjà énoncées : invariance galiléenne de l’équation d’énergie, objectivité
de l’énergie interne, des forces et des transferts de chaleur. Ce résultat est au
cœur de la nouvelle formulation axiomatique proposée.

On déduit aussi que la classe G de référentiels est identifiable à celle des
référentiels galiléens.

L’existence du tenseur des contraintes résulte de l’hypothèse de Cauchy et
l’objectivité de Pic montre que ce tenseur est symétrique.

L’objectivité de la puissance des forces intérieures est un élément clé du
développement qui conduit à l’expression de l’équation d’énergie dans un ré-
férentiel non-galiléen. Le théorème du moment dynamique est alors démontré.
La symétrie du tenseur des contraintes montre que cette équation n’apporte en
fait aucune information supplémentaire par rapport à l’équation de quantité de
mouvement.
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Ainsi, l’objectivité de Pic, la symétrie du tenseur des contraintes et l’équation
du moment dynamique sont des propositions équivalentes dans la construction.
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Annexes

A Taux de variation de l’énergie cinétique dans
des référentiels différents

On considère un référentiel R appartenant à G et un référentiel R′ qui n’ap-
partient pas nécessairement à G. D’après la règle de composition des vitesses :

~v =
−→
V c + ~v ′

on obtient :

EkR′ = EkR −
∫
D

−→
V c ·

(−→
V c

2
+ ~v ′

)
dm

où EkR′ et EkR sont les valeurs de l’énergie cinétique contenue dans un domaine
D évaluées dans R′ et R. En prenant la dérivée par rapport au temps, on
obtient :

dEkR′

dt
=

dEkR

dt
−
∫
D

(
−→
V c · d

−→
V c

dt

∣∣∣∣∣
R

+
−→
V c · d~v ′

dt

∣∣∣∣
R

+ ~v ′ · d
−→
V c

dt

∣∣∣∣∣
R

)
dm

Dans cette expression, le référentiel dans lequel la dérivée est calculée est précisé
si nécessaire.

La règle de composition des accélérations donne :

~a = ~a ′ + ~ac + ~aCor

où ~a ′ est l’accélération d’une particule dans R′, ~ac est l’accélération d’entraî-
nement et ~aCor est l’accélération de Coriolis :

~aCor = 2
−→
Ω × ~v ′

En outre, on a :

d
−→
V c

dt

∣∣∣∣∣
R

= ~ac +
−→
Ω × ~v ′

d~v ′

dt

∣∣∣∣
R

= ~a ′ +
−→
Ω × ~v ′
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et bien sûr :

~a =
d
−→
V c

dt

∣∣∣∣∣
R

+
d~v ′

dt

∣∣∣∣
R

En regroupant les résultats, on obtient :

dEkR′

dt
=

dEkR

dt
−
∫
D

(
−→
V c ·~a+ ~ac ·~v ′) dm (22)

B Théorème de la résultante dynamique
Soit R′ un référentiel de G. En vertu de (7), l’équation d’énergie écrite dans

R′ est :
dER′

dt
=
∫
D
~f ·~v ′ dm+

∫
∂D

(
−→
T ·~v ′ + q) dσ (23)

En prenant la différence entre les équations (23) et (7), on obtient :

dER
dt
− dER′

dt
=
∫
D
~f ·−→V c dm+

∫
∂D

−→
T ·−→V c dσ

D’autre part, d’après (8), on a :

dER
dt
− dER′

dt
=
∫
D

(
−→
V c ·~a+ ~ac ·~v ′) dm

Ici,
−→
V c est une vitesse constante et uniforme, ~ac = 0, de sorte que :

−→
V c ·

{∫
D
~adm−

∫
D
~f dm−

∫
∂D

−→
T dσ

}
= 0

Le terme entre les accolades est indépendant de
−→
V c et cette vitesse est arbitraire.

On en déduit l’équation (9) :∫
D
~adm =

∫
D
~f dm+

∫
∂D

−→
T dσ

Les résultats présentés dans cette annexe éclairent le calcul de poussée d’un
réacteur proposé par Sforzini [5]. Ce calcul est mené en appliquant l’équation
d’énergie à deux volumes de contrôle, l’un étant fixe par rapport au réacteur et
l’autre étant lié à l’écoulement. Or, les résultats donnés ici montrent que l’équa-
tion de quantité de mouvement est retrouvée à partir de l’équation d’énergie.
Ainsi, le calcul de Sforzini est justifié par des résultats d’une portée beaucoup
plus étendue.
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C Symétrie du tenseur des contraintes
La décomposition du tenseur grad~v en parties symétrique et antisymétrique

donne :
t : grad~v = t :D + t :W

où le tenseur des vitesses de déformation D est la partie symétrique de grad~v,
et W est la partie antisymétrique de grad~v. Comme t et D sont objectifs, t :D
est un scalaire objectif. Ainsi, t : grad~v est objectif si et seulement si t :W est
objectif.

Comme W est antisymétrique, on peut écrire :

t : grad~v = t :D +
1
2

(t− t
T

) :W

Or, le tenseur W dépend de l’observateur. La grandeur (t− t
T

) :W doit être
un scalaire objectif pour tout W . Cette condition est remplie si et seulement
si (t − t

T
) = 0. L’objectivité de t : grad~v est réalisée si et seulement si t est

symétrique.

D Théorème du moment dynamique
Soit R′ un référentiel non-galiléen. Avec (7) et (8), on a :

dER′

dt
=
∫
D
~f ·~v dm+

∫
∂D

(
−→
T ·~v + q) dσ −

∫
D

(
−→
V c ·~a+ ~ac ·~v ′) dm

La règle de composition des vitesses permet d’écrire :

dER′

dt
=

∫
D
~f ·~v ′ dm+

∫
∂D

(
−→
T ·~v ′ + q) dσ∫

D
~f ·−→V c dm+

∫
∂D

−→
T ·−→V c dσ −

∫
D

(
−→
V c ·~a+ ~ac ·~v ′) dm

En tenant compte de l’équation d’énergie dans R′, on déduit :∫
D
~f ·−→V c dm+

∫
∂D

−→
T ·−→V c dσ −

∫
D

−→
V c ·~adm = 0

Avec l’expression de la vitesse d’entraînement
−→
V c

−→
V c =

−→
V A +

−→
Ω ×

−−→
AM

où A est un point fixe dans R′, on obtient :

−→
V A ·

{∫
D
~f dm+

∫
∂D

−→
T dσ −

∫
D
~adm

}
+
−→
Ω ·
{∫

D

−−→
AM × ~f dm+

∫
∂D

−−→
AM ×

−→
T dσ −

∫
D

−−→
AM × ~adm

}
= 0
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Compte tenu de l’équation de quantité de mouvement, on a :

−→
Ω ·
{∫

D

−−→
AM × ~f dm+

∫
∂D

−−→
AM ×

−→
T dσ −

∫
D

−−→
AM × ~adm

}
= 0

Cette équation est valable pour toute valeur de
−→
Ω . Or, le terme entre les

accolades est indépendant de
−→
Ω . On en déduit l’équation de la résultante dyna-

mique (21) écrite dans un référentiel galiléen R∫
D

−−→
AM × ~adm =

∫
D

−−→
AM × ~f dm+

∫
∂D

−−→
AM ×

−→
T dσ

où A est un point quelconque mobile ou fixe dans R.
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