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Trace et valeurs propres extremes d’un produit de matrices de
Toeplitz. Le cas singulier.

Philippe Rambour * Abdellatif Seghier f

Résumé

Trace et valeurs propres extrémes d’un produit de matrices de Toeplitz.
Le cas singulier.
Dans un premier théoreme nous donnons un développement asymptotique de la trace de
la matrice T (f1)Txn"(f2) avec f1(0) = [1 — e|2%1¢1(e?) et f2(0) = [1 — |22 cy(e™?),
c1 et co étant deux fonctions régulieres sur le tore avec —% < ap,ap < % Ensuite nous
étudions le cas particulier vy > 0 et as < 0. Nous obtenons alors I"asymptotique de la
trace des puissances entieres de T (f1)Ty'(f2) et nous en déduisons la limite lorsque
N tend vers l'infini des valeurs propres de cette matrice ce qui nous permet de donner
un principe de grandes déviations pour une famille de formes quadratiques de processus
aléaoires gaussiens stationnaires.

Abstract

Trace and extreme eigenvalues of a product of truncated Toeplitz matrices.
The singular case.
In a first theorem we give an asymptotic expansion of Tr (T (f1)Ty "' (f2)) where f1(6) =
|1 —ei?|2%1¢) (e) and fo(0) = |1 — 9|22 cy(e?), with ¢; and ¢y are two regular functions
of the torus and —% < ap,ar < % In a second part of this work we study the particular
case where a1 > 0 and ap < 0. Then we obtain the asymptotic of Tr (TN(fl)Tﬁl(fg))s for
s € N* that provides us the limits when N goes to the infinity of the extreme eigenvalues
of this matrix. This last result allows us to give a large deviation principle for a family of
quadratic forms of stationnary process.

1 Introduction

Si f € LY(T) on appelle matrice de Toeplitz d’ordre N et de symbole f, et on note T (f),
la matrice définie par (Tn(f))gy 1101 = Fl—k)pour 0 < k< Net 0<1I<N,ou h(s) désigne
le coefficient de Fourier d’ordre s de la fonction h. On dira que le symbole f est régulier si la
fonction f est strictement positive sur le tore, et que le symbole f est singulier si la fonction
f admet des zéros ou des poles sur le tore. Une bonne approche des matrices de Toeplitz peut
se trouver dans [5].

Un probleme de I’étude des matrices de Toeplitz est d’établir la trace du produit de deux

matrices de Toeplitz, ou méme d’une puissance d’un produit de matrice de Toepliz. Cette
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étude intervient autant dans le domaine de l’analyse (recherche des valeurs propres) que des
la probabilités ( théoremes de limite centrale, principes de grandes déviations). Le probleme de
Iétude de Tr (T (f)Tn(g))® est un grand classique de la littérature consacrée aux matrices de
Toeplitz et a I’étude des processus aléatoires Gaussiens. Il a été en particulier étudié par Avram
([1])dans le cas régulier ou pour une puissance deux, et par Fox et Taqqu ([13], [12]), dans un
cadre plus général. Il faut aussi citer Grenander et Szegd [21], Ibragimov [22], Rosenblatt [30],
Taniguchi [34], Dalhaus [10], Giraitis et Surgalis [19], Ginovyan [14], Taniguchi and Kakizawa
[35], Ginovyan et Sahakyan [17], [16] et [15], et Lieberman et Philips [26]. Un bon résumé des
principaux acquis peut se trouver dans [18].

La question qui peut également se poser est de connaitre la trace de (TN( f )Tﬁl(g))s. Une
facon de faire peut consister a se ramener a la trace de (TN( f )TN(g*I))s7 mais cette méthode
n’est pas toujours satisfaisante, surtout dans le cas singulier. Dans cet article nous proposons
un développement asymptotique d’ordre 1 ou 2, suivant les cas, de Tr (TN( fl)Tﬁl( fz)) dans
le cas ol f1(0) = |1 — e>ci(0) et fo(0) = |1 — €2%2¢9() avec —3 < 1,00 < % et
ou c¢; et co sont deux fonctions régulieres sur le tore. Les méthodes que nous utilisons sont
différentes de celles de Fox et Taqqu, mais utilisent des travaux antérieurs (voir [28] et [29]).
Nous mettons en évidence les différents cas qui peuvent se présenter, et la suite de notre travail
est consacrée a étude du cas aq €]0, 3] et az €] — 3,0 (cas 1) ii)). Nous donnons dans ce cas
une expression asymptotique de Tr (TN(fl)Tﬁl(fg))s et aussi de Tr (TN(fl)TN(fgl))s (ce qui
revient & donner Tr (TN(fl)Tﬁl(fg))S pour 0 < aq,qs < % complétant ainsi des résultats de
Taniguchi([34], [35] et de Lieberman et Phillips [26]. Nous étudions ensuite les conséquences
de ces résultats pour les valeurs propres de Tn(f1)In(fy 1) et nous en déduisons un résultat
probabiliste. Dans le cas d’une matrice de Toeplitz le comportement des valeurs propres obéit
a certains principes bien connus. On sait par exemple que si )\Z(N) sont les valeurs propres
d’une matrices de Toeplitz d'un symbole f avec infger f(0) = m et supger f(#) = M alors

N-4oo \1<i<N ! NSd4oo \1<ien !

plus vraie pour un produit de matrices de Toeplitz ni a plus forte raison pour le produit d’une
matrice de Toeplitz avec une matrice hermitienne. Si on étudie une forme quadratique Wy
définie par Wy = %X (N M XN avec (X,,) un processus stationnaire centré gaussien et
la matrice My une matrice hermitienne (voir, entre autre, [31], [3] et [4])on ne peut donc
pas alors appliquer le théoreme de Gartner-Ellis ([11]) pour obtenir un principe de grandes
déviations pour Wy. Dans le cas ou My = Tn(f) et ou f,g € L>®(T) ( g étant la densité
spectrale de X(M)) [3] et [4] donnent des solutions & ce probleme. Cela leur permet notamment
de donner un principe de grandes déviations dans 1’étude du rapport de vraissemblance de
deux processus gaussiens stationnaires ([8], [7],[9],[6] [2]) dans le cas ou les densités spectrales
sont régulieres. Supposons maintenant que X ") admette pour densité spectrale une fonction

lim ( inf )\(.N)> =m et lim < sup AN — M. Cette propriété n’est évidemment

f1 et que My = T&l(fg). Dans le cas ajpositif et ag négatif en notant ,uZ(N) les valeurs
N

propres de T ( fl)TJQI( f2) nous obtenons, en étudiant la convergence de la mesure Z 5“(N),
i=0

- it M) = - ap M) = , ; alors -
que Nl_l)r_r:oo <1§1£1§fN I > =0et Nl_l)r_r:oo (1;15\[ % ) = HEHOO Nous pouvons alors obtenir



sur un intervalle maximal la limite de la suite de fonctions (voir [21])

Ln(t) = %m B(eNWr)
= —2— Indet (I — 2T (FTH ()TN (1)) = 55 > (1 —2tn(™).

Toujours dans le cas 1) ii) avec a3 > 0 et as < 0 nous retrouvons un théoreme de limite
centrale similaire & celui donné par Fox et Taqqu dans [13] mais dans lequel nous pouvons
considérer la forme quadratique X M* T (f2) ' XM au lieu de XN Ty (fo). XN)

Dans un prochain travail nous nous attacherons a développer les cas différents du cas
1) ii) qui interviennent dans le théoreme 1. Nous aurons deux objectifs : d’abord établir
des expressions asymptotiques pour les traces de (TN( )Ty ( fQ))S puis utiliser ces expres-
sions pour donner des théoremes de limites centrales pour des formes quadratiques du type
X W) *Tn(f2)~ 1X(N) ou X est un processus aléatoire centré gaussien stationnaires de densité
spectrale f7.

2 Principaux résultats

2.1 Trace de produits de matrices de Toeplitz.

Dans la suite nous noterons y la fonction définie par x(f) = €. Pour tous les réels v

positifs nous considérerons aussi les ensembles A(T,v) = {h € LQ(']I')/Z |k|"h(k) < oo}, ot
keZ
h(k) désigne le coefficient d’ordre k de la fonction h.

Théoréme 1 On considére deux fonctions f1 et fo définies sur le tore T par f1 |1— X|20‘101
et fo = [1—x|**2cy ot c1 et ey sont deus fonctions réguliéres dans A(T ,5) et —5 <y, an < 2
On a alors les résultats suivants :

1. Siag €] —1,0[
i) dans le cas ou%>a2—a1 >0

Tr (T (f1) T (f2)) = ( 2>+O(N2a2 2,

i1) dans le cas ou 0 > g — g > —1

Te (Tn (T3 (f2) = Tr( §1>+f1()<<1nf51,%>2,1/2>

+ Cl(flny) +O(Nmax(2a2—2a17—1))).

Si les fonctions fi et fo sont des fonctions paires on a
C1(f1, f2) = —2(a2 +1) <(111f2 ; ; Yojo — (In f5h ;2>2,1/2]?1( ) —(In f1, — 7 >2 1/2>

2. Sias €]0, 1]



i) Dans le cas od%<a2—a1<1 on a

Tr (T (f1)Tx(f2)) = N227209Cy(fy, fo) + o( N227201)

it) Dans le cas ou —%<0z2—a1<% on a
a) Siag <0

Tt (Tn(f)TN'(f2) = Tr (m%) + N22=20005 (£ fo) + o( N2z~ 201)

2
b) Sican >0
-1 o fl 1 QNZOQJ?I(O) 200
Tr (T (f1)Ty ' (f2)) = Tr <TNE> + </1/2 Gag(ﬂﬂ)dx) M (an) + o(N"*?)
avec
A [T 2a0—2 (1 200 1\ 420301 _ 5\202—2 . ge2
Gasy(2) —/O t (1-1) 1) —t2°2(1 —t) dtdx + Bor 1)’

et x € [1/2,1].

Remarque 1 Les constantes Ci(f1,f2) 1 < ¢ < 3, peuvent étre obtenues a partir de la
démonstration du théoréme.

Dans I’énoncé suivant nous étudionsun cas particulier du théoréme 1. et nous noterons fo ¢
la fonction

f2,1(0) = t1(0) + f2(0),

Théoréme 2 Si fi et fo sont deux fonctions paires définies sur le tore et vérifiant les hy-
potheses du théoréme 1 avec de plus oy positif et s négatif on a, pour tout entier naturel s
non nul (o-1)
_ s R (0
Tr (Tn(f1) Ty (f2))" — Tr (TN (%) ) =(-1)° 1#1(),) +o(1).

avec

~

Uy (t) = f1(0) <(111f2,t1, i>2,1/2> — C1(f1, f2,0)-

Corollaire 1 On considére deuz fonctions hi et ho paires définies sur le tore T par hy =
|1 —e2%dy et hy = |1 — €|?%2dy o0 dy et dy sont deux fonctions réguliéres appartenant
A(T, %) On suppose de plus que % > aq, a9 > 0. Nous pouvons alors écrire, pour tout entier

s>1
- 2T
Tr (Twhy Ths)® = %/0 (h1h2)(0))° d6 + o(N).



2.2 Quelques applications aux grandes déviations et aux valeurs propres

Dans tout ce paragraphe nous considérons encore fi = |1 — x|**¢c1 et fo = |1 — x[**2cy
deux fonctions paires avec aq positif et ao négatif et c¢1, co deux fonctions régulieres dans
3

A(Ta 5)'

Lemme 1 5i ,uZ(N) 1 <i < N désignent les valeurs propres de Tn(f1)Ty Y(f2), classées dans
N

Dordre croissant, alors la suite de mesures Z(S,u(.N) converge au sens faible (ou en loi) vers
i=1

Py, la mesure image de la mesure de Lebesgue sur le tore par ;1

f2

Ce lemme admet comme corollaire immédiat les deux théorémes suivants
Théoréme 3 Awvec les hypothéses et notations précédentes

li N _o. 1 —
g ;o m e H Hoo

On considere maintenant pour tout entier N la forme quadratique Wy définie par

Wx = 2NXN(T ') X

ott XV un processus de densité spectrale f1 = |1 — x|**¢c; et fo = |1 — x|**2¢a, c1 et ¢y étant
deux fonctions régulieres sur le tore. On considere alors la suite de fonctions

1 1
Ly(t) = 5y <—§ > In(1 - 2#%))
=1

ou (,ufv )i=1...n sont les valeurs propres de Ay = TJ{/ 2 flT]Q1 ng]{/ 2 f1 qui sont aussi celles de
Tn(f1)Tx" fo. Alors nous pouvons écrire, en posant A =] — =%, 67 avec § = H oo

Théoreme 4 Si % € L>®(T) avec oy > 0 et ag < 0 on a pour tout t tel que 2t € A

B 1 27 fl
Ly()==1- | 'n (1_2%( )) d + o(1),

im (NLN(t) + % /0%1 (1 - Qt%( )) d9> _ @

)
avec U(t) => 2, = ll)l“ (t)lqll“(o)

et

Remarque 2 Ce théoréme revient a dire que si % € L>®(T) et aqaz < 0 alors (Wy) satisfait
une SLDP ( Sharp Large Deviation Principle) pour une fonction L* qui est le dual de Fenchel-

Legendre est L(t) = 1~ 0 "In (1 - 2tf1 (9)) dan.

D’autre part en posant my = E(‘ XV (TN1 f2) X™) nous pouvons énoncér le théoréme



Théoréme 5 La variable aléatoire :
tXN (Tj;lfQ) XN —my
VN

converge en loi vers une variablle aléatoire qui suit une loi mormale centrée de variance

I [7 (;ﬁ;gz;)z do.

Remarque 3 La démonstration de ce théoréme est bien sir parfaitement identique a celle du
théoréme du méme genre donné dans [13]

Pour démontrer le théoreme 1 nous allons devoir, dans un premier temps, donner une expres-
sion asymptotique simple pour N suffisamment grand, des coefficients du polynéme prédicteur
de degré N d’une fonction f admettant une singularité dordre o comprise entre —% et % Cest
ce que nous faisons, aprés un bref rappel, dans la partie suivante.

3 Asymptotique des coefficients du polynéme prédicteur

3.1 Definition et propriétés fondamentales du polynéme prédicteur

Définition 1 Si h une fonction positive dans L*(T) on appelle polynéme prédicteur de degré
N

N de h le polynome Ky définie par Ky = Z
k=0 \/ (Ty )11

(Tﬁl)k+1,1zk

Nous avons alors les résultats suivants (voir [25])

Théoréme 6 Si h une fonction positive dans L'(T) et Ky son polynéme prédicteur de degré
N alors

Vs, —N < s < N |Kn|~2(s) = h(s).
— Ky ne s’annule pas sur le tore.
Ce théoreme admet la conséquence immédiate suivante

Théoréme 7 Awvec les hypothéses du théoréme précédent nous avons
TN (|KN|72) = TN(h).
Le calcul de Ty'(h) s’en trouve alors facilité grace au lemme suivant qui a été établi dans [27]

et qui est une version algébrique de la formule de Gohberg-Semencul [20].

N
Lemme 2 Si P = Z 042" un polynome de degré N sans zéros sur le tore on a
u=0

Tlgl (‘P‘_Q) = (505143 +--- 4+ 5k5l - (5]\/,]?5]\[,1 + - 5N5N+k7l)-



Dans cette partie nous considérons une fonction f définie par f = |1 — x|?*®c ol ¢ est une
fonction réguliere sur le tore avec ¢; = g141, g1 € H*" et g = (1—x)%g1 . On pose ﬁlia) =g (k)
et on note par 3 y le coefficient de x* du polynéme prédicteur de degré N de f. D’autre part
nous nous plagons dans le cas —% <a< %

Théoréme 8 On considere une fonction f comme ci-dessus Alors siny est entier fixé, indépendamment

de N,

By = B (1= 1) (14 0(1))

pour tout entier k € [0, N — nq], uniformément par rapport a N.

Remarque 4 Dans la pratique ny est choisi de maniére a ce que pour tout entier u > nq on

@) L1 gt L
alt = avec la TEeCc1s10n necessaire.
Pu” = GO T p

Remarque 5 Ce théoréme peut se lire
Ve>0 3Ny tq YN>Ny Vk, 0<k<N-n; 3R, |Rg|<ce tel que
(@) k «
Bren =B (1= )" (L + Ry)

3.2 Démonstration du théoréme 8

Pour démontrer ce théoréme nous allons découper l'intervalle [0, NJ] en deux, a savoir
[0,61] et [d1,0]. La démonstration du théoréme sur [01,0] est assez rapide. Dans [29] nous
avons démontré

Théoréme 9 Si —% <a< %, a # 0 nous avons pour 0 < x < 1

1
91(1) BN N = No‘*lmxo‘*l(l —x)* +o(N*1)

uniformément en x dans [01, 2], pour 0 < §; < b2 < 1.

Ce théoreme est équivalent &

1 k
1 — _ka—l 1 - ) NOé—l
9D = gk (1= )7 o)
pour tout entier naturel k dans [Ny, N, uniformément par rapport a N. Cette remarque,
jointe au résultat (voir [36]) lia) = er(a)kafl (14 0(1)), uniformément par rapport a k

pour k assez grand, permet d’obtenir le résultat sur [Ny, NJ].

Pour démontrer le théoreme dans l'intervalle [0, Nd;], il nous faut revisiter les résultats de
[29].

Nous avons obtenu dans cet article le lemme

Lemme 3 On suppose o €] — %, %[ Alors, sous les hypothéses du théoréme 9 nous pouvons

écrire pour N suffisamment grand et pour 0 < k <O0N,0<d<1
1 & U
B =B - N Zﬁz(ﬁ)u (Fa (N)) (L+0(1)).
u=0

7



la fonction z — F,(z) est continue et dérivable sur tout compact de [0,1] et de plus pour tout
réel dans [0,0] on a
[Fa(z)| < Ko(1 + |In(1 — 2)|),

ou Ky est une constante indépendante de N.

Remarque 6 En utilisant le déterminant de Ty (|1 — x|** f1) et la formule d’Hartwig-Fisher

nous obtenons facilement
Fo(0) = o® + o(1).

Si k € [0, ko] et N suffisamment grand le lemme 3 permet d‘écrire
) LN (g (o)
+ N %Fa(ﬁ)ﬁk—u = B (1-0(1))

= B (1 - %)a (1+0(1)).

Si kg < k < N6y nous pouvons considérer, toujours avec le lemme 3, les égalités
1 k U ) 1 k U )
— SR AY = A -5 2 (Falf) - Fal0) B2,
u=0 u=0
L\ @
(07
0)+ Z;ﬁ,w
u=

5 ﬁ(a—kl " N2 Zuﬁl(ca uFo/z

avec, pour tout u, 0 < ¢, < . Alors si ko suffisamment grand pour que 'approximation de

ﬁ,(ga) et de ﬁ,gaJFl) soient pertinentes on a, en utilisant I'uniformité de ces mémes approximations,
o? k
+1
B -8 = B —a B (1+0(1)

= g (1 - %)a (1+40(1))

uniformément par rapport a k € [kg, Nd1]. Si « positif on a ﬁ Zﬁ:o uﬁ,(fi)uFo’é (cy) =0 <% Zi:o uﬁ,(fi)u) )

et nous avons également

1 k
32 2 Bl
u=0

=[]

IN

%(fj( )l \+zkm )

u=0

kaJrl o
- 0 <W> — 0 (k*716%) = o(B\™)

D’autre part si « est négatif nous pouvons écrire, toujours si kg suffisamment grand pour que

(a)

I'approximation des coefficients 3, soit pertinente

k k—ko k
Sug, =S us, > up?,
u=0 u=0 u=k—ko+1



Nous avons encore

1 k—ko 1 k—ko k—ko
o 30 = g (S s 3 ).
u=0 u=0

u=0

On a évidemment

1 (@) ka—f—l
k=Wl = o)
u=0
— 0 1%) = o(p(")
et

k—ko o)

DSoRBT =k 3 BT =06
u=0 u=k—ko+1

Enfin en utilisant la formule d’Euler et Mac-Laurin (en supposant kg assez grand pour que
cela ait un sens) il vient

k
1 () 1 a+1 a+1
2 kzk N 1Bl = WO (Ko — (k= ko)*™)
u=k—ko
kaJrl kO ko

- Lro(i-a-te) ol e

ce qui achéve de démontrer le lemme, et I'uniformité, pour &k € [0, do].
Reste a obtenir la formule pour k € [Ny, N — nq].
Pour ce faire nous allons utiliser les polynomes orthogonaux @;, 0 < j < N associés au poids

f et reliés aux polynémes prédicteurs par Qn(x) = Pn(x).
Nous allons utiliser également la relation (voir [23],[24]) que

«
BN+1,N+1 ~ N (1)

D’autre part la relation (voir, par exemple [33])

Pr(x) = Pn—1(x) + XBrm,mQ@m—1
permet, en identifiant les coefficients en N — m

BN—m = BN—m,N—1 + BN,NBm,N—1
et pour m < k et k suffisamment petit nous obtenons

BN—k,N—m = BN—m—(k—m),N—m = BN—k,N—-m—1 + BN—m,N-mBk—m,N-m—1

ce qui donne, en ajoutant cette relation pour m de 0 a k :

k
BN—k,N = Z BN —m,N—mBk—m,N—m—1-

m=0



Ce qui se traduit, en utilisant le lemme (3) et I'équation (1)

2

a® . o 1
Bn—kn = (1 — N)N Z:Oﬂkm,le + O(N)

et avec les résultats établis au début de la démonstration

o a g (@) (a+1) 1
By-kn = (1- ﬁ)ﬁ mZ:O (ﬁk_ - —ﬁ > + O(N)
Ck2 « (a+1) (a+2) 1
= (1—N)N< ——ﬁ >+0(ﬁ)
Ce qui donne
ﬁ(aJrl 1
BN—k+1,N = N T O(N)' (2)

Ce qui s’écrit aussi si nous considérons un entier j € [Nda, N — nq]

alN -5~ 1

j o pNTO—
aWBaN = Frain = Fa WY " ol(+)
= L _iaN—j_{_jafl‘afl i
G R G R
Soit ,
Bj+1,N = 5](04)(1 — %)O‘ + O(N)'

L’uniformité du résultat est alors assurée par la fagon dont do tend vers 1.

4 Démonstration du théoreme principal

On doit calculer la trace de (Tn(f1)Ty (fg)) avec f1 = |1 — x[**ecy et fo = |1 — x[**cy
ou —5 < apg,ap < 2 et ou ¢y et ¢co sont des fonctions réguliéres.
On peut écrire

N N—s
Tr (T (1) Ty ( Z v (f2) kk+2§R<Zf ZT 1f2kk+s>,
k=0 k=0
et aussi (avec s > 0) et en utilisant le lemme 2
N—s
Tt (f)kgss = (N — 1= 5)Aq(s) + Aa(s)
k=0

avec
A1(s) = 00 BinBirsy
Az(s) = -2 (Zl]\iﬁs lﬂl,NﬂlJrs,N)

10



oules B n, 0 <1 < N, sont les coefficients du polynéme prédicteur de la fonction fz. Nous
avons établi plus haut que si ng est un entier tel que 5% = o(1) nous pouvons écrire

l

B = 5" (1= 5)™ (L+0(1)) (3)

uniformément pour tout entier [ dans [0, N —ng]. Dans un premier temps nous allons démontrer
le lemme suivant

Lemme 4 Avec les hypothéses du théoréeme nous avons quel que soit s, 0 < s < N — ny,
uniformément par rapport a s

1. Si oy €] — 1,0[ alors
iy s T s
T (fa)iies = N(l—N)QQHE(—S)%—(l—N0‘27-2< ) S up B | +
=0 u>0
N2e2 5.9 s
(1 — )22 Py (= N2z
+ FQ(QQ)CQ(l)( N) 1(N)+0( )

ou Fy est une fonction continue sur [0,1], et T2(t) = — (a2 + ((1 — t) (a2 + 2))) .

2. Si as €]0,1[ alors
N-—s -

1 N2
Ty (f)iies = N(1— )02+ —

1=0 i f2(_8 " I?(ag)ea(1)

ot Fy est une fonction continue sur [0,1],

4.1 Démonstration du lemme 4

Remarque 7 La démonstration de l'uniformité des restes, qui est un peu fastidieuse, a été
repoussé dans l’appendice.

4.1.1 Calcul du coefficient A;

En supposant que ni est un entier tel que % = 0(1) et n; < mg nous pouvons écrire la
décomposition :

N—s—nq N-—s
Ai(s)= > BnBrsn+ . BunBrsn-
=0 I=N—s—ni1+1

Compte tenu de la remarque 3 nous pouvons écrire, en posant s’ = s + n

N o « a l—
> BinBiren = Z BB (- o1 = e (14 0(1)
=0
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Nous avons alors

(ax (2) e l+sa_
Z B0 - Ly (1 - Ly
N_s'

= Bl ﬁz(ffi <<( - %)QQ - 1> + 1) (((1 - ZXTS)C“Q —-(1- %)‘”) +(1- %)@)

=0

En développant on a

) (o I o l+s
Zﬁ“ B = )™ (1= ) = A+ Ay + Ay + A,

avec

N-s s
Al = < B2 g2 > -

=0

= CYQ (CVQ l a9 S [e%)

BB (0= 5= 1) Ja- )

/ g a2 (CVQ l+8 a9 § (e %)
a= 3 8 (-5 - - )

=0

N—s' N - I I
Il (T ) e T

\ =0

Nous avons

A = (1-—) (% Z ﬁ,”’ﬁ}i§>
N—s'+1
oy [ 1
= (1-%) (E(—S)—

N2a271 —+o00 s
7)/1 /Nt“2_1(t+ﬁ)o‘2_1dt + o(NZe271hy,
_8/

S s . ’ .
On peut remarquer que quand ~ tend vers 1 et as négatif nous pouvons écrire
s T s N2a2
2 \2ap

A (1= ) (8) = (= )™ e ey

200
N7 + o(N™*)

Nous avons d’autre part

i) Siag€]—1,0]
i = (ST (0 vt o -
- (Zﬂl” “2>z> - ).

12



Ce qui donne
N-—s'
(67 a a « a [e3
(3 A = () -
=0 u>0

N2a2—1 a9 /+OO ta2(t+ i)ag—ldt+0(N2a2—1)’
e (D2 (az) 1-s'/N N

et d’autre part

a2) (062 [e %} 1 ! _ N2&2*1 d 8/ Na2—1
Z 5[ /8l+s < ) - +042N> = m 1(N) +0( )
avec N
Pi1() = /0 o1t + %)“2’1 (1= 1) — 1 + aot) dt.

En posant finalement

SI S/ oo fe% S as—1
(bQ(N) :<I>1(N)+042 . /Nt Q(t‘i‘ﬁ) 2 dt
—s/

nous pouvons écrire

> useDplel | +

u>0
1 s s
N2ee=l__— $y(==) ) (1 — =)™ Noz—l
+ es(1)T2(ay) 2(N)>( ) ol ),

ou Py est une fonction continue sur [0, 1].
ii) Si as €]0, 2] nous avons

S o o — 1 1 o S\ oo o S
Aé:(l—ﬁ) 2 202 17@(1)1“2(042)/0 t Q(H_N) 271 =) — 1) dt + o(N2~1)

Calculons maintenant le terme A%.La aussi nous devons distinguer les cas ap positif et ag
négatif.
i) Sias €] —1,0[

Nous pouvons écrire

/ ag 042 ! a2 a2
A = Zﬁ< o (0= -a- 2

_ (CVQ l+ S a2 _ i a9 L _ i az—1 _
_ z BB (-5 - - )™+ aag - )
O[2 Z lﬁl(a’g)ﬂlag)( ;)azfl.



Nous avons
N—s'
DI e A I“QZ usle) 8 -
N — N
s 3 042N2a2 1 /+oo s . o1
- (=)t = to2(t + )27 dt + o( N2
( N) co(1)T%(az2) Ji—g/n ( N) ( )

et de méme

% s [+ asg ! ag— _
Zﬁl B (0= 5 = (= = a1 = ) =

N2a2 1 s

2000—1
02(1)F2(a2) ) +O(N )7

1-s'/N
‘1>3(i) = /0 taz—l(t—k%)azfl ((1 it %)az _ (1 _ %)az + Ozgt(l _ %)agfl) dt.

En écrivant
S S S S
tagflt _a271<1_t__a2_1__a2 tl__agfl)
(t+ )t (1=t = ) = (1 - 2)° +agt(1 - &)

N N
S S
— t a271§ :5 tangnfl 1— a2 —n

ou les coeflicients d,, sont les coefficients du développement entiere de la fonction ¢t —
(1—1t)°2 nous pouvons conclure que ®3(u) ~ O (1 — u)?*2) au voisinage de 1. En posant

By(~) /m 1202 (¢ 4+ )02 1gg
a(5) = a2 ~
N 1—s'/N N
nous pouvons écrire finalement
S _
Ay = (- Syt (02 (Sl ) ) 4
u>0

* cQé\lf)zli(;g) <(1 a N)OQ P4 (N) s (N>> +o(NFET)

o @3 est une fonction continue sur [0, 1] et équivalente & O ((1 —¢)**2) en 1, et ou P4
est une fonction continue sur [0, 1].
ii) Si as €]0, 1] nous pouvons écrire de méme

N2042—1 1 s
l (OQ 042) — a2 / ta2 t+ = agfldt +o N2a271
Z ’8 2(1)F2(a2) 0 ( N) ( )
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et, comme ci-dessus

a2) gloz ! oy gl .
Zlﬁl( )51 )<( 4]\—75) —(1—%)2+azﬁ(1—%)2 1>:

N2a2 1 SI

= (L)

2000—1
(D2 (ag) 2y oWV

D’ou

s (2 (- Sy e (£))) ot

S ! 2 S 1
(134(N) = ag/ t aQ(t—F N)O{Qi dt
0

Il est d’autre part facile de se convaincre que

avec

N202-1 -5 s
Al — / ta2_1 < t + - a2—1>
4 ca(D)T2(az) Jo t+ )

(g = (0 %) (= 0%7) o)

N2a271 s
= ()
()% () "N
ou @5 est une fonction continue sur [0, 1] et ott ®5(u) est équivalent a O ((1 — u)?*2*1) en 1.
Enfin en utilisant ’équation 2 qui est apparue dans la démonstration du théoréeme 8 on obtient
que, quel que soit le signe de ag on a

+ O(NZag—l)

N-—s

Y BinBisn = O(N*7?)

I=N—s5—n1

ce qui implique

N-—s
(N—-s-1) Z BiNBi+s,N = O(NQOQ)-

[=N—-s—n1
En regroupant on peut donc écrire
e Sias€]— 3,0
S /1\ S S S “laz)
(N4 1=s5)i(s) = N(= )" o (=5) —aa(2 = )1 = ) () | Dol B | +
u>0
N2a2 S g =,
(1 )R (= NZe2
CQ(l)FQ((XQ)( N) 1(N)+0( )
avec Fy une fonction continue sur [0, 1].
ee Sias €]0, 5
S 1 N?2oz ~ S
N+1-s)A = N1 — =)t (- ———F(= N2z
( + 8) 1(8) ( N) fZ( S)+CQ(1)F2(042) Q(N)+0( )7

otl Fy est une fonction continue sur [0, 1].
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4.1.2 Calcul du coefficient Ay

—g - —
Toujours avec la méme définition de s’ on a Nous avons As(s) = —2 Z{ios 181, NBits,N-
i) Dans le cas ou ay €] — %, 0[ nous avons

N—s'
Ao(s) = =2 IBinBrien

=0

a2 l a2 l a2
= _QZlﬂl )ﬁl+s( N) (1- JJ\;S)

o o I+ s, S o
- —2Zwﬁﬂl+s( -y - 2y
- 20 QZZW” 8.
Soit, finalement :

Ay(s) = —2(1—%)% S upen gl | 4
u>0

N2a2 “+o00o
+ 20— i)fmi/ 102 (¢ + —yo2— gy
. N

N e()IP?(a2) Ji—g/n
N2z 1-s'/N s s s
N M — 2t 4+ =) (1= )21 —t— =) — (1 — =) dt
02(1)F2(a2)/0 ( +N) (( )7 N) ( N) )
4+ o(N?%2),
En posant
S too S
Hs(—=) = —/ 12 (t + —)*dt +

() )

S S

1 SI/N S (6] (6] (6] a9
Hi() :/0 24+ 200 (1= 021 = 1= 1) = (1= 1)) di,

nous pouvons écrire

N2a2
Ax(s) = 201 = ) | | w8 | + i sl
u>0
N2a2 s 20
- 702(1)F2(a2)H4(N) + o(N**?)

ou Hs et Hy sont des fonctions continues sur [0,1] (on vérifie aisément que Hy(u) =
O((1- u)aQH) au voisinage de 1.
ii) Le cas ag €]0, [ se traite plus rapidement. Il suffit de remarquer que :

16



l l+s
A 2 (0’2) a2 1— %))
f— _Qﬂ /1 taz(t + 3)0@*1(1 _ t)az(l —t— i)azdt + O(N2a2)
T (DI () Jy N N '

Pour résumer nous pouvons poser
e Si ap < 0 alors

Ag(s) = =21 = 2y () | Do usl )glen)

u>0

20
- m < 201 - ﬁ)”H (N) + H4(N)> +o(N%2),
ee Si ay > 0 alors
As(s) = _Qﬂ}[ (i) + o(N202)
i e (DT%(az) "N -

D’autre part quelque soit le signe de as , nous avons, comme pour le calcul de A1 nous avons

N-—s

2 > 1BinBrrsn = o(N*?).

I=N—s5—n1

En réunissant les résultats des points abordés nous obtenons I’énoncé du lemme 4

4.2 Démonstation du théoréme dans le cas ol ay €] — 3,0
Il s’agit de calculer la somme

N-—s

N
FO)Tr (Tiy(f2)) " + 2% <ZJ?1 (Tn(f2) ll+s> :

s=1 =0

Rappelons que dans le cas ot I'exposant a est négatif il a été établi que

T (3 (2) = (3 + 1) ) 0)+ (0 fl a0 + 0(1)
ot (|[)g,1/2 désigne le produit scalaire dans A(T, H={pe L2(T)/Z Im||p(m)|> < oo} (voir
meZ

[28] ). En utilisant toujours la propriété 2 extraite de la démonstration du théoreme 8 il vient,
avec |N — s| < ng, avec ng comme dans le préambule de la démonstration, et si ng assez petit :

N-—s 1
Z BiNBiys,n = O <N>

=0

17



I,NPl+s,N N .

=0

Soit

N Nes -

Z fl(s)(N - 5) BLNﬁl-f—SJV — O(N—QOQ—Z)

s=N—ng -0
et
N-—s L
Z fl l Nﬂl+S,N — O(N—QOQ—Z).
s=N—ng l=0

Nous allons donc étudier ne fait la somme

N'—g
FLO)Tx (T (f2)) " + 20 (Zfl > TN(fz))z_,11+3>

=0
avec N' = N — ng. Nous vérifierons ensuite que I'approximation trouvée est d’ordre supérieur
A O(N—20272),
D’apres le lemme précédent la somme précédente se décompose en quatre sommes que nous
allons traiter séparément.

_ N .
4.2.1 Calcul de (N +1) <f1(0)<%> (0) + 22 fl(s)(l _ %)azﬂle(_s))

s=1

Il est connu que pour s suffisamment grand on a

2o all) a1 —201-1y  p-l/.y _ 1 2a5—1 —2a5—1
fi(s) = F(—2a1)8 + o(s ), fg (s) = c2(1)F(2a2)8 + o(s ).
Trois cas sont a distinguer pour calculer cette somme.
a) % > a9 —aq > 0.
Sous cette hypothese nous pouvons écrire, en posant C = E;EB F(—2a11)F(2a2)
al T al T
N+1Z a2+1f( $)=(N+1)> fi(s) (-
2
s=1 s=1
N —
-~ s
VDY R () (0 - ) 1)
s=1

ce qui donne encore

o T =T =1
(N +1) Zﬁ 2“f2(—8)=(N+1);f1(s)g(—s)—(N+1)82Nf1(s)g(—s)

18



Nous pouvons donc conclure

(N+1) <f1 </\> +22f1 ‘”“;2(—8))
A p—, /01 o (1

2

+oo
_ / u2a2—2a1—2du> + 0(N2042—2a1)
1

b) 0> o —ag > %1 On écrit alors :

N’ N’ o
(N +1) Zfl 0‘2+1f =(N+1) Z — (a2 +1)> shils)fy(—s)
s=1 s=1

/

+(N+1) Zﬁ(s)fgl(—s) (A=) =1+ (a2 + 1))

s=1

400 . too .
=(N+ 1> Al fs (=5) = (a2 +1) Y shils) fy ' (—s)—
s=1 s=1
+o00 o 400 N o
—(N+1) Y A )+ (a2t 1) Y shils)fy (=s)+
s=N+1 s=N+1

N/

N+ AT (=)= =14 (a+ 1))

s=1

D’ou,
(N +1) <f1 +2Zf1 2y (- >>:

= Tr (TN <£>> — (a2 + D){filfs anye +
+ 2N2a272a101 </1 u2a272a172 ((1 . u)a2+1 — 1+ (042 4 1)u) du
0

+ +
B / 0 u2a2—2a1—2du + (042 + 1) / o u2a2_2a1—1du> + 0(N2a2_2a1).
1 1
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c) —%>0z2—o¢1>—1
On utilise alors la décomposition suivante

N 7 S
(¥ + DR ) - )

N’ _ N (@ 1
(V4D R (-9) — (r +) Y shil)fy () + 212 Z
s=1 s=1 s=1

N - S S o S
LRSI IICTES (a3 =1 s 0y - %)

Ce qui nous permet finalement d’écrire,en utilisant les mém-‘es calculs que ci-dessus

—_— Nl —~ S —_—
(N +1) (fl(o)(fgl)(o) +2)  fi(s)(1 - N)aﬁlf{l(—s)) =
s=1
1 (1 (1)) = (an + D0 e + O
N
4.2.2 Calcul de 2R Zfl(s 1-—= O‘27'2 Zuﬂ 2 ﬁi‘fs)
s=1 u>0

Pour alléger les calculs nous poserons dans la suite de cette démonstration
Z ﬁ(a2)5u+s = E(S).
u>0

Rappelons le résultat, pour s suffisamment grand

Y(s) = Cys%®2, avec Cy=
042

La aussi nous allons devoir distinguer trois cas suivant les valeurs de ag — .

a) % >ag—a; >0
Dans ce cas la formule d’Euler et Mac-Laurin permet d’écrire directement

2R Zfl (1 2)em(o) | Susesl) | | =

u>0

1
_ 2N2a2—2a1/ u2a2—2a1—1(1 _u)a27_2(u)du+o(N2a2—2a1)
0

b)0>a2—a1>—%

20



Nous allons utiliser la décomposition suivante

= 20 fils)(1 - %)%(s) =2 shils) (L - 1)*E(s)
=y =i

= 20 (Z A)x(s) (1= 1) =1) + Zﬁ@)z@))
N/s_l s =

- 2 > shls)Be - )%

Ce qui donne, tous calculs faits

<Zf1 1—— aQZ( )012(2—— ) —20[29% <Zf1
1
+ N2 (2 / w2201 (1 — )2 — 1) du
0
1 +oo
_ / u2a2—2a1(1 _ u)agdu _ 2/ u2a2—2a1—1du> + 0(N2a2—2a1).
0 1

On a de méme

<Z fi(s)(1 — OQHQE( ))
= 2R (Z ﬁ(s)z(s)> +

1
+ 4C N2 ( / w200 L (1 )t 1) gy
0

+
B / oo u2a2—2a1—1du> + O(NQOQ_QO“).
1

Nous sommes donc ramenés a calculer

d(ag + R Zﬁ

Précisons cette quantité quand les fonctions f1 et fo sont paires. Nous avons

S upBE = =i ugs (w)gy (u + 5)

u>0 u>0

=—i((61) 1 (x*02 ")) = —il(921) g2l (X f5 1))
=S u(ing, ") (W fy M),

u>0
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Et de méme nous obtenons :

Z uﬁq(t qso_fs Z ug (u+s)

u>0 u>0

—zz 92 u+s —zz

u>0 u>0

—
p—

:iZ(ng)’(—u)m:i<(§2 I

u>0

—

— (g7l (¢ L)) = = 3 w(ings ) (W £ ().

u<0

—_—

si u < 0 nous pouvons écrire

2R (Z ]/”\1(3)2(3)) Z Z uln f2

s>1 >1 u>0

Z Z uln f2

u<0

Nous avons ensuite

ST ) S uln s w5 () = S uln 5

s>1 u>0 u>0

= Zuln f2

u>0

= Zuln f2

u>0

et en remplacant u par —u, en utilisant la parité de fo

ST ) S uln iy wx sy w) = 3 Julin £

s>1 u>0 u<0

en procédant de méme il vient

ST Y un f3 WX f3 L(u) =3 fulln £ (u

s>1 u<0 u<0

= Z |u|ln f2

u<0

= Z ]u\ln f2

u<0

22

X°93 "))

5 (w)

—

sz ()

93
Z (F1)(
2

)15

sf2

u)

+5)

—u—s)

w) > (F)(s )y s):

s>1

g
o
g

sz Hu

s—u)

En remarquant que Pon a7 In(fy 1) (u) = In(gy 1) (u) siw > 0 et 7_In(fy 1) (u) = In(g;

)

(w)



ce qui donne, toujours grace a la parité de fo :

S Y w5 w) = Sl £ ) S () = ). (5)

s>1 u<0 u<0 s>1

Nous pouvons donc écrire

(Z (f1)(s ) —2ZIUI1nf2 IDIE )y s). (6)

s>1 u<0 s>1

Considérons maintenant 1’égalité

2 <<1Df21|%>2,1/2 - <1Df21|%>2,1/2f1(0)> =481+ S2 + 53+ 54 (7)

avec

S1=23 fuln gy (w) 3 (R)()f5 (u—s)

u<0 s<—1

52:22|u|1nf2 Z u—s)

u>0

s<—
S3 = 22 |u|ln o Z
u>0 s>1
W ()
s>1

u—s)

u—s)

Sy = 22 |u|ln o

u<0

)

Nous avons clairement Sy = Sy = R (Z (fl)(s)E(s)) et S; = S3. Nous avons d’autre

s>1
part
S1 :Z’u‘lan Z U_S)
u<0 s<—
- Z|u|lnf2 Z £ (s — )
u<0 s<—
=3 fufln f5 X ()" (1) (s+u)
u<0 s>1
= _ Z (/f\l)(s) Zuln f{ (U)stfg (u).
s>1 u<0
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Nous pouvons maintenant constater que

=Y uln fy Ny fy W) = =) angy (u)x oy (w)
u<0 u<0
= iy (g ") (wxfy )
u<0
—_—1\/
) s g e
— g st =it L ey
92
. . PR, - =
= (@Y I =i> (3" Wx g, (w)
u<0
- _Zu92 X92 - Z Uﬁ(OQ
u<0 u<—s
Il est maintenant facile de se rendre compte que
=3 BB = S 0 = 37w+ )8l
u<—s v>8 w>0
et puisque
530 ALBED = slo3 0y ) = sUINCF ) = sFa(s)

w<0

nous pouvons finalement conclure

2 ((hlle\%b,uz - (1nf21\%>2,1/2f1(0)> = 4R (§ (/f\l)(s)z(s)) +20f1lfs Daip. (8)
Autrement dit
R 1 11 = 11 1
R (Z (fl)(S)E(S)) =3 <<1Df2 |£>2’1/2f1(0) — (I fy | fy D2y — (filfs >2,1/2> 9)

s>1

Nous pouvons donc conclure que

(i (1= 2) (Zuﬁ (i))

20y + 1) (an A Y T I AUR <f1|f21>2,1/2> |

vaut
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c) —% > a9 — a1 > —1 Nous obtenons alors

N/
~ S
Zfl(s 1__ Zuﬁ((m u+s O‘2(2_N):
s=1 u>0
N S S N (o)
= 200 | Y Fils) | Dowsl ) ) (1= )™ =14 aa) + D0 fils) | Do usle sl
s=1 u>0 s=1 u>0
N/
[0 -~ o
= 2N | Y useal)
s=1 u>0
a N’ N R s
= 2R | s s | + 3 A [ s s | (- L)1)
s=1 u>0 s=1 u>0

et les résultats du points précédent s’appliquent immédiatement.

N/
4.2.3  Calcul de N*2 Y (1 - %)2a2F1(%)ﬁ(s)N2a2
s=0

Ici seul le signe de ay est déterminant. (rappelons que o est négatif)
a) a; <0
Nous avons alors aisément

N/
s S\
NP2y (1 - N)QQQFl(N)Fl(S) =
s=0
n /!
_ e ) / 1 —t)2Fy ()t 2 tat
Fiay | - 0mRw
b) a; >0
Nous utilisons alors la décomposition
ol s S\~
NP2y (1 - N)QQQFl(N)fl(S) =
s=0
N/ s s N N/ R
= N3 (A)( = ) = F(0) ils) + N*2F(0) Y Fi(s)
s=0 s=0
400 -
qui donne 1’égalité suivante, en se souvenant que Z fi(s)=0
—0oQ
2a a S @2 SN\E
N2y (1 - ~ Dilghls) =
s=0

_ ez () ([ o2 20—
= N 1“21(@1) (/0 (F(H)(1 —t)*2 — Fy(0)) t2 1dt—F1(0)K>
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avec

+00 AO
K = / 21y f(—).
1 2

4.3 Démonstation du théoréme dans le cas ol a» €0, 1]

R

N
4.3.1 Calcul de NZﬁ(s)(l — N) 7
2

s=1
Rappelons que dans ce cas

o —

1 2K,
Tr (Ty! =(N+1 <—> 0) + N2~ 2 4 (N2
( N (fQ))) ( ) f2 ( ) 02(1)F2(a2) ( )
avec
YT s 2 2 2002 1
K., = e ((1—1)*2 — 1) — t°*2(1 — )2 “dtd —_—.
2 /1/2/ (( ) ) ( ) T 20[2(20[2 — 1)
Comme dans le cas négatif trois cas sont a distinguer.
a)% <ag—oay <1.
Nous avons alors immédiatement 1’égalité :
NZ a2+1f( )f ( ) N2a2 2alc / a2+1 2a2 2001 — 2du+0(N2a2 2a1)
b)0<0z2—o¢1<%.
Avec les mémes idées que dans le cas négatif il vient
1 al 1T s al 1
N O‘2+1 —(=s)=N As——s(l——”“—l)—i—N fi(s)=—(—
Z 1()f2( ) ;fl()h( ) (( N) ;fl()

S
f2
fl 2000 —20¢ ! as+1 2000 —201 —2 oo 2000 —201 —2
= Tr( Ty f2 + N2y /((1—u)2 —1)u 27 du—/ (T s (T}
0 1

+ 0(N2a2 2041).

c) —%<a2—a1<0.
Nous obtenons avec les mémes justifications que dans le cas ou a9 est négatif

NZ a2+1f1( NZfl ) (1= )™ =1+ (a2 + D3 ) +
a 1
+ NZfl ) = (a2 + 1) sfi(s)(—s)

2

s=1
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N/
S

Dot 2R <NZﬁ(s)(1 — N)OQH%(_S)) + F1(0)Tr (Tx1(f2))) est égal &
s=1

Tr (TN (jﬁ—)) © (oot DAy o + NP2

2

2K,,

1
+ NZe2—2010y </ (1 —wag +1—1+u(ag +1))u72072qy, —
0

—+00 —+00
_ / u2a272a172du + (012 + 1) / u2a12a11du> )
1 1

N/
200 _ i a2 i N
4.3.2 Calcul de N ;u )2 a5 ()

Ce calcul se traite comme dans le cas précédent.

5 Démonstration du théoreme (2)
La démonstration nécessite deux lemmes.

Lemme 5 Avec les hypotheses du théoréme (2) f il existe une constante strictement positive
t Ko indépendante de s telle que pour tout entier s on ait

T (T (T (1) = T (1)) < Hos @l el )

2

Lemme 6 Avec les hypothéses du théoréme (2) négatif posons pour tout entier N ett € A

Run(t) = Tr (T (1) T (f2)) — T (jﬁ—) )

Alors pour tout N la fonction Ry N est analytique sur un voisinage de zéro et pour tout entier

i (p) —0.
naturel non nul p on a N_l)Iiloo RLN(O) 0

5.1 Démonstration du lemme (5)

Remarque 8 Dans la suite de la démonstration nous noterons ||| la norme || A||; = (Tr(*AA)Y/?).
Si ||| désigne la norme classique des matrices, rappelons les propriétés bien connues

TrAl < [[Ally,  [[AB[[x < [[AflL]I1B].
Remarque 9 On rappelle également que si p est un endomorphisme symétrique réelle dans un
espace de dimension n on a, si A1, \a, -+ , A, sont les valeurs propres de p : ||p|| = max{\;/1 <

i <mn}.

Remarque 10 Enfin on utilisera que si f est une fonction positive sur|— m, 7| qui ne s’annule
qu’en un nombre fini de points Uopérateur T (f~1) — Tﬁl(f) est un opérateur positif.
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Nous devons d’abord rappeler les résultats techniques suivants

Lemme 7 Si h;y et hy sont dans A(T,1/2) on a

[T (hiha) — T (ha) T (ho)llr < llhall2,1/2llh2ll2 /2
et également

Lemme 8 Il existe une constante C > 0 telle que si hy et hy sont dans A(T,1/2) on ait

[h1hell21/2 < Cl[Palloo + [[Pall2,1/2) (Th2lleo + l[h2ll2,1/2)-

Ces deux résultats peuvent se trouver dans [32].
Ecrivons

Tr (T (F)Tx' (f2))" = T ((%)) - T ((TN(fl) ) - (TN (%))) +
(i (2) - (7))

En utilisant
Tr(A* — BS) = Tr (A— B)(A* '+ A*?B+ ...+ B 1)

nous pouvons écrire

Tr ((TN(fl) (f2)" ~ (M%))( < 5185

B st 1 = L )15 )~ Tl 53 = |24 (6075 50)" (7 )Tl

11 vient alors, en utilisant [28], plus le fait que Tn(fy b — Ty L(f2) est un opérateur positif et
aussi le lemme 7

St < TN (A)NTN (F2) = Tn(f Dl + 1T (F) T (f5 ) — TNf—Hl
< O(N**?) + || f1ll2a 21l £5 2,1 o

D’autre part nous obtenons facilement
f : f
-1 1)s—1— _ 1 s—1—
&<Zmuwmm>wﬁmwémemvmW@m”
p=1

SZNMMFMWK@JMMMEMWI

))) On a
I(m (%)) (%))l

Etudions maintenant Tr <(TN <§1)) — Ty ((

(v (2) (7))
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et on pose

o= (s (%)) - (%)),

< (rfnd)” Tﬁ—( ),
HTN%( ) ) (s )111-

Et en utilisant le lemme (7) nous obtenons

e (s (2)) - (5 () M= I () s

ce qui d’apres le lemme 8 s’écrit aussi

s s—1
[ (T <;i;> )= (e () = Nl (1l 1)

S

f2

On a

En posant M =

nous avons l'inégalité
o

Gs < MGgs_1 +CM?°.

2,1/2

Ce qui donne finalement
Gs < CsM?.

D’ou le lemme( 5).

5.2 Démonstration du lemme (6)

Un développement en série entiere permet d’écrire, pour tout ¢ € A,

Rin(t) =Tr (TN(fl) (Tn fa) ™" =T (;;1 >> — Wy (1)

soit

0 (s)
Rt Zts T (T (1) Ty (f2))s+1—TTN<<§1> )_ZtswlT«n
s=0

2

Ce qui donne, pour tout entier naturel ¢ (en dérivant)

RO = RO = 30 (-1 (s — g+ DE T (I (A) Ty (f2) ™ = BTy <<f1> )

s>q+1 fo

_Ztsq ()()

s>q+1
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nous obtenons alors, en utilisant le lemme (5

\Il 0
RO = RGO <1 | 3 16 s (s—a+ 0+ 3 e 0
s>p+1 s>p+1 8 o q)

et
RO (8) = RN (0)] < [HEE 6,()

ou la fonction ¢, est bornée sur un voisinage de zéro. Ce résultat peut encore s’écrire, si p est
comme dans I’énoncé du lemme

Ve>0, VgeN* 35, taq. VN (Rf}v(t) ~ R0 < (10)

Soit maintenant ¢ fixé dans | — d¢1,d¢,1[. Pour tout entier N il existe ¢ compris entre 0 et ¢

tel que Ry n(t) = R1 n(0) +tR| n(tn). Cest une conséquence du théoréme 1 que la limite des

suites Ry (0) et Ry n(t) est nulle. On a donc lim tR} y(tn) = 0 et lim R} y(tn) = 0.
N—+o00 ) N—+o00 )

Puisque ty €] — 8¢.1,0¢,1] 'inégalité (10) permet de conclure lim R n(t) = 0.
N—+o00 ’

Supposons maintenant la propriété obtenue pour tout entier g strictement inférieur a p. Soit
cette fois ¢ dans | — ¢ p, 0 p[. Pour tout entier N la formule de Taylor-Lagrange nous donne
I'existence d’au moins un réel ¢y tel que

p—1
9 (s
RLNZERQV( )+ — R(”)( N).

Le théoreme 1 et I’hypothese de récurrence donnent de la méme maniere que ci-dessus Nlim Rip ])V(t N) =
—+00 ’

0 et, avec ty €] — Ocp, ¢ p[ 'inégalité (10) donne lim Rg J)\,( 0) =0.

N—4o00

5.3 Fin de la démonstration du théoréme 2

Le théoreme s’obtient alors facilement pour as < 0 a partir du lemme 6 et en dérivant
suffisamment de fois en zéro la formule

fi)
Tr (Tn (f1) TN (far)) — (TN f2’t> = U1(t) + Rin (D).

5.4 Démonstration du corollaire 1

Posons ho = hy 1 Posons

~ 1
TnhiTy'thy = A TN(hl)TNﬁ— = B.
2
Pour tout entier naturel s nous avons
s—1 A ‘
Tr(A* - B*)=Tr | (A-B) | Y A/B*'
=0
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ce qui permet d’écrire

s—1
| Tr(A* — B%)| < |M = N[ Y A/B).
7=0

Or puisque T; N(}%) — Tﬁlﬁg est un opérateur positif nous avons
2

HA—MhsmmmWﬂQm%TJw@w):mN>

2

d’apres [29]. D’autre part, toujours avec les mémes notations,

A ) 1 ®
45 < (Il )
2

D’out finalement
~ \S 1\°
Tr <TNh1T];1h2> —Tr (TNthN(B_> = O(N)
2

ce qui permet d’obtenir le résultat avec le théoréme 2 et en remplacant ho par sa valeur.

6 Démonstration des théoremes de grandes déviations et de
valeurs propres.

6.1 démonstration du lemme 1
Dans la suite nous poserons Ay =] — 50_1,50_1[avec oo = 2K0Hf1H Hf{lH la constante
o o

Ky étant celle qui intervient dans ’énoncé du lemme 7. Dans la suite nous noterons )\(N) 1<
i < N les valeurs propres de TN( >) et ,u( )1 < < N les valeurs propres de T (f1)Tx (f2)-

Nous pouvons alors énoncer le lemme

Lemme 9 Pour tout u € Ag a1 >0 et ap <0

(3] 00 o0 )

1 ,977(0
E u'Tr (T f1Ty fg g Wl TrTy (%)l - E jul ll'( ) +o(1),
=1 =1 =1 '

Démontrons ce lemme .

Soit € > 0 t grace au lemme 5 et puisque le rayon de convergence de la fonction ¥ est supérieur
a dg, nous savons qu’il existe [y tel que t € Ag et pour tout entier naturel N nous avons les
majorations

() Mg
‘Z %ul <Tr (TNflTﬁlfz)l —TrTN(%)l> <e et } 1V l!( ) <e

I=lp I=lp

D’autre part apres le théoreme 2 il existe un Ny tel que pour tout N > Ny et s < [y on ait,

‘Tr Tn(f1)Ty' (f2)" = <TN (ﬁ) > - (—1)S+1\P§Z(O)‘ < %-
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L’inégalité triangulaire permet alors de conclure.
D’autre part pour tout u € Ay nous pouvons écrire

> Sl () =

Mg

I N
i=1

=1 =1 u
N oo _1l N
=33 ) = Y e
i=1 =0 =1

De méme nous obtenons

oo

_T r (T (f1) Ty (f2)) Zlnlw

=1

Nous avons donc obtenu

N n(1ud ™M) = n(1 + up™)
Vu € Ag NETOOZ ) - —0 (11)
=1

En reprenant [21] pp 62-63 nous pouvons conclure que pour tout fonction continue F' dans

Al == [_507 50]

Fluny) — F (™)
VueA; lim (udny) = Fp")
N—4o00 4 1 N

1=

~0 (12)

Ce qui traduit la convergence faible (ou en loi) de la suite de mesure Zfil é (N vers la mesure

image de la mesure de Lebesgue sur le tore par la fonction f—; (voir toujours [21] p65). Nous

pouvons alors appliquer la Proposition 3 pp79 de [3] qui nous permet d’écrire le théoreme 4
6.2 Démonstration du théoreme 3

. N . .
Pour tout entier NV on suppose les valeurs propres (ME ))1§,~§ N classées par ordre croissante.
L’équation 12 peut encore s’écrire

N (V) T
. Flup, ') 1
Yu € A lim — = F d 13
weSL I ~ N o ). (f(@))dz (13)
Ce qui implique
lim p™Y) =0 lm
py - =0, et 1 M = H Hoo
N—o00

Démontrons cette propriété. Posons M = || ;1 || oo~ On sait que les valeurs propres de T (f1)Tx" (f2)
sont dans [0, M] pour cela on peut voir [3] lemme 10 p 87 ou considérer opérateur M T ( f2 )—
Tn(f1) qui est positif. I en est de méme pour Vopérateur M — T (fo) V2T (f1)Tn (f2)~ /2
Ses valeurs propres sont donc positives et on conclut en remarquant que

si Tn(f2) 2 In(f) TN (f2) 2 (@) = po alors Tn(f)Tn(f2) M (y) =y avec = =Tn(f2)""2(y).

32



Supposons maintenant que A}im ,ug\],V) % M. Cela signifie qu’il existe un réel € > 0 et un entier
— 00

Ny tels qu’il existe une sous-suite ¢ vérifiant ou

VYN > Ny ,ui%%; M <e.

Une fonction F' continue, strictement positive, de support contenu dans [M — e, M] nous donne
alors une contradiction. On démontre de méme que limpy_, MgN) = 0.

6.3 Démonstration du théoréme 4

Nous considérons donc la fonction NLy(t) = —3 Zf\il In(1 —2uMt) ot les (), 1 < N
sont les valeurs propres de Ay = (T]i/ 2 flTﬁl ng]i/ 2 fl) qui sont aussi celles de Tx f1T &1 fo.
On écrit, pour |2t] < —L - =1

maxm | =3

Ly Gy

i=1 p=1

Z 20" v (T 1Ty f2)"
1

l\.')lr—l

N
NLy(t :——Zln 1—2uNt

l\.')lr—l

p

En utilisant de nouveau le lemme 9 il vient que pour tout t € Ag nous obtenons finalement

NLn(t) = —%TrTN In <1 _ 2t%> —w(2t) + (1),

Soit par analycité pout tout t € A

27
L(t) = —ﬁ T ((1 _ 1) —t%( )> o,

2

lim (NLN(t) + % /Ozﬂ In (1 —~ 2tﬁ(9)> da) - @

N—+o0 f2

et

7 Appendice

7.1 Uniformité des restes dans la démonstration du lemme 4

L’outil principal est I’évaluation du reste de la formule d’Euler et Mac-Laurin que nous
rappelons ici, pour deux entiers naturels m et n et une fonction f

Fm)+ fm+ 1)+ -+ f(n) = / (0t + 5 () + ()

+Z 1)h-1 Bh <f(2h—1)(n)_f(2h—1)(m)) 4R,

avec

2
<
Bl < (2m)?

et ou les By, sont les nombres de Bernouilli.

/ " @ e
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7.1.1  Calcul de A}

De part la nature des termes & considérer le reste de la somme A/ est rapidement traitée
grace a la formule d’Euler et Mac-Laurin. Nous remarquons que pour avoir un reste en
o(N?*2~1 nous avons besoin de la condition

a2

5> (14)

a9 — 1 '
7.1.2 Reste du coefficient A}
Pour appliquer la formule d’Euler Mac-Laurin au reste de la quantité A} on écrit

(az) o(a2) l N2a2 1 mo/N . .
Z 5{ Brys <(1_ ) _1+062N> = m/{) 127+ 9)?T (1 =) — 1+ agt) dt

2021 1-5
_ (0’2) (042) 1— L Qg 1 L N / N as—1 S as—1 1- as 1
Eﬁ BB (( ) +aoys |+ Plar)e) Tt )T (1) + ant) dt

_ ™m,
+m22 (mg + 5)°2 1((1—#]) —1—1—042W0>

N— / N /
N (R R R

ou Ry est le reste d’Euler et Mac-Laurin, défini comme ci-dessus. Pour rendre les encadrements
des différentes quantités plus aisés on divise ’ensemble des indices s en deux intervalles [0, Nd1]
et [N6;,N — N®] avec 0 < § < 1 et 0 < §; < 1. La quantité N° correspond & l’entier ng de
la démonstration. Nous ferons également intervenir le réel mg = N% (0 < §; < 1) qui soit
tel que pour m > mg 'usage de 'asymptotique de ﬁy(,? ) soit pertinent. Nous avons bien str
0<dy<1,0<68 <1, N < N§ < N — N° La quantité  est commune aux quatre calculs
des restes relatifs aux termes 5, 45, Aj. Par contre les quantités dp et 01 peuvent
étre choisies indépendamment dans chacun des quatre calculs. Les majorations des différents
termes intervenants dans la somme sont classiques et on obtient ’approximation annoncéé
avec un reste d’ordre o( N2*2~!) uniformément par rapport & s. Pour terminer I’étude du reste
coefficient A} il nous faut encore considérer pour s € [0, N — N 9] le reste de I’égalité

st =5 Nts'+1 T2(ag)ea(1)

N 1 (N —5")22(N 4 5 — s')22~1
2N FQ(OZQ)CQ(:L)

“+oo a2 as—1
Z IB(QQ (a2 1 t2(t + s) gt

N s'+1

+ Rs.

Nous avons immédiatement
1 (N=§)*2(N+s—¢
2N I2(g)ea(1)

)01271
~0 <N500‘2NO‘2_2) = o(N?2 1) gi qp < 0
= O(N?*272) = o(N?*27 1) si g > 0.

et d’autre part
|Ry| < — / T 02(1) <a2t0‘2_1(t+ %)w—l + (a2 — 1)t0‘2(t+s)0‘2_2) . (15)
—s'+
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La dérivée intervenant dans I’équation 15 étant de signe constant nous avons

1 (N —s)%2(N+s—s)e2!
- 2N Fg@CQ(l)

=0 (N500‘2N“2_2) — o(N22 1) 5i ap < 0
= O(N?*272) = o(N?*271) si oy > 0.

|Ro| <

7.1.3 Reste du coefficient A}

Ici aussi pour faciliter nos calculs nous sommes obligé de diviser 'intervalle auquel appar-
tient le parametre s en [0, N6y, et en [N, N — N%]. Nous cherchons tout d’abord & majorer
uniformément le reste ) dans la formule

N=d ( ) ( ) l—|—8 S l S
a a a o az—1
;O 51 ? 5l+i <(1_ N ) ? _(1_N) 2+a2_N(1_N) 2 > =

N2C|{2 1 1—— S S
_ 12— 175 a2—1<1_t__042_1__042
02(1)F2(a2)/0 (t+ ) (( R i

s
+oant(l— — 0‘2*1>dt+ .
2t(1 — ) Q
Pour ce faire nous utilisons le méme type de décomposition que dans le cas du reste de A'2

avec mo = N% un entier fixé comme ci-dessus. Comme précédemment nous sommes conduits
a utiliser la formule d’Euler et Mac-Laurin et nous écrivons

az—1 . < ) . .
Q= %(mo + S)az—l <(1 _ o + )ag _ (1 _ N)m + To(l _ N)a21>
-4 az—1 _ s+ s N — & .
e R (e e L

(e « l+8 soz l s
+zﬂ,2ﬁ§+z’( e e e 1) as

N2a2 1 ng/N s S S S
e o214 —0‘2*1(1—75——0‘2—1——&2 t1——a2*1)dt
—r (t+ Sy (- 2y (- 2y g as( - 2
+ Ry,
avec R{, qui correspond au reste de la formule d’Euler et Mac-Laurin.
N20a2—2 1-s'/N R S
R, < 7/ ‘ ((a2 Cp)gee(p 4 Syee—l(gy 4 —))
O ()2 (a2) SN N N
s S
1— az 1__042 1__042—1) ‘
(L=t =)™ = (1= ) +agt(1 = )7 dt

1-s'/N
as—1 i as—1
+/0/N [ (astor(t + 2)27)

m

(—ea(1 -t %)arl +ag(l— %)arl) (dt
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La majoration de la quantité |Rj — @ et classique et nous donne les conditions

20[2 20[2
0> —— 1
a9 — 2 - (042 — 1) ( 6)

qui sont compatibles entre elles et avec la condition 14. Toutes ces conditions nous donne
une valeur plus précise de N? la définition de N°. Pour majorer uniformément le reste de la

formule d’Euler et Mac-Laurin pour s € [N, N°] on écrit R) < %ﬂh + I). avec

n- [ T (0 e i ) (- = ) (1 St - Sy o

1-s'/N
_ az—1 i az—1 . o i az—1 . i az—1 ‘
IQ /mo/N ‘ (Oézt (t-i— N) ) ( 062(1 t N) +042(1 N) ) dt

Si 0, désigne le coefficient d’indice u du développement en série entiere de (1 — v)*2 nous
pouvons écrire

S \a S \a oz 1 n+2 S \as—n
(1=t )% = (L= 3™ +agt(l = 2)7 1 = 3 dyat (1 — 1)
n>0
et d’autre part sit € [P, 1 — SN,] nous avons la majoration
S
<O / Zé et — Z)2engy
( o/N n>0 N
ou encore
S {20041 MO\ qodn+1 N(S az—n
=0 (1= +0 [ () () | =o(1)
n>0
si I'on choisit ¢ tel que N° > mg. Nous avons de méme
S Nas—1 S a 1 _ n+1 S Nas—n—1
—az(l—t—ﬁ) 2 +C¥2(1 2= Z(S +11 N) 2
n>0
ce qui donne
I, = / 25 o2t (] — i)‘“2*"*1c11t =o(1)
mo/N >0 N

comme pour ;.
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7.1.

4 Calcul de A4

Nous devons utiliser la décomposition
inj BB (- S - - ) =

- Zﬁl‘“ 5 (0= 50 - -2 (a- e -1)

- /Omo 02711 4 5)2 ! ((1 ¢ ) (1 %)0@> ((1 - %)QQ - 1> dl
g m -+ (1= PR = (1= ) (1= - 1)

(N — )2 (N — o 4 5)o <(1 - N%/“)w (- %)w) ((1 - N]\_[ s _ 1>

+R

ol R est le reste d’'Euler et Mac-Laurin.
Comme d’habitude nous distinguons le cas s € [0, N&;] et s € [N61, N — N°]. Nous obtenons
la condition

20&2
2042 —1 '

5> (17)
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