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Résumé 

 
Les méthodes d’homogénéisation analytiques de Mori-Tanaka et auto-cohérente ont été utilisées pour évaluer les 
propriétés élastiques effectives des composites renforcés par des fibres aléatoirement dispersées. Les résultats obtenus 
ont montré que le rapport de forme des fibres a un effet considérable sur le module d’élasticité effectif du composite. 
Pour valider les résultats des modèles analytiques, les propriétés élastiques effectives des composites ont aussi été 
calculées par la méthode des éléments finis. Les fibres ont été générées aléatoirement dans un cube périodique en 
utilisant un algorithme d’adsorption séquentielle aléatoire. Chaque réalisation géométrique générée a été maillée, et des 
conditions aux rives périodiques ont été appliquées. Pour chercher le tenseur d’élasticité effectif d’une réalisation, les 
contraintes ont été moyennées sur tous les éléments du modèle éléments finis. Le volume élémentaire représentatif a été 
déterminé statistiquement pour plusieurs rapports de forme de fibres (3 à 50). Les résultats montrent une relation quasi-
linéaire entre le module d’élasticité effectif du composite et le rapport de forme des fibres aléatoires. Les estimations du 
modèle de Mori-Tanaka sont légèrement plus rigides que les résultats du modèle éléments finis. Les estimations de la 
méthode auto-cohérente sont plus rigides que les résultats des méthodes éléments finis et Mori-Tanaka.  
 

Abstract 
 
Analytical homogenization methods of Mori-Tanaka and that of the self-consistent scheme have been used to estimate 
the overall elastic properties of composites with randomly oriented fibers. The results showed that aspect ratio of fibers 
have a significant effect on the overall elastic modulus of the composite.  In order to validate the analytical modeling 
results, effective elastic properties of the composites were also evaluated using a finite element homogenization 
method. The fibers were randomly generated in a periodic cube using a Random Sequential Adsorption algorithm 
(RSA). Every geometrical realization generated was meshed, and periodic boundary conditions were applied. The 
effective elasticity tensor was calculated by averaging the stress results over all elements in each finite element model. 
Representative volume elements were found for several aspect ratios (3 to 50). The results show a quasi-linear 
dependence between overall stiffness of the composite and the random fibers aspect ratio. The results from the Mori-
Tanaka scheme were found to slightly overestimate the overall stiffness of the composite when compared to finite 
element results. However, the self-consistent model estimations resulted in stiffer results than either finite element or 
Mori-Tanaka estimations. 
 
 
Mots Clés : Composite, Fibres aléatoires, Modélisation, Homogénéisation, Propriétés mécaniques. 
Keywords : Composite, Random fibers, Modelling, Homogenization, Mechanical properties. 
 
1. Introduction 
 
Grâce à ses propriétés mécaniques élevées (rigidité axiale autour de 1TPa), le nanotube de carbone 
constitue un renfort très prometteur pour les nanocomposites à haute performance. Toutefois, la 
manipulation et l’orientation des nanotubes dans une matrice est pour le moment pratiquement 
impossible. Cependant, il pourrait être intéressant d’avoir à disposition des outils prédictifs fiables 
permettant d’évaluer les propriétés mécaniques qui seraient obtenues pour une microstructure 
idéale. Cela permettrait d’évaluer l’effort à déployer pour atteindre les propriétés idéales lors de 
l’élaboration de nanocomposites à base de nanotubes de carbone. 
Les modèles d’homogénéisation analytiques permettent d’estimer les propriétés élastiques 
effectives des composites à partir de la connaissance de la microstructure (propriétés des 
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constituants, leurs formes, positions et orientations). Plusieurs de ces modèles sont basés sur le 
modèle d’Eshelby [1], comme les méthodes de Mori-Tanaka [2], Torquato [3] et auto-cohérente [4]. 
La précision de ces modèles peut être évaluée par des méthodes numériques. Par exemple, il est 
possible d’utiliser des maillages par Éléments Finis (ÉF) de Volumes Élémentaires Représentatifs 
(VÉR). Cette approche a déjà été utilisée dans le cas de renforts sphériques [5] ou ellipsoïdaux 
alignés [6]. Toutefois, il existe très peu d’études pour des composites renforcés par des renforts 
ellipsoïdaux aléatoirement distribués. Kari et al. [7] ont étudié l’effet du rapport de forme, variant 
de 1 jusqu’à 15, pour des fibres isotropes aléatoirement dispersées en utilisant la méthode des ÉF. 
Ils ont conclu que le rapport de forme des fibres aléatoirement dispersées n’a aucun effet sur le 
module d’élasticité effectif du composite. Lusti [8] a réalisé une étude similaire mais pour des 
rapports de forme allant jusqu’à 1000 en calculant les résultats des ÉF pour des fibres alignées et en 
moyennant ensuite le tenseur d’élasticité obtenu sur toutes les orientations possibles. Contrairement 
aux résultats de Kari et al., Lusti a observé une variation du module d’élasticité effectif du 
composite en augmentant le rapport de forme des fibres. Toutefois, ses résultats ÉF étaient très 
proches de la borne supérieure de Voigt. La principale difficulté dans ce genre d’études est que plus 
le rapport de forme est élevé, plus le nombre de fibres devant être maillées dans le VER est élevé. 
De plus, cela augmente aussi la densité de maillage, ce qui peut limiter la gamme de rapports de 
forme étudiée. 
Cette étude avait comme premier objectif de déterminer l’effet du rapport de forme des fibres sur le 
comportement effectif des composites renforcés par des fibres isotropes et aléatoirement dispersées 
en utilisant la méthode des ÉF. Le second objectif était de déterminer le modèle d’homogénéisation 
le plus précis pour des microstructures composées de fibres cylindriques aléatoirement distribuées 
et à grand rapport de forme. 
La Section 2 présente les modèles d’homogénéisation analytique utilisés, soit le modèle de Mori-
Tanaka et la méthode auto-cohérente. Les modifications principales pour simuler une distribution 
aléatoire de fibres sont aussi présentées. La Section 3 présente la méthodologie utilisée pour obtenir 
les résultats par la méthode des ÉF. Cette section décrit la méthode de génération des 
microstructures aléatoires, le maillage, les conditions aux rives périodiques, les équations 
d’homogénéisation numérique et la méthode de recherche du VÉR. La Section 4 présente les 
résultats de modélisation par ÉF et ceux des modèles analytiques. Les modules d’élasticité effectifs 
sont donnés pour plusieurs rapports de forme des fibres (3 à 50). Les résultats des ÉF sont comparés 
aux résultats analytiques. La précision et les erreurs de chacun des modèles analytiques sont 
brièvement discutées. Finalement, la Section 5 présente les principales conclusions et propose 
plusieurs suites possibles à considérer pour la présente étude. 
Dans ce document, les lettres latines minuscules en gras (u,x) symbolisent des tenseurs d’ordre 1 
(ui,xi), les lettres grecques en gras (σ, Ε et Σ) symbolisent des tenseurs d’ordre 2 (σij, Εij et Σij) et les 
lettres latines majuscules en gras (C, A et S) sont des tenseurs d’ordre 4 (Cijkl, Aijkl et Sijkl). 
 
2. Méthodes analytiques 
 
D’après le modèle Mori-Tanaka et pour des fibres toutes alignées dans la même direction, le tenseur 
d’élasticité effectif CMT est exprimé par [2] : 
 

( ) ( ) 1
  :  : 1  fv fv fv

−
= + − − +  MT m f m dil dilC C C C A I A                         (Eq. 1) 

 
où Cm et Cf sont les tenseurs d’élasticité de la matrice et des fibres, fv est la fraction volumique des 
fibres, I est le tenseur d’identité du 4ème ordre et Adil est exprimé par : 
 

( ) 11 :  : 
−− = + − dil m f mA I S C C C                                            (Eq.2) 
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où S est le tenseur d’Eshelby. Les expressions des différentes composantes du tenseur d’Eshelby 
sont listées dans plusieurs références dont le livre de Mura [9]. 
Pour des fibres alignées, le schéma auto-cohérent exprime le tenseur d’élasticité effectif CAC par 
[4] :  
 

( ) ( ) 1
  : : : fv

−
 = +  

-1
AC m f m AC f ACC C C - C I + S C  C - C                       (Eq. 3) 

 
ce qui conduit à une expression implicite devant être solutionnée par une méthode numérique. 
Pour simuler une distribution aléatoire, Benveniste [10] a modifié le modèle de Mori-Tanaka pour 
obtenir l’expression suivante : 
 

( ){ } ( ) { } 1
  :  : 1  fv fv fv

−
= + − − +  MT m f m dil dilC C C C A I A                (Eq. 4) 

 
où {.} symbolise une moyenne sur le domaine des orientations possibles. Plus récemment, Schjodt-
Thomsen et al. [11] a utilisé une fonction de distribution des orientations pour moyenner l’ensemble 
de l’expression du tenseur d’élasticité effectif de Mori-Tanaka sur toutes les orientations possibles 
{CMT}. Cette méthode permet d’obtenir toujours un tenseur d’élasticité symétrique. Dans ce travail, 
les propriétés effectives des composites ont été calculées avec les modèles de Mori-Tanaka {CMT} 
et la méthode auto-cohérente {CAC} moyennés sur le domaine des orientations possibles : 
 

{ }
2 2

* *

0 0 0

( , , ) sin( ) d  d  dip jq kr pqrsg C
π π π

θ ϕ β α α α α θ θ ϕ β= ∫ ∫ ∫C  ls                (Eq. 5) 

 
où C* peut être CMT  ou bien CAC, g est une fonction de distribution d’orientation définie dans le 
repère d’Euler (θ,φ,β) et α est la matrice de transformation exprimée en fonction des angles d’Euler 
(θ,φ,β) [11]. 
 
3. Méthodologie de calcul par ÉF 
 
Pour calculer les résultats par ÉF, une méthode à 4 étapes a été développée et est schématisée dans 
la figure 1. La première étape consiste à générer le modèle géométrique, les positions et les 
orientations des fibres. Deuxièmement, le modèle a été maillé avec des éléments finis. À la 
troisième étape, les conditions aux rives périodiques ont été appliquées afin de simuler l’effet d’un 
composite infini, puis la solution par ÉF a été ensuite calculée. La dernière étape est celle de 
l’homogénéisation numérique des modèles des ÉF. À cette étape, les résultats par ÉF ont été 
moyennés pour trouver les propriétés élastiques effectives du volume modélisé. Finalement, la 

 
 
Fig. 1: Schéma représentatif des étapes de modélisation par éléments finis: 1) génération du modèle géométrique; 2) 
Maillage; 3) Conditions périodique et solution par éléments finis; 4) Calcul des propriétés effectives. 
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méthode statistique de recherche du VÉR du composite est présentée. Ces étapes sont présentées en 
détails aux sous-sections suivantes. 
 
3.1. Génération géométrique 
 
Un outil de génération de fibres aléatoirement dispersées dans un cube périodique a été développé 
sous Matlab. La Figure 2a montre un exemple de modèle géométrique généré à l’aide de cet outil. 
L’algorithme est basé sur la méthode d’adsorption séquentielle aléatoire (ASA) [12]. Dans cet 
algorithme, la position d’une première fibre dans le cube est tirée aléatoirement. La fibre est 
considérée comme un cylindre plein de rapport de forme L/D, où L et D sont respectivement la 
longueur et le diamètre de la fibre. La position de la deuxième fibre est ensuite générée 
aléatoirement. Des boucles de vérification permettent alors de vérifier que la seconde fibre n’entre 
pas en collision avec la première. Les fibres suivantes sont ajoutées en suivant la même méthode 
jusqu’à l’atteinte de la fraction volumique désirée. Dans cette étude, les géométries générées sont 
périodiques, de sorte que toute fibre qui coupe une surface a été prolongée sur la surface opposée. 
Une distance minimale entre les fibres ou encore entre les extrémités des fibres et les parois du cube 
a été utilisée pour faciliter le maillage du modèle géométrique. 
L’algorithme ASA ne permet pas en général d’atteindre des fractions volumiques importantes. Pour 
des fibres aléatoirement dispersées, une fraction maximale de 25% est généralement atteinte [7]. 
Dans cette étude, la concentration maximale de nanotubes de carbone ne dépasse pas les 10%, 
justifiant ainsi l'adoption de l'algorithme ASA. Il doit être noté que pour un rapport de forme de 50, 
des microstructures contenant 5% de nanotubes de carbone ont difficilement pu être générées. 
Ainsi, la présente étude a été limitée par le rapport de forme maximal (50) qui a pu être généré en 
utilisant l’algorithme ASA. 
 
3.2. Maillage ANSYS 
 
Le volume a été ensuite transféré au logiciel ANSYS afin de générer le maillage. Les volumes ont 
été maillés avec des éléments tétraédriques à 10 nœuds. Les surfaces opposées du cube ont été 
maillées similairement afin d'obtenir une position de noeuds identiques et de permettre l'application 
de conditions periodiques. Les conditions aux rives périodiques sont présentées dans la prochaine 
section. Le langage APDL du logiciel ANSYS a permit d’automatiser le processus de maillage des 
volumes, sans avoir à traiter et mailler les nombreux modèles un par un. 
 
 
 

 
 
Fig. 2: Microstructure générée avec 5 fibres aléatoires de rapport de forme 5: a) Modèle géométrique; b) Maillage 
de la microstructure. 
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3.3. Conditions aux rives périodiques 
 
Un champ de déplacement périodique est défini par : 
 

( ) ( )= ⋅ +Eu x   x v x                                                         (Eq. 6) 

 
où E est le tenseur de déformation macroscopique et x est le vecteur position. v est la fluctuation 
périodique, elle prend des valeurs identiques sur deux nœuds homologues positionnés sur des 
surfaces opposées. Par simple soustraction de l’Équation 6 pour deux nœuds homologues, la 
relation suivante est obtenue : 
 

( ) ( ) ( )= ⋅ −E2 1 2 1u x - u x   x x                                                 (Eq. 7) 

 
Donc pour un cas de déformation macroscopique appliquée, chaque paire de nœuds situés sur des 
surfaces opposées est reliée par l’Équation 7. Il est facile de démontrer par simple dérivation de 
l’Équation 7 que les 2 nœuds homologues ont les mêmes déformations et contraintes.  
 
 
3.4. Homogénéisation 
 
L’équation de comportement effectif du modèle des éléments finis est la suivante : 
 

  : =Σ ΕC                                                                                (Eq. 8) 
 

où Σ  est la contrainte macroscopique, et C  est le tenseur d’élasticité effectif recherché. En  
notation matricielle de Voigt modifiée, l’Équation 8 s’écrit sous la forme suivante : 
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(Eq. 9) 

 
Afin de calculer la valeur du tenseur des contraintes macroscopiques Σ , nous avons utilisé les 
définitions suivantes :  
 

( )=Σ
V

σ x                                                             (Eq. 10) 
 
où σ est la contrainte dans un élément fini, et 〈.〉 indique une moyenne volumique sur tous les 
éléments inclus dans le volume V. Les 36 composantes du tenseur d’élasticité effectif C  ont été 
déterminées en appliquant 6 cas de déformation macroscopique E différents,.  
 
3.5. Méthode de recherche du VÉR 
 
La définition du VÉR a été obtenue en suivant la méthodologie de Kanit et al. [13]. La 
méthodologie consiste à calculer le module d’élasticité effectif pour plusieurs réalisations 
géométriques de la même microstructure (même rapport de forme, fraction volumique, propriétés 
des constituants mais orientations et positions des fibres différentes). Ensuite des intervalles de 
confiance ont été calculés sur la moyenne des modules d’élasticité effectifs obtenus pour toutes les 
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réalisations d’une microstructure. L’augmentation du nombre de réalisations a été arrêtée lorsqu’il y 
a convergence du module d’élasticité effectif moyen avec une certaine tolérance permise (1%). 
Pour augmenter la taille du volume élémentaire, le nombre de fibres a été incrémenté tout en 
gardant le même rapport de forme et fraction volumique, et plusieurs réalisations géométriques ont 
de nouveau été calculées. Dans cette étude, il a été supposé que le composite résultant était isotrope. 
Ainsi, pour chaque réalisation, 3 modules élastiques effectifs ont été calculés selon les trois axes de 
l’espace. Les 3 modules ont ensuite été moyennés pour former le module élastique effectif du 
composite. En réalité cette hypothèse a été validée, puisqu’en augmentant le nombre de réalisations 
pour un rapport de forme donné, la moyenne des tenseurs d’élasticité effectifs observée était 
isotrope. 
 
4. Résultats et discussions 
 
4.1. Détermination du VÉR 
 
Dans cette étude, la fraction volumique des fibres était de 5%. Tous les calculs ont été réalisés pour 
des fibres isotropes ayant un module d’Young de 600 GPa et une matrice isotrope ayant un module 
d’Young de 2 GPa. Le coefficient de Poisson est de 0.3 pour les fibres et pour la matrice.  
Pour un même rapport de forme de fibres, deux convergences ont été atteintes. La première 

 

 
 
Fig. 3: Détermination du VÉR : a) étude sur le nombre de réalisations pour un rapport de forme 50 ; b) étude sur la 
taille du volume. Les barres représentent un intervalle de confiance de 95%. 
 

 
Rapport 

de 
forme 

VÉR Module d’élasticité effectif (GPa) 
Nombre 
de fibres 

Nombre de 
réalisations ÉF Mori-Tanaka Erreur % Auto-cohérent Erreur % 

3 10 1 2.30 2.25 -2.1 2.26 -1.3 
5 10 5 2.35 2.31 -0.2 2.34 -1.6 
10 10 12 2.55 2.52 0.3 2.65 3.9 
20 10 15 2.98 3.09 3.5 3.73 25.2 
30 30 7 3.45 3.69 7.1 4.92 42.8 
50 30 10 4.24 4.70 10.9 6.26 47.1 

 
Tab. 1: Taille des VÉR et modules d’élasticité effectifs des composites en fonction du rapport de forme. 

 

a) b) 



Comptes Rendus des JNC 17 - Poitiers 2011 

7 
 

convergence était celle de la moyenne des modules d’élasticité effectifs des différentes réalisations 
géométriques pour un même nombre de fibre dans le volume élémentaire. La Figure 3a présente 
l’évolution de la moyenne des modules d’élasticité effectifs en augmentant le nombre de 
réalisations géométriques pour un rapport de forme de 50 avec 3 tailles de volumes différentes : 10, 
30 et 50 fibres. La deuxième convergence était celle du module d’élasticité effectif en variant la 
taille du volume (nombre de fibres). La Figure 3b présente la convergence du module d’élasticité 
effectif pour plusieurs rapports de formes en fonction de la taille du volume modélisé. 
La taille du VÉR a rapidement convergé pour les rapports de forme inférieurs à 50. Mais pour un 
rapport de forme de 50, il a fallu 50 fibres pour trouver le VÉR, comme le montre la Figure 3b. 
Dans la Figure 3a avec 10 fibres de rapport de forme de 50, le module élastique effectif a convergé 
vers la mauvaise solution, ce qui montre qu’il existe un biais. L’augmentation du nombre de 
réalisations n’a pas été pas suffisante pour éliminer ce biais et ainsi converger vers la bonne 
solution. C’est seulement en augmentant le nombre de fibres que le biais peut être éliminé [13]. 
Toujours à la Figure 3a, on remarque que pour 30 fibres ayant un rapport de forme 50 le module 
d’élasticité effectif pour une seule réalisation est erroné. En augmentant le nombre de réalisations 
cette fois-ci le module élastique effectif a convergé vers la bonne solution. Toutefois, pour le 
volume ayant 50 fibres il a fallu moins de réalisations pour converger vers la bonne solution. Ceci 
démontre que le VÉR n’est pas défini simplement par sa taille, mais est plutôt défini statistiquement 
par un nombre de réalisations à une taille donnée. Évidemment, plus la taille du volume est grande, 
moins nombreuses sont les réalisations requises pour atteindre la convergence. La taille de VÉR 
obtenue est exclusive au rapport de forme des fibres, à leur fraction volumique (5%), et au contraste 
de rigidité (300). Les résultats des tailles et nombre de réalisations des VÉR trouvés sont listés dans 
le Tableau 1. Les résultats sont montrés pour la plus petite taille de VÉR trouvée selon une 
tolérance de 1%.  
 
4.2. Effet du rapport de forme des fibres 
 
La Figure 4a montre les résultats obtenus avec la méthode des ÉF et les résultats des modèles 
analytiques pour différents rapports de formes de fibres. Pour un faible rapport de forme (entre 3 et 
10), les résultats numériques des ÉF et les résultats analytiques sont très proches. Pour un rapport de 
forme plus grand que 10, un écart commence à croître entre les résultats numériques et les résultats 

 

 
 
Fig. 4:   Étude sur le rapport de forme des fibres : a) Module d’élasticité effectif du composite (frac.vol. 5%) en 
fonction du rapport de forme des fibres: estimations des méthodes de Mori-Tanaka et auto-cohérente, et les 
résultats des modèles ÉF avec intervalles de confiance à 95% ; b) Erreurs relatives des méthodes de Mori-Tanka et 
auto-cohérente. 

 

b) a) 
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analytiques. Les estimations du modèle de Mori-Tanaka ont légèrement surestimé le module 
d’élasticité effectif du composite. Les estimations du modèle auto-cohérent sont plus rigides que les 
résultats des ÉF ainsi que les estimations de Mori-Tanaka. Les erreurs relatives sont présentées en 
fonction du rapport de forme des fibres à la Figure 4b. Pour un rapport de forme de 10 le modèle de 
Mori-Tanaka a une faible erreur de  1% mais cette erreur augmente à 11% pour un rapport de forme 
de 50. Pour le modèle auto-cohérent, l’erreur est de 4% pour un rapport de forme de 10 et de 47% 
pour un rapport de forme de 50. Les résultats numériques des ÉF et analytiques des méthodes Mori-
Tanaka et auto-cohérente sont listés dans le Tableau 1.  
Selon les modèles analytiques, il existe un rapport de forme à partir duquel son augmentation 
n’aurait aucun effet considérable sur le module d’élasticité effectif des composites. Le rapport de 
forme effectif est observé autour de 100 pour le modèle de Mori-Tanaka et la méthode auto-
cohérente. Au rapport de forme 50, on commence déjà à observer dans la Figure 4a un changement 
de la pente des résultats des ÉF. Toutefois, d’autres rapports de formes doivent être simulés avant 
d’atteindre une asymptote. 
Plusieurs travaux ont mentionné que le modèle Mori-Tanaka équivaut à la borne inférieure de 
second ordre de Hashin et Shtrikman (HS) [14]. Benveniste [10] a cependant retrouvé que dans le 
cas particulier des fibres aléatoires, le modèle de Mori-Tanaka devient plus rigide que la borne 
inférieure de HS. Il a observé que l’estimation de Mori-Tanaka s’approchait même de la borne 
supérieure de HS lorsque le rapport de forme était très faible (disque fin) ou très grand (aiguilles). 
Les résultats obtenus par ÉF dans la présente étude appuient les constatations de Benveniste, 
puisque les estimations du modèle de Mori-Tanaka s’écartent des résultats des ÉF de plus en plus 
en augmentant le rapport de forme des fibres. Des observations similaires, ont été reportées pour 
des disques aléatoirement dispersés [15-16]. 
 
5. Conclusion 
 
Dans ce travail les modules d’élasticité effectifs des composites renforcés par des fibres 
aléatoirement dispersées ont été déterminés par la méthode des ÉF et par deux méthodes 
d’homogénéisation analytique, celle de Mori-Tanaka et la méthode auto-cohérente. Le VÉR a été 
déterminé statistiquement pour plusieurs rapports de forme des fibres. Les deux méthodes 
analytiques, Mori-Tanaka et auto-cohérente, ont surestimé le module d’élasticité effectif des 
composites pour des fibres de rapport de forme supérieur à 10. Toutefois, il a été remarqué que le 
modèle de Mori-Tanka est plus précis que la méthode auto-cohérente, mais n’est plus une borne 
inférieure des propriétés effectives du composite. La suite de l’étude devrait concerner le 
comportement des composites pour des rapports de forme supérieurs à 50 dans le but de déterminer 
le rapport de forme effectif des résultats par ÉF. Une autre possibilité sera de reprendre les calculs 
pour différentes fractions volumiques des fibres, et d’autres contrastes de rigidité. 
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