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Une théorie de poutre composite baśee sur la solution 3D de St Venant

A composite beam theory built on 3D St Venant’s solution

R. El Fatmi1, N. Ghazouani2
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Résuḿe

La solution 3D de St Venant est réputée valable dans la zoneintérieure de la poutre,loin des sections où les
conditions aux limites sont appliquées. Cependant, pour les profils minces et les sections composites à matériaux
fortement anisotropes, les effets de bords peuvent s’étendre sur des distances comparables à la longueur de la
poutre et dominer son comportement global; celui-ci devient inaccessible aux théories classiques de poutre et
même à celle de St Venant. L’objectif est ici de proposer une théorie de poutre en mesure de prendre en charge une
part significative des effets de bords afin de prédire la solution 3D dans une zone intérieure de taille conséquente, et
ainsi de mieux décrire le comportement global de la poutre.Pour cela, l’idée est de partir d’un modèle cinématique
qui s’inspire de la forme exacte de la solution 3D de St Venant. Le résultat conduit à une théorie d’ordre supérieur
qui peut être vue comme uneextensionde la théorie de St Venant. Appliquée à une poutre consolesoumise un
chargement d’extrémité, la théorie proposée conduit `a des résultats en contrainte comparables à ceux issus d’un
calcul par éléments finis 3D, dans la zone critique de l’encastrement.

Abstract
3D St Venant’s solution is known to represent the exact 3D solution in theinterior part of a beam,far from the
end-sections where the boundary conditions are applied. However, for open profile or/and strongly anisotropic
composite section, end-effects can persist over distancescomparable to the beam length and may dominate the
global elastic behavior of the beam; the latter becomes inaccessible to classical beam theories and even to that of
St Venant. The objective of the proposed theory is to capturea significant part of these end-effects in order to
predict the 3D-stresses in a larger interior-part of the beam, and therefore better describe its structural behavior.
For that aim, the idea is to start from a displacement model built from the exact form of 3D St Venant displace-
ment. The result isa higher order composite beam theory thatcan be viewed as an extension of St Venants theory.
Applied to tip loaded cantilever beams, this theory leads, for the 3D stresses in the critical zone of the built-in
section, to results really comparable to those obtained by 3D-FEM computations..

Mots clés: poutre composite, St Venant, solution intérieure, effetde bord.
Keywords: composite beam, St Venant, central solution, edge effect.

1 Introduction

Pour une poutre élastique, la solution 3D de St Venant (originale ou étendue aux sections composites)
[2, 4] est connue pour bien décrire la solution exacte dans la zone intérieure de la poutre, loin des sections
où les conditions aux limites sont appliquées. Le principe de St Venant est par ailleurs généralement
invoqué pour admettre que les effets de bord restent confin´es aux bords. Cela n’est pas toujours vrai
[1]. En effet, pour les profils minces et les sections composites à matériaux fortement anisotropes, les
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effets de bords peuvent s’étendre sur des distances comparables à la longueur de la poutre et dominer
son comportement global [5]; celui-ci devient inaccessible aux théories classiques de poutre et même à
celle de St Venant.
L’objectif est ici de formuler, pour les poutres de section composite quelconque (forme et matériaux),
une théorie de poutre exploitable par l’ingénieur, qui vaau del̀a de la théorie (3D/1D) de St Venant en
intégrant une partiesignificativedes effets de bords.
La démarche a été de construire une théorie de poutred’ordre suṕerieurdont la cinématique s’inspire de
la forme exacte de la solution 3D de St Venant en déplacementqui s’écrit:

ξsv(x, y, z) = u(x) + ω(x) ∧X +
6∑

i=1

Fi(x)

[
φisv(y, z)
U i
sv(y, z)

]
(1)

oùx est l’axe de la poutre, (y,z) ceux de la section,X le vecteur de section et où[φisv;U
i
sv] représentent

respectivement les fonctions de gauchissement et d’effetsPoisson associés aux efforts intérieursFi
(effort normal, efforts tranchants, moment de torsion, moments de flexion). Il est ici important de
souligner que les fonctions[φisv;U

i
sv] ne dépendent que la nature de la section (forme et matériaux);

elle représentent donc descaract́eristiques intrins̀eques̀a la section quant à sa déformabilité dans son
plan (effets-Poisson) et hors plan (gauchissements).
Le modèle de déplacement, qui s’inspire de eq.1, est le suivant:

ξ(u,ω, αi, ηi) =

mouvement de section︷ ︸︸ ︷
u(x) + ω(x) ∧X +

enrichissement: déformations de section︷ ︸︸ ︷
6∑

i=1

[
ηi(x) φ

i
sv(y, z)

αi(x) U
i
sv(y, z)

]
(2)

où les efforts intérieursFi ont étérelaxésen faveur de paramètres (αi, ηi) indépendants. Dans ce modèle,
les paramètres cinématiques supplémentaires (αi, ηi) conduisent, par dualité, à enrichir ceux statiques et
permettent (ensemble) de mieux satisfaire les conditions aux limites.
Cette approche est a priori valide pour une section composite quelconque. En effet, la nature de la sec-
tion (pleine ou mince, fermée ou ouverte, homogène ou composite) est déjà contenue dans les modes
[φisv;U

i
sv] qui sont propres à la section.

Naturellement, ce modèle suppose le calcul préalable de cesmodes de d́eformabilit́ede section[φisv;U
i
sv].

Leur calcul est assuré par un programme dénomméCSection(présenté dans la session poster des présentes
JNC), développé sous Matlab, conformément à la méthode numérique proposée par [6]. Cette méthode
consiste à déduire les modes[φisv;U

i
sv] de la résolution (coût insignifiant), par éléments finis2D, d’une

série de problèmes élastiques posés sur la section.
Par rapport aux théories de poutre d’ordre supérieur, nombreuses dans la littérature, où lesenrichisse-
mentssont construits via des modesmath́ematiques(formes polynomiales, trigonométriques,...), le modéle
proposé a l’avantage d’utiliser des modes pluspertinentsde déformabilitépropresà la section (forme et
matériaux).
Dans ce travail, les sections composites sont supposéesy-z-symétriques à phasesx-y-z-othotropes. Cette
limitation est volontaire; elle n’enlève rien de fondamental quant au développement de la théorie ou à la
portée de la démarche. Elle permet cependant d’aboutir àdes résultats théoriques dont l’analyse permet
de dégager plusieurs enseignements. Par exemple, la formeexplicite des résultats 3D en contraintes
permet, par comparaison immédiate avec ceux de St Venant, de saisir de manière précise la contribution
de cette approche, et de la commenter. De plus, pour le cas de la torsion, cette théorie conduit à une
généralisation, aux sections composites quelconques, de la torsion de Vlasov. Enfin, un dernier point
que le lecteur trouvera dans [9]: par rapport à la solution de St Venant, cette théorie a aussi permis de
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détecter quel’ étendue de l’effet d’encastrementest gouvernée par des constantes adimensionnelles qui
rendent comptent de la nature de la section et du type de chargement; leur expression en fonction des
constantes de section est précisée.
Comme illustration, cette théorie est appliquée à une poutre console soumise à un chargement d’extrémité;
et cela, pour différents cas de section (homogène ou composite) et de chargement (traction, torsion et
flexion simple). L’analyse, menée analytiquement et numériquement, se focalise sur l’influence del’effet
d’encastrement, sur les contraintes 3D et le comportement global (1D) de la poutre. Les résultats 1D
sont comparés à ceux de la théorie de poutre de St Venant, et les contraintes 3D sont comparées, dans la
zone critique de l’encastrement aux contraintes de St Venant et à celles obtenues par éléments finis 3D.
Dans ce papier, le paragraphe suivant rappelle les propriétés de la solution de St Venant nécessaires
au développement de la théorie qui fait l’objet du paragraphe-3. Le dernier paragraphe est dédié aux
applications. Celle-ci sont ici restreintes au cas (le plussignificatif) de la torsion; pour la traction et la
flexion, le lecteur est invité à consulter [9].

2 Propri étés de la solution 3D de St Venant

Figure 1: Problème 3D de St Venant et exemples de sectionso-CS

Le problème de St Venant (étendu aux poutres composites) est un problème d’équilibre 3D élastique
Fig.1. La poutre composite d’axex occupe un domaine prismatiqueΩ de section constanteS et de
longueurL. Slat est la surface latérale et (S0, SL) sont respectivement les sections d’extrémité en (0, L).
La poutre est en équilibre sous les seuls chargements surfaciques (H0,HL) appliqués respectivement
sur les sections (S0, SL). Les matériaux sont élastiques anisotropes et leurs adhérences parfaites.
On appelle solution de St Venant l’unique solutionx-polynomiale qui satisfait toutes les équations
de l’équilibre linéarisé sauf celles des conditions d’extrémité qui ne sont vérifiées qu’en termes de
résultantes (force et moment).
On noteM = xx +X un point ofΩ avecX un vecteur appartenant àS, ξ le vecteur déplacement, et
σ le tenseur contrainte. La solution de St Venant, telle que formulée dans [4], est donnée par (le tilda
(̃·) indique une quantité de St Venant ):

ξ̃=u(x) + ω(x) ∧X + A(X) ·R(x) + B(X) ·M(x) (3)

σ̃ · x= A0
(X) ·R(x) + B0

(X) ·M(x) (4)[
γ
χ

]
=

[
u′ + x ∧ ω
ω′

]
= Λ̃

[
R
M

] (
R=(N, T y, T z)
M =(Mx,My,Mz)

)
(5)

où les efforts intérieurs
R = 〈 σ · x〉 M = 〈X ∧ ( σ · x)〉

vérifient les équations d’équilibre 1D:

R′=0 M ′ + x ∧R=0
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(〈(·)〉 denote
∫

S

(·)dS and(·)′ denote la dérivée par rapport àx). (N, T y, T z,Mx,My,Mz) sont, respec-

tivement) l’effort normal, les efforts tranchants, le moment de torsion et les moments de flexion.

• Les opérateurs linéaires (Λ̃, A, B A0 B0), qui sont des caractéristiques de la section droite (forme et
matériaux) vérifient les propriétés suivantes :

〈A0
〉 = I 〈 B0

〉 = O 〈X ∧ A0
〉 = O 〈X ∧ B0

〉 = I (6)

〈A0
t

A〉 = 〈A0
t

B〉 = 〈 B0
t

A〉 = 〈 B0
t

B〉 = O (7)

où I est l’opérateur identité etO l’opérateur nul.

• Λ̃, l’opérateur 1D de souplesse de la poutre est le résultat de l’identification [4]:

〈 σ̃
α
K−1 σ̃

β
〉 =

[
Rα

Mα

]t
Λ̃

[
Rβ

Mβ

]
∀(α, β) (8)

où K est le tenseur délasticité, avec
(
σ̃
α
,Rα,Mα

)
et

(
σ̃
β
,Rβ,Mβ

)
les contraintes et les efforts

intérieurs correspondant aux solutions de St Venant associées, respectivement, aux chargements(Hα
0
,Hα

L)
et (Hβ

0
,H

β
L).

Cas d’une section syḿetriqueà mat́eriaux orthotropes. Désignons parso-CS une section compositey-
z-symétrique pour laquelle chaque matériau estx-y-z-orthotrope. Pour ce type de section, la solution de
St Venant bénéficie de plusieurs autres propriétés; elles sont données ci-dessous.
• A, B et le comportement 1D se réduisent comme suit: [6]:

A =




0 φy φz

Ux
y 0 0

Ux
z 0 0






N
My

Mz


 = Γ̃1



γx
χy
χz


 avecΓ̃1 =



ẼA 0 0

0 ẼIy 0

0 0 ẼIz




B =



φx 0 0
0 Uy

y U
z
y

0 Uy
z U

z
z






Mx

T y

T z


 = Γ̃2



χx
γy
γz


 avecΓ̃2 =



G̃J 0 0

0 G̃Ay 0

0 0 G̃Az




(9)

où, avec (i ∈ {x, y, z}), (U i
y, U

i
z) sont les fonctions de St Venant d’effet Poisson associés aux ef-

forts (N,My ,Mz); (φi) les fonctions de St Venant de gauchissement associés aux efforts (Mx, T y, T z);
(ẼA, G̃Ay, G̃Az, G̃J, ẼIy, ẼIz) sont les constantes de la section composite. De plus, en raison de la
double symétrie de la section, (U i

y, U
i
z, φ

i) présentent les propriétés de parité par rapport ày etz données
dans Tab.1.

Ux
y Ux

z U
y
y U

y
z U z

y U z
z φx φy φz

ip/y, pa/z pa/y, ip/z ip/y, ip/z pa/y, pa/z pa/y, pa/z ip/y, ip/z ip/y, ip/z ip/y, pa/z pa/y, ip/z

Table 1: Parités: ip/y ou pa/y signifie que la fonction est impaire ou paire par rapport ày.

•Pour un matériaux-y-z-orthotrope, la loi élastique peut se scinder enσ= K 1 ε1 et σ2= K 2 ε2 où
( K 1, K2, σ1, σ2, ε1, ε2) sont définis par:

K1=



K11K12K13 0
K12K22K23 0
K13K23K33 0
0 0 0 Gyz


 K 2=

[
Gxy 0
0 Gxz

]
σ1=



σxx
σyy
σzz
τyz


 σ2=

[
τxy
τxz

]
ε1=



εxx
εyy
εzz
2εyz


 ε2=

[
2εxy
2εxz

]
(10)
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Il est commode, pour la suite, d’introduire les constantesR̃y=
G̃Ay

ẼIz
, R̃z=G̃Az

ẼIy
et les fonctions (appelées

aussi de St Venant) :

(V x,W x)=(ẼAUx
y , ẼAU

x
z ) (V y,W y)=(ẼIyUy

y , ẼIyU
y
z ) (V z,W z)=(ẼIzUz

y , ẼIzU
z
z )

ψx =G̃Jφx ψy =G̃Ayφy ψz =G̃Azφz

}
(11)

On peut alors montrer, à partir des eq.3 et eq.9, que les champs de déformations et de contraintes de St
Venant peuvent se scinder:

ε1 =

D1︷ ︸︸ ︷


1 z −y
V x
,y V y

,y V z
,y

W x
,z W y

,z W z
,z

(V x
,z +W x

,y)(V
y
,z +W y

,y)(V
z
,z +W z

,y)






γx
χy
χz


 σ1= K1 D1(Γ̃1)

−1



N
My

Mz


(12)

ε2 =

D2︷ ︸︸ ︷

(
−z + ψx,y

)(
1 + ψy,y − R̃yV

z
) (

ψz,y + R̃zV
y
)

(
y + ψx,z

) (
ψy,z − R̃yW

z
) (

1 + ψz,z + R̃zW
y
)




χx
γy
γz


 σ2= K2 D2(Γ̃2)

−1



Mx

T y

T z


(13)

• Relations entre constantes de section et fonctions de St Venant. Le développement des équations eq.6
et eq.7 conduit aux proriétés détaillées, respectivement, par les équations eq.14 et eq.15:

〈K11 +K12V
x
,y +K13W

x
,z〉=ẼA

〈z(zK11 +K12V
y
,y +K13W

y
,z)〉=ẼIy

〈− y(−yK11 +K12V
z
,y +K13W

z
,z〈=ẼIz

〈− zGxyψ
x
,y + yGxzψ

x
,z〉=G̃J − G̃Ix

〈Gxy(ψ
y
,y − R̃yV

z)〉=G̃Ay − 〈Gxy〉

〈Gxz(ψ
y
,z + R̃zW

y)〉=G̃Az − 〈Gxz〉





(14)

〈(K11 +K12V
x
,y +K13W

x
,z)ψ

i〉=0
〈(zK11 +K12V

y
,y +K13W

y
,z)ψ

i〉=0
〈(−yK11 +K12V

z
,y +K13W

z
,z)ψ

i〉=0
〈
(
Gxy(−z + ψx,y)

)
V i +

(
Gxz(y + ψx,z)

)
W i〉=0

〈
(
Gxy(1 + ψy,y − R̃yV

z)
)
V i +

(
Gxz(ψ

y
,z − R̃yW

z)
)
W i〉=0

〈
(
Gxy(ψ

z
,y + R̃zV

y)
)
V i +

(
Gxz(1 + ψz,z + R̃zW

y)
)
W i〉=0





; (∀i ∈ {x, y, z}) (15)

où G̃Ix=〈z2Gxy + y2Gxz〉. Enfin, Eq.(8) (écrite en terme de déformations) conduit `a

〈(K11 +K12V
x
,y +K13W

x
,z)

2〉=ẼA

〈(zK11 +K12V
y
,y +K13W

y
,z)

2〉=ẼIy
〈(−yK11 +K12V

z
,y +K13W

z
,z)

2〉=ẼIz
〈
(
Gxy(−z + ψx,y)

2 +Gxz(y + ψx,z)
2
)
〉=G̃J

〈(Gxy(1 + ψy,y − R̃yV
z)2 +Gxz(ψ

y
,z − R̃yW

z)2〉=G̃Ay
〈(Gxy(ψ

z
,y + R̃zV

y)2 +Gxz(1 + ψz,z + R̃zW
y)2〉=G̃Az





(16)
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3 La théorie de poutre

On conserve comme problème de référence le problème 3D de St Venant du paragraphe précédent. Le
modèle cinématique, précisé par l’eq.2, se réduit pour le cas d’une section de typeso-CS à la forme
suivante:

ξ(u,ω,η,α) = u+ω ∧X+αx




0
V x

W x


+αy




0
V y

W y


+αz




0
V z

W z


+ηx



ψx

0
0


+ηy



ψy

0
0


+ηz



ψz

0
0


 (17)

où, aveci ∈ {x, y, z},

• (ηi) sont 3 paramètres associés aux 3 fonctions de gauchissementψi);

• (αi) sont 3 paramètres associés aux 3 paires de fonctions d’effet Poisson (V i,W i);

La théorie de poutre qui dérive de ce modèle de déplacement, paramétré par(v, θ,η,α), est obtenue de
manière classique via la méthode des travaux virtuels.

Quantit́es ǵeńeralisées (1D). Soient̂ξ = ξ(û, ω̂, η̂, α̂) un déplacement virtuel et̂ε = ε(ξ̂) le tenseur de
déformation qui lui correspond. Pour le modèle eq.17, le travail virtuel des efforts intérieurs

Wi=-
∫

L

〈σ : ε̂〉dx peut se mettre sous la forme:

Wi=−
∫
L

(
R · γ̂ +M · ω̂ +Mψ · η̂′ +M s · η̂ +Aν · α̂′ +Bs · α̂

)
dx

=
∫
L

[
R′ · û+ (M ′ + x ∧R) · ω̂ +

(
M ′

ψ −M
)
· η̂ + (Aν

′ −B) · α̂
]
dx

− [R · û+M · ω̂ +Mψ · η̂ +Aν · α̂+]L
O

(18)

où (R,M ) sont les efforts intérieurs classiques et oùMψ=(Mx
ψ,M

y
ψ,M

z
ψ),M s=(Mx

s , T
y
s , T

z
s ),Aν=(Axν ,

Ayν , A
y
ν), etBs=(Ns,M

y
s ,M

z
s ) sont ceux nouveaux (ou additionnels) définis par:

Mx
ψ=〈σxxψ

x〉 Mx
s =〈τxyψ

x
,y + τxzψ

x
,z〉

M
y
ψ=〈σxxψ

y〉 T ys =〈τxyψ
y
,y + τxzψ

y
,z〉

Mz
ψ=〈σxxψ

z〉 T zs =〈τxyψ
z
,y + τxzψ

z
,z〉

Axν=〈τxyV
x + τxzW

x〉 Ns=〈σyyV
x
,y + σzzW

x
,y + τyz(V

x
,z +W x

,y)〉
Ayν=〈τxyV

y + τxzW
y〉 My

s =〈σyyV
y
,y + σzzW

y
,y + τyz(V

y
,z +W y

,y)〉
Azν=〈τxyV

z + τxzW
z〉 Mz

s=〈σyyV
y
,y + σzzW

z
,y + τyz(V

y
,z +W z

,y)〉





(19)

• (Mψ,M s) sont, respectivement, appelé le vecteurbimomentet le vecteur secondaire associé; ils
sont reliés aux gauchissements;

• De manière similaire, les effets Poisson introduisent lesdeux vecteurs d’efforts intérieurs (Aν ,Bs).
L’indice (.)s, commesecondaire, est utilisé pour indiquer que les composantes (Ns,M

y
s ,M

z
s ) de

Bs peuvent être vus comme un effort normal secondaire, et des moments de flexions secondaires
(voir la remarque page-8).

Le travail virtuel des actions extérieuresWe=〈HO · ξ̂〉O+〈HL · ξ̂〉L peut se mettre sous la forme

We = PO · ûO +CO · ω̂O +QO · η̂O + SO · α̂O + P L · ûL +CL · ω̂L +QL · η̂L + SL · α̂L (20)

6
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où les actions extérieures 1D (généralisées) (P ,C,Q,S) sont définies par (x ∈ {x, y, z};xi ∈ {x,y, z})

P = 〈H〉 C = 〈X ∧H〉 Q = 〈Hxψ
i〉xi S = 〈HyV

i +HzW
i〉xi (21)

Equations d’́equilibre et conditions aux limites (1D). Le principe des travaux virtuels permet de déduire
des équations eq.18 et eq.20 les équations d’équilibre (1D)

R′ = 0 M ′ + x ∧R = 0 M ′

ψ −M = 0 Aν

′ −B = 0 (22)

et les conditions aux limites (1D)

x=0 : (R,M ,Mψ,Aν)= − (PO,CO,QO,SO) and x=L : (R,M ,Mψ,Aν)=(P L,CL,QL,SL)
(23)

Comportement (1D). L’utilisation de toutes les propriétés associées aux fonctions (V i,W i, ψi) détaillées
dans le paragraphe précédent permet, sans concéder la moindre simplification, de montrer que le com-
portement généralisé associé au modéle de déplacement eq.17 peut se mettre sous la forme découplée
suivante:



N

Ns

Axν


=




〈K11〉 -(〈K11〉-ẼA) 0

-(〈K11〉-ẼA) 〈K11〉-ẼA 0
0 0 gx





γx
αx
α′

x






Mx

Mx
s

Mx
ψ


=




G̃Ix -(G̃Ix-G̃J) 0

-(G̃Ix-G̃J) G̃Ix-G̃J 0

0 0 K̃Ixψ






χx
ηx
η′x


 (24)




Mz

Mz
s

Azν
M

y
ψ

T y

T
y
s




=




〈y2K11〉 -(〈y2K11〉-ẼIz) 0 -ay 0 0

-(〈y2K11〉-ẼIz) (〈y
2K11〉-ẼIz) 0 ay 0 0

0 0 gz 0 fy ey

-ay ay 0 K̃I
y
ψ 0 0

0 0 fy 0 〈Gxy〉 -(〈Gxy〉-G̃Ay)+R̃yfy

0 0 ey 0 -(〈Gxy〉-G̃Ay)+R̃yfy〈Gxy〉-G̃Ay-R̃y(fy-ey)







χz
αz
α′

z

η′y
γy
ηy




(25)




My

M
y
s

A
y
ν

Mz
ψ

T z

T zs




=




〈z2K11〉 -(〈z2K11〉-ẼIy) 0 -az 0 0

-(〈z2K11〉-ẼIy) (〈z
2K11〉-ẼIy) 0 az 0 0

0 0 gy 0 fz ez

-az az 0 K̃Izψ 0 0

0 0 fz 0 〈Gxz〉 -(〈Gxz〉-G̃Az)-R̃zfz

0 0 ez 0 -(〈Gxz〉-G̃Az)-R̃zfz〈Gxz〉-G̃Az+R̃z(fz-ez)







χy
αy
α′

y

η′z
γz
ηz




(26)

où les nouvelles constantes qui apparaissent dans les opérateurs ci-dessus sont définis par:

K̃Ixψ=〈K11(ψ
x)2〉 gx=〈Gxy(V

x)2+Gxz(W
x)2〉 ey=〈Gxyψ

y
,yV

z+Gxzψ
y
,zW

z〉 ay=〈yK11ψ
y〉

K̃I
y
ψ=〈K11(ψ

y)2〉 gy=〈Gxy(V
y)2+Gxz(W

y)2〉 ez=〈Gxyψ
z
,yV

y+Gxzψ
z
,zW

y〉 az=〈− zK11ψ
z〉

K̃Izψ=〈K11(ψ
z)2〉 gz=〈Gxy(V

z)2+Gxz(W
z)2〉 fy=〈GxyV

z〉 fz=〈GxzW
y〉





(27)

• (K̃Ixψ, K̃I
y
ψ, K̃I

z
ψ) sont le rigidités aux gauchissement;

• (gx, gy, gz) sont les rigidités aux effets Poissons;

• (ay, fy, ey, az, fz, ez) expriment les couplages entre gauchissement et effet Poisson dans le com-
portment de flexion.

7
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Remarque.On peut facilement déduire de ce comportement 1D, les relations constitutives suivantes :

Np=N+Ns=ẼAγx My
p =My+My

s =ẼIzχz Mz
p =Mz+Mz

s=ẼIzχz
Mx

p =Mx+Mx
s =G̃Jχx T yp =T y+T ys − R̃yA

z
ν=G̃Ayγy T

z
p =T z+T zs +R̃zA

y
ν=G̃Azγz

}
(28)

Ces résultats montrent que (Np,M
y
p ,M

z
p ,M

x
p , T

y
p , T

z
p ), appelés efforts intérieursprimaires, obéissent à

des relations similaires à celles données par le comportement 1D de St Venant eq-5 mais pour les efforts
(N,My,Mz ,Mx, T y, T z). On peut y voir une justification des qualificatifsprimaireet secondairedans
les efforts intérieurs supplémentaires induits par les paramètres (ηi, αi).

Contraintes 3D.En utilisant la loi 3D élastique, on peut établir que ce modèle de déplacement conduit à
un champ 3D de contrainte dont l’expression peut être scindée enσ1 et σ2 donnés par:

σ1= σ̃



N
My

Mz




︸ ︷︷ ︸
sv

+ σ̃



Ns

My
s

Mz
s


+ K1



ψx

0
0
0



Mx

ψ

K̃Ixψ

+ K1




0
V x
,y

W x
,z

(V x
,z+W

x
,y)




Ns

〈K11〉-ẼA

+ K 1




ψy 0
0 V z

,y

0 W z
,z

0 (V z
,z+W

z
,y)




[
K̃I

y
ψ ay

ay 〈y2K11〉-ẼIz

]
−1 [

M
y
ψ

Mz
s

]

+ K 1




ψz 0
0 V y

,y

0 W y
,z

0 (V y
,z+W

y
,y)




[
K̃Izψ az

az 〈z2K11〉-ẼIy

]
−1 [

Mz
ψ

My
s

]
(29)

σ2= τ̃



Mx

T y

T z




︸ ︷︷ ︸
sv

+ τ̃




Mx
s

T ys -R̃yA
z
ν

T zs +R̃zA
y
ν


 + K2

[
ψx,y
ψx,z

]
Mx

s

G̃Ix − G̃J
+ K2

[
V x

W x

]
Axν
gx

+ K 2

[
ψy,y V z

ψy,z W
z

] [
〈Gxy〉-G̃Ay-R̃y(fy-ey) ey

ey gz

]−1 [
T ys
Azν

]

+ K2

[
ψz,y V y

ψz,z W
y

] [
〈Gxz〉-G̃Az+R̃z(fz-ez) ez

ez gy

]−1 [
T zs
Ayν

]
(30)

où les opérateurs̃σ= K1 D1(Γ̃1)
−1 et τ̃= K 2 D2(Γ̃2)

−1 sont associés aux expressions des contraintes
de St Venant eq.12 et 13. Dans ces deux expressions les deux premiers termes correspondent aux con-
traintes de St Venant, et les termes supplémentaires suivants montrent la contribution des nouveaux
efforts intérieurs.

4 Torsion d’une poutre console

On considére une poutre console de longueurL soumise à un moment de torsion au droit de son extrémité
libre. Deux types deso-CS sont considérées:

8
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Figure 2: Effets Poisson’s dus à (N,My,Mz) et gauchissements dus à (T y, T z,Mx) (section sandwitch)

• deux sections homogènes [rectangulaires (h×h/2) et enI (h×h/2,h/10)] orthotropes dont les matériaux
sont caractérisés par Exx/G=06, Exx/G=33, Exx/G=66;

• une section sandwich à phases isotropesEp/Ec=40,νp=νc=0.3 (p=peau, c=coeur).

Caract́eristiques de section. Il s’agit des constantes de section, des modes de gauchissements et des
effets Poisson. Leur calcul numérique est assuré par le programmeCSestion. La Fig.2 présente les
modes obtenus pour la section sandwich.
Comportement 1D.La Fig.3 compare les variations de la rotationωx et du gauchissmentηx selon l’axe
de la poutre avec les résultats de la théorie de poutre de StVenant. Les gauchissements, nuls au droit
de l’encastrement, évoluent pour tendre, après une certaine distanced, vers ceux de St Venant dans la
zoneintérieurede la poutre. Cette distanced qui, par rapport au résultat de St Venant caractérise l’effet
d’encastrement, peut devenir du même ordre que la longueurL de la poutre.
Contraintes 3D. Les contraintes 3D (contrainte axialeσxx et contrainte de cisaillementτ ) qui résultent
de la présente théorie (1D) sont comparées à celle de St Venant (SV) et à celles obtenues par un calcul
par éléments finis (3D); la Fig.4 décrit ces variations ( `a partir de la zone d’encastrement) pour des points
importants particuliers A et B. Pour St Venant les cisaillements sont constants et les contraintes axiales
nulles. Les résultats de la présente théorie et ceux 3D qui sont tout à fait comparables tendent comme
attendus vers ceux de St Venant quand on s’éloigne de la zoned’encastrement De plus ils montrent tous
deux, quand on s’approche de l’encastrement, que le cisaillement diminue fortement en faveur d’une
contrainte axiale dont le module peut notablement dépass´e la valeur du cisaillement de St Venant.
Le lecteur trouvera des résultats similaires pour plusieurs exemples de section tant en torsion qu’en
traction et flexion dans [9]. Ils confirment, du moins pour un effet de bord de type encastrement que
cette théorie donne de bons résultats. D’autres types de bords doivent être testés. Le but, rappelons le,
n’est pas de calculer vraiment l’effet de bord, mais uniquement d’en saisir une part significative afin que
le restede la solution soitconfińeau bord.
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