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Résumé

Dans cet article, le comportement des composites stratifiés est étudié en utilisant des développements d’ordres élevés
ou de type layer-wise. Un modèle Layer-wise (et l’élément fini à huit noeuds qui lui est associé) a été développé en
premier lieu pour l’analyse spécifique des contraintes entre les couches pour des problèmes de bords libres [8][9] ou bien
pour l’étude des liaisons entre les couches. Ce modèle est au coeur des comparaisons de cet article. Il est fondé sur un
modèle de type layer-wise qui considère le stratifié comme une superposition de plaques de Reisner couplées les unes
aux autres par des efforts d’interfaces. Cet élément a 5n degrés de liberté par noeud (n étant le nombre de couches) et
donne une prédiction des contraintes d’interface. Les articles précédents se concentraient sur la précision de l’estimation
de ces contraintes d’interface. Le modèle permet aussi de calculer les déplacements et les déflexions ainsi que d’extraire
les contraintes dans l’épaisseur avec ou sans post-traitement. Dans cet article, la précision et la validité du calcul des
déplacements et des contraintes ont été établies à partir d’un nombre important de tests classiques de benchmark en flexion
pour les composites et les plaques en sandwich. Le but de cette étude est aussi de mieux positionner et de promouvoir
cette approche en contraintes issue des travaux de Pagano peu utilisés et mal référencés.

Abstract

In this paper, the behaviour of laminated composite is investigated using several high order or layer-wise finite element
calculations. A Layer-wise model and its devoted finite element an Co eight-node layer-wise finite element have been
originally specifically developed for interlaminar stresses analysis in free edge problem [8][9] or for bonding study. This
model is the core of the present comparisons. It is based on a typical layer-wise model that considers the laminate by a
superposition of Reissner plates coupled by interfacial stresses. This element consists of 5n degrees of freedom per node
(n is the layer number) and is able to predict interlaminar stresses. These out-of-plane stresses are deduced directly from
constitutive equations without post-processing works. The previous papers dealt with the accuracy of these estimated
interface stresses. However the model permits of course to compute displacements and usual deflections but also to
compute stresses through the layer thicknesses with or without postprocess. In the present paper, the accuracy and the
validity of these computed displacements and stresses have been also established on a large number of classical benchmark
bending examples for composites and sandwich plates. The aim is also to a better positioning and promoting of this stress
approach deriving from the works of Pagano not usually studied in this way.

Mots Clés : composites, élément finis, multicouche, matériaux, layer-wise
Keywords : : composites, multi-layer, material, layer-wise

1. Introduction

L’optimisation fine des structures composites nécessite de mettre en place des outils de modélisation
du comportement mécanique de plus en plus sophistiqués et prenant en compte les spécificités de ces
matériaux-structure. Les points clés à maîtriser sont essentiellement les phénomènes d’interface, tels
que les gradients de contraintes dans l’épaisseur et les délaminages, glissements ou autres endomma-
gements. De nombreux travaux s’intéressent à ces aspects singuliers, introduction de la mécanique de
l’endommagement dans les interfaces (ou dans les couches) [12], calculs des champs de contraintes
singuliers, des comportements non linéaires des interfaces ([6]). Ici on va plutôt s’intéresser aux seules
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distributions suivant l’épaisseur, ce que de nombreux modèles proposent en raffinant plus ou moins
les champs approximés. Une revue assez complète est dans ([7], [4], [5]...). On propose l’utilisation
d’un élément fini à une cinématique par couche basé sur les travaux du laboratoire Navier [6] [8]
et qui s’inspire du modèle de Pagano[11]. Ce modèle nommé ici LS1 approche chaque couche par
une plaque de Reissner et intègre des efforts d’interface généralisés comme nouvelles inconnues du
problème. Il rejoint ainsi la famille des modèle layerwise ([9],[10]...) tout en s’en différenciant prin-
cipalement du fait que ses approximations portent sur les contraintes. La première version du code
d’élément fini appelé MPFEAP (MultiParticle Finite Element Analysis Program) a été implémentée
ce qui permet de réaliser ce benchmark.
Un premier exercice est de situer cette approche dans la vision unifiée proposée par Carrera[7] et qui
fait référence sur ces approches de plaques multicouches élastiques. Il y recense et organise en fonc-
tion de la méthode utilisée et du degré de raffinement choisi, les différentes approches existantes ou
qu’il propose ; on y trouve ainsi les approches classiques basées sur un principe de minimum d’éner-
gie potentielle (Principle of Virtual Displacements) et des modèles issus d’une formulation mixte
basée par exemple sur un RMVT (Reissner Mixed Variational Theorem), des modèles Layer-wise,
ESL (equivalent single layer) ou Zig-Zag, et différents ordre d’expansion des champs approximés
en z, description allant de linéaire au 4ème ordre. La nomenclature et ainsi les sigles utilisés pour
désigner les différentes théories sont expliqués en détail sur la figure Fig.1 Il n’est pas recensé de

Fig. 1. Acronymes, [7]

modèles en contrainte. Ceci constitue la première originalité de la proposition présente. On se pro-
pose donc de rajouter dans la nomenclature cette distinction et donc un S pour Stress. Ainsi le modèle
proposé est un modèle layerwise, en contrainte, non mixte, bien qu’utilisant la formulation variation-
nelle d’Hellinger-Reissner mais sans hypothèses sur les champs de déplacements, avec une contrainte
membranaire linéaire. La dénomination LS1 donc sera utilisée dans la suite. Ce modèle relativement
simple est comparé avec diverses théories références (LM4, LM2, EMZC3, ED4...) présentées dans
le papier de Carrera [7] et reimplantées ici dans un outil de calcul développé au LEME.

2. Le modèle LS1

La construction du modèle est détaillée dans les publications de Nguyen.V.T [8][9]. Ici, on rappelle
simplement que ce modèle est obtenu à partir de la formulation variationnelle d’Hellinger-Reissner.
Pagano [11] a proposé d’exprimer les composantes des champs de contrainte comme des polynômes
en z, dont les coefficients s’expriment en fonction des efforts généralisés, par exemple tensions Ni

αβ,
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moments Mi
αβ, efforts tranchants Qi

α , dans chaque couche. Il propose des contraintes membranaires
approchées de degré 1 en z.

σapp
αβ = Ni

αβ
Pi

0
ei +

12

ei2
Mi

αβPi
1 (Eq. 1)

où : Pi
0 = 1, Pi

1 =
z−hi

ei , α,β = 1,2
Naturellement, les contraintes transverses (cisaillements transverses et contraintes normales) dans
chacune des couches peuvent être harmonisées, et des expressions polynomiales proposées cohérentes
avec le choix membranaire précédent. Ainsi respectant l’équilibre σi j,i, on propose des expressions
paraboliques pour les cisaillements et du troisième ordre pour la contrainte normale.
Les constantes d’intégration qui apparaissent dans la détermination de ces contraintes hors-plans
peuvent être déduites des conditions de continuité au niveau des interfaces. Pagano propose plutôt
de conserver la vision 2D de la plaque et de focaliser sur les interfaces. Il définit ainsi trois outils
de mesures mécaniques (efforts internes dans l’équation d’équilibre généralisé) situés précisément au
niveau des positions des interfaces, nouvelles inconnues du problème évitant l’écriture de la conti-
nuité (vérifiée ici par défaut ) pour le calcul des constantes d’intégration. Ces outils d’interface sont
2 contraintes de cisaillement généralisées τ j, j+1 et une contrainte normale généralisée ν j, j+1 comme
suit :

τ j, j+1
α (y) = σα3(y,h+j ) et ν j, j+1(y) = σ33(y,h+j ). (Eq. 2)

Ces efforts internes, inconnues du problème de plaque 2D peuvent ainsi être calculés directement,
sans post-traitement. Si on veut calculer les contraintes 3D dans les couches, le post-traitement peut
être réalisé. On détaille alors l’expression finale de ces contraintes 3D qui permettra si on le souhaite
de décrire les contraintes dans l’épaisseur et non uniquement au niveau des interfaces (à noter, on
le verra dans la suite que l’on peut également discrétiser artificiellement l’épaisseur pour capter des
contraintes dans les couches, ce qui évite le post-processing) :

σa
α3 = Qi

α
Pi

0
ei +

(
τi,i+1

α − τi−1,i
α

)
Pi

1 +

(
Qi

α −
ei

2

(
τi,i+1

α + τi−1,i
α

)) Pi
2

ei (Eq. 3)

σa
33 =

(
νi,i+1 +νi−1,i

2
+

ei

12
div
(
τ̃i,i+1 − τ̃i−1,i))Pi

0 (Eq. 4)

+

(
ei

10
div
(
τ̃i,i+1 + τ̃i−1,i)− divQ̃i

5
+νi,i+1 −νi−1,i

)
Pi

1

+
ei

12
div
(
τ̃i,i+1 − τ̃i−1,i)Pi

2 +

(
ei

2
div
(
τ̃i,i+1 + τ̃i−1,i)−divQ̃i

)
Pi

3.

Où (Pi
k)0≤k≤3 est défini comme suit :

Pi
0 = 1,Pi

1 =
z−hi

ei Pi
2 = 6

(
z−hi

ei

)2

+
1
2

et Pi
3 =−2

(
z−hi

ei

)3

+
3

10

(
z−hi

ei

)2

En exprimant la stationnarité de la fonctionelle d’Hellinger Reissner on trouve par dualité les dépla-
cements et déformations généralisées associées à ces efforts de plaque, ainsi qu’équilibre et compor-
tement généralisé de plaque (voir par exemple [8]). Il est à souligner qu’à aucun moment il n’a été
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besoin de proposer une approximation des champs de déplacements 3D, en complément de l’approxi-
mation en contrainte, c’est à dire de suivre la démarche mixte classique, qui peut tendre à rigidifier le
système. On cite ainsi Pagano ([11] p.389)" Note that we refrain from assuming the form of the displa-
cement field in accordance with the objectionable features of that approach". Cette approche utilise
donc une formulation mixte sans la méthode de construction mais reste une approche exclusivement
en contrainte. C’est pourquoi il a été choisi de rajouter un S à la nomenclature de Carrera.

3. Résultats numériques et discussions

En se basant sur le modèle LS1, un élément fini est bâti. Il prend des éléments paramétriques bidi-
mensionnels à 8 noeuds avec 4 points de Gauss. La performance de la formulation et son élément fini
est démontrée dans cette section. Le calcul a été effectué pour une grande variété de stratifiés épais ou
minces. Les résultats sont comparés avec la solution exacte de Pagano (problème 1, [1]) et les diffé-
rents modèles proposés par Carrera [7]. Dans cet article, deux problèmes de plaques sont considérés :
- Problème 1 : Plaque carrée soumise à une charge bi-sinusoidale
- Problème 2 : Sandwich soumis à une pression uniforme localisée

3.1. Problème 1 : Plaque carrée sous charge bi-sinusoidale

Les dimensions d’une plaque carrée (simplement appuyée) sont a = b, h l’épaisseur, (S = a/h est
la ratio). la plaque est soumise à une pression de bisinus sur la face supérieure. L’amplitude de la
pression est q0. la plaque se compose de Nl couches, l’épaisseur de chaque couche est hc = h/Nl . Les
matériaux sont définis par :

ET = 1,EL = 25ET ,GLT = 0.5ET ,GT T = 0.2E2,νLT = νT T = 0.25

Les deux cas considérés sont :

Nl = 3 : [0/90/0]; Nl = 4 : [0/90]s

Et sous la charge bisinusoidale q = qosin(
πx
a
)sin(

πy
b
).

x

Y

Fig. 2. Exemple 1 : Plaque carrée sous charge bi-sinus

Résultats numériques et discussions :
Pour étudier la convergence de l’élément finis proposé, différents maillages ont été utilisés pour la
modélisation d’une plaque avec a/h = 10, chaque maillage contenant le même nombre d’éléments
suivant la direction x et y. Le tableau tab. 1 donne des résultats pour l’élément présenté et qui est
comparé avec la solution analytique 3D de Pagano[1]. Ce tableau montre une convergence rapide
même avec un maillage grossier. Une étude concernant les aspects de vérouillage a aussi montré le
très bon comportement de l’élément jusqu’à de très grands élancements.
Le tableau tab. 2 donne les erreurs (%) pour une plaque avec différents rapport S entre déplacements
et contraintes calculées par différents modèles plus ou moins sophistiqués, approches simples ou
mixtes (Cf Fig.1) LM4, LM2, LD4, Zig-Zag ..., le LS1 proposé et la solution analytique [1] qui
constitue notre référence. LM4 est donc une solution mixte contrainte déplacement, par couche et
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Mesh dof W (%)
(a

2
,
a
2
,0
)

σ13(%)

(
0,

a
2
,±h

6

)
σ33(%)

(
a
2
,
a
2
,±h

6

)
1×1 120 -2,29 -13,13 -10,71

-13,40 -10,30
2×2 315 0,21 -2,57 -2,84

-2,87 -2,67
3×3 600 0,33 -0,93 -1,22

-1,24 -1,14
4×4 975 0,35 -0,31 -0,67

-0,62 -0,38
5×5 1440 0,37 0 -0,40

0 -0,38
6×6 1995 0,37 0,19 -0,27

-0,14 0

Tab. 1. Test de convergence : Erreur(%) entre LS1 et la solution analytique [1] Nl = 3 (0◦/90◦/0◦) sous la charge bisinus,
a/h = 10

avec des approximations du 4ème ordre. C’est donc un outil très raffiné et qui est très proche de la
solution analytique comme on le voit sur le tableau 2. Sur ce tableau on a mis en gras les modèles
qui ont des erreurs inférieures à 5% sur l’ensemble des grandeurs considérées. Ainsi en plus de LM4,
seuls LS1 et LD3 peuvent revendiquer cette précision. On note que LS1 est moins raffiné que LD3,
mais approchant directement les contraintes et non les déplacements, il est, à raffinement donné, plus
efficace. LM2 plus proche en raffinement de LS1 "décroche" pour le calcul de σ23, avec une erreur
de 16.46%). Les autres modèles LD1, EDZ4, ED4, ED2 sont bien moins précis. Les résultats dans le
cas Nl = 3 sont présentés dans le tableau tab. 3 avec des conclusions identiques.
Sur la figure suivante il a été testé le principe proposé plus haut, à savoir prévoir l’état de contrainte

ponctuellement dans une couche (et non à l’interface) sans pour autant utiliser de post-processing et
donc les équations Eq. 3 et Eq. 4. Pour celà l’empilement a été artificiellement raffiné, le nombre de
couche virtuellement augmenté par segmentation de celles existantes afin qu’une interface artificielle
existe à l’endroit où l’on veut mesurer la contrainte. Deux point sont intéressants à regarder :
– la correspondance entre les valeurs ainsi trouvées et celles calculée par les équations Eq. 3 et Eq. 4.
– la dépendance vis à vis du raffinement, qui serait problématique.
C’est ce qui a été fait sur la courbe suivante fig. 3 pour les contraintes transverses et normales dans le
cas N=4. On y voit que le degré de raffinement ne change pas les points obtenus qui se superposent
tous sur les courbes représentant les équations Eq. 3 et Eq. 4 : Ainsi l’outil proposé permet bien sans
post processing de capter les valeurs internes aux couches, ce qui peut permettre des vérifications
directes mais locales et des itérations lors d’un calcul de structure.

3.2. Problème 2 : Sandwich soumis à une pression uniforme localisée

Le problème considéré ici a été proposé précédemment par Meyer-Piening [2]. Les dimensions de
cette plaque sont a = 100mm suivant x, b = 200mm suivant y et l’épaisseur est égale h = 12mm. Les
caractéristiques des matériaux dans les couches sont présentées dans le tableau tab. 4. L’épaisseur de
la couche supérieure est h3 = 0.1mm, et celle de la couche inférieure est h1 = 0.5mm.
Par ailleurs, les positions des surfaces sont identifiées le long de la coordonnée z ∈ [−h/2,h/2] :
zb = −6mm, z1 = −5.5mm, z0 = 0mm, z2 = 5.9mm, zt = 6mm. La plaque simplement appuyées
est soumise à une pression uniforme P = 1MPa sur la face supérieure sur une région de 5× 20 mm
localisée au centre de la plaque x = a/2,y= b/2. Le maillage 12x24 est utilisé pour LS1. Les résultats
CUF et Meyer-Piening 3D sont obtenu avec Navier et la série de Fourier en utilisant 101 x 101 termes

5



Comptes Rendus des JNC 17 – Poitiers 2011

S Source W (%)
(a

2
,
a
2
,0
)

σ13(%)
(

0,
a
2
,0
)

σ23(%)
(a

2
,0,0

)
σ33(%)

(a
2
,
a
2
,0
)

4 LM4 0 0.09 0.03 0
LS1 1.42 0 -0.44 -0.40
LM2 -0.82 6.79 16.46 0.48
LD3 0 -0.04 -1.06 -1.17
LD1 -3.24 -3.78 -24.28 23.8

EDZ4 -3.36 -3.87 -15.43 5.71
ED4 -3.40 -3.23 -15.54 0.060
ED2 -23.07 -46.3 -46.00 -0.70

10 LM4 0 0 0.05 -0.02
LS1 0.32 -0.29 -0.61 -0.4
LM2 -0.36 10.8 16.59 0.08
LD3 0 0 -0.15 -0.78
LD1 -1.34 -1.45 -26.59 -34.84

EDZ4 -2.59 -5.93 -18.42 3.6
ED4 -2.59 -5.83 -18.42 -0.02
ED2 -15.27 -53.35 -46.14 -0.2

100 LM4 0 0 0 0
LS1 0 -0.56 -0.71 0
LM2 0 11.80 17.56 0
LD3 0 0 0 -0.54
LD1 -0.09 -0.88 -26.06 –

EDZ4 -0.046 -6.90 -16.99 2.42
ED4 -0.046 -6.90 -16.99 0
ED2 -0.299 -55.99 -38.73 0

Tab. 2. Problème de Pagano : Erreur (%) entre la solution analytique [1] Nl = 4 (0◦/90◦/90◦/0◦)et LS1 et les autres
modèles

S Model w̄(%)(z = 0) σ13(%)(z = h
6
+
) σ23(%)(z = h

6
+
) σzz(%)(z = h

6
+
)

4 LM4 0 0,35 0,44 0,013
LS1 1,54 2,10 -3,52 -0,16
LM2 -0,40 13,42 25 0,68
EDZ4 -0,45 26,44 -0,78 -14,64

10 LM4 – 0 0 0,094
LS1 – -0,53 2,38 0
LM2 – 4,07 22,91 15,18
EDZ4 – -0,051 3,27 -22,93

Tab. 3. Problème de Pagano : Erreur (%) entre la solution analytique [1] pour Nl = 3 (0◦/90◦/0◦) et LS1 et les autres
modèles
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Fig. 3. plaque carrée :Nl = 4, la distribution des contraintes de cisaillement σ13 = Sσ13 (à gauche), et contrainte normale
σ33 (à droite) (0◦/90◦/90◦/0◦) avec S=a/h = 4 pour différents raffinements dans l’épaisseur

pour l’expansion en série.
Résultats numériques et discussions :

Face sheet material E1 = 70×103 MPa E2 = 71×103 MPa

E3 = 69×103 MPa G = 26×103 MPa ν = 0.3
Core material E1 = E2 = 3 MPa E3 = 2.8 MPa G = 1 MPa ν = 0.25

Tab. 4. Exemple 2 : plaque chargée localement

Fig. 4. Exemple 2 :Description géométrique cas 2

Les déplacements W , les contraintes planes σxx, σyy sur la face supérieure sont présentés dans le
tableau tab.5. On constate que notre modèle (LS1) est le seul en excellent accord avec la solution
analytique 3D, celle obtenue par éléments finis 3D Nastran et LM4. Le calcul des contraintes avec
notre modèle s’avère plus précis qu’avec un modèle pourtant relativement riche comme le LM2.
Les deux modèles EMZC3 et EDZ4 sont en revanche inefficaces pour résoudre ce problème. Ainsi,
l’erreur de σxx par rapport la solution analytique 3D sur la face supérieure est de 1.66% pour le calcul
par éléments finis 3D (Nastran), 0,83% avec notre modèle(LS1), −7,08% et −49,13% pour LM2[7]
et EMZC3. Les erreurs sur la face inférieure sont respectivement : 0.0% obtenue par éléments finis
3D de Nastran, 0.8% pour le modèle LS1, les modèles LM2, EMZC3 présentent des erreurs de 1.6%
et 57.6%.
On peut aussi regarder l’évolution des contraintes planes σxx, σyy suivant la direction x sur les faces

supérieure et inférieure. Ceci est représenté en figures Figs.5. On constate que par rapport au LM4,
qui constitue notre référence, le modèle LS1 se comporte bien.
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Analysis z Uz(%) σyy(%) σxx(%) σxy(%)
NASTRAN5 (3D) [2] Top 1,59 -1,66 0,64 0

Bottom -51,66 0,34 0
LM4 Top -0,05 -0,08 -0,24 0

Bottom -0,14 -0,24 0
LS1 Top -0,26 -0,83 0,16 0

Bottom -1,84 -1,38 0
LM2 Top -0,63 -2,37 -3,61 0

Bottom -2,42 -3,50 0
LM2 [7] Top -0,46 -7,08 -4,56 0

Bottom -6,93 -4,14 0
EDZ4 Top -17,09 62,28 10,58 0

Bottom 73,13 11,98 0
EMZC3 [7] Top -45,81 -49,13 -65,66 0

Bottom -43,89 -82,82 0

Tab. 5. Problème de Meyer-Piening : Erreur (%) entre LS1 et les autres modèles par rapport à la solution analytique [2]
( x = a/2,y = b/2) (sur la face supérieure)

La précision et la stabilité de l’approche est bien mieux en évidence par l’étude de l’évolution de la
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Fig. 5. problème de Meyer-Piening : L’évolution de contraintes planes σxx suivant la direction x

contrainte de cisaillement σ13 suivant la direction x sur l’interface entre les couches (position z1 =
−5.5mm, z2 = 5.9mm) Figs.6 et sur la distribution de contraintes normales σ33 suivant l’épaisseur
Figs.7. On trouve une très bonne concordance avec le LM4 référent, là où les autres modèles proposent
des solutions très dispersées et très différentes.

4. Conclusions

L’objectif de ce présent article était double, à savoir positionner une approche dérivant des travaux
de Pagano peu explorés, et en éprouver sur des exemples de benchmarks reconnus la pertinence et
la précision. Ce modèle avait auparavant fait ses preuves sur le traitement de singularités et d’ef-
fets de bords. Cette approche en contrainte permet sans hypothèses sur les déplacements 3D de bien
approcher les contraintes transverses aux interfaces et à l’intérieur des couches sans opérations de
post-processing puisque ces contraintes sont introduites comme inconnues dans les équations du pro-
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9



Comptes Rendus des JNC 17 – Poitiers 2011

blème. Celà peut autoriser des calculs plus rapides et de l’optimisation par itération directe.
La qualité du calcul des contraintes transverses a été montrée sur 2 exemples classiques, et comparée à
plusieurs autres approches références. Malgré des approximations assez simples (polynomes de degré
1 pour les contraintes membranaires, de degré 2 et 3 pour respectivement, cisaillements transverses
et contrainte normale), les résultats sont proches de modélisations mixtes sophistiquées, qui utilisent
par exemple (LM4) des déplacements (et donc implicitement des contraintes membranaires) d’ordre
4 plus des approximations sur les contraintes. Les simulations sont meilleures qu’avec les autres mo-
dèles testés moins raffinés que le LM4 .
Un autre intérêt de la méthode est d’exhiber des déplacements généralisés par couche, associés aux
approximations en contraintes, de type Reissner-Mindlin, 3 déplacements et deux rotations de sec-
tion, et ainsi de bien s’adapter à des formulations EF en déplacement classiques. Une implémentation
Abaqus est en cours.
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