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Résumeé

Cet article propose une construction du cofps partir exclusivement des

écritures décimales périodiques. Il y est égaleragpbsé des algorithmes pour
effectuer les quatre opérations de base sur lesinalis en écriture décimale,

sans passer par I'écriture fractionnaire. Les té®imathématiques servent de
base a une discussion sur I'enseignement des nendames |I'enseignement

secondaire et notamment sur I'égalité 0,999...=1.

Mots-clés: nombres rationnels, développement décimal il@émiopération,
algorithme.

Introduction

Le point central de cet article est la constructrmmovante du corp® par les
Développements Décimaux lllimités (DDI). Nous dé&fsons les quatre
opérations de bases pour les Développements Déxittiamités Périodiques
(DDIP) et nous proposons pour chacune un algoritijmes’appuient sur les
algorithmes appris a I'école élémentaire pour teges codés en base dix.

Un point demande une attention particuliere. Un etippement décimal
périodique est avant tout une représentation séqmtdont les signes sont
numériques (les chiffres et la virgule pour I'egs#h Or, nous voulons des
nombres puisque I'on veut définir des opérationrsces DDIP. Dés la premiere
opération, la somme, nous sommes confrontés aamseh entre d’'une part la
représentation sémiotique choisie et d’autre pest iombres que l'on veut
obtenir. Cette tension est résolue en identifiaat que l'on appelle les
représentations propres et impropres des décimaudomrt I'embléme est
I'égalité 0,999...=1. En effet, si 'on n'impose pes type d’égalité, la relation
at+x=b+x pourrait avoir lieu sans que=b. Nous introduisons alors les rationnels
gue nous distinguons des DDIP a I'état brut — pgesquels il est évident que
0,999...<1.

Cette tension est souvent ressentie par les emsgglorsqu’ils essaient de faire
comprendre a leurs éleves pourquoi il y a égalitteee0,999... et 1. Nous




éclairons le probléme en montrant qu'il n’y a pasgdlité en soi, il s'agit
simplement d’une nécessité si 'on veut utilises BDI comme des nombres.
C’est d’ailleurs de cette maniére que procedenéfsgignants : soit en calculant
10%0,999... — 0,999... =9 et ainsi conclure>x®99... = 9 et donc 0,999...=1,
soit en procédant aux calculs de I'égalit&l/@ = 3x0,333... qui méne
directement a I'égalité voulue. On utilise bien aesnbres dans ces procedeés.
Mais alors la question se pose, et nombreux santeteseignants qui se la
posent : est-ce licite d’effectuer de tels cal@uiSar méme s’il ne semble pas y
avoir de probleme de retenue et que tout sembled@easser, il n’en reste pas
moins que ces opérations n’ont jamais été définies.

Notre proposition, notamment pour l'algorithme de somme, permet de
justifier pleinement ces procédés méme s’il nousiipplus simple d’invoquer
la relation X+0,999...=X+1 pour tout X qui n"'admetspde période de 0. Cette
construction d&) permet donc de démystifier I'égalité 1=0,999... eoppsant
un véritable cadre mathématique pour une justiicadlgébrique.

Nous ne produisons pas toutes les démonstratiamsl@fcentrer le propos sur
les aspects algorithmiques des opérations. La flaes preuves sont simples
mais longues et parfois techniques et il ne paastimportant de les incorporer
a ce texte. Des indications sont données pourdetedrs intéressés par les
justifications mathématiques. Chaque définitiorrésultat est encadré afin de
pouvoir le repérer facilement et nous ne numérotqus les propositions
importantes ainsi que les théorémes afin de neapais une présentation trop
formelle.

Ce texte est ponctué de nombreux exemples, notammeuar montrer
I'utilisation des algorithmes que nous proposores talculs sont exclusivement
effectués avec I'écriture décimale illimité périgde des rationnels — le lecteur
intéressé pourra effectuer ces mémes calculs apragersion dans le registre
fractionnaire. Cela étant, a aucun moment le negisactionnaire ne servira a
construire une technique pour une des opératiolsisie — Nous ne NouUs servons
des fractions seulement par commodité pour justifiee tout rationnel non nul
admet un inverse. Pour reprendre les termes del{i986), nous élaborons
des traitements du registre des DDIP, ce qui peugmterpréter comme des
praxis sur un certain registre (Nikolantonakis &r, 2010).

Afin de faciliter la lecture, I'article est écrines’appuyant sur la numération de
position en base dix, mais tous les résultats, @gcle théoreme 4 sur la taille
des périodes, sont également valables dans lesschdses de numération. Les
suites de 9 sont simplement remplacées, en Bagar les suites du chiffre
représentarB—1. Lorsque I'on note 10 et 10-1 il faut comprerBlet B-1.

La premiere partie précise rapidement le cadreaéue qui correspond a peu
prés a ce que l'on sait faire actuellement avecDB$P. Le probleme de la
double représentation des décimaux est posé : tht de vue strictement
sémiotique il vient naturellement « 0,999...<1 ».



En deuxieme partie, apres avoir exhibé la struaigébrique de I'ensemble des
périodes, nous définissons une somme, et une @hitér sur les rationnels en
écriture décimale ainsi que la multiplication parantier par I'addition réitérée.
Cette voie mathématique permet de comprendre pouigdoit y avoir égalité
entre 1 et 0,999... dans le groufg ).

La troisiéme partie est dévolue aux fractions. Nidestifions chaque rationnel
a l'unique solution d’'une équation du typex = N dansQ ouD etN sont des
entiers.

La quatrieme partie se focalise sur le délicat i@l de la multiplication. Le
réle des suites infinies de « 9 » est essentielol@ent alors le corp® et I'on
définit les algorithmes de la multiplication etldedivision.

La présentation mathématique est ponctuée de reemgpuvent en lien avec
I'enseignement des mathématiques afin de montretetét local de certains
résultats. Enfin, en guise de conclusion, nous rpose trois questions
essentielles sur le sujet pour I'enseignement skt Chacune de ces
guestions sera discutée avec precision.

| Cadre sémiotique et comparaison

Dans cette premiére section nous introduisons ¢eations utilisées dans le
texte et nécessaire pour avoir un discours mathgneatohérent.

1- Notations

Par extension du codage usuel des décimaux, nquelosmg DDI une suite
infinie de chiffres de la forme,a,;...apa1a5...a,... oU lesa sont des
éléments de {0,1,2,...,9}. Lorsque la suite est pigoe (a droite) a partir d’'un
rangm, on dit que le DDI est périodique, DDIP en abrégé.

Nous commencons par définir ce qu’est un « motleseprincipales actions que
I'on peut faire avec les mots. Il s’agit exactemdnt ce que I'on appelle en
programmation une chaine de caracteres.

L’objectif principal est de pouvoir facilement dierles propriétés des écritures
décimales périodigues en trois paquets qui seretprétés comme des mots :
la partie entiére, une partie décimale finie et yiode. Par exemple,
32,09702081081081... sera décrit par les trois met8E W='09702" et
[1='081". Comme nous le constatons, tous les zéros Boportants pour la
partie décimale et la période. En revanche, lessz&igauche de la partie entiére
sont sans incidence pour notre propos. Nous n&mditons donc pas compte ce
qui revient a imposer que E commence par un chiidre nul.

Plus généralement, un mot est une séquence finienfinie de chiffres,
éventuellement vide. Si le mot est fini, le hombeechiffres qui le composent
est appelé taille du mot. Ainsi E='32’ est un mettdille 2, W="09702’ est un



mot de taille 5J1="081" est un mot de taille 3 et ” est le mot videi est de
taille O.

Nous aurons souvent I'occasion d’associer a unlmotier qui lui correspond
directement. Par exemple, le midt‘081’ (lire « 0, 8, 1 »), de taille 3, est
associé au nombre 81 (lire « quatre-vingt un »).

Attention ! ‘0020’ est un mot de taille 4 et ‘02685t un mot de taille 3. Ce sont
deux mots difféerents méme s’ils sont tous deux @éscau méme entier 20. I
s’agit d'un phénomeéne bien connu des programmel@820’ et ‘020’ sont
deux chaines de caracteres différentes qui, siesncbnvertit en nombre,
donnent deux nombres égaux.

Pour ne pas alourdir les notations, nous ne maogsgpas la distinction entre
mot et nombre associé. Cela ne pose des problemeslogsque le mot
commence par des zéros, il suffit alors de se soude la taille du mot pour
éviter les problemes et de s’obliger a toujourdgrédes zéros, ce que nous
ferons. Pour aider le lecteur dans cette distingtion mot sera toujours
représenté par une lettre majuscule (V, W, R, By lettre de l'alphabet grec
lorsque le mot représentera une péridded|, =, I).

Il N’y a évidemment pas unicité de la descriptionndDDIP a l'aide de trois
mots. Reprenons notre exemple 32,0970208108108bn. peut également
prendre E=32, V=097020 €=810. Nous avongjouté par concaténation un
chiffre de la période a la partie décimale ce qgiassite de procéder a une
permutation des chiffres de la période et nousoaariout aussi bien pu prendre
©®=810810. Les opérations suivantes vont nous étesut
Pour deux mots \ét W, lorsque I'on note VW cela signifie que I'oaitfune
concaténation des deux mots.
Par exemple, pour V=305 et W=61, on a : VW = 30564t de taille 3+2=5.
Pour un motl=a;a,...a et un entiek:

- o(IT)=a,...aa; désigne le mot de méme taillebtenu par permutation ;

- II* désigne la séquence de chifffedI1...IT répétée fois ;

- I désigne la séquence infinie de chifffaésIl....
Par exemple, podi=081 :

- o(I1)=810 etcX(I1)=108 ;

- I1* = 081081081081, mot de taille3=12.
Deux motsll et ® de méme taillé sont dits congrus module s’il existe une
puissanceplIN de la permutatiors telle que®=c"(I1). Il s’'agit évidemment
d’'une relation d’équivalence dans les mots deetdillPar exemple, la classe
d’équivalence dé&€I=081 est {081 ; 810 ; 108}. Cela donne toutes kasogles de
3 chiffres qui permettent de décrire 32,09702080831...
Précisons enfin que, pour un chifiaea désignera toujours le mat...ade
taille | constitué del chiffres tous égaux &. Ainsi, 1'=1111, §=999 et
0°=000000.



2- Comparaisons

Avec les notations précédentes, un DDIP pourradirié sous une des formes
suivantes :

X= anaq_l...ao,alaz...amllHH...,

X= anan_l_...ao,a_laz...a_ml'l :

X = E,WIN (W peut étre le mot videl] est appelée une période de X).
L’égalité de deux DDIP correspond a I'égalité ateifh chiffre. Par exemple, on
a 1343313=1345838=13458B81=134581813, 70,510=7051051 et
45701818=457,018B18181=457,A8.

Cette égalité peut étre formalisée par les notatab la section précédente ce
qui revient en fait a déterminer toutes les masiéedécrire un DDIP avec trois
mots E, W etll. En particulier, une période minimal® d’'un DDIP permet
d’obtenir toutes les autres périodes possiblesoesidérant les motd* pourk
entier non nul et leurs congrues modsilo

On peut remarquer que deux descriptions d’'un mém&bnt toujours des

parties entiéres égafest que 7819# 7820. Attention, nous parlons ici de
DDIP et pas encore de nombres.

Un nombre décimal peut s’écrire avec une écritugeirdale finie et peut
évidemment étre considéré comme un DDIRjentanta droite le mot infinid
comme par exemple 4,56 avds60 ou encore 67 avéi,0. De cette maniére,
on peut considérer que l'ensemble des DDIP contlamsemble D des
décimaux.

Nous ordonnons I'ensemble des DDIP par l'ordredegraphique. Cet ordre
constitue une extension naturelle de I'ordrelde cet ordre sera adapté a la
section Il pour le cas de la comparaison des déoimdensemble des DDIP est
donc un ensemble totalement ordonné qui contiensémbleD des décimaux
et l'injection deD dans I'ensemble des DDIP est croissante. Notoesdains

I'ensemble des DDIP, 0, est strictement inférieur a 1 et que le segme® J0
1] est de cardinal 2 — cela constitue une granifiérdnce topologique avda.

Cet ordre que nous définissons par une extensituratle a I'ensemble des
DDIP est qualifié dessémiotiqueafin de pouvoir 'opposer a I'ordre des nombres
rationnels. Ce dernier, que nous qualifierons d@rdimérique est identique a
I'ordre sémiotique sauf lorsque I'on compare deuRIB® qui définissent un
méme nombre décimal comme nous le verrons a leoseutivante. Cette |égere
anticipation sur la suite n’est évidemment passurgrise.

! Classiquement, tout DDIP admet une période die taiinimale qui n’est pas unique sauf lorsque deitke est
1.
2 Nous rappelons que nous ne tenons ici pas conegtéwentuels zéros & gauche du mot E.



Il Groupes additifs

Avant de définir la somme de deux DDIP qui méneray@pupe abéliend,+),
nous étudions la structure algébrique des périddeille fixée. La définition
d’'une somme de deux périodes de méme taille ssentslle pour définir la
somme de deux DDIP.

1- Le groupe additif des périodes

Soit G I'ensemble des mots dechiffres (y compris avec d’éventuels zéros a
gauche comme 008I5,). Les éléments de,Gont appelés « périodes de taille
| » ou simplement « périodes » car dans notre gegerides DDIP les éléments
de G modéliseront les périodes.

Il peut paraitre naturel de définir une somme suerGutilisant la somme dans
N. Mais il faut prendre des précautions. Prenonsepgample les périodes de
taille 2 suivantes I1=24 et ®=96. Si nous faisons la somme dads nous
obtenondI+®=120 qui n’est pas dans, Guisqu’il s’agit d’'un mot de taille 3.
Nous convenons de procéder comme suit pour faisedame de deux périodes
de tailled : faire la somme des deux entiers associés edsl@chéant, ajouter la
retenue, qui serait normalement placée au ahgau premier rang.

Dans les exemples suivants, la troisieme ligne ddenrésultat de la somme
usuelle dans\, le résultat de la somme danss@é lit a la derniéere ligne.

2 4 2 4 2424 242424 8 3
+17 +96 +1097 + 880703 + 1 7
41 120 3521 1123127 100
21 123128 01

Les opérations 2, 4 et 5 montrent comment repdateetenue dans GLa 5
opération montre qu’il faut conserver les 0 afiaviiir des mots de la bonne
taille.

Il ne faut pas s’étonner de la gestion un pratiguede la derniere retenue car
notre objectif est de faire la somme de deux DDdntdes périodes sont
répétées indéfiniment et I'on peut comprendre lemree dans Gde cette
maniere il faut compter la retenue qui vient de la périgdste a droite Nous
notonsl] cette somme sur,@fin de la distinguer de la somme +MeOn peut
formaliser la somme de, @e la maniére suivante :

Soit deux périoded] et®, de méme taillé Soit W le mot de taillé et R=0 ou
1 un mot de taille 1 tel que RWEFO (somme dandl). Alors, [10G = W+R
qui est un mot de taille

Nous avons deux éléments neutres gougui sont Oet 9. Par exemple, dans
G3;, on a 5201000=5201999=520. |l faut toutefois noter une restrictiorupd
puisque 'on atd 9 = 9.



Regardons le probléme des opposés. Il nexist@l@geeriode de £&qui, ajoutée

a 520 donne 000 alors que I'on a BRAY9=999. Ainsi, comme nous le voyons
sur cet exemple, pour toute période ded@tincte de  on peut trouver un
opposéel que leur somme soit égale'a®ette propriété est fausse polr 0

9 semble donc un meilleur candidat pour étre I'éldinmeutre naturel de,G0On
obtient finalement une structure de groupe surGi est obtenu & partir dg,G
soit en excluant la périodé 8oit en identifiant les élémentsed 9 :

Théoréme 1
(G/",0) est un groupe abélien d’élément neutret@&somorphe Z/9' Z.

Toutefois, s'il est naturel du point de vue alggbd de considérer que (-
520)=479, il n’en reste pas mMoins que nous somnmweEP a écrire 520—
520=000 et non 520-520=999 ! Pour cette raisons tm@isuite, nous n’optons
pas pour une exclusion radicale et nous identifleasieux périodes! & 9. En
outre, nous ne ferons plus la distinction entreeGG.

2- Propriétés de la somnié des périodes

Cette sommeé] permet de compléter la structure de Kaais, en section I-1,
nous avions également défini deux autres actiossngiglles sur les périodes, la
répétition et la permutation. Regardons deux exespl

- Dans G on a 56178=35, et dans &on a 565656787878=353535. Sur
cet exemple, nous voyons que la sonmmpermet de prendre en compte
le fait que, pour un DDIP de périodé& on peut aussi considérer la
périodell® (p=3 dans notre exemple).

- Dans G on a 8451603=449 etc(845)1c(603)=4581036=4945(449).
Sur cet exemple, nous voyons que la sonimeermet de prendre en
compte le fait que, pour un DDIP de périddeon peut aussi considérer
la périodes(IT).

La proposition suivante précise le résultat géngualmontre que tout se passe
convenablement entre la somme de deux périodes epkrations de répétition
et de permutation des périodes vues en sectian I-1

Proposition 1

SoitIT et® deux périodes de,@tp un entier
- [P O ©° = (IO\)° (égalité dans 6 ;

- o"(IT) O 6”(®) =c"(1110).

Pour conclure I'étude du groupe des périodes, moegons en évidence un
résultat surprenant qui aura son importance pofinidéa multiplication de
deux rationnels par les DDIP. Prenons un exempée &vpériodd1=340981 de
Ge. Faisons des sommes successiveH @¢ de ses permutée¥I1) en prenant
pourp des multiples d’un entidt.



Pour aved’' =3, on calcule :

I1 O o°(I1) = 3409810 981340 = 322322 = 322
Pourl’= 4, on calculdI O ¢*(11), puisII O ¢*(IT) O ¢°(I1), etc. On trouve :

I1 0 o*(I1) = 340981 813409 = 154391 ;

I1 O o*(I1) O o%(11) = 3409810 8134090 098134 = 252525 = 35
On se rend compte que, pour certaines de ces sqnemneEsultat est toujours
une puissance (au sens des mots bien entendwsuktat général est donné par
la proposition suivante.

Proposition 2
Soit | et I’ deux entiersd leur PGCD, etr etr les deux entiers tels que
rxl=r’ xI"'=PPCM(,I"). SoitIl une période de Gll existe un mok de tailled tel
que

NOc @O0 ... 06" M =x"

La preuve est immédiate car deux chiffres dontaegs different d’'un multiple
ded sont obtenus par les mémes sommes (avec les élleatietenues).

3- Somme de deux DDIP

La somme des périodes de méme taille définie &dtam précédente permet,
puisque cette somme a Ibennespropriétés de la proposition 1, de définir la

somme de deux DDIP. Voyons quelques exemples. L

» Le premier cas est le cas simple ot iln'yariend 3 4 0 4 5
nouveau 34,045+ 2527 =36,5/2 + 2,52 7
* Le deuxieme cas est plus complexe car il montre 3 6,5 7 2
comment gérer les retenues goirtent de la période L1
Nous marquons en gras les retenues qu’il faut cempt 3.2 4
deux fois: au premier chiffre de la période et au , 4 9 ¢
premier chiffre a gauche de la période (le O troamé 8 2 21
premier est donc barré et remplacer par un 1). On ’

. — 1
trouve : 3,.2.4\+ 496= 8,2i - 572 424
* Le troisieme cas5,/24+8,3071 montre comment _ 830 713

procéder lorsque les périodes ne commencent paslaﬁ’ 03 137
méme rang (il faut alorsdécaler la période en ’

permutant ses chiffres paj et que les périodes n’ont pas la méme tailleil(ici
suffit de répéter la période 24 ; en général,ut faendre le PPCM des tailles).
Avec ce dernier exemple, on voit l'intérét de lagwsition 1 qui permet de
justifier la consistance de l'algorithme de la soengque nous présentons ici.
Plus généralement, nous définissons la somme de DBUP de la maniéere
suivante et qui étend naturellement la somme de dégimaux en écriture
décimale :



Soit X,=E1,W;M; et X= E,;W,IM, deux DDIP dont les périodes sont de méme

taille | et dont les mots \Wet W, ont la méme taillé. La somme X+X,=E,WT1
est définie par :

- II=I1,0I1, (somme dans §;

- W est un mot de tailleet R’=0 ou 1 est un mot de taille 1;

- R'W=W;+W, +R ou R=0 ou 1 est la retenue dans le calcil, dd1, ;

- E=E+E+R.

Remarquons que deux DDIP; Xt X, admettent toujours une représentation
commune comme dans la définition :

- pour avoir des périodes de la méme taille, ort peendre le PPCM des
tailles (ou tout autre multiple commun).

- si Wy et W, nont pas la méme taille, par exemple sj 8k chiffres de
plus que W, il suffit de concaténer a Wes k premiers chiffres de la
périodeIl,, dans l'ordre, quitte a prendre plusieurs périodgset de
considérer la période(I1,).

La somme ainsi exposée est bien définie car lemtéegkes modifications
précédentes pour avoir des représentations au rf@mat est sans incidence
sur le résultat. La preuve est un peu longue na&ivement facile et repose
essentiellement sur la proposition 1.

4- Des DDIP aux nombres rationnels

Regardons maintenant le cas particulier des déecinlbest facile de calculer
3,745+ 0,9= 4,745, ce qui se généralise en :

SoitX un DDIP qui n'admet pas la période 0, oXa 0,9=X +1,0.

Ainsi, s'il est clair que les DDIP 0,et 10 sont différents, il est impératif de les
identifier afin d’avoir un ensemble de nombres aescpropriétés usuelles. Il en
est donc de méme de tous les décimaux qui ont dEpnésentations et nous

utilisons leurs notations usuelles comme par exerhpl=1 et 579 = 58.

On definit alorsQ. comme étant 'ensemble des DDIP obtenu en idantifies

mots infinis @ et 10. Les éléments d€). sont appelés nombres rationnels
positifs.

La somme de deux DDIP permet de définir une somams@.. Cette somme
est commutative, associative et elle admet I'élémentre 00.

vV

Insistons sur le fait que la nécessaire identificaprovient d’'une caractéristique
algébrique des nombres et non pas dune caraaj@éastanalytigue ou
sémiotique.



5- Différence de deux DDIP

On peut définir facilement une différence entrexdBDIP de la méme maniere
gue la somme avec le méme systeme de retenue. ¥Yodgox exemples :

[En

- 11 1
57 2 424 572 42 4
- 3,80 713 -~ 387 133
1,91 711 1,85 2 9 40

5724-380713=191711 5724—- 387133=185290

Dans cet algorithme, pour effectuer X X,, il est bien entendu nécessaire que
X,<X;. En revanche, on remarque que le cas de I'égadgé un probléme pour
les décimaux. Car si I'algorithme donne bien latieh 1-09=0, il ne peut
fonctionner avec @—1.

Ce cas particulier est intéressant car si noushbas a déterminer la différence
de deux nombres, lalgorithme quant a lui fait l|#fédence de deux
représentations sémiotiques. Ainsi, lorsque l'omtveffectuer X—X,, il est
nécessaire que .XX; au sens sémiotique (et non numeérique) ce qui n’est
précisément pas Vvérifié pour % 0,9 et X, = 1.

Nous pouvons désormais définir 'ensemble des nemitationnels :

En symétrisant@.,+), on définit le groupe abélie@(+) dont les éléments sont
appelés nombres rationnels.

Nous nous en tenons dans cet article aux seutsregtispositifs Pour effectuer

la somme de deux rationnels relatifs on procéddadenaniére usuelle en
revenant a la somme ou a la difféerence de deuwnmis positifs comme
lorsque I'on passe dd aZ (voir par exemple (Glaeser, 1981) pour un exposé
didactique et épistémologique). On peut aussi montjue la somme est
compatible avec 'ordre d@.

6- La multiplication par un entier

Une conséquence directe de la structure de grdufleena est que, par addition
réitérée, on définit immédiatement :

- la multiplication, notéallIl, d’'une périodd] de G par un entien;

- la multiplication, notéaxx, d’un rationnek deQ par un entien.
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Voyons quelques exemples :

71124=69 puisque ¥24 = 168 57,24
380 24=21 puisque 3824 =912 x 38
5 1 3
457,923
5 1_ 2 2
5,72 4 1717, 2
X I 457,93
40, 06 A9 +1717,27
_ _ 1 1 1
7x5724=40,069 21765,2 ¢1

38x57,24=217521
Dans le dernier calcul, on constate gu'’il peut @teessaire de procéder a un
décalage, indiqué par la fleche, pour que les gésarestent a droite de la
virgule.
Les résultats suivants sont trés importants caoeisnettent d’avoir les solutions
des équations du tyggxx=N ouD etN sont des entiers. Nous allons préciser ce
point a la section Ill.
Proposition 3
- Pour toutll de G, on ac(IT)=10CI11.
- Pourtoutil de G,ona: di1=49.

- SoitIT une période de GAlors 9' x0,M = (le résultat est daris).

- La multiplication par 10 d’'un DDIP correspond ra shift-gauche (gauche
par rapport a la virgule).

- Sixest un rationnel non nul, alors pour tout enlefe rationneDxx est
non nul.

Attention, au deuxiéme point on ne peut pas patke€lément absorbant » de

G, car on multipliell par I'entierd pour obtenir la_périod€, ainsi, les deux'9

n'ont pas la méme signification (avec la multiptioa externell sur G, nous

retrouvons ici la distinction entre entier et mot).

Ill- Les fractions

On appelle fraction une solution d’'une équativxx = N ou D et N sont deux
entiers,D étant non nul. Nous allons montrer I'équivalenotreeles fractions et
les rationnels ce qui permettra d’avoir une nowvediprésentation des éléments
deQ. Puis nous nous intéresserons a la taille deeqesi
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1- Identification d&) comme I'ensemble des fractions

Pour une périodél de taillel, la proposition 3 permet de trouver un entied

tel quesOII soit égal & I'élément neutré & sx0,M soit un entier. En fait, on
peut trouver d'autres entiessplus petits. Par exemple, poli=18, on peut

prendres=11 car on a 1118=99 etl1x 018=19=2. Précisons cela.

Théoreme 2
Pour toute périodH de taillel, il existe un plus petit entier non rdy; tel que :
a- D011 = 9 (égalité dans (5;
b- Dy x0,M est un entier non nul ;
c- 'ensemble des entie® qui vérifienta- oub- est exactement I'ensemble
des multiples d®ry;
d- pour toute périod#l de taillel, Dy est un diviseur de'9
e-tout rationnel est une fraction.

Preuve-Les pointsa et b sont équivalents (il faut distinguer le cHs0) et
proviennent directement de la proposition 3. Lenpoise montre facilement en
écrivant la division euclidienne d@parDy;.

Les pointdd ete sont des conséquences immédiates des points pnésede

On obtient rapidement les nombres suivant®s=0; D;=D;;=D;1:;=9;
Do=Dgg=Dggg=1 ; D,=9 ; D3=3 ; D1g = 11.

Avant de terminer la preuve de l'identification Qeavec les fractions, nous
caractérisons, pour un enti@mon nul, les périodes de dénominatbyrc’est-a-
dire les périodes des solutions aux équations peiyxx=N ou N est un entier.
Le résultat n'est pas nouveau, mais il est ici mbtdu seul point de vue des
DDIP, sans passer par les fractions.

Théoreme 3

a- Soit D un entier non nul. S'il existe deux entigrst| tels que 9= yxD, alors
pour tout entielN, I'équationDxx = N admet dan€). une unique solution qui
estx =N x 0, T oul estle mot de tailleassocié au nombre

b- SoitD un entier premier avec la base. On rfideeplus petit entier tel que 9
y*D pour un certain entier. Alors, en notanf” le mot de taillel associé au
nombrey, 'ensemble des périodes de dénominalzur

- estl'ensemble B éléments AT ; n=1,...,D} contenu dans G
- est un groupe abélien isomorphg/BZ.

Nous rappelons que les période=09 sont identifiées I'une avec l'autre. En
particulier, on a'0= 00 =DOr = 9.
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Regardons tout de suite un exemple au@el3: on trouvel=6 avec
9°=999999=1876923, y=76923, et les 13 périodes de taille 6 sont
000000=999999 et les suivantes :
076923 153846 230769 307692 384615 461538
538461 615384 692307 769230 846153 923076
On observe deux classes de périodes non trivigestituées par les six shifts
de 076923 et les six shifts de 153846. Car bieeneht, dans la liste des
périodes de dénominateldr on retrouve les shifts de chacune des périodes.
On a par exemple la solution dexk35 qui est 50,076923=0,384615

Dans ce théoréme, remarquons que, tant ggb, alors le calcul de
nOI s'effectue sans retenue puisquey reste inférieur a'Qui représente le
plus grand entier de taille Ainsi, nxy est le nombre associé au nmiI" de
taille 1.

Preuve du théoreme 3:’existence de la partia- est immédiate avec ce qui
précede ; I'unicité provient de l'unicité de la wibn aDxx = 0. Ce pointa-
s’applique pour tout entidd qui est premier avec la base de numération puisque
pour un tel entieD il existe un rep-unit'lavec kl<D—1 qui est un multiple de

D.

La preuve du poirth- est immédiate avec ce qui précede, il n'y a qétfier.

On peut aussi considérer le cas des dénomindlean premiers avec la base.
Il se traite en écrivarid = AXD’ ouD’ est premier avec 10 et en considérant les
solutions des équationi¥ xy=N. La période dex commence au rang ou o, est

la plus grande puissance des nombres premiersadivia base qui se trouvent
dans la décomposition en facteur premiebde

En conséquence de ces deux théoremes on obtieésuéiat annoncé et I'on
note comme a I’habitudd/D le rationnel solution de I'équatiddxx = N :

_s

L’ensembleQ est exactement I'ensemble des fractibii® ou D est un entie
non nul etN un entier (relatif).

Notons que ce théoreme qui établit I'existence'wstidité d’'une solution aux
equationdDxx = N n’est pas une trivialité contrairement a ce quergt laisser
penser le programme de la classe de sixié@e résultat est fortement lié a la
construction sémiotique des nombres. En particuller méme type de
construction avec les hombrEsadiquesn’aboutit pas a I'unicité méme si I'on
dispose toujours de I'existence (Rittaud & Vivie911).

% «Quotient exact : Interpréter a/lb comme quotient'eletier a par I'entier b, c’est-a-dire comme lembre qui
multiplié par b donne a» B.O.E.N. spécial n°6 du 28/08/2008 page 15.
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2- Des fractions aux DDIP par divisions

La division euclidienne permet classiqguement derddéner le développement
décimal d’'une fractioiN/D.

Soitk un entier eBy.,...aw18@1...& le quotient euclidien de XN parD (les
a sont des chiffres). Alors, si le rationneést la solution de I'équatioDxx =
N, il existe un mot infini W tel que

X= Q.- Arl s akak—l---aflv\/-

Preuve-La preuve est classique. On écrit la division eliefine : 16<N = Dxq
+ ry avecr<D. Puis, en posani = 10k><qk, on obtienDx(x—%) = 10*xr,. Ainsi,
nécessairement, l&premieres décimales aetx, coincident.

Ce réesultat permet bien entendu de construire gritime ou I'on identifie la
période des que I'on retrouve un reste déja obt®tais il est notable que cet
algorithme ne donne que les développements pra@esiécimaux, c’est-a-dire
avec la période de 0. Cette sélection de la repta@sen d’'un décimal peut
paraitre surprenante a premiere vue, mais il nsemien.

L’algorithme évoqué ci-dessus pour obtenir les DDiRlise la division
euclidienne usuelle. Cette derniére agit sur lgsésentations sémiotiques et
non directement sur les nombres. L’algorithme dothorec comme résultat une
représentation sémiotique qui est par consequéatdil’action de la division
euclidienne sur les représentations sémiotiques.

Changeons donc de division dans l'algorithme quime de déterminer les
décimales d’une fraction :

Pour deux nombres entieagtb non nuls, les entiexg* etr* tels que :
a=qg*xb +r* et O0<r*<b

sont respectivement appelés quotient et reste digiaon euclidienne* da par

b

Il y a peu de différences avec la division euchdie classique :

- on S’interdit le reste nul ;

- on s’autorise donc un reste égal au diviseur ;

- le dividendea=0 n’est pas autorisé (cette différence sur le doeae

validité est sans doute la plus marquée).

L’algorithme qui détermine la représentation en P@Iune fractiorN/D donne
donc le méme résultat pour les rationnels non déwinpuisque I'on n'obtient
jamais un reste euclidien nul. Le plus intéressamicerne les décimaux : le
résultat des divisions euclidiennes* successivesiedDDIP avec une période
de 9.
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3- La taille des périodes

Le théoreme suivant décrit totalement la taille gégsodes a partir des tailles
des périodes pour les dénominateurs premiers. tlemdumiere l'importance
d'une fonction W, du type indicatrice d’Euler, dont la descriptidépend
fortement de la basB et plus particulierement des diviseurs premier8de.
Nous la noton¥ pour ne pas alourdir les énonces.

Théoreme 4
Pour un entieD, on note¥(D) le plus petit entiet qui satisfait est divisible
parD. On a les résultats suivants :
1. Siu etv sont premiers entre eux, aldfguxv) = PPCM®(u) ; P(v)) ;
2. Siu est un diviseur de 10, aloigu)=1;
3. Soitp un nombre premier qui ne divise ni 10 ni 10-1stor

a- pour tout entiek>0 on a¥(p")=p“¥(p) ;

b- W(p) est un diviseur dp-1 ;
4. Soitp un nombre premier différent de 2 tel qufe' divise 10-1 ep” ne divise
pas 10-1 pour un certain entierl alors :

a- pour tout entiek>0 on a¥(p“™*)=p"¥(p*) ;

b- si k<o alors¥(p“)=1 ;

c-¥(p") =p.
5. En bas@ impaire, on définit les entiers>1 etn>0 par :B = 2 'xn+1 etn est
impair.

a- Sia>2, pour tout entiek=0 on a¥(2***) = 2*;

b- Sia=2, soitp le plus grand entier non nul tel g€l soit divisible par
2kt alllors\P(2°‘)=‘I’(2°“L1 =...=¢(2"**) = 2 et pour tout entide=0 on a¥(2**™)

La preuve de ce théoréme est donnée en annexe.

Il est remarquable que la fonctioH, bien que dépendant de la base de
numeération, ait des propriétés proches de l'indicatd’ Euler que I'on note
traditionnellementp. En particulier, et quelle que soit la base de énaition, on

a immédiatemen@B < ¢. Cette inégalité peut étre (la base est dix dass |
exemples suivants) :

- stricte :¥(11)=2 <¢(11)=10 et¥(13)=6 <¢(13)=12 ;

- une égalité ¥(7)=6=p(7), ¥Y(17)=16=p(17) et¥(19)=18=p(19).

La structure particuliere des périodes en basaléigertains nombres premiers
comme 7, 17 et 19 ou toutes les périodes sont oésea partir des shifts d’'une
période non triviale est bien connu :

- y=97 etl’ = 142857 pour le dénominateur 7 ;

- y=9'917 etl' = 0588235294117647 pour le dénominateur 17 :

- y=9'%19 etl' = 052631578947368421 pour le dénominateur 19.

Le corollaire suivant explique le phénoméne.
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SoitD un nombre tel qu&(D)=D-1 :
a- D est un nombre premier ;
b- toutes les périodes de dénominatewsont obtenues par un shift d'une
période non triviale.

Preuve- Le théoreme 4 assure U est nécessairement premier, car alors
¢(D)=D-1 ce qui ne peut se produire qu®sest premier (et l'inégalité est alors
une égalité).

Soit IT une période non triviale. Supposons qu'’il existenuot® et un entier
p>1 tels qudl=0°. Alors, par le théoreme B est un multiple, multiple strict
puisquep>1, deDg (qui n’est ni 0 ni 1) eD ne peut étre un nombre premier. Par
suite, il y en a exactemebt1 shifts différents de la périodé ce qui permet
d’énumeérer toutes les périodes non triviales deadmateurd.

IV Le corps Q

Dans cette section, nous terminons la construaiortorpsQ des rationnels,
toujours a partir des DDIP. Avec la multiplicatiompus abordons la partie la
plus difficile de l'article.

1- Multiplication de deux périodigues simples

La difficulté majeure pour définir la multiplicatiode deux rationnels par les
DDIP consiste en lidentification de la période pioduit et notamment de sa
taille. Le principe repose sur des sommes triamgadasuccessives jusqu’a
obtention d’'une période de 9.

Regardons un exemple simple. Pour effectuer leyiro@5x 0,3, on calcule
5x 0,3=1,6 ce qui permet de calculer successivement :

05%0,3= 016 ;

(05+ 005) % 0,3= 016+ 0016 = 0183 ;

(05+ 005+ 0,009 % 0,3= 016+ 0016+ 0,0016 = 0184
Cette derniere somme donne comme résultat le dé6ipd5. Cela permet de
conclure &0,5x 0,3=0,185.
Entrons dans le vif du sujet avec le théoreme Spgunet de définir le produit
commutatif 0,0x0,0'=0,® ou la taille ded est un multiple du PPCM des
tailles des périoded et®'.
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Théoréme 5
Soit 0,0 un rationnel de périod@ de taillel et 0,0' un rationnel de période’
de taillel’. Soitr etr’ tels quaxl=r'xI'=PPCM(,I") etd=PGCD(,1").
Le produit®’ x0,0 est de la forme W] ol W est un mot de taille (quitte &
ajouter des 0 a gauche)leéest une période de taille
Le produit®x0,0" est de la forme W' o W est un mot de taille (quitte &
ajouter des 0 a gauche)l&test une période de taille
Pour un entiek, on définit les deux rationnels suivants :

X, =0,WnN +00 "W +...+ 00'wn

et

i =0, W'+ 00' W' +...+ 00w’
1- On ax._1=Y,_; et il existe un Mok de tailled=PGCD(,I") tel quex,_;ety,_;
soient de périodE.
2- 1l existe un enties tel quesdE = & et un motd de taille PPCM(I’ )xs tel
queXy _1xs= Yr-1s = 0P (ce sont des décimaux).

Preuve-1- L'existence des deux mafsetX’ de tailled, respectivement pour les
périodes des deux rationnels, est acquise paofaopition 2. Il reste & montrer
I'égalité des deux rationnels pour les indice$ etr'—1. La preuve est technique
mais ne pose pas de difficulté particuliere. llfisuf’écrire les sommes dans
chacun des deux cas en partant d’'une décomposdlitignoduit®x®’ en (+I")/d
paquets deal chiffres. On constate alors que I'on effectue lé&mas sommes.
Ainsi, les mots de taillel qui définissent les périodes des deux rationnait s
également eégaux.

2- Sixy_1=Y,_1 ne sont pas des décimaux (sinon la preuve es) fialiorsE n’est
pas nul. Comme on a&"(I)=II et ¢" (IT)=IT’, alors Xy_1) = Ya¢y) SONt de
période 21X (produit dans @, Xs—1)= Ya¢-1) SONt de périodel3X (produit dans
Gy), etc. L'existence de ne pose pas de probléme puisqueesit I'entier §, la
période commune &y, _1)= Y1) €stsX (produit dans @ qui est aussi égale
(cf. proposition 3) a9 On peut donc prendre le plus petit des ensded que
s0x = ¢ dans G. On a bien I'existence du mdt de taille PPCM(I’)xs (il
suffit de compter la taille, apres avoir réduitslate infinie ® par 10) tel que
X -1ps= Yr-1s = 0D qui sont donc des déecimaux.

On trouve facilement0,9%0,9= 0,9, mais prenons d'autres exemples pour

mieux comprendre l'algorithme que I'on peut metreceuvre pour calculer le
produit de deux DDIP simples.

Exemple I 0,5x 0,37 ;=1 etl' =2.

On fait d’abgrd 53Z=185 ce cgi fait :
37x0,5=20,5 (c’est W[1);

17



5x 0,37=186 (c’est W,T").
Regardons le premier point :
X, = 0,206 s’'obtient directement sans effectuer de somme.
y, = 01B6+ 00186=0,205%5
La période communex ety, estX=5 qui est de taille 1.
Il faut alors itérer le processus p@O :

N

11 1 1 2 2 2 2 3 3 4 3 4 4 4
2 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
2 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
2 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
2 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5

2 0 5 5 5 5 5 5 5 5 5

2 0 5 5 5 5 5 5 5

2 0 5 5 5 5 5

2 0 5 5 _5

2 0 5

2 9 8 5 4 0 9 6 4 9

2 0 7 6 3 1 8 7 4
On obtient alors ®=207631874298540965 qui est

PPCM(1,2x9=18 et :

bien de tallle
0,5% 0,37=0,®

Exemple 2 0,370x 0,25 ; |=3 etl' =2.
370x25=9250 ce qui fait : B
25x 0,370=09,259 (c’est W) ;

370% 0,25=09343 (c’est W, T").
X, = 009259+ 0,000R59+ 0,00000259

y; = 0,09343+ 0,0000923
sommes qu’il est préférable de poser afin de liecefer :

1 1 1 1 1 1
o 0 9 2 5 9 2 5 9 2 0 0 9 3 4 3 4 3 a4
0, O 0 0 9 2 5 9 2 5 0 0 0 0 0 9 3 4 3
o0 0 o 0 0O O 9 2 5 9 0 0 9 3 5 2 7 7 7
oo 0 9 3 5 2 7 7 7767

Il faut, ici encore, itérer 9 fois le processusgce est long, mais encore faisable
a la main(nous préconisons toutefois l'usage du papier gispedrreaux !). On

trouve alors : ~
0,093527871305649083428661204638982416760194531972P ce qui

permet de trouveb qui a bien 54 chiffres :
®=093527871305649083428661204638982416760194537973C1

et donc0,370x 0,25=0,® .
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On voit qu'il est préférable de commencer l'algomiie de multiplication par les

rationnels définis par la période la plus courtaidMe plus grand probleme dans
cet algorithme est que, méme si I'on paupriori déterminer la taille de la

période, elle est en général tres grande. Ainsilgdrithme présenté est
rapidement impraticabla la main Mais il est tout a fait possible de I'effectuer
de maniere informatique a I'aide d’un programme.

En croisant ce résultat avec la représentatiomaamidn, on obtient le corollaire

suivant :

9°x9” divise 9 olic = PPCM@,b)x9°ccPed,

2- Le corp)

Le théoreme 5 permet de définir une multiplicatisor Q qui étend
naturellement la multiplication des décimaux. e, etx’=E’,T", alors on
définit: xxxX'=ExE+ExOQ,MM'+E%0,M+0,Nx0,M'. Si les périodes ne
commencent pas directement apres la virgule, ooéde a des shifts avec des
multiplications et des divisions par une puissadeel0. Nous présentons le
résultat global, méme si, comme annoncé, nous mb&Iessons seulement aux
rationnels positifs.

Théoreme 6
(Q, +,X) est un corps commutatif.

Preuve-Les seules démonstrations a faire sont I'assod&tat la distributivité
de la multiplication par rapport a la somme. Cesoet pas des démonstrations
particulierement difficiles du point de vue mathéiopae, mais elles sont bien
techniques.

Par exemple, pour la distributivité, on peut réeluput d’abord le probleme a
I'égalité entre0,M xR, M'ON" et 0,1 x0,M"'+0,Mx0,M" ol R=1 ou 0 selon
quellJIT fait ou non apparaitre une retenue (on supposdlgest de taille et
qgueIT’ et IT” sont de méme taille). Puis on écrit les calculs a faire dans
I'algorithme et on s’apercoit que ce sont les mé(nespas oublier la retenue R)
et que la suite de 9 apparait a partir du reRBPCM@,b)x9°¢PeP (cf. le
corollaire de la fin de la section précédente).

La représentation des DDIP par les solutions awatgnsDxx = N permet de
trouver l'inverse dex qui est la solution dblxy = D (avec bien entenddN etD
non nuls). Car alors onx(yxx) = (Nxy)xx = Dxx = N et doncxxy = 1 (par
unicité de la solution).
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3- Algorithme de la division

L’algorithme de la division est relativement proathe I'algorithme usuel de la
division euclidienne. Les deux differences avedilasion de deux décimaux
gue I'on apprend au college proviennent du fait lguéiviseur a une infinité de
chiffres et sont : 1) on ne peut pas éliminer tgwle au diviseur et 2) on ne peut
pas faire de division chiffre a chiffre en abaiddas chiffres du dividende, on
est donc amené a effectuer des décalages veradaaa

Le principe consiste toujours a déterminer un desnchiffres du quotient en
soustrayant au dividende un multiple du diviseuienBentendu, il s’agit de
multiplications (par un nombre strictement inférieu10) et de soustractions
avec des DDIP (cf. section Il). Une fois la padigiere du quotient trouvee, on
passe aux chiffres suivants du quotient en décéanchiffres vers la gauche
pour simuler une division par 10. Enfin, on idestifa periode lorsque I'on
retrouve le méme reste partiel (ce qui est néaespaisque, pour un dividende
et un diviseur fixés, il y a un nombre fini de e=sspossibles).

Il est préférable d’écrire les périodes du diviseudu dividende avec le méme
nombre de chiffres en utilisant le PPCM car celams® de faire cette
modification une seule fois au deébut sans avoiraardfaire pour chaque
soustraction.

Il est également possible de jouer sur la place dé@gule. On peut ainsi choisir
de multiplier ou de diviser par une puissance dgdBtaler la virgulg¢ pour
faire commencer la période du diviseur juste afaasrgule ou bien d’avoir un
diviseur avec une partie entiere a un seul chiffem nul. Cette derniére
possibilité est sans doute la plus intéressantelmpermet d’avoir rapidement
une idée des chiffres du quotient.

Exemple: Faisons la division de 138 par 0,046 que I'on va poser sous la

forme 138515 divisé par 455. Pour étre plus efficace, il est utile d’écrire la
table du diviseur :

45x1=4,5 45%x4=182 45x7=318
45x2=91 45x5=227 45%x8=236,4
45%x3=13,6 45%x6=27,3 45x9=41
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1 3:8 5 1 5
- 1 3:6 6 6 6 3
'1 8 4 8
1:8 4 8 0
1 8:4_ 8
- 1 8:2 2 4, <
12 6
216 2 0
2 6.2 6
- 2 2.7 7 5
314 8
3 4:8 4
- 3 1:8 8 7
219 5
2 915 9
- 2 73 3 6
22 6
2 216 2
- 1 8.2 2 4
414 0
4 410 4
- 4 1 9
3.0 4
3 0:!4 0
- 2 7.3 3 6
3:0 7
3 0:7 O
- 2 713 3 6
313 7
3 317 3
- 3 1:8 8 7
1:8 4
1 8i4 8 ]
On obtient donc :
13,861:0045 =304 05764966

La ligne en pointillés sert de point de
repére pour les décalages a gauche afin de
ne pas oublier de « 0 » au quotient. Elle sert
en outre a indiquer la virgule dans les
produits axdiviseur ou a est un chiffre.
Cette ligne en pointillés est placée juste a
droite du premier chiffre de gauche du
dividende. Nous n’'avons pas écrit la
premiere ligne qui ne présente qu'un
décalage avec un 0 au quotient qui ne sert a
rien (c’est comme cela que l'on procéde
lorsque I'on pose une division usuelle). On
peut également se rendre compte des le
début que le quotient aura une partie entiére
a trois chiffres puisque apres le premier
chiffre non nul du quotient, il faudra faire
deux décalages pour amener la virgule sur
la ligne en pointillés.

La partie entiere du quotient s’obtient
lorsque la virgule du dividende se retrouve
sur la ligne en pointillés (ici, c’'est 304).
Ensuite, il n'est plus utile décrire les
virgules.

On met en regard des restes partiels les
chiffres successifs du quotient car cela
permet facilement de repérer la période.
C’est pour cette raison que la disposition en
potence n’a pas été retenue.

Il était previsible que le quotient soit un ratiehravec une période de dix
chiffres puisque si I'on écrit le quotient en fiaat le dénominateur est 891 et

donc on a (cf. théoreme 4) :

P(99x41) = PPCM(9),¥(41)¥(11)) = PPCM(1,5,2) = 10

La nécessité de devoir travailler avec les virgubesmet de revisiter la
technique de division avec les décimaux : il n’‘pas nécessaire d'avoir un
entier au divisedr car ce qui compte c’est la position relative digules au

diviseur et dividende. Voici un exemple : 13,851,045 que I'on va poser sous

la forme 1385,1: 4,5.

* Programme de la classe de cinquiéme : « Divisarup décimal : - Ramener une division dont lesgiur est
décimal a une division dont le diviseur est entiefB.0O.E.N. spécial n°6 du 28/08/2008, page 21)
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1 3:8 5 1
- 1 35 3
'3 5, 1
315 1 0
3 511
- 3 15 7,
36
3 6!
- 3 6 8
0 !

Dans cet exemple, si nous avions choisi le prindgéda division euclidienne*
(cf. section 11I-2) nous aurions bien entendu t®@d07,79 comme quotient de
13,851 par 0,045.

Enfin, les programmes du collége font état d’alidsion décimalz mais les

manuels scolaires ne la définissent pas puisqragits en fait de définir

plusieurs divisions amenant chacune a un quotipptoghé an décimales.

L’algorithme que nous proposons permet de défineg division décimale dont
se déduisent ledivisions décimales du college.

V Trois guestions pour I'enseignement secondaire

1- Pourquoi enseigner les DDI ?

La premiere question que I'on peut se poser est @ele-ci : pourquoi vouloir
réintroduire les Développements Décimaux lllimi(BI1) dans 'enseignement
secondaire ? Rappelons que, lors de la réformendésématiques modernes du
début des années 1970, les nombres réels étaieotuits des la classe de
guatrieme par les DDI. Le programme de 1971 préaissujet des opérations et
de leurs propriétés : « sans évoquer devant leegles difficultés théoriques
considérables soulevées par ces questions [...] ».

Il nN'est en effet peut-étre pas nécessaire de revamx propositions des
mathématiques modernes dont I'impact négatif anéténtes fois souligné.
Tentons simplement de dégager l'intérét que peupetgenter les DDI pour
I'enseignement des mathématiques.

L’enseignement secondaire actuel ne propose plaanategistre numérique
pour représenter les nombres réels. Ce n’étaittqatsa fait le cas avant les
nouveaux programmes de 2008/2009 ou, en classeesisieme et de seconde,
apparaissaient une synthese sur les nombres. §eitieese reposait beaucoup
sur les notations des ensembles de nombres cevgtiippur conséquence de
détourner I'enseignement des objectifs de la swattstir les nombres (Vivier,
2008). Malgré cela, un travail sur les DDI eétaialig. Ainsi, on pouvait

® Programme de sixiéme : « La division décimaldigstée & la division d’un décimal par un entief(B:O.E.N.
spécial n°6 du 28/08/2008, page 15)
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entrevoir un registre numeérique valable pour t@ssriombres. Cette synthese a
disparu des programmes actuels du secondaire.

Le fait de ne pas avoir de registre numérique parire les nombres réels
marquent une rupture avec tous les autres typewhdres rencontres par les
eleves. La seule représentation valable pour tesisibmbres réels est donnée
par la droite géometrique en classe de secondéel&4%996) précise que si la
droite permet une intuition globale, elle est cejzamn sans effet sur les points.
Or, ce sont les points qui sont senses définirlembres réels par leurs
abscisses. Ainsi, non seulement l'enseignementebhcte contente d'une
présentation des réels a l'aide d’une simple ogiargeométrique, mais de plus
cette ostension est inadaptee.

Sans s’étendre sur le sujet, cela pose égalementsaumeux probleme
mathématique : a-t-on réellement obtenu le c&@E@sCar sans un minimum de
topologie, la droite géométrique peut faire réfésea n’'importe quel corps entre
Q etR (on pourrait ajouter : « et contenant les racirsesees et »).

Il faut depasser le seul registre de la droite g&aque pour définir les nombres
réels. Car il faut les définir, méme partiellemegniisque les nombres réels sont
tres importants pour lI'enseignement de l'analyselyage. La plupart des
résultats d’analyse sont faux si on ne consider® ges intervalles d&
(théoréme des valeurs intermédiaires, lien entn@daotonie et le signe de la
deérivee, etc.).

Pourguoi donc ne pas utiliser les DDI ? La constitudu registre des DDI ne
constitue pas un probleme pour les éleves. Bron2€05) le montre
parfaitement avec son ingénierie menant aux nomiésmaux. Nous avons
également eu l'occasion de constater que I'opmositiécimal/idécimal est bien
plus naturelle et spontanée pour des éleves dendeocgue la traditionnelle
opposition rationnel/irrationnel.

Et qu'on le veuille ou non, les DDI sont bien pritsedans I'enseignement
secondaire actuel puisqu’on laisse penser, sansaunstitutionnalisation, que
I'on travaille avec des DDI. Méme si I'on ne défipas les objets auxquels font
référence les valeurs approchées — tres présearied’ dnseignement secondaire
actuel —, il est naturel de penser que ces demsagt des troncatures d’objets
un peu indistincts que sont les DDI. La pratiqus daleurs approchées dans
I'enseignement secondaire va dans ce sens et phasesavec l'introduction de
I'algorithmique au lycée dans les programmes d€200

Pourquoi ne pas laisser les choses en I'état ? N&msndons par une autre
qguestion : lors d’'une anodine remarque d'un prafesslisant qu’entre deux
nombres il y en a toujours un autre, que réponduoa &leve un peu futé qui
donnerait le contre-exemple de 0,999... et 1 ?

Laisser penser que 0,999...<1 a également des immdesur la droite
géomeétrique puisque I'on peut trouver deux poinssirttts (dont les abscisses
sont 0,999... et 1) sans point entre eux. En particuln’y a pas de point au
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milieu. Ainsi, a cause de ggain de sablec’est tout I'édifice mathématique qui
s’écroule. Récapitulons :
- l'ensemble des réels est défini de maniére ostenavec la droite
geomeétrique ;
- on espere ainsi pouvoir définir les nombres réels les abscisses des
points, ce qui est loin d’étre le cas ;
- parallelement, le travail sur les valeurs appéashfait émerger, méme
implicitement, les DDI ;
- si le cas de 0,999... et de 1 n'est pas trait&existe deux nombres
distincts sans aucun nombre autre entre eux ;
- par un retour a la droite, il existe un segmansamilieu.
Jouons au catastrophisme : c’est toute l'analysdoete la geométrie qui
s’effondrent.
Il nous semble ainsi, qu’au minimum, la relatio®9®...=1 est a travailler.
Nous donnons dans cet article des moyens mathamatgjmples de le traiter.
Nous précisons ici que ce probléme n’est pas, avament a ce que I'on pense
en géneral, un probleme lié aux nombres réels pliisg pose dan®.

2- Quel travail mathématique sur les DDI ?

Le probleme est qu’il ne s’agit pas d’introduireeusuite de signes, méme
numeriques, pour obtenir un nombre. Chevallard §1,.98ans sa définition des
systemes de nombres, précise bien gu’il est ndoes$a pouvoir comparer et
faire des opérations de base avec les propriétesies pour avoir des nombres.
Si donc nous nous orientons vers une extensionhdmpe numeérique par les
DDI, il est nécessaire de pouvoir faire des opénati- rappelons que I'ordre sur
les DDI est pour I'essentiel un prolongement natdeel'ordre deD. Sans cela,
on pourrait dire que I'on introduit une représeptainerte.

Le programme de 1971 pour la classe de quatriermpopait d'ailleurs une
approche des opérations sur les DDI. La difficoitgidait dans le fait que I'on
devait impérativement passer par des encadremaisigue I'on voulait obtenir
directement le corpR. Il est fort & parier que cette approche restaibtique et
gu’aucune pratique de celles-ci ne reposait sur déBnitions par les
approximations.

Nos recherches permettent de développer une étegyenédiaire : introduire les
DDI, mais ne travailler que sur la somme et lagléhce de deux DDIP. Cela ne
permet bien entendu pas de résoudre le difficieblgme général, mais on
donne un peu de poids aux DDI puisque pour certBiD$ particuliers, les
périodigues, nous sommes capables d’en faire de vombres.

De plus, cette étape intermédiaire par les DDIPnpeide comprendre un point
essentiel qui est l'identification nécessaire d#@99,.. et 1 : puisque l'on veut
des nombres avec les propriétés usuelles, il eperatif d’avoir I'égalité
0,999...=1.
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Enfin, précisons que l'algorithme de la somme dexd@DIP ne présente pas de
difficulté particuliére a des éléves de secondevifvj 2011). Parfois, on voit

méme apparaitre de maniere spontanée des sommedriddes considerées
comme des entiers : lors d’un test sur les sommesreparaisons de DDIP en
seconde ainsi que, avec plus de formalisme, avectlgliants professeurs en
Master 2 (Vivier, travail en cours). On le constpsefaitement dans I'extrait de
production suivante d’'un groupe de Master 2 ou egpda somme de deux

périodes dans le cas simple ou il n’y a pas dewete

3- Quelle représentation pour les rationnels : D@ fractions ?

Cette question n’en est en fait pas une ou plueadevrait pas en étre une. Les
travaux de Duval montrent a quel point il est es8skrpour un objet
mathématique d’'avoir au moins deux repreésentatidags des registres
différents. Il commence par préciser que « les tebjpathématiques ne sont
jamais des objets accessibles par la perceptiommeonela peut I'étre pour la
plupart des objets dans d’autres disciplines » @QuiQ96, page 351). Puis, en
conséquence, il explique que :

« Le fonctionnement cognitif de base pour les nratté&ues comprend les

deux conditions suivantes :

- le fait de disposer non pas d’'un mais de plusiesystemes de signes
gui vont fonctionner comme des registres de reptasen pour des
fonctions cognitives de traitement et d’objectivati

- la nécessaire coordination de ces registresurd[)1996, page 372).

Le registre des fractions et celui des DDIP comstit donc deux registres
numeériques pour représenter les nombres ratiomoesil faudrait se servir et
coordonner. Or, I'enseignement secondaire actudfisee guere de place aux
DDIP. Non seulement cela peut entraver le foncoment cognitif mais de plus
cela risque fortement d’avoir pour conséquence cofusion entre |'objet
mathématique, le nombre rationnel, et soiquereprésentatidh la fraction.

Par exemple, une propriété importante des fracéshgjue I'on n’en change pas
la valeur en multipliant numérateur et dénominagar un méme nombre non
nul. Certes, mais cette propriété est propre a aefjprésentation et est non
pertinente pour les rationnels. On le comprend idiatément si I'on considére
la représentation avec les DDIP. En effet, et ci@stintérét important du
registre des DDIP, contrairement aux fractionsal ynicité de la représentation
en DDIP d’un rationnel — les décimaux mis a pagnbéntendu car ils ont deux
représentations distinctes. Ajoutons que c’est shmge pour cela que I'on
préfére souvent un décimal a une fraction pour&cm nombre.

® |l faudrait également discuter des registres namériques, voir par exemple (Adjiage, 2003).
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Que faut-il donc préférer écrire ? -
8/7 + 2/3 =38/21 ou 1142857+ 0,6=18095237?

5/9x37/99 = 185/891 ou 0,5% 0,37=0,20763187428540965?
A partir des travaux de Duval la réponse est simpid’une ni l'autre, les deux
sont importantes. Bien s(r, on a du mal a imadmenultiplication des DDIP au
lycée, méme pour les classes scientifiques, ckauil bien reconnaitre que la
multiplication des DDIP n’a pas un grand intéré&tmue. En revanche, pour la
somme il est, en toute généralité, compléetemenivalgnt de procéder a
I'opération dans le registre fractionnaire que danggistre des DDIP.
Il peut méme étre trés utile de combiner les deagistres lors d’un calcul,
méme si ce n'est pas l'usage. C’est en écrivantigess que I'exemple suivant
nous est apparu. Pour faire 8/7+2/3, on peut peersd@r calculatrice. Une
calculatrice scientifique de base donne le résdkaimal 1.80952381 (nous ne
parlons pas des calculatrices formelles) et nousqus :
- prendre ce résultat comme étant la somme cher@iées que ce n'est
gu’une valeur approchée, mais les éleves s’y laissmivent prendre) ;
- ne rien en faire car nous savons qu’agasontinuemais nous ne savons
pas comment ;
- utiliser ce que I'on sait des DDIP et fractiorles DDIP de dénominateur
7 ont des périodes de longueurs 7-1=6 (ou en tasisag plus 6) et les
DDIP de déenominateur 3 ont des périodes de longledonc la somme
cherchée aura une période de longueur (au plustofclusion: la
calculatrice permet d’avoir le résultat qui €s809523 (La période
commence juste apres la virgule puisque 7 et 3m@mier avec 10.)
Pour conclure, revenons au probléeme de la doulplkesentation en DDIP des
décimaux — ce sont les seuls nombres qui ont petfaiété. L’habitude fait que
'une d’elle est nommeépropre et l'autre, que nous nous empressons en général
d’éliminer, est homméempropre Force est de constater que cet usage va
clairement a I'encontre du bon sens mathématiqueisNnvitons le lecteur a
reprendre les parties Il, lll et IV pour s’en comaie pleinement. Il n'y a
guasiment rien en faveur de la périd@l@lors que deux arguments forts sont en
faveur de la périod® : en excluant simplement Densemble Gmuni de la
sommel] devient un groupe abélien ce qui n'est pas le stad%n ne fait
qu'exclure 9; les suites de 9 interviennent de maniére esslentians la
définition de la multiplication de deux DDIP.
Ainsi, contrairement a l'usage, si I'on doit enlewme des deux représentations,
c’est plutdt la représentation propre des decinguik faudrait éliminer ! Mais
bien sdr, ce n’est que le point de vue mathématdulene faut certainement pas
minimiser le point de vue psychologique. Plus namablement, nous proposons
de conserver les deux représentations, propre ptopre, tout en sachant
guelles représentent le méme nombre décimal.
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Annexe : Démonstration du théoreme 4

Avant de commencer la preuve, nous tenons a raplget®nvention suivante :

9, 0 et 1 désigne le mot obtenu en répétafuis le chiffre en jeu. Toutes les
autres puissances serontwilaiespuissances de nombres méme si parfois il peut
y avoir une confusion avec la régle précédepitelQ’, 2°).

Preuve du théoreme 4
1. Soitl tel queuxv divise 9 et écrivons la division euclidienné = gx¥(u)+r et
supposons que B<¥(u). On a 9""“0'+9" est divisible pau mais il en est de
méme de Y0 par définition de¥(u). Donc u divise 9 ce qui impossible.
Doncr=0.
On en déduit donc quk est un multiple commun d#®(u) et deY¥(v). Par
ailleurs, commau etv divisent §°M¥W*W) il en est de méme decv dans le
cas ow etv sont premiers entre eux.
2. C’est immédiat puisque pour un décimal la périest de taille 1.
3. Par le théoréme d’Euler, on sait qué®£1 modulop ol ¢ est I'indicatrice
d’Euler. Donc¥(p) divisee(p)=p—1 ce qui montre le poitt
Notonsn le nombre¥(p?. On sait alors que 181 modulop® ce qui n'est
possible que sh et p?> ne sont pas premiers entre eux. Donc, com@,
nécessairemenmt divise n. Par ailleurs, par une démonstration identiquelke c
du point 1, on montre queest un multiple d&(p). Et puisquep est premier et
gue¥(p) est un diviseur dp-1, alorsn est un multiple de¥(p).
Comme §*® = 10%P_1 = AFP-1)x(1+10"P+ 107*P+ . +1P*P), p? divise
ce nombre puisque divise chacun des deux termes*(#&1 modulop). Ainsi,
on a bien¥(p?)=p¥(p).
Faisons a présent une récurrence. Supposons quermpentierk>1 nous avons
¥(p") = p™¥(p) (ainsi que pour toutes les puissances infériedlgset notons
n=p““¥(p). Comme ci-dessus, on montre qU&p“') est un multiple de
¥(p"=p“¥(p). Soit un entieg>0, dont il s’agit de déterminer le plus petit, tel
quep“* divise 9*". On a alors :

9P = 131 = (10-1)x(1+10%+...+(10")"*™H
Par hypothése, le premier facteuPIDest divisible pap** mais pas pap® et le
second est égalmodulop? apg. Ainsi, p*! divise 9™ si et seulement sj est
un multiple non nul dep. Le plus petit est évidemmentp et on a bien
(P Y)=p ¥ ().
4. Le pointb est une évidence puisquéest divisible pap®™. On a également
facilement¥(p”)=p puisque 1 est divisible pamp si et seulement i est un
multiple dep. Donc, le plus petit rep-unit qui est divisibler gaest £ ce qui
termine la preuve du poiect

" Notons qu'a cause d’une division par 2 il est séa&e, en base impaire, de supposermpquest pas égal & 2,
ce qui est le cas puisqpene doit pas diviser 10 ni 10—1 qui sont deux esti®nsécultifs.
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La preuve dwa est du méme style qu’au point 3, il y a juste ucatkge dex et
on utilise le critere de divisibilité usuel par diwviseur de 10-1.

5. Pour des raisons similaires aux cas précédaeptss avons uniquement a
montrer que, pour chacun des deux cas :

a- . pour tout entiek>0, 12" est divisible par 2mais pas par?;

b- : pour tout entiek>B, 12* est divisible par'?® mais pas par?*™.
Pour lea, on écrit :
k

k

=1

_ 2
(B-1x1Z =B% -1= (2% In+1)
Ce qui donne, puisqug-1=2"n:
R e S (@D _ ok 21 (=D |
1° = ZCZJK 219 9Inl =2 +ZCZJk 2“7 n!
j=0 j=1
Il reste alors a vérifier que tous les termes delame (pouj=1) sont divisible
par ! ce qui est le cas puisque-1>2 (on isole un facteur*? puis on
remarque quej et 2 ont le méme nombre de facteurs 2 dans leur
décomposition en facteurs premiers et pftiea moins de facteurs 2 qu& 3.

Pour leb, on remarque que®dB+1=2q ou q est un entier impair et donc
P(2*P)=2. La suite se traite facilement par récurrenoe fois que l'on a

remarqué que®? =12 x(B2+1) et queB%+1 est égal & 2 moduld.2
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