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Résumé— Un métamodele original basé sur la méthode dmrdposition aux valeurs propres
contrainte (CPOD2) est proposé. L'idée principalede considérer une base orthonormée en prenant
en compte les contraintes scalaires. Cette appresheappliquée avec succes a I'optimisation
multiobjectif de la forme d’un conduit d’admissidéveloppé par Renault. Les résultats numériques
comme l'analyse des modes POD contraints et du fferPareto montrent l'intérét de la CPOD2 par
rapport a la POD classique.

Mots clefs— décomposition aux valeurs propres (POD), base orthnée, mode physique.

1 Introduction

Dans le cadre de I'optimisation de systéemes méaaside temps de calcul des réponses par des
simulations numeériques « haute fidélité » est soupeohibitif. Méme si l'utilisation de plates-foea
de calcul paralléle permet de le diminuer, d’autiéficultés apparaissent : I'équilibrage des técte
tous les utilisateurs et I'efficacité relative dalaul paralléle. De plus, des contraintes inforous,
telles que gestion des licences des codes indasp&uvent également entrer en considération.

Cela motive notre intérét de développement des lasdaéduits pour remplacer le modéle « haute
fidélité ». Une large gamme de méthodes d’approtidnaassociant les réponskesux variables de
conceptiony existe [1], parmi lesquelles on peut citer lesfaxgs de réponse polynomiales, le
Krigeage, I'’Approximation Diffuse, les réseaux daurones, les réseaux de fonctions a base radiale et
la régression par vecteurs supports.

Néanmoins, ces approches présentent I'inconvédieme pas utiliser I'information « physique »
générée par le code de calcul « haute fidélitéa»méthode de décomposition aux valeurs propres
(POD —Proper Orthognonal Decompositiprpermet de prendre en compte cet aspect [2]. &'idé
principale consiste & décomposer un champ vectemieine combinaison linéaire de modes restreints,
calculés a partir de la matrice de covariance coitstavec des clichés des champs de la simulation
« haute fidélité ». Toutefois, I'erreur de tronoatide la base vectorielle, acceptable en résolypieuat
étre pénalisante dans le cadre d'utilisation dalnrtodéele réduit pour I'optimisation. Pour pallgstte
limitation, une nouvelle méthode basée sur la d@osition aux valeurs propres contrainte (CPOD)
[3] a été développée, en imposant que les coeiticigle la décomposition soient tels que des
grandeurs scalaires obtenues par intégration dgsws satisfassent des contraintes d’égalitéesric
(au moins pour les points du plan d’expériences).

Toutefois, la CPOD garde la méme base modale gBO[R, ce qui en limite I'utilité pratique car
le systeme projété reste le méme qu'avec la PODaibfeurs, une autre approche a été proposée par
[4], ou les coefficients mais également la basdovigle sont déterminés lors de la réduction des
équations du systeme, au prix de la perte d’ortiroalité des vecteurs modaux. Ces raisons motivent
la proposition d’'une méthode originale de POD ainte améliorée (appelée CPOD2), combinant les
deux approches. Cette approche consiste a premdmormapte les contraintes scalaires, via une
modification non seulement des coefficients, mge&ment des modes orthonormés.

Dans les sections suivantes, tout d'abord, l'idéecpale de la CPOD2 est décrite, ensuite
I'algorithme est expliqué et puis I'application & conduit d’admission et les résutalts numérques.



2 CPOD2 (Constrained Proper Orthogonal Decompositior Version 2)

Avant d’expliquer la procédure de calcul des modlest des coefficientst, nous présentons le
projecteur orthogonal contraint.

2.1 Définition d’'un projecteur orthogonal contraint

On se place dans l'espace Affine EuclidiEnattaché a I'espace vectoriEl=[" muni d'un
repérg0,B), avecB =(e',---,e") la base canonique de E et O un point origine danst muni du
produit scalaire habituel. Sdt un sous-espace affine @ passant pau,et attaché au sous espace
vectoriel F tel qudim(F) =m(m< N). Soit'¥ ={¢., ¢ ,,---,¢_n} une base orthonormée de F jest
engendré par une badket passe par le poing :

F={uy +Ya,a00™}. Q)

Soient les clichési™ (X) une famille deV points deE correspondant a des chanygx) calculés par

élément finis sur le méme maillage, qu'on écriragementu® k =1,---,M , et soitC une matrice
N x p de rangp (p<N). On définit le projecteur contraint skirpar :

Pc:E—F
U — Arg min|ju - v||2 aved(u)={vOF/CTu=C"v}. (2)
vOFc (u)
2.2 L'idée principale de la méthode CPOD2

Soit un plan d’expériencesu{=(u®,....us®)" ; k = 1,..., M } déterminé par exécution d’un
modéle « haute fidélité » pour un échantillon repriatif de « clichés » correspondant aux diffé&rent
points dans I'espace de conceptibhcorrespond a la taille d’'un cliché (typiquemelg nombre de
degrés de liberté associé a un calcul haute #jé&itM est le nombre de clichés (snapshots

On cherche F, tel que :

-dim(F) =m;

M
2
- Z”u"‘) —Pc(u"‘))H soit minimal.
k=1

Plus précisément, le but est de déterminer unedsésenormé& = [¢1,---,¢m], (¥ =1,) avec les
coefficientsa= (ay,...,a,)" tels que :

m
uoPM =p M) =ug + > ae; =up +wa® k=1- .M, m<<M, (3)
i=1
les coefficientm™® étant obtenus de maniére & minimiser I'erreur dgeption :

I@)=[u® -u, - wa®|’. 4)
Cette stratégie portera le nom de CPODA@r(strained Proper Orthogonal Decomposition 2

2.3 Calcul des mode¥, des coefficientsx et de la valeurug

La condition nécessaire et suffisante (CNS) d’exise stipule que :
OuDE, CvOF, tel queC'u=C'v (5)

Pour satisfaire cette condition, il suffit qu@C [J F ouF est la direction vectorielle de Le calcul
pratique de I est réalisé via une factorisatiQiR de la matriceC :



Rl
C=QR=[Q, Q]| ; |=Q:Ry. (6)
ouU R; est une matrice triangulaire supériepx, Q; est de dimensiomxp, Q, estNx(N-p), etQ; et
Q2 ont des colonnes orthogonales.

PuisqueR; est inversible, alors I8=ImQ;; donc, siW est une base de F orthonormée, alors
¥ =[¢1,0pbpi1, bl avec[dy,--,¢ ] = Q, . Celaimpose notamment que> p. On notera :

¥ =0 ¥ o] avec{f(m_p):[%ﬂ"”’¢m_p] e 0
¥ -p) ¥ o) =l m-p
On pose alors :
P-(u) =uy +WYa avecYaOF. (8)
Dans ce cas, (5) revient a :
C'u=C"(uy +¥a) ouC™(u-uy)=C"¥a. 9)
En fonction de (6), (9) devient :
R,"Q: (U-ug)=R,"Q; Ya. (10)
Comme¥ =[Q; ¥ n-p)], ON trouve :
R,'Q; (U-Ug) =R, Q1" [Q1, ¥ (m-pa . (11)
PuisqueR; est inversible, on obtient :
Q' (U-Up) =[Q;' Qs Q1T‘l’,(m—p)](x , (12

ouQ,'Q, =I pxp 1Q1T\I',(m—p) = O px(m-p) -
Donc, on peut obtenir une partie des coefficients :

(ali"'vap)T :QlT(U‘Uo) (13)
On pose ensuite= (a ., -, am-p) JO™ P ; I'erreur de projection notéd(a) peut se transformer
enJ(b) et s’écrire :

2

i) = =0 - -0 o - ¥ | (14)

U—-ug-— [Qly‘l”(m—p)]|:Ql (L:)_UO):l

Par application des conditions d'optimalité de pe¥mordre par rapport &, on aboutit

aw =0, et on obtient I'autre partie des coefficients :
D™ = -y (1 = QuQ U =(1 = QuQ )= ¥ -y (1 - Q1R YU -U) (15)
or, Q,Q," +Q,Q," =I,, ; il s’ensuit que :
b =W (T (Q2Q," (U= ) 61

Puisque la matric¥ -, est orthonormée &éh¥ i, , 0ImQ,, alors¥ ,,_, =QB, ouf3 est une
matrice de tailléN — p) x (m—p).

Par ailleurs,

T
‘I’,(m— p) ‘I’,(m—p) =1 m-p dOﬂC BTQZTQZB =1 m-p»



QzTQz =ln-p > doncB'B =1 m-p-
Par conséquent :
¥ oy Q2Q2' =B'Q2'Q2Q2  =BTQ2 =¥ (mpy' - (17)
D'ou :
b =W )" (U—Up) (18)
Finalement, on trouve que :

QlT (u-uo)

=Upy + T+\ll e 0] . T U-u 19
‘Pv(m—p)T(U‘Uo):l 0 +(QuQ (m-p) ¥ (m-p) )(U = Uo) (19)

R.(u) :Uo"'[Ql"l',(m—p)]{

L'erreur deP¢ s’écrit :

2
Ju =R = lu=uo = Pal® =u~uo = (QUQL" +¥ ¥, (m-py " Nu =)

=[Q20:" (U =Ue) =¥ (- ¥ " =) = (U=U0) Qa1 ~BBIQ" (U= ) (20)
car Qx(I m-p -BB")Q," est un projecteur symétrique orthogonal.
On note l'erreur :
€(Uo,B,U) = (U—Up) 'Qa(l mp ~BR")Q2' (U—U). (21)

Ensuite, on doit calculeu et la bas@. u,etf doivent étre choisis de fagon a minimiser la somme

des erreurs de projection sur I'ensemble des dtmﬁnéﬁé, k :l-'-,M}, c'est-a-dire :

. M
{uo,8= Argminy_e(uo,8,u®) (22)

BB, K=

D’abord on calculel, pourf3 fixé ; la CNS d’optimalité se résume a la conditthnI" ordre :

(:Tg,dJo)zo,DdJODE, 23)
0
C'est adire,
D2 ~up)(Q2Q3 - QBB'Q3)(~8ug) =0, Tdu, TE (24)
k
Oou encore :
.
[{ZU‘”J - MUOJ (Q:Q:' -QBB'Q.")=0. (25)
k

M
En posant =ﬁ2u"‘) , on trouve :
k=1

Up-U0KeQ.Q," -QBB'Q,"]. (26)
On choisiral, =T, puisque le choix du représentable d&egQ,Q," - QBB Q,'] naffecte pas la
fonction codte .
Il reste a résoudre le probleme :
B = Argming(u,B) 27)



ouf est la matricéN — p) x (M= p)et B'B=1 1.

Pour cela, on transformecomme suit :

EUo,B) = e(w B.u)
k=1

(28)
\T
- > {0 -0 ¥ ~m}- X { (. ¥ - g (@2 - )}
k k
Puisque le 1 terme est indépendant @e on obtient :
B=Argmax> 1 (Q," @® -m)"BRT(Q," w® - )} (29)
k
En posant® =Q," (u® -1), (29) peut se réécrire comme suit :
B= Argmaxz (v*)TeR™VY , avecBtel queB B =1, (30)
k

On posera égalemevit= Zv(k)v‘k)T .V est une matricéN — p) x (N — p) symétrique.
k

Soit ' =diag(4,,---,4,_,) , la matrice diagonale des valeurs propres rangas qrdre
décroissant, 2 A, 2--=2 A, =0, et soitP=[p,,--,pn-p] la matrice orthonormée des vecteurs
propres correspondant$ a de sorte queéP = PI" . Alors, m étant fixé, la matric®=[p ;,---,p m-p]

constituée des1-p premiéres colonnes deest la solution du problérge= Argmaxy_ (v)"pp"v
k

B'B=lmp.

3 L’algorithme CPOD2
En résuméla procédure de la CPOD?2 est la suivante :

Dans un premier temps, une chaine de simulatiomutéhdidélité’ est exécutée pour un plan
d’expériencey™ afin de produire les clichég?, k = 1,...,M. On construit la matric€ tel que :

CTyCPOD2 = =T, (31)

Ensuite, on fait la décompositi@R de la matrice des contraint€s

R
C=QR=[Q, QZ]{ 01} (32)
Et puis, on calcule le vecteur moyen et la matvice
1= L3 y® (33)
M k=1
V= Zv"‘)v(")T et v =Q," (u® -u,) (34)
k

les modes¥ sont obtenus par la formule

¥ ={Q.,Q.B} (35)
les coefficientd3 sont leam-p premiers vecteurs propres de la matkice
Finalement, la définition du projecteur contraidcsit :

uCPOD2(K) = 4 (K (36)



Les coefficientsa™ sont égaux & la projection des écarts entre delséglipar rapport a la moyenne
sur I'espace modal :

a® =y (u® -y (37)

4 Application a I'optimisation multiobjectif d’'un conduit d’admission

L’application industrielle étudiée est un conduadmission guidant le fluide dans la chambre de
combustion. Le but est de maximiser deux critérestagonistes: letumble T (ou
vorticité), caractérisant le mélange de l'air et du combiestidans la chambre de combustion
(réduction de la pollution), et #ebit Q(performance). Ces deux grandeurs dépendentgimlaétrie
du conduit pilotée par six variables CAO= (yi, ... ,¥s)' (voir figure 1), et sont calculées en
fonction du champ de vitesse dans une zone fiyéeitlans le cylindre (voir figure 2).

n angle soupape

¥ hauteur du calibrage

>y rayon du venturi

Yy | écartement du conduit

»s profondeur conduit

Vs angle conduit

=

Figure 1 : Six variables de conception.Figure 2 : Champ de vitesse 3D et zone éFéit

Mathématiquement, ces grandetiret Q sont obtenues par intégration du champ de vitedzes la
zone d'intérét:

T=T(y)= | (x=x,)v,d@

m (38)

Q=Q(y) = | v,ds

yinf Sy:(yl’ yZ"”’yB)T Sysupvvz (\{(7\4,1\4)1—

ou v est le champ de vitesse dans la région d'int@rétilisée pour I'intégration du tumbl€ et du
débit Q. Q est choisi dans la chambre de combustion et esit dians la figure 2S est la section
transversales-x, est le bras de levier entre le point considéféet de symétrie du cylindre, gtsont
les variables de conception.

On effectue l'optimisation avec le metamodéle rediiPOD2. Le modele réduit est construit de
maniere a préserver les grandeurs des deux fosdtimiit pour chacun des clichés. Les fonctiDies

Q interviennent donc deux fois — dans la phase dstoaction du modéle réduit elles correspondent
aux contraintes représentées par la mat@iceDans la phase de l'optimisatioh et Q sont des
fonctions objectifs et les seules contraintes sioniées par les encadrements des variables de
conceptiory.

En pratique, 146 clichés sont calculés par la sitiat CFD haute fidélité pour obtenir les modést
les coefficients CPOD2 sont interpolés par I'Apprnaation Diffuse [5]. Puis, I'optimisation
multiobjectif afin de trouver 'ensemble de meiltsicompromis entr& et Q est exécutée a l'aide de
I'algorithme génétique multiobjectif MOGA [6] dispible dans I'environnement DAKOTA [7]. Pour
obtenir les meilleurs résultats, on utilise une yation initiale rassemblant tous les points dunpla
d’expériences (146 points), et a laquelle on atéjone portion d’éléments aléatoires (104 poings) p
hypercube latin.

4.1 Discussion des ‘modes physiques’



Dans cet exemple, la matri€ecorrespondante eptx N, p est le hombre de contraintes est equivalent
a 2, une contrainte podr, 'autre pourQ. N est le nombre de nceuds sur la grille référenceleSur
figures 3 et 4, on observe bien que le premier ni@E®D2 correspond a la vorticité et le deuxieme

mode correspond au débit.

-0.02 -0.02

-0.09
™N-0.095
-0.1

0.08

Figure 4 : CPOD2, mode ;= 1.667*1.0e-014Q =2.330* 1.0e-002

Sur la figure 5 et la figure 6, on voit bien ges fonctionsT et Q sont nulles a partir du mode 3.
Comme, dans notre probleme d’optimisation les fonstT et Q jouent le réle de fonctions objectifs,
il suffit de choisir les deux premiers modes CPOMD&s modes suivants pourront servir en
postraitement du résultat final pour reconstruareotalité du champ de vitesses optimisé.

Figure 5: CPOD2, mode 3 ; T=-2.777 *1.0e-014, @ =

Figure 6 : CPOD2, mode 4 ; T = 2.447*1.0e-014, Q =

4.2 Comparaisons entre la POD et la CPOD2

Sur la figure 7 a gauche, les croix correspondertpoints du plan d’expériences et les valeurs de
et Q sont normalisées dans l'intervalle [0, 1]. La &gentre les carrés est le front de Pareto du plan
d’'expériences. Les résultats par métamodeéle de Dyffes-POD avec 12 modes et de type Diffus-



CPOD2 avec 2 modes sont illustrés a la figure Témtre et & droite respectivement).

le front de Pareto du PLEX le front de Pareto avec approximation diffuse + POD le front de Pareto avec approximation diffuse-CPOD2
T T 1 T T

S

% i x % % XXX
o Front de Pareto x T % O Front de Pareto avec modes 2 x %

0.21 x Plan d'expériences % 0.2H x Plan d'expériences gt 0.2f x Plan d'expériences

‘ -8 Front de Pareto du PLEX —&— Front de Pareto du PLEX P Front de Pareto du PLEX

0. 0, 0.1
065 07 075 08 08 09 095 1 1.05 065 07 075 08 085 09 095 1 1.05 065 07 075 08 08 09 095 1 1.05
Débit Débit Débit

Figure 7 : Résultats obtenus par approximationd®#OD et Diffus-CPOD2.

Sur la figure 7 au centre, on voit bien que cestgiaints de la génération finale du modéle POD
sont dominés par les points du plan d'expérienBes.contre, on peut obtenir un front de Pareto
dominant les points du plan d’expériences aveauBHEPOD2 en utilisant que 2 modes (voir la figure
7 a droite). C'est une conséquence directe derdition d’interpolation en imposant la conservation
des grandeurs globales lors du calcul des modda @®0OD2. Des résultats plus détaillés, incluant
notamment une comparaison entre la POD et la CPseiht présentés et discutés lors de I'exposé
oral.

5 Conclusions

Dans ce travail, nous proposons un métamodeélenatigiasé sur la méthode de décomposition aux
valeurs propres contrainte améliorée (CPOD2). géemet de pallier la limitation de la POD en
modifiant les modes orthogonaux, gréace a l'impositde la conservation de quantités intégrales
déterminées par la simulation ‘haute fidélité’ ptas points du plan d’expériences. Ce métamodele a
été appliqué avec succes a l'optimisation multiciiffede la forme d’'un conduit d’admission
développé par Renault. Les résultats numériquesrerdrgue les meilleures solutions sont obtenues.
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